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Ubungsblatt 4 zur Kommutativen Algebra

Aufgabe 1. Sei R ein kommutativer Ring, M ein R-Modul, p € supp M und g € spec R
mit p C q. Zeige q € supp M.

Aufgabe 2. Bestimme fiir den C[X, Y]-Modul M := C[X, Y]/(X?, XY) moglichst expli-
zit

(a) ass(M),
(b) supp(M).

Aufgabe 3. Ein Modul heifst endlich priisentierbar, wenn er isomorph ist zu einem Quo-
tienten eines freien Moduls von endlichem Rang modulo einem e.e. Untermodul. Sei
R ein Ring und M ein R-Modul. Zeige, dass folgende Eigenschaften dquivalent sind:

(a) M ist isomorph ist zu einem Quotienten eines freien Moduls von endlichem Rang
modulo einem e.e. Untermodul.

(b) Es gibt eine exakte Sequenz der Form R" — R™ — M — 0 mit m,n € INo.

Aufgabe 4. Zeige, dass e.e. Moduln iiber einem noetherschen Ring stets endlich pra-
sentierbar sind.

Aufgabe 5. Fiir alle R-Moduln M, N, P und Homomorphismen f: M — N betrachten
wir den R-Modulhomomorphismus

Hom(f,P): Hom(N,P) - Hom(M,P), g+ go f.
Sei P ein R-Modul. Zeige:
(@) Hom(idpm, P) = idgem(m,p) fiir alle R-Moduln M und P,

(b) Hom(g o f,P) = Hom(f,P) o Hom(g, P) fiir jede Sequenz L Iy M 5 N von
R-Moduln und jeden R-Modul P,

(c) Hom( ., P) fithrt kommutierende Diagramme von R-Modulhomorphismen stets in
entsprechende kommutierende Diagramme mit umgekehrter Pfeilrichtung tiber.

(d) Ist L L> M -%5 N — 0 eine exakte Sequenz von R-Moduln, so ist

0 —s Hom(N, P) 28" Hom(M, P) "%") Hom(L, P)

ebenfalls exakt.

Abgabe bis Freitag, den 22. Mai, um 11:44 Uhr in die digitalen Briefkésten.



