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Ubungsblatt 8 zur Kommutativen Algebra

Aufgabe 1. Sei K ein Korper und R := K[X, Y, Z] der Polynomring in drei Unbestimm-
ten X, Y, Z uiber K. Bezeichne M den R-Modul R. Bilden

(@) X,Y(1-X),Z(1—-X)
b)) Y1-X),Z2(1-X),X
eine Nichtnullteilerfolge fiir M?

Aufgabe 2. Sei K ein Kérper und
R:=K[X,Y,Z] :=K[X,Y,Z1,Z5,Zs,...]

der Polynomring in abzdhlbar vielen Unbestimmten X, Y, Z;,Z,Z3, ... tiber K. Be-
trachte das Ideal

I:.= ({YZi]iG]N}U{Zi—XZiH\iGJN})gR

von R, welches von allen YZ; und Z; — XZ; 1 mit i € IN erzeugt ist. Betrachte den
R-Modul
M :=R/I.

Bilden

(@) X,Y

b) v, X

eine Nichtnullteilerfolge fiir M?

Hinweis: Betrachte den Ringendomorphismus ¢: K[X,Y,Z] — K[X, Y, Z] mit

plk =1idx, ¢(X)=X, @(Y)=Y und ¢(Z;) =2 furi e N.

Zeige ¢(I) C I. Bezeichne ]N((]N) die Menge aller Abbildungen «: IN — Ny mit end-
lichem Trager {i € IN | a(i) # 0}. Schreibe |a| := Y72, a(i) und Z* := [Tien Zf‘(l) fur

alle « € ]N((JN). Ist f € K[X,Y,Z] und d € Ny, so nennen wir f d-homogen in Z, wenn

jedes Monom von f von der Form X'Y/Z" ist fiir gewisse i,j € Np und a € ]N(()N) mit

|a| = d. Zeige nun zunichst als Hilfsbehauptung, dass fiir alle d € Ny und alle Z



d-homogenen f € K[X,Y,Z] mit Xf € I sogar f € I gilt. Wende dazu ¢ an und multi-
pliziere mit X4~ ausser fiir d = 0. Dehne nun die Hilfsbehauptung auf alle beliebigen
f € K[X,Y, Z] aus. Was hat die Hilfsbehauptung mit der Aufgabenstellung zu tun?

Aufgabe 3. Sei R ein kommutativer Ringund 0 — L —+ M — N — 0 eine kurze exakte
Sequenz von R-Moduln. Sei 4y, ..., a, eine Nichtnullteilerfolge sowohl fiir L als auch

fur N. Zeige, dass a3, ...,a, dann auch eine Nichtnullteilerfolge fiir M bildet.

Hinweis: Zeige, dass die gegebene exakte Sequenz im Fall n > 1 eine exakte Sequenz
0—L/ayL —- M/ayM — N/a1N — 0 induziert.

Abgabe bis Freitag, den 19. Juni, um 11:44 Uhr in die digitalen Briefkasten.



