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Algebraische Zahlentheorie - Ubungsblatt 6

Abgabe. Donnerstag, 8. Juni 2017, 10:00 Uhr, Briefkasten No. 19.

Ringe sind immer kommutativ mit Fins.

Definition. Sei R ein Ring, P ein Primideal und Py C P, € ... € P, = P eine maximal
aufsteigende Kette von Primidealen von R. Dann heifit n die Héhe von P, geschrieben ht(P).

Aufgabe 1 (5 Punkte). (a) Zeigen Sie, dass ein noetherscher Integritatsbereich R genau
dann faktoriell ist, wenn jedes Primideal von R der Hohe 1 ein Hauptideal ist.

Hinweis. Fir die Rickrichtung konnen Sie ohne Beweis das folgende Resultat verwen-
den:

Krullscher Hauptidealsatz. Sei R ein noetherscher Integritatsbereich, z € R\ {0}
und P ein minimales Primideal das = enthdlt. Dann gilt ht(P) < 1.

(b) Es folgt aus (a), dass Hauptidealbereiche noethersche faktorielle Integritatsbereiche sind.
Zeigen Sie, dass es noethersche faktorielle Integritatsbereiche gibt, die keine Hauptideal-
bereiche sind.

Aufgabe 2 (3 Punkte). (a) Sei R der Ring der stetigen Abbildungen f: [0,1] — R. Zeigen
Sie, dass R nicht noethersch ist.

(b) Geben Sie ein Beispiel fiir einen nicht noetherschen faktoriellen Integritétsbereich an.

Aufgabe 3 (4 Punkte). (a) Betrachten Sie den Beweis vom Hilberts Basissatz (8. Vor-
lesung). Zeigen Sie anhand eines Beispiels, dass, in Abhéngigkeit von der Wahl der f;’s,
die Elemente g; notwendig sind um [ zu erzeugen.

(b) Koénnen wir eine Bedingung an die Wahl der f; stellen, so dass die f; geniigen um I zu
erzeugen?

Aufgabe 4 (4 Punkte). Sei M ein noetherscher R-Modul und ¢: M — M ein Endomor-
phismus von M. Zeigen Sie, dass es ein n € N mit ker(¢™) Nim(¢") = 0 gibt.
Sei nun ¢ surjektiv. Zeigen Sie, dass ¢ ein Isomorphismus ist.

Hinweis. ker(y) C ker(?) C ker(¢?®) C ...



