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Aufgabe 1. Sei K ein Korper und L eine endliche separable Korpererweiterung von K
vom Grad [L : K] = n. Seien Q die normale Hiille von L/K und oy,...,0, die paarweise
verschiedenen K-Einbettungen von L nach Q. Sei {f1,...,5,} eine Basis fur L/K und B
eine Matrixdarstellung von By, x beziiglich dieser Basis. Zeigen Sie, dass

det B = (det(0:(53;)))>.
Folgern Sie, dass det B # 0 gilt.

Aufgabe 2. Sei R ein ganz abgeschlossener Integritatsbereich mit Quotientenkorper K. Sei

L eine separable Korpererweiterung von K mit [L : K] = n und sei S := R der ganze
Abgschlufl von R in L. Sei {1, ..., 3,} eine Basis fir L/K. Definiere die R-Moduln

M:=3 Rf und M':={aeL| Spy(ay) € R firalle y € M}.

i=1
Zeigen Sie, dass M C S C M’ gilt.

Aufgabe 3. Sei L = Q(v/d) ein quadratischer Korper mit d € Z quadratfrei.

In dieser Ubungsaufgabe wird eine Ganzheitsbasis fiir O, als Z-Modul berechnet.

Sie konnen das folgende Resultat, das in der Vorlesung bewiesen wird, verwenden:
Satz von Stickelberger. Sei L ein Zahlkorper. Dann gilt

D(OL/Z) =0 oder D(OL/Z) =1 mod 4.
(a) Sei d=2,3 mod 4.

e Berechnen Sie die Diskriminante D(f) des Minimalpolynoms f des primitiven Ele-
ments v/d.

e Zeigen Sie, dass D(Or/Z) =0 mod 4.

e Zeigen Sie, dass {1,v/d} eine Ganzheitsbasis ist.

(b) Seinun d =1 mod 4. Zeigen Sie, dass {1, 1+2\/8} eine Ganzheitsbasis ist.

Aufgabe 4. Sei f(x) = 2® + az? + bx + ¢ ein allgemeines Polynom vom Grad 3 iiber Q. Wir
berechnen die Diskriminante D(f) in Abhéngigkeit von a, b, c.



(a) Substituieren Sie x = y — a/3, um ein Polynom der Form g¢(y) = 3 + py + q zu erhalten.
Begriinden Sie, dass f und ¢ denselben Zerlegungskoérper haben.

Folgern Sie, dass sie dieselbe Diskriminante haben.

(b) Seien «, 3,7 die Nullstellen von g, also g(y) = (y — a)(y — 8)(y — 7). Zeigen Sie, dass

(c) Drucken Sie D(g) in Abhéngigkeit von p und ¢ aus (benutzen sie hierzu die Beziehung
zwischen Nullstellen und Koeffizienten). Verwenden Sie dann, dass f und g die gleiche
Diskrimante haben, um D(f) in Abhéngigkeit von a,b und ¢ anzugeben.

Zusatzaufgabe fiir Interessierte. Sei p > 2 eine Primzahl und ( eine primitive p-te
Einheitswurzel. Betrachten Sie das p-zyklotomisches Polynom
p—1
(X)) =X+ XP P+ 4+ X +1=][(X-¢),

i=1

wobei die (; die zu ¢ konjugierten p-ten Einheitswurzeln bezeichnen. Zeigen Sie, dass

D(@,(X)) = (-1)"= p2



