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Algebraische Zahlentheorie - Ubungsblatt 13

Abgabe. Dieses Ubungsblatt muss nicht abgegeben werden. Lésungen werden auf der Web-
seite von Michele veroffentlicht. Es wird jedoch ausdriicklich empfohlen, diese Aufgaben zu
bearbeiten!

Aufgabe 1. Seien 7 eine reelle Zahl und s,¢ € N.
Das Ziel dieser Aufgabe ist es zu zeigen, dass das Volumen von

X(s,t,7):={(x1,...,75,a1,by,...,0a:,b) € R x R*: Z|xz|+22|a —|—b2|2 <7}

=1
25 <7T>t 7_S+2t
2/ (s+2t)

Y(s,t,7) = {(x1,..., 05, a1,b1,...,a:,b) ER* x R*: 2y, ... 2y > 0N X(s,t,7).
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(a) Zeigen Sie per Induktion nach s, dass das Volumen von Y (s, 0, 7) gleich 7°/s! ist

Hinweis. Fubini.

(b) Angenommen, dass das Volumen von Y'(s, ¢, 7) durch
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gegeben ist. Zeigen Sie, dass dann das Volumen von Y (s,t + 1, 7)
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betriagt. Hinweis. Polarkoordinaten.
(c) Zeigen Sie per Induktion nach s + 2t, dass das Volumen von Y (s, ¢, 7) durch

(7.(_/2)t7_8+2t
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gegeben ist.



(d) Folgern Sie, dass das Volumen von X(s,t,7) durch
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gegeben ist.

Aufgabe 2. Sei L ein Zahlkorper und {aq, ..., a,} eine Basis von L|Q. Seien

Vi = (01<04i)7 e 705(0%')7 Re 0s+1(042‘)7 Im Us+1(ai)7 ..., Re 08+t(ai)7 Im Us+t(04z')) € R+
01
und sei A = [ : | (vgl. Vorlesung 22).
Un

Erinnerung: in der Vorlesung wurde die Matrix V eingefiihrt:

0'1((11) 05(&1) Us+1(041) O_S_H(Oél) 0'5+t(051)0'5+t(051)

V — . .
o1(an) .. os(an) osii(an) ospi(an) .. Osii(an)osi(an)

Zeigen Sie, dass

1 t
det A = <22) detV

Aufgabe 3 (4 Punkte). Sei T das fundamentale Parallelotop eines vollsténdigen Gitters I'
w1y
und sei wy, ..., w, eine Z-Basis fiir ['. Setze A =

Wn,

Zeigen Sie, dass v(T') = | det A] gilt.

Aufgabe 4. Berechnen Sie die Idealklassengruppe von Z[/—10].
Hinweis. Ubungsblatt 2, Aufgabe 3.

Aufgabe 5. Sei 0 < d € Z quadratfrei. Zeigen Sie, dass die Gleichungen
v —dy* =1fird=2,3 mod 4 (1)

v —dy =4fird=1 mod 4 (2)

unendlich viele Losungen haben.



