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Prof. Dr. Salma Kuhlmann

In Skripte 16 und 17 werden wir T-invariante Unterrdume sowie die Matrizdarstellung von T
diesbeziiglich studieren. Wir schlieffen Skript 16 mit einer Erinnerung aus der LA 1.

§ 12 Invariante Unterrdume

Sei V ein n-dimensionaler K- Vektorraum.

Definition 16.1.
Sei W ¢V ein Unterraum und 7' € L£(V, V). Dann ist W T-invariant, falls T(W) c W.

Beispiel 16.2.
(0) {0} und V sind T-invariant fiir alle T

(1) Sei D der Ableitung Operator auf V = K[x] und W := K[z]<q={f; f =0 oder deg f <d}.
Dann ist W D-invariant.

(2) Sei U e L(V,V) mit TU =UT, setze
(a) W:=TIm (U)
(b) N :=ker(U)
Dann sind W und N T-invariant.
Beweis:
(a) Sei aelm (U), a=U(B); T(a) =T(U(B)) =U(T(B)) € Im (U)
(b) ae N;U(T(2))=T(U(a))=T(0)=0=>T(a) e N

(3) W ¢V ist T-invariant = W ist g(T)-invariant fiir alle g € K[x] (UB).

(4) Fiir alle g € K[z] gilt g(T)T = Tg(T) (UA). Insbesondere gilt dies fiir g(T") = ¢l - T.
Wegen (2) ist also ker(T" - ¢/) T-invariant; i.e. der Eigenraum W, zum Eigenwert c ist
T'-invariant.

(5) A= ( " ) e Matys(R)
Setze T := Ty. Wir behaupten, dass nur {0} und V' = R? T-invariant sind: Sei W # V, W #
{0} T-invariant. Es gelte aber dann daraus, dass dimW = 1. Sei a # 0, € W; {«} ist eine
Basis und damit ein Eigenvektor (weil T'(«) € W, also T'(«) = ca fiir ein geeignetes ¢ € R).
A hat aber keine reellen Eigenwerte.
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e Der Operator Tyy:
Sei W T-invariant, setze Ty := T by Dann ist Ty € L(W, W) (UA).

e Matrix-Darstellung von Tyy:

Sei W ¢V ein T-invarianter Unterraum mit dim. W =r.

Sei B' ={ay,...,a,} eine Basis fir W. Ergénze B’ zu einer Basis B = {aq, ..., 0, Qpy1,. .., Q)
fiir V.

Betrachte A :=[T']z. Wir haben die Gleichungen

n
TOéj = Z AijOéi
i=1

W ist T-invariant = Ta; € W fiir j < r. Also T(oy) = ZA,-jai fir j <r, das heifit A;; = 0 fiir
i1

B C
(05)
wobei B rxr,C rx(n-r) und D (n-r)x(n-r) sind. Es ist dariiber hinaus klar, dass
B =[Tw]s-

j <7 und > 7. Also sieht A aus:

Lemma 16.3.
Sei T'e L(V, V) und W ¢V T-invariant. Es gelten:

(i) Char. Pol. (Ty) teilt Char. Pol. (T).

(it) Min. Pol. (Ty ) teilt Min. Pol. (T).

Beweis:
(i) Ist klar, weil
.| Twls C
A= [T]B - [ 0 D
und somit ist det(z] — A) = det(z] — B) det(z] — D), wobei B = [Ty s

(i1) Beachte, dass

Bk C
k _ k
5 5]

wobei gilt: Cy ist rx (n—r). Also jedes Polynom das A annihiliert, annihiliert auch damit

B. Also Min. Pol. (B) teilt Min. Pol. (A). o

Wir werden in der néchsten Vorlesung die Matrix D genauer untersuchen.
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Erinnerung (Quotientenraum und direkte Summen aus Lineare Algebra I; Skripte 26 und 27):

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

Sei W ¢V ein Unterraum. V/W = {a+W | @ € V} mit ¢(a+ W) = ca+ W fiir c€ K und
(ca+ W)+ (B+W)=(ca+p)+W fira,feV.
Bezeichnung: o+ W :=a.

Kanonischer Homomorphismus
V> VW
() := a+ W ist surjektiv mit kerm = W.

Isomorphiesatz
Sei ¢ : V' - U ein Homomorphismus von K-Vektorrdumen. Es gilt: V/ker¢ ~ Im .

Seien Wy, W, € V' Unterrdume. Man schreibt V' = W, @ W, (direkte Summe), falls
V =W; + Wy und Wy nWs ={0}. Das heifit fiir alle a € V' existiert genau ein
(wl,UJg) € W1 X WQ, so dass o = w1y + Wa.

Projektion Homomorphismus
7 W1 @ Wy » Wa; m(wy + ws) := wy ist surjektiv mit ker 7 = Wy, Also gilt

Wi e Wy

~ Ws.
W, 2

Sei T'e L(V, V) und W ¢V T-invariant. Die Abbildung

T:VIW VW

wird so definiert:

T(@)=T(a+W):=T(a)+ W =T(a).
Sie ist wohldefiniert, i.e. a1 + W =g+ W =T (1) + W =T(ag) + W, weil a1 —ag e W =
T(ar-az) e W=T() -T(ag) e W =T(ay) + W =T(az) + W. Sie ist auch linear; i.e.
T e L(V/W,VW).



