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Aufgabe 4.1 (4 Punkte)

(a) Welche der folgenden Teilmengen von Q[X] sind Ideale? Begründen Sie Ihre Antwort.

(a) {f ∈ Q[x] | f(0) = 0}.
(b) {f ∈ Q[x] | f = 0 oder deg(f) ≤ 4}.
(c) {f ∈ Q[x] | D(f)(2) = 0}.

(b) Seien K ein Körper und Ii ein Ideal von K[x] für alle i ∈ N. Zeigen Sie, dass
⋂

i∈N Ii ein
Ideal von K[x] ist.

(c) Seien K ein Körper und a1, a2, . . . , an ∈ K[x]. Zeigen Sie, dass das von {a1, . . . , an}
erzeugte Ideal gleich dem Durchschnitt alle Ideale die {a1, . . . , an} enthalten.

Aufgabe 4.2 (4 Punkte)

(a) Sei K ein Unterkörper von C. Zeigen Sie, dass

〈x2 + 8x+ 16, x+ 1〉 = K[x].

(b) Mithilfe vom Satz 4.8, berechnen Sie die Nullstelle mit den entsprechenden Vielfachheiten
des folgenden Polynoms

f(x) = −24 + 20x+ 2x2 − 5x3 + x4 ∈ Q[x].

(c) Zeigen Sie, dass für jede Primzahl p und jedes a ∈ Fp, das Polynom xp − a ∈ Fp[x] eine
vielfache Nullstelle besitzt.

Aufgabe 4.3 (4 Punkte)
Sei n ∈ N.

(a) Schreiben Sie

σ :=
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9
6 4 1 2 5 3 8 9 7

)
∈ Sn

als Produkt von disjunkten Zyklen und als Produkt von Transpositionen. Berechnen Sie
sign(σ).
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(b) Zeigen Sie, dass σ, τ ∈ Sn kommutieren, wenn σ und τ disjunkt sind.

(c) Seien τ, α1, . . . , αm ∈ Sn mit α1, . . . , αm paarweise disjunkt. Zeigen Sie, dass α1 · · ·αm

und τ genau dann disjunkt sind, wenn für alle 0 < i ≤ m αi und τ disjunkt sind.

Zusatzaufgabe für Interessierte
Diese Aufgabe ist freiwillig. Sie wird nicht korrigiert aber eine Musterlösung wird veröffent-
licht.

Sei n ∈ N und sei Zn = Z× . . .× Z︸ ︷︷ ︸
n Mal

. Seien σ, τ ∈ Sn und f, g : Zn → Z. Zeigen Sie:

(i) σ(τf) = (στ)f ;

(ii) σ(fg) = (σf)(σg).
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