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Aufgabe 6.1 (3 Punkte)
Sei K ein Korper und sei A = alt™ (K™) die Menge aller n-linearen alternierenden Formen
auf K" (Definition 9.6).

Beweisen Sie Bemerkung 9.7: A ist ein K-Unterraum von L (K™ x ... x K™ K).

Aufgabe 6.2 (5 Punkte)
Seien K ein Korper, n € N und sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum.

(a) Seid: V™ — K ein n-lineares alternierendes Funktional (Definition 8.5). Beweisen Sie die
Aussage von Bemerkung 8.7:
fiir alle 7 € Sy, gilt 0(2r(1), - - -5 2r(n)) = Sign(m)d(21, ..., 2n)-

(b) Wir sagen, dass ¢ trivial ist, wenn 0(z1, ..., z,) = 0 fiir alle z1, ..., 2z, € V. Sei {aq, ..., }
eine Basis von V. Zeigen Sie, dass § genau dann trivial ist, wenn §(ayq, ..., a,) = 0.

(c) Sei U ein r-dimensionaler Unterraum von V', seien x4, ..., 2, feste Vektoren in V' und
sei § : V™ — K ein n-lineares alternierendes Funktional. Zeigen Sie, dass die Funktion

5(] :U" = K
definiert durch
OU(Uty eeeyUp) = O(ULy eeey Upy Typg 1y oey Tiy)

ein alternierendes r-lineares Funktional ist. Wann ist dyy nicht trivial? Begriinden Sie Thre
Antwort.



Aufgabe 6.3 (4 Punkte)
Sei K ein Korper und A € My, (K). Sei

5(A) = Z Sign(ﬂ-)alw(l) © Qpg(n)
71'6571

wie im Satz 9.10. Ergénzen Sie den Beweis von Satz 9.10 im allgemeinen Fall:
(a) Zeigen Sie, dass d n-linear ist.

(b) Zeigen Sie, dass wenn ¢,j € {1,...,n} mit ¢ # j und z; = z; existieren, dann 6(A4) = 0.

Zusatzaufgabe fiir Interessierte
Diese Aufgabe ist freiwillig. Sie wird nicht korrigiert aber eine Musterlésung wird verdffent-
licht.

In dieser Aufgabe beweisen wir die folgende Aussage:
Kleiner Fermatscher Satz: Fiir jede Primzahl p und jedes a € Z gilt

a’? =a (mod p).

(a) Begriinden Sie kurz, dass die Behauptung aus der folgenden Aussage folgt:
fiir jede Primzahl p und jedes a € Z mit ggT(a,p) = 1 gilt a?~! =1 (mod p).

Jetzt beweisen wir die Aussage aus (a): seien p prim und a € Z mit ggT(a,p) = 1.
(b) Zeigen Sie, dass die Vielfache 0, a, 2a, ..., (p — 1)a paarweise unterschiedlich mod p sind.
(c) Folgern Sie, dass
1-2.--(p=1aPt=1-2---(p—1) (mod p)
gilt.

(d) SchlieBen Sie, dass a?~! =1 (mod p) gilt.



