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Ubungen zur Vorlesung Lineare Algebra II

Losung zu Blatt 1
Algebren und Polynome

Aufgabe 1.1 (4 Punkte)

Erinnerung: K[[X]] bezeichnet die Algebra der Potenzereihen iiber K, deren Multiplikation
durch (fg)n := > ig fign—i definiert ist.

Sei K ein Korper.
a) Seiz = (0,1,0,...) € K[[X]]. Zeigen Sie, dass

' =(0,0,...,0, 1 ,0...)
~—
i-te Stelle

b) Zeigen Sie, dass die Multiplikation in K[[X]] distributiv ist und dass fiir jedes ¢ € K und
alle f,g € K[[X]] gilt: ¢(fg) = (cf)g-

c) Zeigen Sie, dass fur alle f,g € K[X]| mit f+ g # 0 gilt
deg(f +g) < maz{deg(f),deg(g)}
d) Zeigen Sie, dass fiir alle f,g € K[X] mit deg(f) # deg(g),

deg(f + g) = max{deg(f),deg(g)}

Losung:

(a) Wir zeigen dies per Induktion nach n. Es gilt nach Definition x! = (0, 1,0,...) also die
Aussage stimmt fiir n = 1.
Sei nun n > 1 und nehme an, dass fir alle ¢ =1,...,n — 1 gilt

' =1(0,0,...,0, _1_ ,0...).

i-te Stelle

Nun, es gilt 2" = x - 2", Jetzt wollen wir die Koeffizienten dieses Produkts anschauen.
Sei also m € Ny und betrachte (x - 2"~1),,. Es gilt



Nun, nach Induktionsvoraussetzung ist

1 1 firm=n
(" 1 = .
0 firm#n

Also

n-te Stelle

(b) Seien f,g,h € K[[z]]. Wir zeigen, dass fur alle n € Ny gilt [f(g + h)|n = (fg+ fh)n-

M:

[flg+h)]n=> fi(¢g+h)n—; Produkt zweier Elemente in K [[z]]

.
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[i(9n—j + hn—;) Summe in K[[z]]
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(fign—j + fjhn—;) Distributivgesetz in K

.
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fign—j + Z fjhn—j Assoziativitit der Summe in K
J=1

= (fg)n + (fh)n n-ter Koeffizient eines Produkts in K|[[z]]

= (fg+ fh)n n-ter Koeffizient einer Summe in K{[z]]
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(c) Seien f = 32°, fiz' und g = 270 g;x? wobei nur endlich viele f;’s und g;’s nicht null
sind. Der Grad fon f ist der grofite ¢ mit f; # 0 (entsprechend fiir g). Nach definition ist
f+9=%0(fx + gr)x*. Dann, fiir alle k mit & > deg f und k > degg gilt f, = gx = 0.
Somit ist deg(f + ¢g) < max{deg f, deg g}.

(d) Sei, ohne Einschrankung, deg f = max{deg f,degg}. Also deg f > degg. Lass uns n :=
deg f nennen. Dann g; = 0 fiir alle j > n; f, # 0 und f; = 0 fiir alle 7 > n. Es folgt
fon+gn=fn#0und fr + gr =0 fir alle k > n, also deg(f 4+ g) = n = deg f.

Aufgabe 1.2 (4 Punkte)

Sei K ein Korper.
Erinnerung: Zwei K-Algebren A, B sind isomorph als K-Algebren, wenn es einen K-Isomorphismus
von Vektorrdumen ¢ : A — B gibt mit ¢(zy) = ¢(z)p(y) fur alle z,y € A.

a) Zeigen Sie, dass K[[X]] ein Integritatsbereich ist.

b) Es seien S, T isomorphe K-Algebren. Zeigen Sie, dass S genau dann ein Integritétsbereich
ist, wenn T ein Integritatsbereich ist.

c) Zeigen Sie, dass der K-Vektorraum A = KN mit Multiplikation (fg), = fugn eine K-
Algebra mit Einheit ist.

d) Sind K[[X]] und A isomorph als K-Algebren?



Losung:

a)

Seien f, g € K[[X]] mit fg = 0.

Wir nehmen an, dass f # 0 und g # 0. Es gibt dann ein minimales n € Ny mit f,, #
0 und ein minimales m mit g, # 0. Weil gf = 0 gilt nach Definition des Produkts:

™ figntm—:i = 0. Fiir i < n gilt nach Minimalitét von n f; = 0 und fiir i > n gilt
nach Minimalitdat von m ¢pym—; = 0, also ist 0 = Z?jom fign+tm—i = fngm- Es folgt, dass
entweder f, =0 oder g,, = 0, was ein Widerspruch ist.

Sei ¢ : S — T ein Isomorphismus. Wir nehmen an, dass T' ein Integritdtsbereich ist.
Seien z,y € S mit xy = 0. Es gilt ¢(x)p(y) = ¢(zy) = ¢(0) = 0. Weil T ein Integritétsbe-
reich ist muss dann ¢(x) = 0 oder ¢(y) = 0 gelten; OE ¢(z) = 0. Weil ¢ ein Isomorphismus

ist gilt Ker(¢) = {0}, also z = 0. Weil x, y beliebig gewdhlt wurden zeigt dies, dass S ein
Integritatsbereich ist.

Fiir die andere Richtung kénnen wir den gleichen Beweis mit ¢! statt ¢ ausfiihren.
einfaches Nachrechnen. Wir miissen nur Bemerken, dass (1, 1,...) die Einheit ist und dass

beide Operationen komponentweise definiert sind, aslo alle Eigenschaften folgen unmittel-
bar aus den entsprechenden Eigenschaften von K.

d) Nach a) ist K[[X]] ein Integritatsbereich. Wenn A und K[[X]] isomorph wéren, wére auch
A nach b) ein Integritdtsbereich.
A ist aber kein Integritétsbereich: sei f := (1,0,0,...) und g = (0,1,0,...). Dann gilt in
A f.g=0aber f,g#0.

Aufgabe 1.3 (4 Punkte)

Sei K ein Korper.

Erinnerung: Seien V ein K-Vektorraum, 7' € L(V, V) und f € K[X]. Fiir ein Polynom

f =" ,X mit ¢; € K definieren wir f(T) := Y7 ;1% wobei T := Idy und T :=
T o T*~! (T komponiert mit 7% 1).

2)

b)

c)
d)

Sei T : K? — K? der lineare Operator definiert durch:
T(l’l, x2, 1'3) = (1"17 xs, _2372 - :E3)

Sei f € K[X] das Polynom f(z) = —a3 + 2.

Berechnen Sie f(T)(x1,x2,x3) fur alle x1, z9, 23 € K.

Sei K ein Korper und h € K[X]| vom Grad mindestens 1 und definiere die Abblidung:
on : K[X] — K[X] durch f— f(h).

Zeigen Sie, dass ¢j, linear und injektiv ist.

Sei f € K[X]. Zeigen Sie, dass deg(¢p(f)) = deg(f)deg(h)

Zeigen Sie, dass ¢, genau dann ein Isomorphismus ist, wenn deg(h) = 1



Losung:
Sei K ein Korper.

a)

Es ist f(z) = —2% 4+ 2 = —23 4+ 220 also f(T) = —T° 4 2Idk[,.

Zunichst ist 21 d g/, (21,29, x3) = (221, 229, 223).

Und
Tg(xla z2, .%'3) = T(T(T(wb x2, 1‘3)))
= T(T(:El, 3, —2.%‘2 — 33‘3))
= T(l’l, —2x9 — T3, —T3 + 2{[}2)
= (21,222 — 23, 222 + 323)
Also

f(T)(JJl, X9, .1‘3) = —(.1‘1, 2x9 — x3,2T9 + 3333) + (2$1, 2x9, 2.7}3)
= (w1, 3, =222 — 23)

- T(l’l, xs3, _2‘T2 - x3)
und somit f(7T)=T.

¢p, ist injektiv: wir zeigen ker(¢p) = {0}.

Sei n = deg(h) und f = Y7 a; X" € K[X] mit a,, # 0. Es gilt ¢5(f) = >7" a;h’. Wegen
der Formel deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) gilt deg(h?) = in. Insbesondere gilt deg(h'') #
deg(h®?) fiir i1 # ig, also kénnen wir 1)d) anwenden und wir kriegen deg(3"1", a;h?) =
deg(h™) = nm. Damit ist c¢) schon gezeigt. Dies zeigt auch, dass fir f # 0 deg(¢n(f)) =
nm € Ny gilt, also ¢n(f) # 0.

schon in b) gezeigt.

¢p, ist immer injektiv, also ist ¢p, genau dann bijektiv, wenn es surjektiv ist. Nach c) gilt
deg(h) | deg(f) fir alle f € Im(¢p)

Wir nehemen an, ¢, sei surjektiv. Es gilt insbesondere X € Im(¢y,), also deg(h) | 1, also
deg(h) = 1.

Wir nehemen an, dass deg(h) = 1. Sei f € K[X], m = deg(f). Nach c) gilt deg(g) =
deg(on(g)) fiir alle g € K[X], woraus ¢p,(Kn[X]) C Km[X] folgt. ¢p k., [x] ist also ein injek-
tiver Endomorphismus von K, [ X]. Weil K,,,[X] endlichdimensional ist folgt die Surjektivi-
téit von ¢y, [x] unmittelbar aus seiner Injektivitit, also gilt f € Im(¢p k., (x]) € Im(¢n)-
Dies zeigt, dass ¢y, surjektiv ist.



