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Aufgabe 8.1 (4 Punkte)
Seien A € K™, B € K™ und C € K°*°,

. . . A 0\ I, 0\
(a) Sein € N. Zeigen Sie, dass det < 0 I, ) = det ( 0 A ) = det(A)

o
~_—

. . A B\ A

(b) Zeigen Sie, dass det ( 0 C ) = det(C) det ( 0
B 0
I I

(i)

(d) Folgern Sie, dass det ( 61 g ) = det(A) det(C).

(c) Zeigen Sie, dass det ( 61

Losung:
A 0
0

7 ) = det(A). Formaler

(a) m-malige entwickelung nach der letzten Spalte liefert det (

kénnen wir dies per Induktion nach n beweisen:

e Fiir n = 1 entwickeln wir det (61 (1)> nach der letzten Spalte und bekommen

det (61 ?) =1-det(A) = det(A).

o Fiir beliebiges n, angenommen die Aussage gilt bis n — 1, wir entwickeln wieder nach
der letzten Spalte

A 0) A 0\ 1w _
det <0 In> =1-det <0 In—1> ="1-det(A) = det(A).

A B I, 0 A B
(b) Bemerke dass ( 0 C ) = ( 0 C ) ( 0 I ) und wende (a) an.



(c) wir konnen B mit Zeilenoperationen entfernen:
Seiie{l,...,r}, (bi1,...,bis) die i-te Zeile von B.

Wir machen Z; — Z; — b; 12,41 — bioZy10 — -+ — b; s Zrys. Dabei verschwindet die i-te
Zeile von B und bleibt A ungeindert. Wir tun das fiir alle i € {1,...,r}, woraus die
Behauptung folgt.

Alternativ konnen wir wieder einen Induktionsbeweis fithren, ohne Zeilenoperationen zu
benutzen:
e Fiir s = 1 ist B € K™ ein Spaltenvektor. Wir entwickeln also nach der letzten

Zeile:

det (g‘ ]13> — 1. det(A) = det(A)

o Fiir beliebiges s, angenommen die Aussage gilt bis s — 1, wir entwickeln nochmal
nach der letzten Zeile:

A B\ A B\ v _
det (0 Is) =1-det (0 Is—1> ="1-det(A) = det(A)

wobei B’ erhalten wir von B in dem wir die letzte Spalte ausstreichen.

(d) Es gilt dann det < ,(4)1 g > = det (61 f) det(C) = det(A) det(C).

Aufgabe 8.2 (4 Punkte)
Sei
0 0 0 -1
5 0 2 0
A= 0 1 0 1
-5 0 -3 0

Uber jedem der Korper Q, R und C berechnen Sie:
(i) das charakteristische Polynom von A und die Eigenwerte von A;

(ii) das Minimalpolynom von A;

(iii) die Eigenrdume von A;

(iv) die Eigenvektoren von A.

Ist A diagonalisierbar iiber Q,R oder C?

Losung: Rechnen des charakteristischen Polynoms liefert y(X) = (X2 — 5)(X2 + 1). Die
Eigenwerte sind also i, —i, v/5 und —/5. A ist also nicht diagonalisierbar iiber Q noch R weil

i ¢ R.
1 1 1
\65 ist Eigenvektor zu v/5, _(\)/5 zu —/5, :; zu ¢ und

V5 V5 i



o | 7 —i. Jeder Eigenraum hat Dimension 1, also ist Summe der Dimensionen aller
i
Eingenrdumen gleich 4, also ist A diagonalisierbar iiber C.

Aufgabe 8.3 (4 Punkte)
Seien K ein Korper, V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und 7' € £(V, V).

(a) In dieser Teilaufgabe beweisen Sie Bemerkung 14.5(1). Sei B eine Basis von V. Zeigen
Sie, dass fiir jedes f € Klz],
f(D)]s = f([T]5)
gilt.
(b) In dieser Teilaufgabe wird der Beweis von Satz 14.6 ergénzt. Sei p das Minimalpolynom
von T'. Seien ferner aw € V' \ {0} und ¢ € K mit T'(«) = ca. Zeigen Sie, dass

p(T)(a) = p(c)ex
gilt.

(c) Sei W ein T-invarianter Unterraum von V. Zeigen Sie, dass W f(T)-invariant ist, fiir alle
f € K[x].

Losung:

(a) Aus der B1 (Satz 20.7) wissen wir, dass die Darstellungsmatrix der Verkniipfung zweier
Operatoren ist das Produkt der Darstellungsmatrizen. Es folgt, dass [T} die Darstel-
lungsmatrix in der Basis B von T™ ist, fir alle m € N. Sei nun f = ag+ a1z +...+a,z".
Dann ist f([T]8) = aol +a1[T]|p+ ...+ an[T]3. Es folgt, dass die j-te Spalte von f([T']g),

die Darstellung von agb; +a17'(bj) + ...+ ap,T™(b;) in der Basis B ist. Aber dies ist genau
die Darstellung von f(7)(b;) in der Basis B, also genau die j-te Spalte von [f(T)]5.

(b) Wir zeigen schnell per Induktion, dass 7" («) = "« fiir alle n € N (nicht benétigt).

e T9%a)=id(a)=a=1-a=ca.

o Angenommen bis n — 1. Dann T"%(a) = T(T" Y(a)) = T(c" ta) = " 'T(a) =

" lea = a.

Sein nun p = pg + p1x + ... + pma™. Dann gilt
p(T(o)) = poid(a) + p1T() + ... + pT" ()
=poa+ pica+ ...+ ppca
= a(po +pic+ ...+ pac”)
= ap(c).
(c) Seien f(z) =ao+aix+ ...+ apz™ und w € W. Dann ist
f()(w) =aow+ a1 T(w) + ...+ a,T"(w)

Da W T-invariant ist, es folgt, dass T'(w) € W, und daher T'(T'(w)) € W und T (w) € W
fir alle m € N. f(T')(w) ist also Linearkombination von Elementen aus W und gehort zu
w.



Zusatzaufgabe fiir Interessierte
Diese Aufgabe ist freiwillig und wird nicht korrigiert. Eine Musterlésung wird verdffentlicht.

Seien A, B,C,D € K™*™,

(a) Wir nehmen an, dass D invertierbar ist und mit C' kommutiert. Zeigen Sie, dass

A B .
det < c D ) = det(AD — BC) gilt.

(b) Gilt diese Formel auch wenn D nicht invertierbar ist?
(c) Gilt diese Formel auch wenn C und D nicht kommutieren?
Losung:
(a) Wir nehmen an, dass D invertierbar ist und mit C' kommutiert. Wir schreiben
A B D 0 \_ (AD-BC A0+BD'\ ( AD-BC BD!
C D -C D' )\ ¢D-DC CO+DD™' |~ 0 I,
: D 0 AD - BC BD!
Nach Aufgabe 1 gilt det ( ¢ p-l ) = 1 und det ( 0 I, ) = det(AD—
B(C).

Falls A invertierbar ist und mit C' kommutiert schreiben wir
A1 0 A BY (I, A-'B
c -A C D | 0 CB-AD

A B ) _ det(AD — CB).

also det( c D

: _ A_XIn B 2nx2n
(b) SmM(X)-( c D_XIn>GK(X) )

det(D — X 1I,,) ist das charakteristische Polynom von D also ist es insbesondere nicht null.
D — X1, ist also invertierbar in K (X)"*". Zudem kommutiert C' mit D — X, also
konnen wir (a) tiber dem Korper K (X) anwenden:

det(M (X)) = det((A — X1,,))(D — X1I,) — BC). Mit X = 0 gilt dann

A B
det < c D ) = det(AD — BC).

(c) Gegenbeispiel:

O = OO

1
1
1
1

o O O
—_ O = O

Hier ist D invertierbar, kommutiert aber nicht mit C. Es gilt det ( é ZB; ) = 0 und
det(AD — BC) = 1.



