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Aufgabe 9.1 (4 Punkte)

(a) Seien V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, 7' € L£(V,V) und K die Algebra der
Polynomen in 7. Sei C' € Maty,xm(K|[z]), also det(C) € K[z]. Nun sei B := C(T) €
Mat,xm(K) die Matrix die man aus C erhaltet wenn man jeden Eintrag von C in T
evaluiert, d.h. B;; := C;;(T), fiir alle 1, j.

Zeigen Sie, dass (det(C))(T") = det(B) gilt.

(b) Sei A € Mat,xn(K) und sei p = CharPol(A). Der Satz von Cayley-Hamilton sagt, dass
p(A) = 0 gilt. Ist folgender Beweis richtig?

Aus p(z) = det(zI — A) folgt p(A) = det(A — A) = det(0) = 0.
Begriinden Sie Ihre Antwort.

Losung:

(a) Man kann direkt die zwei mit der Definition der Determinante vergleichen. Wir schreiben
die Eintrdge von C als Cjj(z) und bekommen det(C) = > cq, sgn(o) [[721 Cigs) ().
Das ist ein Polynom in z, also wenn wir 7" substituieren erhalten wir det(C)(T) =
> ooes,, $91(0) [1i21 Cio;)(T). Wenn wir nun det(B) berechnen, auch mit der Definition,
wir finden direkt det(B) = 3 ,cg, sgn(0) [[i21 Cip(:)(T). Also die zwei Determinanten
sind gleich.

(b) Die Gleichung
p(A) = det(A — A)

hat keinen Sinn, da sie eine Gleichung zweier Fremdartige Objekte ist: p(A) ist eine n x n-
Matrix wobei det(A — A) € K.

Aufgabe 9.2 (4 Punkte)
In dieser Aufgabe ergéinzen Sie den Beweis von Lemma 17.1(2).
Seien K ein Korper, V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, W C V ein Unterraum und
B eine Basis von W. Seien a1, ...,a; Vektoren aus V so dass, {ai,...,&,} eine Basis von
V/W ist. Zeigen Sie, dass BU {a1,...,a,} eine Basis von V ist.

Loésung: Sei n = dimV und sei 4 := {ay,...,a,}. Dann gilt ANB = (), weil fir Elemente
b € B gilt b = 0 also sie diirfen keine Basiselemente fiir V/WW sein. Und ein Element a € A



darf nicht zu W gehoren, sonst wére a = 0 und, nochmal, dieser darf kein Basiselement fiir
V/W sein.

Aus der Beziehung dim V' = dim W+dim(V /W) folgt |B| = n—r. Schreibe B = {S,+1, ..., Bn}
Damit [BUA| =n = dim V. Es geniigt also zu zeigen, dass BN A linear unabhéngig ist. Seien
Cly...,Cp € K mit

cro1 + ...+ eap+cryp1Bri1+ .- B =0 (1)
Es folgt - -
ciar+ ...+ car+crqp1frr1+ o+ =cra1+ ...+ ca, =0
(weil B; € W) und daher ¢; = ... = ¢, = 0 weil die a; eine Basis bilden. Dann die Gleichung
(1) wird
Cr1Br41+ .+ Cafln =0
woraus ¢y4+1 = ... = ¢, = 0 folgt, weil B linear unabhéngig ist.

Erinnerung: Das kleinste gemeinsame Vielfache von p,q € K|[x] ist ein Polynom
kgV (p,q) € Klz], so dass:

o pund q teilen kgV(p, q).

e Fallsp| fund q| f, gilt auch kgV(p,q) | f fiir alle f € K|z].

Aufgabe 9.3 (4 Punkte)
Diese Aufgabe verallgemeinert Korollar 17.3.

Es sei K ein Koérper, V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, 7' : V' — V linear sowie
Ui,Us C V T-invariante Unterrdume mit Uy + U = V. Fiir ¢ € {1, 2} sei u; das Minimalpoly-
nom von 7’|y, : U; — Uj;. Ferner sei p das Minimalpolynom von T'. Zeigen Sie: pn = kgV (u1, p2).

Losung: Sei f := kgV (u1, p2). Es gilt pu(Tjy,) = 0 also p; | p also f | p. Schreibe f = g;p;.
Es gilt f(T) = ¢i(T') o pui(T). Sei v € V, schreibe v = uj 4+ ug mit w; € U;, dann ist f(T)(v) =
F(T)(ur) + f(T)(u2) = g2(T) (ur)pa (T) (ur) + g2(T') (u2) p2(T) (uz) = 0+ 0 =0 also | f.

Zusatzaufgabe fiir Interessierte
Diese Aufgabe ist eine Verallgemeinerung von Aufgabe 7.1(b).

(a) Sei A[x] € Matyxn(K|z]). Also Alz] ist eine n x n-Matrix wo die Eintrdge Polynomen
aus K[z] sind. Fir ¢ € K bezeichnet A(c) die Matrix aus Mat, x,(K) die man aus Alzx]
enthélt in dem man in allen Eintrégen von A[z], x = c ersetzt. Sei r := rang(A(0)).

Zeigen Sie, dass 2" | det(Alz]).

Hinweis: Betrachten Sie die reduzierte Zeilenstufenform von A(0).

(b) Wie folgert man die Behauptung von 7.1(b) daraus?

Losung:
(a) Es gibt
N I, 0 .
P, Q ivertierbar so dass PA(0)Q = 0 0 (Blockmatrix)

Die letzte n — r Zeilen von PAQ[X] bestehen also aus Polynomen, die von X geteilt
werden.

Es gilt also X" 7" | det(PAQ[X]) = det(P) det(Q) det(A[X]).
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(b) Sei A wie in Aufgabe 7.1(b). Wir ersetzen —1 durch 1 — X. Dann gilt » = 1 also nach (a)
X711 det(A[X]). Wir nehmen dann X = 2.



