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Ubungen zur Vorlesung Lineare Algebra II

Losung zu Blatt 11

Aufgabe 11.1 (3 Punkte)
(a) Sei
-3 1 2
A= =3 -1 3 | € Mats3(R)
-5 1 4

Finden Sie P € Matsx3(R) so dass P~'AP in Jordan Normalform ist und geben Sie die
Jordan Normalform von A an.

(b) Berechnen Sie die Jordan Normalform der folgenden Matrix:

2110 -1 -1
0230 1 0
0020 0 O
0002 1 1 |€Mioo®)
0000 2 0
0000 O 2
Losung:
(a) Sei
-3 1 2
A=| -3 -1 3
5 1 4
1
Es gilt Char.Pol(A) = (X — 2)(X + 1)?, die Eigenwerte sind 2 und —1. vy := | 1 | ist
2
Eigenvektor zu 2. Wir wollen jetzt einen Vektor in Ker(A+1)2\Ker(A+1) finden. Es gilt
-2 1 2 -9 0 9 1
A+1=| -3 0 3 |und (A+1)2=| -9 0 9 |.Wirsehen,dassvz:=| 1 | €
-5 1 5 —-18 0 18 1
1
Ker(A+1)2\Ker(A+1). Es muss dann vy := (A+1)v3 = [ 0 | € Ker(A+1) gelten.
1
Wir definieren P als die Basiswechselmatrix von der kanonischen Basis nach (v1,va,vs),
1 11 2 0 0
alsoP=|1 0 1 |undesgilt P'AP=| 0 —1 1
2 11 0 0 -1



(a’) Hier ist eine zweite Variante zu Teilaufgabe (a), fiir die wir uns bei Dr. D.K. Huynh be-
danken. Dies Zeigt, unter anderen, dass die JNF nicht im allgemeinen eindeutig bestimmt
ist. Es wird eindeutig bestimmt wenn wir, z.B., eine Anordnung der Eigenwerten die auf
der Diagonale erscheinen wahlen: ¢ < cg < .. ..

Zu bestimmen ist die Jordan Normalform der folgenden (3 x 3)-Matrix mit reelwertigen

Eintragen
-3 1 2
A= -3 -1 3
-5 1 4

Wir bestimmen zunéchst das charakteristische Polynom von A via
f(z) =det(z] — A) = —2® + 3z +2=—(z +1)*(z — 2).

Aus der Linearfaktorzerlegung kénnen wir sofort ablesen, dass ¢ = —1 und ¢o = 2
Eigenwerte von A sind. Die Vielfachheit der Nullstelle ist die algebraische Vielfachheit
des Eigenwertes. Es bezeichne r; die algebraische Vielfachheit von ¢; mit ¢ = 1,2. Dann
gilt 71 =2 und ro = 1.

Die geometrische Vielfachheit ist die Dimension des Eigenraumes zum Eigenwert c¢. Diese
entspricht der Anzahl der Jordan-Blocke. Wir bestimmen daher nun die Eigenrdume zu
c1 und cs.

Der Eigenraum zum Eigenwert c ist (definitionsgeméfl) der Kern von (A — ¢I). Es gilt

-3 1 2 100 -2 1 2
A-cl=| -3 -1 3 |+ 0 1 0 |=] -3 0
-5 1 4 0 01 -5 1 5
Losen des homogenen LGS
(A—cJ)a:zO
liefert
1
Eig(A,cl——l)—< 0 >
1

Also gilt dim(A,c; = —1) = 1, mithin gibt es 1 Jordan-Block zum Eigenwert ¢; = —1.
Da die algebraische Vielfachheit von c¢; gleich 2 ist, wissen wir auch, dass dieser Jordan-
Block eine (2 x 2)-Matrix ist. Mithin muss der Eigenraum von ¢z die Dimension 1 haben
und ein (1 x 1)-Jordan-Block sein. An dieser Stelle wissen wir bereits, dass die Jordan
Normalform von A wie folgt aussieht

-1 1
INF(A) =| 0 -1
0 0

N OO

wobei die rot unterlegten Zahlen zum Jordan-Block von ¢; gehoren und die magenta
unterlegte Zahl zum Jordan-Block von ¢y gehdrt. Um eine Transformationsmatrix P mit

IJNF(A) = P7'AP



anzugeben, bestimmen wir nun jeweils Basen B; und By der Hauptrdume von ¢; und cs.
Die Spalten von P sind die Basen der Hauptrdume in der Reihenfolge der dazugehorigen
Jordan-Blocke. Die Hauptrdume sind definiert als

Hau(A4,c;1) = ker((A — c11)™) bzw. Hau(A, co) = ker((A — ca1)™?),

wobei 71 bzw. ro die algebraische Vielfachheit von ¢; bzw. ¢y bezeichnet.

Nun gilt
-9 0 9
(A—eiD)>=| -9 0 9
18 0 18

und weiter (durch das Losen eines homogenen LGS)
-9 0 9 1 0
Hau(A,c;) =ker| =9 0 9 | = < 01,1 > .
18 0 18 1 0

Wegen ro =1 gilt
Hau(A, c2) = Eig(A, c2) = ker(A — caI).

Wir erhalten

1 2
A—cl=| -3 -3 3
-5 1 2

und weiter (erneut durch das Losen eines homogenen LGS):

1
ker(A—CQI):< 1 >
2

Damit erhalten wir

v

Il
— o
S = O
N — =

und Invertieren liefert
2 0 —1
pl= 11 -1
-1 0 1

Zur Probe rechnen wir P~1 AP aus und erhalten in der Tat

IJNF(A) = P~AP.

Sei A die Matrix. 2 ist der einzige Eigenwert von A. Wir untersuchen jetzt Ker(A—21Is)"

0110 -1 -1
00 3 0 1 0
fir 1 <n<6. Esgilt A—2I5 = 8 8 8 8 (1) (1)
0 000 O 0
000 0 O 0



(A —2I)? = und (A — 2I)3 = 0.

OO OO OO
OO O OO O
O OO OO w
OO OO oo
OO OO O
O O O O O

0

Also dim Ker(A — 2I) = 3, dim Ker(A — 2I)? = 5, dim Ker(A — 2I)3 = 6. Nehme
a1 ¢ Ker(A — 2I)? und definiere ag := (A — 2I)ag € Ker(A — 2I)%. Wir ergiinzen
o zu einer Basis {ag, 81} eines Komplements von Ker(A — 21) in Ker(A — 21)? (dieses
Komplement hat Dimension 2 = dim Ker(A—21)?—dim Ker(A—2I)). Wir definieren jetzt
as = (A—2I)as und Sy = (A —2I)51. Wir ergénzen {ags, f2} zu einer Basis {as, 82,71}
von Ker(A — 2I). Wir haben also eine Jordankette der Linge 3: oy — aa — a3, eine der
Léange 2:8; — (2 und eine der Lénge 1: ;. Die gesuchte Matrix ist also:

210000
021000
0 02000
000 210
0 00020
0 00 0 O0 2
Aufgabe 11.2 (5 Punkte)

Beweisen Sie Folgerungen 21.10 I. bis IV. und die Eigenschaften (1) bis (4) der transponierten
Konjugierte danach.

Losung:

L (fi | f2) == (p(f2) |p(f1)) definiert ein inneres Produkt auf V*.

II.

I11.

Beweis:

Lo (f1] f2) = (p(f2) [p(f1)) = (p(f1) |p(f2)) = (fa | f1)

(p
i (cf 4 dglh) = (cp(f)dp(g)lp(h)) = c(p(f)lp(h)) + d(p(g)lp(h)) = c(f|h) + d(g|h)
fiir alle ¢,d € K und f,g,h € V*.
(f

iii. (p(f)lp(f)) = 0 und (p(f)lp

Sei X = {x1,...,x,} eine Basis fiir V, dann existiert Y = {y1,...,yn} eine Basis fur V
mit (J}z | yz) = 5@']’ fir alle ’L,]

Beweis: Fiir i = 1,...,n sei W; = span(z1,...,2i_1,Tis1,...,0,)". Wihle z; € W;
und z; € W; \ span(zy,...,zi—1) fir i > 1. Setze y; = mzz Es ist jetzt einfach zu

tiberpriifen dass {y1,...,yn} die verlangte Eigenschaften hat.

WO C W* wird ersetzt durch W+ C V, ie. p(W0) = W+,

Beweis: Die Inklusion p(W%) O W+ ist bekannt (sei v € W+ und setze f € V* :
f(z) = (v|x). Dann gilt f(w) = (w|v) = 0 fiir alle w € W, also f € W° und p(f) = v).
Umgekehrt, sei f € W und sei v = p(f). Weiter, sei w € W. Dann (v|w) = (p(f)|w) =
f(w) =0 weil fe WO



IV. Sei T € L(V,V). Definiere T* durch (T'z | y) := (x | T*y) fir allex € V (d.h. T*(y) = z,
genau dann, wenn fir alle z € V : (z | 2) = (Tz | y)). Es gilt T* € L(V, V). T™* ist die
transponierte (adjungierte) Konjugierte.

Eigenschaft der tranponierten Konjugierten
(1) (e)* =eT*

(2) Sei [T)x := A und Y die Basis wie in II. Es gilt [T*]y = A? := A* (i.e. der ij-te
Koeffizient von A* ist @;;, wobei a;; der ij-te Koeefizient von A ist).

(3) det A* =det A
(4) Die Eigenwerte von A* sind die Konjugierten der Eigenwerte von A.

Beweis:

(1) (T [y) =clx|[T*y) = (x| cT™y).

(2) Sei B := [T"]y. Es gilt " (T™y; | #i) = (k=1 Brjyx | ©:) = Bij (weil (y | i) =
dir), aber auch (T*y; | x;) = (y; | Txs) = (y; | Xope1 Arizr) = Aji, also Bi; = Ajj.
(3) Folgt direkt aus (2).
(4) Folgt aus Char.Pol(At) = Char.Pol(A).
Aufgabe 11.3 (4 Punkte)

(a) Sei (| ) das innere Standardprodukt auf R*, und seien v; = (1,1,1,1), vy = (1,2,4,5),
vz = (1,-3,—4,—-2). Finden Sie eine Orthonormalbasis (beziiglich ( | )) von W :=
span(vy, ve, v3) mittels des Gram-Schmidt-Verfahrens.

(b) Sei {1, ...,z } eine vollstindige orthonormale Menge in einem inneren Produktraum und
sei y; = > 51 ;. Wir wenden das Gram-Schmidt Verfahren auf yi, ..., yn an und erhalten

neue Elemente z1, ..., z,. Driicken sie z1, ..., z,, als Linearkombination der z; aus.
Losung:
: (1l 11
(a) Es gilt [[v1]| = 2 also w1 := (3, 5, 3.

3)
'lf)Q = V9 — (1)2 ’ wl)wl = (—2, —1, 1,2),
1

||| = V10 also wy 1= (\;T%’ \;TLO’ it —1)

[e=]

w3 1= v — (v3 | wa)wz — (v3 | wi)wr = (15, 55" T6°» 79)

V910

||ws|| = Y55 also
ws = (18 —17  —13 14 )
3 = /0107 V010’ V910’ /910
(b) Durch Induktion auf n ldsst sich leicht zeigen, dass z; = x; fur alle 7. In der Tat, aus
y1 = x1 folgt 21 = ﬁ = 27 (da die z; orthonormal sind). Sei nun 1 < k < n und wir




nehmen an, dass x; = z; fir i < k — 1. Es gilt

2k = Yk — Z5
= e
k-1
Yk|Tj
==X ey
j=1 1%
k-1
=Yk — Z(yk\%‘)%‘
j=1
k k-1
=z =Y (yklj)x;
j=1 j=1
k-1
=z — > _[1— (yilzy)]a;
j=1
k-1 k
= — Y (1= wilay)lx,
j=1 i=1
k-1 k
=k — > _[1= (wi|z))]x;
j=1 i=1
k-1 k
=X — Z[l — Zé,]]:c]
j=1 i=1
k-1
=z — Z[l — 1]z,
j=1

Zusatzaufgabe fiir Interessierte (dringend empfohlen fiir diejenigen, die die komplexen
Zahlen noch nicht kennen):

In dieser Aufgabe fiihren wir den Kérper C der komplexen Zahlen ein, in dem wir ihn mit
dem zweidimensionalen R-Vektorraum R? identifizieren. In der B3 werden wir zeigen, dass
C ein algebreisch abgeschlossener Kérper ist, d.h., dass alle nichtkonstanten Polynome iiber
C[x] in Linearfaktoren zerfallen.

Sei C der R-Vektorraum R2. Wir versehen C mit einer Multiplikation * definiert durch

(a,b) % (¢,d) = (ac — bd, ad + bc)

(a) Zeigen Sie, dass (C,+, x) ein Korper ist mit (1,0) als neutralem Element beziiglich .

(b) Fiir (a,b) € C heifit (a, —b) das komplex Konjugierte von (a,b). Wir schreiben (a,b) :=
(a,—b). Zeigen Sie, dass fiir alle (a,b), (¢,d) € C gelten:

(i) (a,b) + (¢,d) = (a,b) + (¢, d).
(ii) (a,b) *ﬂ) = (a,b) * (c,d).

(iii) ((a,b)|(a,b)) = ||(a,b)||*> beziiglich des iiblichen inneren Produktes auf R? (siche
Beispiel 20.3).




(c) Sei ¢ := (0,1),1 := (1,0) und schreibe a + ib := (a,b). Damit identifizieren wir den
Teilkorper R von C mit der Menge der Elementen (a,0) mit a € R.

(i) Zeigen Sie, dass i = /—1 gilt.
(ii) Sei z € C. Zeigen Sie: z =z <= z € R.

Losung:

(a) (C,+) ist eine Abelsche Gruppe, weil es ein Vektorraum tiber R ist. Fiir die Multiplikation

Wy,
7

Assoziativitat: ((a,b) % (c,d)) * (e, ) (ac — bd, ad + be) * (e, f) = ((ac — bd)e — (ad +
be)f, (ac—bd) f + (ad—|— be)e) = (ace — bde — adf + bef, acf — bdf + ade + bee) (a(ce — df ) —
b(cf — de),a(cf + de) +b(ce — df)) = ( b) * (ce — df,cf + de) = (a,b) * ((¢,d) * (e, [));
Kommutativitét: (c,d) * (a,b) = (ca — db, cb + da) = (ac — db, ad + bc) = (a,b) * (¢, d);

Neutrales Element: (a,b) * (1,0) = (a-1—06-0,a-0+b-1) = (a,b)

Inverse: sei (a,b) # (0,0). Dann a? + b2 # 0. Es gilt also (a,b)~! = ﬁ(a, —b). In der
Tat, (a,b) * (a, —b) = (a® + b%,0).

Distributivgesetz: (a,b)*((c,d)+(e, f)) = (a,b)*(c+e,d+ f) = (a(c+e)—b(d+ f), a(d+
f)+b(c+e)) = (ac+ae—bd—bf,ad+af+bc+be) = (ac—bd, ad+bc)+(ae—bf, af+be) =
(a,b) % (c,d) + (a,b) * (e, f).

(b) () (a,b) + (¢c,d) = (a+c,b+d) = (a+¢,—b—d) = (a,—b) + (¢, —d) = (a,b) + (c, d).
(ii) Ea,zg * (¢,d) = (ac — bd,ad + bc) = (ac — bd, —ad — bc) = (a,—b) * (¢, —d) = (a,b) *

(iii) ((a,b)|(a,b)) = ((a,b)|(a, —b)) = a® + b> = ||(a, b)||?
(¢) (i) 2=(0,1)x(0,1) = (-1,0) = —

(ii) Sei z =a+ib=(a,b),dann z = (a,—b). Dann 2 =2 <= b=—-b <= b=0 <=
z € R.



