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B4: Algebra II

Sommersemester 2021

Frau Prof. Dr. Salma Kuhlmann

1.Vorlesung

13. April 2021

Wir werden in diesem Skript die gleiche Notationen, Definitionen, Begriffe und Terminologie
(von Skript B1, B2 und B3) implizit und stillschweigend beibehalten und verwenden.
In dieser Vorlesung B4; Algebra II werden wir die Einführung in die Algebra der B3 fortsetzen.
Wir werden Moduln über Hauptidealringe studieren, und die Theorie der Körpererweiterungen
auf Ringerweiterungen übertragen. Insbesondere werden wir Ganze Ringerweiterungen so-
wie Dedekindringe genau untersuchen. Diese Themen dienen zur Vorbereitung zur algebrai-
schen Zahlentheorie, wo diese algebraische Klassen eine wesentliche Rolle spielen. Als Motiva-
tion, Leitmotiv, und wichtiges Beispiel führen wir in Kapitel 1 quadratische Zahlkörper ein.

Kapitel 1: Quadratische Zahlkörper

Definition 1.1 i) Ein Zahlkörper ist eine endliche Körpererweiterung Erweiterung K von Q.

ii) [K : Q] heißt der Grad des Zahlkörpers.

iii) eine algebraische Zahl ist ein Element α ∈ K.

iv) α ∈ K ist eine ganze (algebraische) Zahl, wenn es ein Polynom m(x) ∈ Z[x] gibt mit m(x)
normiert und m(α) = 0.

Bemerkung 1.1
Wir werden gleich zeigen dass die Menge OK := {α ∈ K | α ganz } ein Ring ist. Algebraische
Zahlentheorie studiert die Arithmetik vom Zahlkörper K, den Ring OK , seine Ideale, Einheiten
und Faktorisierungseigenschaften.

Proposition 1.1
Sei K ein Zahlkörper. Es gilt: α ∈ OK ⇐⇒ MinPolQ(α) ∈ Z[x]. Insbesondere ist OQ = Z .

Beweis.
”
⇐“: klar.

”
⇒“: Sei α ∈ OK und f(x) normiert von minimalem Grad in Z[x], so dass α eine Nullstelle

von f(x) ist. Wenn f(x) reduzibel in Q[x] ist, liefert dann das Lemma von Gauss, dass f(x)
reduzibel in Z[x] ist, also f(x) = g(x)h(x) mit g, h ∈ Z[x] normiert, deg(g), deg(h) < deg(f)
und g(α) = 0 oder h(α) = 0: Widerspruch. Also ist f(x) irreduzibel in Q[x]. Die Eindeutigkeit
von MinPolQ(α) ergibt nun f(x) = MinPolQ(α) ∈ Z[x].

Sei α = r
s
∈ Q, dann ist MinPolQ(α) = x− r

s
, r, s ∈ Z, ggT (r, s) = 1. Nun ist

x− r
s
∈ Z[x]⇔ s = 1⇔ α ∈ Z.
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Wir sehen also: K = Q ⇒ OK = Z. Wie berechnet man OK im Allgemeinen? Wir werden
diese Frage für quadratische Zahlkörper (Zahlkörper vom Grad 2) untersuchen. Wir werden die
folgende Definition benötigen.

Definition 1.2
D ∈ Z ist quadratfrei, falls D ein Produkt von verschiedenen Primzahlen ist.

Beispiel 1.1 (Quadratische Körpererweiterungen)
Sei F ein Körper mit Char(F ) 6= 2, und K/F eine Körpererweiterung mit [K : F ] = 2.
Sei α ∈ K\F . Dann gibt es b, c ∈ F so dass MinPolF (α) = x2 + bx+ c. Also ist K = F (α) weil
[K : F ] = 2. Die Nullstellen sind 1

2
(−b±

√
b2 − 4c) (Char(F ) 6= 2). Setze D := b2 − 4c ∈ F .

Also gilt K = F (
√
D) und D ∈ F ist kein Quadrat.

Zusatz: wenn F = Q gilt, kann man o.E. D ∈ Z sogar quadratfrei wählen.

Beweis. Sei D =
∏
p
νi
i∏
p
µi
i

=
∏
pεii ∈ Q, εi ∈ Z, pi ∈ Z Primzahlen, pi 6= pj wenn i 6= j.

Behauptung: O.E. gilt εi = 1 .

Diese Behauptung gilt weil εi = 2ρi oder εi = 2ρi + 1, pi ∈ Z, also

D =
∏

i∈I
p2ρii

∏

j∈J
p
2ρj+1
j ⇒ D =

∏

i∈I
p2ρii

∏

j∈J
p
2ρj
j

∏

j∈J
pj

︸ ︷︷ ︸
:=D′ ist quadratfrei

Damit ist aber
√
D =

∏
pρii

∏
p
ρj
j︸ ︷︷ ︸

∈Q

√
D′ und K = Q(

√
D′).

Proposition 1.2
Sei K ein quadratische Zahlkörper und setze also K := Q(

√
D) mit D quadratfrei. Die Menge

OK der ganzen (algebraischen) Zahlen ist ein Ring und zwar

OK = Z[ω] := {r + sω |, r, s ∈ Z}

wobei ω :=

{√
D wenn D ≡ 2, 3 mod 4

1+
√
D

2
wenn D ≡ 1 mod 4

Beweis. Bemerke dass D ≡ 0 mod 4 nicht möglich ist.
•Wir prüfen zunächst dass Z[ω] ein Ring ist: Z[ω] abgeschlossen unter Addition ist klar. Wenn
ω =
√
D ist es auch klar, dass Z[ω] abgeschlossen unter Multiplikation ist.

Wenn ω = 1+
√
D

2
berechne

(r + s1+
√
D

2
)(t+ u1+

√
D

2
) = (rt+ su

D − 1

4
)

︸ ︷︷ ︸
∈Z weil D≡1 mod 4

+ (ru+ st+ su)︸ ︷︷ ︸
∈Z

1+
√
D

2
∈ Z[ω].

• Nun zeigen wir Z[ω] ⊆ OK . Bemerke dass wenn α ∈ K, α 6∈ Q, dann ist α = a + b
√
D (mit

a, b ∈ Q), und MinPolQ(α) = x2 − 2ax+ (a2 − b2D).
Sei nun α = r + sω ∈ Z[ω], r, s ∈ Z, o.E. s 6= 0. Es genügt zu zeigen, dass MinPolQ(α) ∈ Z[x]
(s. Proposition 1.1).

Fall 1: D ≡ 2, 3 mod 4
α = r + s

√
D, r, s ∈ Z, also MinPolQ(α) = x2 − 2rx+ (r2 − s2D)︸ ︷︷ ︸

∈Z[x]

.
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Fall 2: D ≡ 1 mod 4
α = r + s1+

√
D

2
= (r +

s

2
)

︸ ︷︷ ︸
:=a

+ (
s

2
)

︸︷︷︸
:=b

√
D, a, b ∈ Q.

Also ist MinPolQ(α) = x2−2(r+ s
2
)x+((r+ s

2
)2−( s

2
)2D) = x2−2 (r +

s

2
)

︸ ︷︷ ︸
∈Z

x+(r2 + rs+ s2
1−D

4
)

︸ ︷︷ ︸
∈Z

.

• Nun zeigen wir OK ⊆ Z[ω]. Sei α = a + b
√
D ∈ OK , a, b ∈ Q. Falls b = 0, dann ist α ∈ Q

und Proposition 1.1 impliziert α ∈ Z, also α ∈ Z[ω]. Also gilt o.E. b 6= 0 (α /∈ Q). Betrachte
MinPolQ(α) = x2 − 2ax + (a2 − b2D). Proposition 1.1 impliziert 2a ∈ Z und a2 − b2D ∈ Z.
Dann ist 4b2D ∈ Z, weil 4(a2 − b2D)︸ ︷︷ ︸

∈Z

= (2a)2︸ ︷︷ ︸
∈Z

−(2b)2D. Nun ist aber D quadratfrei, also 2b ∈ Z.

Setze also a := x
2

und b = y
2
, x, y ∈ Z, also x2 − y2D = 4(a2 − b2)D und damit erhalten wir

x2 − y2D ≡ 0 mod 4, also

(∗) y2D ≡ x2 mod 4

D.h.: y2D ist ein Quadrat mod 4.
Die Quadrate mod 4 sind 0 und 1, also gilt entweder

(1) y2D ≡ 0 mod 4

oder (2) y2D ≡ 1 mod 4

Fall (1): y2D ≡ 0 mod 4 impliziert:

• entweder y2 ≡ 0 mod 4; dann ist x2 ≡ 0 mod 4 wegen (∗), also x, y ≡ 0 mod 2

• oder y2 ≡ D ≡ 2 mod 4: unmöglich, weil 2 kein Quadrat mod 4 ist.

Fall (2): y2D ≡ 1 mod 4 (∗∗):
y2, D sind in Z×4 , also entweder 1 oder 3, also gilt:

• entweder y2 ≡ D ≡ 1 mod 4 also y ≡ 1 mod 2, also mit (∗) + (∗∗): x ≡ 1 mod 2

• oder y2 ≡ D ≡ 3 mod 4: unmöglich, weil 3 kein Quadrat mod 4 ist.

Wir haben also gezeigt, die folgenden Fälle sind möglich:

(1) D ≡ 1, 2, 3 mod 4 und x, y beide gerade

oder

(2) D ≡ 1 mod 4 und x, y beide ungerade.

Das heißt:

(i) D ≡ 2, 3 mod 4 und x, y beide gerade

oder

(ii) D ≡ 1 mod 4 und x, y beide ungerade oder beide gerade.

Im Fall (i): ω =
√
D , a = x

2
, b = y

2
∈ Z und damit α = a+ b

√
D ∈ Z[ω].

Im Fall (ii): ω = 1+
√
D

2
, α = a+ b

√
D = r + sω mit r := x−y

2
∈ Z und s := y ∈ Z.
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B4: Algebra II

Sommersemester 2021

Frau Prof. Dr. Salma Kuhlmann

2.Vorlesung

15. April 2021

In diesem Skript werden wir den Ring OK, wobei K ein quadratischer Zahlkörper ist, weiter
untersuchen. Wir werden sehen, dass OK nicht immer faktoriell ist, und werden alternative
Eigenschaften erforschen. Wir werden Kapitel 1 mit einer Untersuchung der Gruppe der Ein-
heiten O×K beenden. Zum Schluß werden wir Kapitel 2 anfangen.

Sei K = Q(
√
D) stets ein quadratischer Zahlkörper.

§Faktorisierung in OK

• Der fundamentaler Satz der Arithmetik besagt dass Z = OQ faktoriell ist. Im Allgemeinen
ist aber OK nicht faktoriell:

• (ÜB) Betrachte OK = Z[
√
−5]. Dann ist 3 ∈ Z[

√
−5] irreduzibel aber nicht prim. An-

dererseits haben wir in der B3 gezeigt, dass in einem faktoriellen Ring irreduzibele sind
prim. Also ist Z[

√
−5] nicht faktoriell.

• (ÜB) Wir werden zeigen, dass OK “noethersch” ist und damit gilt die Existenz der Fak-
torisierung in irreduzibele Elemente. Was fehlt also i.A ist die Eindeutigkeit:

• (ÜB) In Z[
√
−5] gilt

(†) 6 = 2.3 = (1 +
√
−5)(1−

√
−5)

2, 3, 1 +
√
−5 und 1−

√
−5 sind alle irreduzibel und nicht assoziiert.

Erinnerung: Seien I, J Ideale,

IJ := {
∑

i

aibi

︸ ︷︷ ︸
endliche Summe

| ai ∈ I, bi ∈ J} .

Zum Beispiel I =< a > und J =< b >⇒ IJ =< ab >

Die Idee von Kummer und Dedekind ist eine Faktorisierung von Idealen zu betrachten.

Beispiel 2.1
Die Faktorisierung vom Hauptideal < 6 > in Z[

√
−5] ist:

(‡) < 6 >=< 2, 1 +
√
−5 >< 2, 1−

√
−5 >< 3, 1 +

√
−5 >< 3, 1−

√
−5 >

Um (‡) zu beweisen, genügt es wegen (†) zu zeigen dass:
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Behauptung 1:

< 2, 1 +
√
−5 >< 2, 1−

√
−5 >=< 2 > , < 3, 1 +

√
−5 >< 3, 1−

√
−5 >=< 3 > .

Beweis von 1 für < 2 >: Wir berechnen

< 2, 1 +
√
−5 >< 2, 1−

√
−5 >=< 4, 2 + 2

√
−5, 2− 2

√
−5, 6 >

und sehen, dass alle Erzeuger hier gerade sind, also gilt

< 2, 1 +
√
−5 >< 2, 1−

√
−5 >⊆< 2 > .

Umgekehrt:
2 = 6− 4 ∈< 4, 2 + 2

√
−5, 2− 2

√
−5, 6 >

und damit ist
< 2 >⊆< 2, 1 +

√
−5 >< 2, 1−

√
−5 > .

Der Beweis von 1 für < 3 > ist analog (ÜA). Wie angekündigt erhalten wir nun durch (†):

< 2, 1 +
√
−5 >< 2, 1−

√
−5 >< 3, 1 +

√
−5 >< 3, 1−

√
−5 >=< 2 >< 3 >=< 6 > .

Behauptung 2: (ÜB) Alle vier Ideale sind Primideale. Wir argumentieren folgendermassen
für < 3, 1−

√
−5 >. Die Abbildung φ ist ein surjektiver Homomorphismus mit ker(φ) =< 3 >

φ : Z → Z[
√
−5]/ < 3, 1−

√
−5 >

z 7→ z+ < 3, 1−
√
−5 >

also ist Z[
√
−5]/ < 3, 1−

√
−5 >∼= Z/ < 3 > ein Körper.

Bemerkung 2.1
(ÜB) Man könnte auch zeigen dass

< 2, 1+
√
−5 >< 3, 1+

√
−5 >=< 1+

√
−5 >, < 2, 1−

√
−5 >< 3, 1−

√
−5 >=< 1−

√
−5 >

und die andere Faktorisierung von 6 in (†) ausnutzen.

§Einheiten
Wir berechnen nun explizit die Einheiten von OK = Z[ω]. Dafür führen wir die Norm ein:

(1) N : Q(
√
D)→ Q

N(a+ b
√
D) := (a+ b

√
D)(a+ b

√
D)

= (a+ b
√
D)(a− b

√
D)

= a2 − b2D

(2) (i) Für D ≡ 2, 3 mod 4, ω =
√
D,α ∈ Z[ω], α = r + s

√
D ∈ Z[ω], mit r, s ∈ Z und

N(α) = N(r + s
√
D) = r2 − s2D ∈ Z.

(ii) Für D ≡ 1 mod 4, ω = 1+
√
D

2
, α ∈ Z[ω], α = r + s1+

√
D

2
= (r + s

2
) + ( s

2
)
√
D, mit

r, s ∈ Z und

N(α) = (r + s
2
)2 −D( s

2
)2, also N(α) = r2 + rs+ 1−D

4
s2 ∈ Z.

Wir haben bewiesen: N(α) ∈ Z für alle α ∈ Z[ω] .
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(3) Für r, s ∈ Z ist also N : Z[ω] → Z durch N(α) = N(r + sω) = (r + sω)(r + sω) =
(r + sω)(r + sω) gegeben, wobei

ω =

{
−
√
D falls D ≡ 2, 3 mod 4

1−
√
D

2
falls D ≡ 1 mod 4

(4) r + sω ∈ Z[ω] (ÜA).

(5) Die Norm ist multiplikativ (ÜA).

(6) Behauptung: α ∈ Z[ω]× ⇔ N(α) = ±1

Beweis.
”
⇒“α ∈ Z[ω]× ⇒ ∃β ∈ Z[ω] mit αβ = 1, also ist N(αβ) = N(α)N(β) = 1 also

N(α) ∈ Z× ⇒ N(α) = ±1.

”
⇐“ Sei N(r + sω) = ±1, also ist (r + sω) (r + sω)︸ ︷︷ ︸

∈Z[ω]

= ±1 also ist r + sω invertierbar in

Z[ω] mit Inverse ±(r + sω).

Bemerkung 2.2
Betrachte die Diophantine’sche Gleichung x2−Dy2 = ±1 (die Pell’sche Gleichung). Wir haben
gezeigt: x, y ∈ Z ist eine Lösung⇔ x+ yω ∈ Z[ω]×

Kapitel 2: Moduln

§Moduln
R ist stets ein kommutativer Ring mit Eins.

Definition 2.1 (i) Ein R-Modul ist eine abelsche Gruppe (M,+) versehen mit einer Ver-
knüpfung (Skalarmultiplikation):

R×M → M
(r, x) 7→ rx

,

so dass für alle x, y ∈M und r, s ∈ R Folgendes gilt:

(1) 1.x = x

(2) r(sx) = (rs)x

(3) (r + s)x = rx+ sx

(4) r(x+ y) = rx+ ry

(ii) Eine Untergruppe N ≤M ist ein Untermodul, wenn RN ⊆ N .
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B4: Algebra II

Sommersemester 2021

Frau Prof. Dr. Salma Kuhlmann

3.Vorlesung

20. April 2021

Wir werden in Kapitel 2 grundsätzliche Aussagen über Moduln feststellen. Ähnliche Aussagen
und Beweise haben wir in der B3 für Gruppen und Ringe etabliert, so dass hier einige Beweise
als Übungsaufgaben erscheinen. In diesem Skript werden wir hauptsächlich Untermoduln sowie
Homomorphiesätze für Moduln studieren.

Sei R ist stets ein kommutativer Ring mit Eins und M ein R-Modul.

Beispiel 3.1 (i) M = R ist selbst ein R-Moduln. Ein Ideal von R ist dann ein Untermodul.
Insbesondere ist M = {0} der trivialer Modul.

(ii) Wenn R = Z, dann ist ein Z-Modul eine abelsche Gruppe und ein Untermodul eine
Untergruppe.

(iii) Wenn R = K ein Körper ist, dann ist ein K-Modul ein K-Vektorraum, und ein Untermo-
dul ein Unterraum.

Definition 3.1
Seien M,N zwei R-Moduln.

(i) Ein R-Moduln Homomorphismus ist ein Gruppenhomomorphismus φ : M → N , so dass
φ(rx) = rφ(x) für alle x ∈M und r ∈ R.

(ii) Sei N ≤ M ein Untermodul. Die Faktorgruppe M/N ist ein R-Modul, wenn sie mit der
folgenden Skalarmultiplikation versehen ist:

R×M/N → M/N
(r, x+N) 7→ rx+N

(iii) Bezeichnung: HomR(M,N) := {φ : M → N | φ ist ein R−Modul Homomorphismus}

Lemma 3.1
Seien M,N, V drei R-Moduln.

(i) φ ∈ HomR(M,N) ∧ ψ ∈ HomR(N, V )⇒ ψ ◦ φ ∈ HomR(M,V ).

(ii) φ ∈ HomR(M,N)⇒ ker(φ) ≤M ∧ Im (φ) ≤ N .

(iii) φ ∈ HomR(M,N) bijektiv⇒ φ−1 ∈ HomR(N,M), φ ist dann einR-Modul Isomorphismus.
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(iv) Sei N ≤M ein Untermodul.

π : M → M/N
x 7→ x+N

ist ein R-Modul Homomorphismus (die Projektion).

(v) Wenn N ≤ M , induziert π eine Bijektion zwischen den Untermoduln von M , die N
enthalten, und den Untermoduln von M/N .

Beweis. ÜA.

Proposition 3.2 (Homomorphiesatz für Moduln)
Sei φ ∈ HomR(M,N); es gilt M/ ker(φ) ∼= Im (φ)

Beweis. ÜA.

Definition 3.2
Sei A ⊆M .

(i) Für a ∈M sei Ra := {ra | r ∈ R} ≤M der von a erzeugte Hauptmodul.

(ii) Die Summe
∑

i∈I Mi ≤M einer Familie (Mi)i∈I von Untermoduln eines R-Moduls M ist
der Untermodul

∑

i∈I
Mi = {

∑

i∈I
xi | xi ∈Mi und xi = 0 für fast alle i (endliche Summe)}

(iii) Eine lineare Kombination aus A ist ein x ∈M , so dass x =
∑

i rixi (endliche Summe) mit
ri ∈ R, xi ∈ A.

(iv) SpanR(A) := {x | x lineare Kombination aus A} =
∑

a∈ARa .

(v) Der von A erzeugte Untermodul von M ist
∑

a∈ARa .

(vi) M ist endlich erzeugt, wenn es A ⊆M existiert mit A endlich und M =
∑

a∈ARa.

Lemma 3.3
Für A ⊆M ist

∑
a∈ARa der kleinste Untermodul von M , der A enthält.

Beweis. ÜA.

Definition 3.3 (i) Die direkte Summe einer Familie (Mi)i∈I von R-Moduln ist der R-Modul

⊕

i∈I
Mi := {(xi)i∈I ∈

∏

i∈I
Mi | xi = 0 für fast alle i}

versehen mit der koordinatenweise Summe (xi)i∈I + (yi)i∈I := (xi + yi)i∈I und für r ∈ R
der Skalarmultiplikation r(xi)i∈I := (rxi)i∈I .

(ii) Ein R-Modul M ist direkte Summe einer Familie (Mi)i∈I von seinen Untermoduln wenn
der R-Modul Homomorphismus

⊕
i∈I Mi → M

(xi)i∈I 7→ ∑
i∈I xi

ein R-Moduln-Isomorphismus ist, dass heißt
⊕

i∈I Mi '
∑

i∈I Mi = M .

Notation: In diesem Fall, werden wir oft einfach schreiben M =
⊕

i∈I Mi .
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(iii) Sei M ein R-Modul und N ≤ M ein Untermodul. Existiert ein Untermodul V ≤ M mit
M = N

⊕
V , so heißt N direkter Summand von M und V ein Komplement zu N .

Lemma 3.4
Sei M ein R-Modul, N, V ≤M Untermoduln. Die folgenden Bedingungen sind äquivalent:

(1) M = N
⊕

V

(2) M = N + V und N ∩ V = {0}

(3) Jedes x ∈M lässt sich eindeutig schreiben als x = y + z mit y ∈ N, z ∈ V .

Beweis. ÜA.

Beispiel 3.2
G = Z4, H =< 2 > hat kein Komplement im Z-Modul G, weil die einzigen Untermoduln {0}, H
und G sind.

Lemma 3.5
Sei N ≤M . Es gilt:

(1) M endlich erzeugt⇒M/N endlich erzeugt.

(2) N und M/N endlich erzeugt⇒M endlich erzeugt.

Beweis. ÜA
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B4: Algebra II

Sommersemester 2021

Frau Prof. Dr. Salma Kuhlmann

4.Vorlesung

22. April 2021

In diesem Skript werden wir die Begriffe von LA I für einen R- Moduln anstatt ein K-Vektorraum
(insbesondere wenn der Ring R kein Körper K ist) anpassen. Dafür werden wir Torsionsele-
mente in R, Torsionsfreie Moduln, sowie freie Moduln definieren. Wir werden dann lineare
Unabhängigkeit, Basis und Dimension für freie Moduln studieren. Die Beweise hierfür sind wie
in der LA I, deshalb werden einige im ÜB bearbeitet.

Sei R ist stets ein kommutativer Ring mit Eins und M ein R-Modul.

Definition 4.1 (i) x ∈M ist Torsionselement⇔ ∃r ∈ R , r ist kein Nullteiler, mit rx = 0.

(ii) Setze Mtor := {x ∈M | x Torsionselement} . Dann ist Mtor ein Untermodul von M (ÜA),
den wir Torsionsmodul von M nennen.

(iii) Der Modul M ist torsionsfrei, wenn Mtor = {0}.

Definition 4.2
Eine Untermenge S ⊆M ist linear unabhängig, wenn für alle ri ∈ R und xi ∈ S gilt:

∑

i I

rixi

︸ ︷︷ ︸
endliche Summe

= 0⇒ ∀i, ri = 0 .

Konvention: S = ∅ ist linear unabhängig und SpanR(∅) = {0}.

Beispiel 4.1
Es folgt aus Definition 4.1 dass x ∈Mtor ⇒ {x} ist nicht linear unbhängig.

Definition 4.3 (i) S ⊆M ist eine Basis⇔ S ist linear unabhängig und erzeugt M
(i.e. SpanR(S) = M).

(ii) Der Modul M ist frei, wenn er eine Basis hat.

Bemerkung 4.1
Die Untermenge S ist genau dann eine Basis von M , wenn jedes x ∈ M eine eindeutige Dar-
stellung als lineare Kombination aus S hat (i.e. x =

∑
i I rixi für geeignete ri ∈ R und xi ∈ S.)

Beispiel 4.2 (i) Jeder K-Vektorraum über ein Körper K hat eine Basis und ist also frei als
K-Modul.

(ii) Betrachte aber G := Z2 =< 1 > , dann ist G nicht frei als Z-Modul, weil 1 ∈ Gtor .
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Lemma 4.1 charakterisiert Basen von torsionsfreie Moduln, der Beweis folgt unmittelbar aus
den Definitionen:

Lemma 4.1
Sei R ein Integritätsbereich, M torsionsfrei und S ⊆M . Folgende Bedingungen sind äquivalent:

(1) M ist frei mit Basis S

(2) M =
⊕

x∈S Rx

Beweis. ÜA.

Lemma 4.2
Sei I CR, dann sind

(1) IM := { ∑
j rjyj

endliche Summe

| rj ∈ I, yj ∈M} ein Untermodul von M

(2) M/IM ein R/I-Modul.

Beweis. (1) Der Beweis folgt unmittelbar (ÜA).

(2) Die Verknüpfung Summe auf M/IM ist die Summe von Nebenklassen wie üblich. Betrachte
nun die Verknüpfung

R/I ×M/IM → M/IM
(r̄, x̄) 7→ rx

und verifiziere dafür die Axiome für Moduln (ÜA).

Lemma 4.3
Sei M frei als R-Modul mit Basis {xj}j∈J . Sei I CR. Dann ist M/IM frei als R/I-Modul mit
Basis {xj}j∈J
Beweis. Bemerke dass {xj} offensichtlich M/IM erzeugt (ÜA). Wir zeigen die lineare Un-
abhängigkeit über R/I.

∑

j

r̄jx̄j = 0⇔
∑

j

rjxj ∈ IM

⇔
∑

j

rjxj =
∑

l

tlyl

für geeignete tl ∈ I, yl ∈M . Nun schreiben wir jedes yl =
∑

k rl,kxk, und schreiben entsprechend∑
l tlyl um. Wir bekommen

∑
j rjxj =

∑
k skxk mit sk ∈ I. Die Eindeutigkeit der Darstellung

bezüglich einer Basis impliziert nun rj ∈ I für alle j, also rj = 0.

Korollar 4.4
Sei M ein freier R-Modul, und S eine Basis mit |S| = n ∈ N. Dann haben alle anderen Basen
Kardinalität n.

Beweis. Wenn R = K ein Körper ist, dann ist M ein K-Vektorraum und dimK M = n ist
eindeutig. Ohne Einschränkung sei also R kein Körper, und sei ICR maximal, so dass K = R/I
ein Körper ist. Sei S = {xj}. Dann ist {xj} eine R/I-Basis für den K-Vektorraum M/IM .
Wenn {yk} eine beliebige Basis von M ist, dann ist ebenso {yk} eine R/I-Basis für M/IM .



3

Korollar 4.5
M endlich erzeugt und frei⇒ jede Basis ist endlich.

Beweis. Sei {xj}j endlich und erzeugend. Dann ist {xj}j erzeugend für M/IM als R/I-Vektorraum
(für I maximales Ideal), also ist M/IM endlich dimensional und damit sind notwendigerweise
alle Basen von M endlich.

Bemerkung 4.2
Wir haben gezeigt: M frei mit {xj}j∈J Basis, dann ist |J | eindeutig definiert.

Definition 4.4
Sei M frei mit Basis {xj}j∈J . Wir definieren dimR M := |J |.

Bemerkung 4.3
Wir haben in Korollar 4.4 gezeigt:
dimR M = dimK V , wobei K = R/I und V = M/IM , I ein maximales Ideal von R.
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B4: Algebra II
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Frau Prof. Dr. Salma Kuhlmann

5.Vorlesung

27. April 2021

In diesem Skript charakterisieren wir endlich erzeugte, beziehungsweise freie Moduln, und er-
klären den Zusammenhang zwischen freie und torsionsfreie Moduln. Im letztem Abschnitt setzen
wir voraus, dass R ein Hauptidealbereich ist, und untersuchen endlich erzeugte, beziehungsweise
freie Moduln und ihre Untermoduln.

Sei R ist stets ein kommutativer Ring mit Eins und M ein R-Modul.

Definition 5.1
Der Modul Rn := {(r1, . . . , rn) | ri ∈ R} mit Komponentenweise Addition und Skalarmultipli-
kation, und standard Basis: {ei | i = 1, . . . , n} ist der freie R-Modul vom Rang n.

Lemma 5.1
Es gilt: M ist endlich erzeugt ⇔ ∃n ∈ N und einen Untermodul K ≤ Rn mit M ∼= Rn/K.

Beweis.
”
⇐“ Lemma 3.5

”
⇒“ Sei {x1, . . . , xn} ⊆M erzeugend. Betrachte

φ Rn → M
(r1, . . . , rn) 7→ ∑

rixi

Dann ist φ ist ein surjektiver Homomorphismus mit K := ker(φ) (ÜA). Die Behauptung folgt
nun aus Proposition 3.2 (Homomorphiesatz für Moduln).

Korollar 5.2
Sei M 6= {0} endlich erzeugt, mit {x1, . . . , xn} erzeugend, und φ der surjektiver Homomorphis-
mus in Lemma 5.1. Dann gilt: M ist genau dann frei mit Basis {x1, . . . , xn}, wenn ker(φ) = {0}.
Inbesondere für x 6= 0, x ∈ M , ist der Hauptmodul Rx genau dann frei mit Basis {x}, wenn
{r ∈ R | rx = 0} = {0}.

In Definition 4.1 haben wir folgende definiert:

• Mtor = {x ∈M | ∃r kein Nullteiler , rx = 0}.
• M ist torsionsfrei, wenn Mtor = {0}.
• M ist ein Torsionsmodul, wenn Mtor = M .

Lemma 5.3 (a) Mtor ist ein Torsionsmodul und

(b) M/Mtor ist torsionsfrei.

Beweis. (a) ÜA

(b) Sei x̄ ∈ M/Mtor, x̄ Torsionselement. Es existiert b ∈ R kein Nullteiler mit bx̄ = 0, d.h.
bx ∈Mtor, also gibt es c ∈ R kein Nullteiler mit cbx = 0 =, also x ∈Mtor und x̄ = 0.
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Lemma 5.4 (i) M frei ⇒ M torsionsfrei.

(ii) M torsionsfrei und N ≤M ⇒ N torsionsfrei.

(iii) R Integritätsbereich ⇒Mtor = {x ∈M | ∃r ∈ R, r 6= 0, rx = 0}

(iv) R Integritätsbereich, x /∈Mtor ⇒ Rx ist frei.

Beweis. Wir beweisen (i): Sei x ∈Mtor und {xi}i∈J eine Basis von M . Schreibe x =
∑
rixi und

sei r ∈ R kein Nullteiler, so dass rx = 0. Es folgt
∑

(rri)xi = 0. Aber {xi} linear unabhängig
⇒ rri = 0 ∀i ⇒ ri = 0 ∀i ⇒ x = 0.
Beweise von (ii), (iii), (iv): ÜA.

Lemma 5.4 werden wir stillschweigend in den nächsten Abschnitt benutzen.

§Moduln über Hauptidealbereiche

Sei nun R stets ein Hauptidealbereich, M , F und N R- Moduln.

Satz 5.1
Sei F endlich erzeugt und frei, und M ≤ F . Dann ist M frei und dimRM ≤ dimR F . Insbeson-
dere ist M endlich erzeugt.

Beweis. Sei {x1, . . . , xn} eine Basis für F . Setze Mm = M ∩ SpanR{x1, . . . xm} für m ≤ n. Wir
zeigen per Induktion, dass Mm frei ist mit dimRMm ≤ m (und damit gilt es auch für M = Mn).
Da x1 /∈Mtor, ist Rx1 frei. Betrachte M1 = M ∩Rx1 und

φ : R
∼−→ Rx1

r 7−→ rx1

• Da M1 ≤ Rx1 ist φ−1(M1) ER , also ist φ−1(M1) =< a1 > für a1 ∈ R und

M1 = φ(< a1 >) = R(a1x1) .

Also ist M1 frei mit dimRM1 ≤ 1.
• Per Induktion nehmen wir nun an: Mm ist frei, dimMm ≤ m.
Die Menge {a ∈ R | ∃x ∈M, so dass x = b1x1 + · · ·+ bmxm + axm+1} ein Ideal in R (ÜA).
Sei am+1 ∈ R ein Erzeuger davon. Ist am+1 = 0, so ist Mm+1 = Mm und unser Beweis ist
fertig. Sonst gilt am+1 6= 0: Setze w = am+1xm+1 + v ∈ Mm+1 mit v ∈ Span{x1, . . . , xm}. Sei
x ∈Mm+1; es existieren b1, . . . , bm, a ∈ R mit x = b1x1 + · · ·+ bmxm + axm+1, also

x = b1x1 + · · ·+ bmxm + (cam+1)xm+1

= (b1x1 + · · ·+ bmxm) + (cw − cv),

also x− cw =
∑
bixi − cv ∈Mm+1 ∩ Span{x1, . . . , xm} = Mm. Wir haben gezeigt:

Mm+1 = Mm +Rw mit w 6= 0, w /∈Mtor, Rw frei mit Basis {w}. Außerdem ist Mm∩Rw = {0},
also Mm+1 = Mm ⊕ Rw und damit direkte Summe von freien Moduln, also ist Mm+1 frei und
dimRMm+1 = dimRMm + dimRRw ≤ m+ 1.
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Korollar 5.2
Sei M endlich erzeugt und N ≤M . Dann ist N endlich erzeugt.

Beweis. OE gilt M = Rn/K (per Lemma 5.1). Betrachte

Π : Rn → Rn/K
y 7→ ȳ

Projektionshomomorphismus.
N ≤ Rn/K ⇒ Π−1(N) ≤ Rn. Satz 5.1⇒ Π−1(N) ist endlich erzeugt.
Lemma 3.5 ⇒ N = Π−1(N)/K ist auch endlich erzeugt.

Satz 5.3
Sei M endlich erzeugt und torsionsfrei. Dann ist M frei.

Beweis. Sei {y1 . . . , ym} ⊆M erzeugend und {v1, . . . , vn} darunter maximal linear unabhängig.
Sei y ∈ {y1, . . . , ym}. Nach Maximalität existieren a, b1, . . . , bn ∈ R nicht alle 0, so dass
ay + b1v1 + · · ·+ bnvn = 0 und a 6= 0 (weil {v1, . . . , vn} linear unabhängig).
Wir sehen also:
∀j = 1, . . . ,m, ∃aj ∈ R, aj 6= 0∧ajyj ∈ Span{v1, . . . , vn}, also (a1 . . . am)M ≤ Span{v1, . . . , vn}︸ ︷︷ ︸

frei

,

also (Satz 5.1) ist (a1 . . . am)M frei. Nun ist

M
∼−→ (a1 . . . am)M

x 7−→ (a1 . . . am)x

eine Isomorphie, weil a1 . . . am 6= 0 und M torsionsfrei ist. Also ist M auch frei.
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Unser nächstes Ziel ist es, den Struktursatz für endlich erzeugte Moduln über Hauptidealbereiche
zu beweisen (Satz 6.8). In diesem Skript bauen wir den Beweis schrittweise auf. Satz 6.2 ergibt
eine Zerlegung als direkte Summe von frei und Torsionsmodul, Satz 6.6 untersucht die Struktur
vom Torsionsmodul, und Satz 6.7 ergibt eine weitere Verfeinerung der Struktur. Für den Beweis
vom Satz 6.7 brauchen wir einige Vorbereitung, die wir am Ende des Skriptes bringen. Satz 6.7
wird schließlich in Skript 7 zuende bewiesen.

Sei R stets ein kommutativer Ring mit Eins, und M ein R–Modul.

Lemma 6.1
Seien E und E ′ R-Moduln, E ′ frei. Sei f : E → E ′ ein surjektiver Homomorphismus. Dann
existiert ein freier Untermodul F ≤ E, so dass f � F : F → E ′ eine Isomorphie ist und
E = F

⊕
ker(f).

Beweis. Sei {x′i}i∈I eine Basis für E ′. Für alle i ∈ I wähle xi ∈ E mit f(xi) = x′i und setze
F := SpanR{xi | i ∈ I}. Dann ist {xi}i∈I linear unabhängig (ÜA), also ist F frei. Sei nun
x ∈ E und nimm ai ∈ R, so dass f(x) =

∑
aix

′
i. Es gilt f(x − ∑

aixi) = 0 und damit
x−∑

aixi ∈ ker(f). Wir haben gezeigt: E = F + ker(f).
Außerdem ist F ∩ ker(f) = {0} (ÜA).

Sei nun R ein Hauptidealbereich und M ein R–Modul.

Satz 6.2
Sei R ein Hauptidealbereich und M ein R–Modul. Ist M endlich erzeugt, so ist M = Mtor

⊕
F ,

wobei F ≤ M ein freier Untermodul ist. Die Dimension dimR F ist von der Wahl von F
unabhängig.

Beweis. Betrachte den Homomorphismus:

φ : M → M/Mtor

x 7→ x̄

Nun ist M/Mtor endlich erzeugt, also (Satz 5. 3) ist er frei.
Lemma 6.1 liefert F ≤ M , F frei mit M = ker(φ)

⊕
F und φ � F : F ∼= M/Mtor, damit ist

dimR F = dimRM/Mtor eindeutig bestimmt.

Definition 6.1
dimR F im Satz 6.2 ist der (freier) Rang von M .
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Wir werden nunMtor weiter untersuchen; wir untersuchen also endlich erzeugte Torsionsmoduln.

Definition 6.2 (a) Für r ∈ R ist M [r] := {x ∈M | rx = 0} der r-Torsionsmodul.

(b) M [r∞] :=
⋃
k∈NM [rk].

Lemma 6.3
Sei M ein endlich erzeugter Torsionsmodul, dann ∃a ∈ R, a 6= 0 mit aM = 0 .

Beweis. Seien v1, . . . , vn Erzeuger, a1, . . . , an ∈ R mit ai 6= 0 und aivi = 0; setze a := a1 . . . an .

Lemma 6.4
Sei M endliche erzeugter Torsionsmodul und wähle 0 6= a ∈ R mit aM = 0. Wenn a = bc mit
ggT (b, c) = 1, dann ist M = M [b]

⊕
M [c].

Beweis. Da R HIR ist, existieren x, y ∈ R mit 1 = xb + yc. Sei v ∈ M ; es ist v = xbv + ycv.
Dann ist xbv ∈M [c] und ycv ∈M [b], also M = M [b] +M [c]. Sei v ∈M [b] ∩M [c]; wir rechnen
v = (xb+ yc)v = xbv + ycv = 0.

Lemma 6.5
M endlich erzeugt ⇒ |{p ∈ R | p prim und M [p∞] 6= 0}| <∞.

Beweis. Wähle a 6= 0 mit aM = 0, a ∈ R. Da R HIR ist, ist R faktoriell. Wir können also
die Primfaktorisierung von a ausnutzen, und Lemma 6.4 wirderholt anwenden. Die Induktion
ergibt

M = M [a] =
⊕

p|a,p prim,M [p∞]6=0

M [p∞]

Bemerkung 6.1
Die Darstellung hängt nicht von a ab; ist nämlich M = M [b], q prim, q | b aber q - a, dann ist
ggT (a, q) = 1 und damit M = M [aq] = M [a]

⊕
M [q] = M , also M [q] = 0

Wir können nun aus Lemma 6.5 folgern:

Satz 6.6
Sei 0 6= M endlich erzeugter Torsionsmodul. Dann ist

M =
⊕

p prim mit M [p∞]6=0

M [p∞]

Beweis. Sei a ∈ R mit aM = 0. Da R HIR ist, ist R faktoriell. Wir können also die Primfak-
torisierung von a ausnutzen, und Lemma 6.5 anwenden (ÜA).

Wir wollen nun diese M [p∞] weiter untersuchen. Den folgenden Satz werden wir im Skript 7
beweisen:

Satz 6.7
Sei 0 6= M endlich erzeugt; p ∈ R prim mit M [p∞] 6= 0. Dann existiert eine eindeutige Folge
1 ≤ ν1 ≤ · · · ≤ νs ∈ N, so dass M [p∞] ∼= R/ < pν1 > ⊕ · · · ⊕R/ < pνs >.

Als Korollar zum Satz 6.7 erhalten wir sofort:
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Satz 6.8
Sei R ein HIR und M ein R-Modul. Ist M endlich erzeugt über R, so ist

M ∼= Rd

s⊕

i=1

ti⊕

j=1

R/ < p
νij
i >

mit eindeutigen d, s ∈ N0, p1, . . . , ps paarweise verschiedene Primelemente, ts ∈ N und 1 ≤
νij ≤ · · · ≤ νits ∈ N.

�

Für den Beweis vom Satz 6.7 brauchen wir:

Terminologie:

1. y1, . . . , ym ∈ M sind unabhängig wenn Span{y1, . . . , ym} ∼=
⊕m

i=1 Ryi, oder die folgende
äquivalente Bedingung gilt: a1y1 + · · ·+ amym = 0⇒ aiyi = 0 für alle a1, . . . , am ∈ R.

Bemerkung 6.2
Wenn y1, . . . , ym ∈ M linear unabhängig sind, dann sind sie auch unabhängig; die Um-
kehrung dieser Aussage gilt für Torsionsfreie Moduln (ÜA).

2. Sei x ∈M ,
φx : R → Rx

r 7→ rx
.

Es gelten: Ix := ker(φx) ist Hauptideal und R/Ix ∼= Rx. Ein erzeuger für Ix heißt eine
Periode für x.

Bemerkung 6.3 (i) Sei 0 6= M = M [pν ] ein pν-Torsionsmodul. Sei x 6= 0, x ∈ M , dann ist
eine Periode für x (bis auf Einheit) der Gestalt pl mit l ≤ ν.

(ii) ist ν minimal dafür, dass M = M [pν ], so gibt es x ∈M mit Periode genau pν .

(iii) Sei x ∈ M mit Periode pν ; setze M := M/Rx. Es ist M = M [pν ] und für jeden Vertreter
y von ȳ ∈ M̄ mit Perioden pl beziehungsweise pl̄ gilt l ≥ l̄.

(iv) Ist pν minimal dafür, dass M = M [pν ] und pµ minimal dafür, dass M̄ = M̄ [pµ], dann gilt
µ ≤ ν.

Beweis. (i): Nehme l := die kleinste natürliche Zahl, wofür es gilt plx = 0.

(ii), (iii), (iv): ÜA.
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In diesem Skript beweisen wir Satz 6.7 und damit den Struktursatz für endlich erzeugte Moduln
über Hauptidealbereiche Satz 6.8. Im nächstem Abschnitt untersuchen wir dann Noethersche
Moduln und Ringe.

Sei R stets ein Hauptidealbereich und M ein R–Modul.

Wir müssen zuerst Lemma 7.1 beweisen. Wir werden dafür Bemerkung 6.3 stillschweigend
gebrauchen.

Lemma 7.1
Sei p ∈ R prim, M = M [pν ], ν ≥ 1 und minimal dafür. Wähle x1 ∈ M mit Periode pν .
Setze M := M/Rx1. Seien ȳ1, . . . , ȳm ∈ M unabhängig. Dann gibt es Vertreter yi ∈ ȳi mit
Periode(yi)=Periode(ȳi) und so dass x1, y1, . . . , ym ∈M unabhängig sind.

Beweis. Sei ȳ ∈ M̄ mit Periode pn, 1 ≤ n. Sei y ∈ ȳ ein Verterter. Dann ist pnȳ = 0 oder es
gibt r ∈ R so dass pny = rx1 ∈ Rx1. Da R faktoriell ist, sei c ∈ R, p - c, und s ≤ ν so dass

(†) pny = rx1 = pscx1 .

• Ist s = ν, dann gilt pny = pνx1c = 0, also y hat Periode ≤ pn und damit genau = pn, und so
ist der Fall erledigt.
• Is aber s < ν, dann hat pscx1 Periode pν−s und damit hat y Periode pn+ν−s, also muss
n+ ν − s ≤ ν gelten (weil pνM = 0), also n ≤ s, wir sehen also, dass y − ps−ncx1 ∈ ȳ (vgl (†))
und hat Periode pn.
• Sei nun yi Vertreter von ȳi mit gleicher Periode. Wir zeigen: x1, y1, . . . , ym sind unabhängig.
Seien a, a1, . . . , am ∈ R mit

(‡) ax1 + a1y1 + · · ·+ amym = 0

Dann ist a1ȳ1 + · · ·+ amȳm = 0, also muss aiȳi = 0 ∀i sein.
Ist pri die Periode von ȳi, dann gilt pri | ai; pri ist aber Periode für yi, also gilt aiyi = 0 für alle
i und damit ist (zurück in (‡)) auch ax1 = 0.

Zur Erinnerung, wiederholen wir hier die Aussage vom Satz 6.7:
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Satz 6.7 : Sei 0 6= M endlich erzeugt; p ∈ R prim mit M [p∞] 6= 0. Dann existiert eine
eindeutige Folge 1 ≤ µ1 ≤ · · · ≤ µs ∈ N, so dass M [p∞] ∼= R/ < pµ1 > ⊕ · · · ⊕R/ < pµs >.

Beweis vom Satz 6.7. M [p∞] endlich erzeugt⇒ O.E. M = M [p∞] und (da M endlich erzeugt
ist) ∃x1 ∈M mit Periode pν , ν ∈ N minimal so dass M = M [pν ] (ÜA).
Betrachte M [p]; da M [p] p-torsion ist, ist eine Skalarmultiplikation

R/ < p > ×M [p] → M [p]
(a+ < p >, x) 7→ ax

wohldefiniert: ā1 = ā⇒ (a− a1) = pa2 ⇒ (a1 − a)x = a2px = 0.
Also ist M [p] ein R/ < p >-Vektorraum.
Setze M := M/Rx1. Analog zeigt man dass M [p] ein R/ < p >-Vektorraum (ÜA).

Behauptung: dimM [p] < dimM [p] als R/ < p >-Vektorräume.

Beweis. Seien ȳ1, . . . ȳm ∈ M [p] und R/ < p >-linear unabhängig. Lemma 7.1 liefert yi ∈ ȳi
mit Periode p, so dass x1, y1, . . . , ym unabhängig. Setze z1 := pν1−1x1. Dann hat z1 Periode p,
z1 ∈ M [p] und z1, y1, . . . , ym ∈ M [p] sind immernoch unabhängig, und damit auch R/ < p >-
linear unabhängig (ÜA).

•Wir zeigen nun die Existenzaussage im Satz. Wir argumentieren per Induktion nach dimR/<p>M [p].
O.E. ist M 6= 0 (sonst ist M ∼= Rx1 ∼= R/ < pν >).

Die Induktionsannahme impliziert dass

M = M [p∞] ∼= Rx̄2 ⊕ · · · ⊕Rx̄s

und die Periode von x̄i ist pni , das heißt

Rx̄i ∼= R/ < pni >, i = 2, . . . , s .

Lemma 7.1 impliziert dass ∃x2, . . . , xs ∈M so dass xi Periode pni hat und x1, . . . , xs unabhängig,
das heißt:

M = M [p∞] ∼= Rx1 ⊕ · · · ⊕Rxs ∼= R/ < pν > ⊕R/ < pn2 > ⊕ · · · ⊕R/ < pns >,

wie behauptet.

• Wir zeigen nun die Eindeutigkeit.
Sei

(∗) 0 6= M = M [p∞] ∼= R/ < pµ1 > ⊕ · · · ⊕R/ < pµs >,

wobei µ1 ≤ · · · ≤ µs. Setze µ := µs. Aus (∗) folgt dass M = M [pµ] !M [pµ−1], i.e. µ ist minimal
dafür dass M = M [pµ], also ist µ eindeutig. Beachte, dass

M [p],M [p2]/M [p], . . . ,M [pµ]/M [pµ−1]

alle R/ < p >-Vektorräume sind, und:

(†) M [p] ∼=< pµ1−1 > / < pµ1 > ⊕ · · ·⊕ < pµs−1 > / < pµs > .

Diese letzte Behauptung (†) folgt aus (∗) und diese allgemeine Bemerkungen (ÜA):

(R/ < pm >)[p] =< pm−1 > / < pm > und (N ⊕K)[p] ∼= N [p]⊕K[p] .
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Bemerke auch dass die dimR/<p> < pµi−1 > / < pµi >= 1 : die Abbildung

R → < pm−1 > / < pm >
x 7→ pm−1x+ < pm >

ist ein surjektiver Homomorphismus mit Kernel < p >.
Also folgt aus (†) dass

dimR/<p>M [p] = s = ]{i | µi ≥ 1} ,
damit ist s eindeutig.
Schreibe nun (folgt analog zum (†))

(∗∗) M [p2] ∼=
⊕

µi=1

R/ < p > ⊕
⊕

µi>1

< pµi−2 > / < pµi >

Aus (∗∗) folgt:

M [p2]/M [p] ∼=
⊕

µi≥2
(< pµi−2 > / < pµi >)/(< pµi−1 > / < pµi >)

d.h
M [p2]/M [p] ∼=

⊕

µi≥2
< pµi−2 > / < pµi−1 > .

Da < pm−2 > / < pm−1 >∼= R/ < p > und dimR/<p> < pm−2 > / < pm−1 >= 1 ist also

dimR/<p>M [p2]/M [p] = ]{i | µi ≥ 2} .

Allgemeiner berechnen wir

(‡) dimR/<p>M [pm]/M [pm−1] = ]{i | µi ≥ m},m = 1, 2, . . . , µ .

Insbesondere:

dimR/<p>M [pµ]/M [pµ−1] = ]{i | µi ≥ µ} = ]{i | µi = µ} .
Da s, und die größte natürliche Zahl µ der Folge µ1 ≤ · · · ≤ µs eindeutig sind, folgt nun aus
(‡) die Eindeutigkeit von µi für alle i = 1, · · · , s (ÜA).

§Noethersche Moduln
Sei R ein Ring, M ein R-Modul.

Proposition 7.1
Folgende Aussagen sind äquivalent für M :

1. jeder N ≤M ist endlich erzeugt

2. jede aufsteigende Kette N1 ≤ N2 ≤ . . . von Untermoduln wird stationär, d.h ∃i mit
Ni = Ni+1 = . . .

3. jede ∅ 6= U Menge von Untermoduln von M besitzt ein inklusionsmaximales Element.
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Beweis. (1)⇒ (2): Setze N :=
⋃
iNi, N ≤M .

Seien x1, . . . , xr ∈ N mit N := SpanR{x1, . . . , xr} und i ∈ N, so dass {x1, . . . , xr} ⊆ Ni. Dann
ist N ⊆ Ni und damit Ni = N = Ni+1 = . . . .
(2) ⇒ (3): Sei N1 ∈ U nicht maximal. Dann gibt es N2 ∈ U mit N1 ( N2. Wiederhole mit
N2: N1 ( N2 ( N3 ( . . . usw. Diese Prozedur muß nach endlich vielen Schritten anhalten und
damit ein maximales Element produzieren.
(3) ⇒ (1): Sei N ≤ M und U die Menge aller seinen endlich erzeugten Untermoduln. Es gilt
U 6= ∅ weil {0} ∈ U . Sei N ′ = SpanR{x1, . . . , xr} ein maximales Element von U . Ist N ) N ′,
existiert dann x ∈ N\N ′ und SpanR{x1, . . . , xr, x} ) N ′: Widerpsruch.

Definition 7.1 (a) Der Modul M ist noethersch, wenn eine der Bedingungen (1)⇔ (2)⇔ (3)
von Proposition 7.1 erfüllt ist.

(b) Insbesondere: R ist ein noethersche Ring wenn jedes Ideal von R endlich erzeugt ist.
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In diesem Skript untersuchen wir Noethersche Moduln und Ringe weiter, insbesondere beweisen
wir Hilbert’s Basissatz und einige Korollare. Damit beenden wir Kapitel 2. Am Ende des Skriptes
beginnen wir Kapitel 3 über Ganzheit.

Sei R stets ein kommutativer Ring mit Eins und M ein R–Modul.

Lemma 8.1
Sei N ≤M . Es gilt: M ist noethersch ⇔ N ist noethersch und M/N ist noethersch.

Beweis.
”
⇒“ Sei N ′ ≤ N , nun N ′ ≤ N ⇒ N ′ ≤ M , also ist N ′ endlich erzeugt. Damit haben

wir gezeigt dass N noethersch ist. Sei nun A/N ≤M/N , wobei A ≤M und N ≤ A. Also ist A
endlich erzeugt und damit auch A/N (wegen Lemma 3.5).

”
⇐“ Sei A ≤M . Wir nutzen dass A+N/N ∼= A/A ∩N (siehe ÜB).

Nun A+N/N ≤M/N ⇒ A+N/N endlich erzeugt, es folgt A/A ∩N ist endlich erzeugt.
Aber auch A∩N ≤ N ⇒ A∩N ist endlich erzeugt. Lemma 3.5 impliziert nun, dass A endlich
erzeugt ist.

Korollar 8.2
M1,M2 noethersch⇒M1 ⊕M2 noethersch.

Beweis. M1 ⊕M2/M1
∼= M2 ist noethersch und M1 ist noethersch.

Korollar 8.3
Sei R noethersch und sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann ist M noethersch.

Beweis. Lemma 5.1 ⇒M ∼= Rn/K.
Korollar 8.2 ⇒ Rn = R⊕ · · · ⊕R ist noethersch (Induktion).
Lemma 8.1 ⇒M ist noethersch.

Satz (Hilbert Basissatz)
Sei R noethersch, dann ist R[x] noethersch.

Beweis. Sei I CR[x]. Betrachte J := {a ∈ R | a ist Leitkoeffizient von f ∈ I}.
Es ist ein Ideal von R (ÜA), also gibt es f1, . . . , fn ∈ I, so dass die Leitkoeffizienten a1, . . . , an
von f1, . . . , fn das Ideal J erzeugen. Setze d := maxi deg fi und betrachte den endlich erzeugten
R-Modul Md :=

∑d−1
i=0 Rx

i, d.h den R-Modul der Polynome vom Grad < d.
Korollar 8.3⇒Md ist noethersch, also ist Md ∩ I ≤Md endlich erzeugt.
Seien g1, . . . , gm ∈ I Erzeuger davon.
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Behauptung: I =< f1, . . . , fn, g1, . . . , gm >

Beweis. ⊇ ist klar.
Sei nun f ∈ I. Wenn deg f < d, dann ist f ∈< g1, . . . , gm >. O.E. gilt also
deg(f) =: k + 1 ≥ d. Wir argumentieren per Induktion über k. Wir multiplizieren fi mit einer
geeigneten Potenz xli und bekommen f ′i ∈ I mit deg(f ′i) = k+ 1 (so dass f ′i und fi den gleichen
Leitkoeffizient haben). Sei f ′ =

∑n
i=1 rif

′
i , so dass f ′ und f den gleichen Leitkoeffizient haben.

Also ist deg(f −f ′) ≤ k und per Induktionsannahme gilt f −f ′ ∈< f1, . . . , fn, g1, . . . , gm >. Da
aber f ′ ∈< f1, . . . , fn, g1, . . . , gm > ist, bekommen wir nun f ∈< f1, . . . , fn, g1, . . . , gm >

Per Induktion nach n bekommen wir nun:

Korollar 8.4
R noethersch⇒ R[x1, . . . , xn] noethersch.

Erinnerung: Sei R ⊆ S eine Ringenerweiterung und Y ⊆ S eine Untermenge. Dann ist R[Y ]
unsere Notation für den kleinsten Unterring von S, der R

⋃
Y enthält.

Wenn Y = {y1, . . . , yn} endlich ist, dann schreiben wir dafür R[y1, . . . , yn].
Der Evaluation-Homomorphismus

evy R[x1, . . . , xn] → R[y1, . . . , yn]
f(x1, . . . , xn) 7→ f(y1, . . . , yn)

ist surjektiv, also gilt R[y1, . . . , yn] ∼= R[x1, . . . , xn]/ker(evy) (ein Faktorring von Polynomring),
d.h R[y1, . . . , yn] besteht aus Polynomen in {y1, . . . , yn}.

Beispiel 8.1
Sei R = K ein Körper, S = L eine Körpererweiterung von K. Sei α ∈ L algebraisch über
K. Dann hat evα : K[x] → K[α] einen nicht-tivialen Kern, ker(evα) =< MinPolK(α) >, also
ist K[α] ∼= K[x]/ ker(evα) mit ker(evα) maximales Ideal. Wir sehen also: K[α] ist bereits ein
Körper, und damit gilt K[α] = K(α).

Korollar 8.5
Sei R noethersch, S = R[a1, . . . , an] eine Ringererweiterung. Dann ist S noethersch.

Beweis. R[a1, . . . , an] ∼= R[x1, . . . , xn]/ ker(evā). Nun Korollar 8.4 und Lemma 8.1 anwenden.
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Kapitel 3: Ganzheit

Definition 8.1
Sei R ⊆ S Ringererweiterung

a) α ∈ S ist ganz über R ⇔ ∃f ∈ R[x] normiert mit f(α) = 0.

b) R ⊆ S ist eine ganze Ringererweiterung ⇔ jedes α ∈ S ist ganz über R.

Für die weitere Untersuchung brauchen wir (vgl. Skript Lineare Algebra II; Satz 11.13):

Erinnerung (Cramer’s Formel): Seien d1, . . . , dn ∈ R, C eine n× n Matrix mit Einträgen in
R, C = (cij), und sei Cj die Matrix, die man bekommt, nachdem wir die j-te Spalte von C

durch



d1
...
dn


 ersetzen. Sei X :=



x1
...
xn


 eine Lösung für CX =



d1
...
dn


 .

Es gilt:
det(C)xj = det(Cj)∀j
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In diesem Skript untersuchen wir ganze Ringerweiterungen und den ganzen Abschluß. Wir
beenden den Abschnitt mit dem wichtigem Satz 9.5. Im letztem Abschnitt studieren wir ganz
abgeschlossene Integritätsbereiche und ihre Eigenschaften. Diese Begriffe werden wir in Kapitel
4 dieser Vorlesung, sowie allgemeiner in der Vorlesung algebraische Zahlentheorie benötigen.

Proposition 9.1
Seien R, S integritätsbereiche, R ⊆ S und α ∈ S. Es gilt: α ist genau dann ganz über R, wenn
es einen endlich erzeugten R-Untermodul M 6= 0 von S gibt, so dass αM ⊆M .

Beweis.
”
⇒“ Sei αn + r1α

n−1 + · · ·+ rn = 0, ri ∈ R. Wir können M = R[α] nehmen, i.e.:

Behauptung: SpanR{1, α, . . . , αn−1} := M hat die gewünschte Eigenschaft.

Beweis. Wir haben: αn ∈∑n−1
i=0 Rα

i. Sei a0 + a1α + · · ·+ an−1αn−1 ∈M , berechne:

α(a0 + a1α + · · ·+ an−1α
n−1) = αa0 + a1α

2 + · · ·+ an−2α
n−1 + an−1 αn︸︷︷︸

∈M
∈M .

”
⇐“

Sei nun M 6= 0 endlich erzeugt mit αM ⊆M und v1, . . . , vn ∈ S Erzeuger für M . Für alle i gilt
αvi =

∑
aijvj für geeignete aij ∈ R. Umschreiben ergibt ein Gleichungssytem:

(α− a11)v1 − a12v2 − · · · = 0

−a21v1 + (α− a22)v2 − · · · = 0

...

· · · = 0

Sei C die Koeffizienten-Matrix. Cramers Formel ergibt für Cv =




0
...
0


:

det(C)vj = det(Cj) = 0

Nun gibt es mindestens ein j gibt mit vj 6= 0 (weil 0 6= M). Außerdem sind vj ∈ S und
det(C) ∈ S und S ist ein integritätsbereich. Es folgt: det(C) = 0.
Das Berechnen dieser Determinante ergibt schließlich eine Gleichung
αn + cαn−1 + · · ·+ cn = 0 , ci ∈ R (ÜA).
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Definition 9.1
Seien R, S integritätsbereiche, R ⊆ S. Der ganze Abschluss von R in S ist

R
S

:= {α ∈ S | α ist ganz über R} .

Korollar 9.2
Seien R ⊆ S Erweiterung von Integritätsbereichen. Der ganze Abschluss R

S
von R in S ist ein

Unterring von S (der R enthält).

Beweis. Seien α, β ∈ S ganz über R, 0 6= M , 0 6= N endlich erzeugte R-Untermoduln von S,
so dass αM ⊆M und βN ⊆ N . Definiere MN := {∑mini | mi ∈M,ni ∈ N}.
Es ist:

(a) MN 6= 0 ist R-Untermodul von S

(b) MN ist endlich erzeugt: wenn {e1, . . . , em} M erzeugt und {f1, . . . , fn} N erzeugt, dann
erzeugt {eifj | i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n} eben MN .

(c) MN ist abgeschlossen unter multiplikation durch αβ und α± β. Das heißt:

(αβ)MN ⊆MN und (α± β)MN ⊆MN

(ÜA).

Anwendung von Proposition 9.1 ergibt: αβ und α± β sind ganz über R.

Korollar 9.3
Seien R ⊆ S Integritätsbereiche. Es gilt: S endlich erzeugt als R-Modul⇒ S ist ganz über R.

Beweis. Folgt aus Proposition 9.1

Unser nächses Ziel ist Satz 9.5 zu beweisen, brauchen wir noch diese:

Proposition 9.4
Sei R ein Integritätsbereich,K := Quot(R), L/K eine Körpererweiterung und α ∈ L algebraisch
über K. Dann gibt es d ∈ R mit dα ganz über R.

Beweis. α erfüllt

(∗) αm + a1α
m−1 + · · ·+ am = 0

mit ai ∈ K = Quot(R). Sei d ∈ R, so dass ∀i, dai ∈ R. Multiplizieren von (∗) mit dm ergibt

dmαm + a1d
mαm−1 + · · ·+ amd

m = 0

d.h
(dα)m + (a1d)(dα)m−1 + · · ·+ amd

m = 0 .

Satz 9.5
Sei R ein Integritätsbereich, K := Quot(R), L/K eine algebraische Körpererweiterung und R

L

der ganze Abschluss von R in L. Es gilt: L = Quot(R
L
).

Beweis. Sei α ∈ L, Proposition 9.4 ⇒ α lässt sich schreiben als α = dα
d

, d ∈ R, dα ∈ RL
, das

heißt α ∈ Quot(R̄L), also Quot(R̄L) ⊇ L. Da die Inklusion Quot(R̄L) ⊆ L offensichtlich ist
(ÜA), ist der Satz bewiesen.
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§Ganz abgeschlossene Integritätsbereiche

Definition 9.2
Ein Integritätsbereich R ist ganz abgeschlossen ⇔ R

K
= R, wobei K := Quot(R)

Beispiel 9.1
Faktorielle Integritätsbereiche sind ganz abgeschlossen (ÜB).

Proposition 9.6
Sei R ein Integritätsbereich, K = Quot(R) und L/K eine algebraische Körpererweiterung. Wir
nehmen an, dassR ganz abgeschlossen ist. Es gilt : α ∈ L ist ganz überR⇔ MinPolK(α) ∈ R[x]

Beweis.
”
⇐“:X

”
⇒“: Sei α ∈ L und ai ∈ R, so dass

(∗) αm + a1α
m−1 + · · ·+ am = 0

Setze f(x) = MinPolK(α) ∈ K[x]. Wir arbeiten in einem Zerfällungskörper für f und beweisen
nun dass alle Nullstellen von f(x) ganz über R sind:

Beweis. Sei α′ eine Nullstelle, dann gibt es eine Isomorphie: K(α)
σ−→
∼

K(α′) mit σ|K = Id

und α 7→ α′ . Anwendung von σ auf (∗) ergibt nun: (α′)m + a1(α
′)m−1 + · · ·+ am = 0 .

Nun sind die Koeffizienten von f(x) elementare symmetrische Polynome in den Nullstellen von
f(x) (ÜB). Da die Menge aller ganzen Elementen ein Teilring ist, folgt dass alle Koeffizienten
von f(x) ganz über R sind. Diese Koeffiziente sind andererseits in K. Da R ganz abgeschlossen
ist folgt nun: alle Koeffiziente von f sind ∈ R.

Unser nächstes Ziel ist die Transitivität von Ganzheit zu zeigen. Für den Beweis brauchen wir:

Lemma 9.7
Seien A ⊆ B ⊆ C Ringerweiterungen. Aus B endlich erzeugt als A-Modul und C endlich
erzeugt als B-Modul folgt C endlich erzeugt als A-Modul.

Beweis. Seien {β1, . . . , βm} erzeugend für B als A-Modul und {γ1, . . . , γn} erzeugend für C als
B-Modul. Dann ist {βiγj} erzeugend für C als A-Modul (ÜA).
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In diesem Skript werden wir zunächst Ganzheit weiter untersuchen und dann Kapitel 3 mit
einer Diskussion über Ganzheit und Lokalisierung beenden. Danach werden wir unser letztes
Kapitel (Kapitel 4) beginnen.

Wir betrachten stets kommutative Ringe mit Eins.

Für den Beweis von Proposition 10.2 brauchen wir noch:

Lemma 10.1
Sei B = A[β1, . . . , βm] eine Ringerweiterung, wobei βj ganz über A ist ∀j = 1, . . . ,m. Dann ist
B endlich erzeugt als A-Modul, und ganz über A.

Beweis. Beweis per Induktion nach m.

• Induktionsanfang: m = 1
Setze β := β1, wobei β ganz über A ist. Da B = A[β] ist B ganz über A wegen Korollar 9.3.
Wir zeigen daß B endlich erzeugt als A-Modul ist. Seien n ∈ N, und ai ∈ A ; i = 1, · · · , n, so
daß βn + · · ·+ an = 0

Behauptung: 1, β, β2, . . . , βn−1 erzeugen B als A-Modul.

Beweis. In der Tat, sei b ∈ A[β] beliebig, d.h. es gibt N ∈ N und ci ∈ A ; i = 1, · · · , N so daß

(∗) b = c0 + c1β + · · ·+ cNβ
N

Da βn ∈∑n−1
i=0 Aβ

i, kann man b umschreiben, indem man cNβ
N als A-lineare Kombination der

1, . . . , βn−1 schreibt und in (∗) ersetzt.

• Induktionsschritt: schreibe B = A[β1, . . . , βm−1, βm] = A[β1, . . . , βm−1]︸ ︷︷ ︸
:=D

[βm]

D ist endlich erzeugt als A-Modul per Induktionsannahme und B = D[βm]. Da βm (a fortiori)
auch ganz über D ist, ist B endlich erzeugt als D-Modul per Induktionsanfang.
Also sind A ⊆ D ⊆ B wie in Lemma 9.7 und damit ist B endlich erzeugt als A-Modul.
Außerdem gilt auch daß B ganz über A ist (wegen Korollar 9.3).

Proposition 10.2 (Transitivität von Ganzheit)
Seien A ⊆ B ⊆ C Integritätsbereiche. Wenn B ganz über A und C ganz über B sind, dann ist
C ganz über A.

Beweis. Seien γ ∈ C und bi ∈ B, so daß γn + b1γ
n−1 + · · ·+ bn = 0

Setze B′ := A[b1, . . . , bn]. Da die bi ganz über A sind, ist B′ endlich erzeugt als A-Modul (s.
Lemma 10.1). Nun ist γ bereits ganz über B′ (Wahl der bi), also ist B′[γ] endlich erzeugt als
B′-Modul (s. Lemma 10.1). Also ist B′[γ] endlich erzeugt als A-Modul (s. Lemma 9.7). Damit
ist γ ganz über A (wegen Korollar 9.3).
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Korollar 10.3
Sei R ⊆ S Ringerweiterung. Es ist: R

S
ist ganz abgeschlossen in S.

Beweis. Es ist: R ⊆ R
S ⊆ S. Sei γ ∈ S ganz über R

S
, also haben wir

R ⊆
ganz

R
S ⊆

ganz (wegen Lemma 10.1)
R

S
[γ] .

Damit gilt nach Proposition 10.2 daß auch R ⊆
ganz

R
S
[γ]. Somit ist γ ∈ RS

.

Korollar 10.4
Sei R ⊆ K, K Körper. Dann ist R

K
ganz abgeschlossen.

Beweis. R
K ⊆ Quot(R

K
) ⊆ K und R

K
ist ganz abgeschlossen in K (Korollar 10.3), also ist (a

fortiori) R
K

ganz abgeschlossen in der Zwischenerweiterung Quot(R
K

).

Lokalisierung und Ganzheit

Für eine Erinnerung an Lokalisierung siehe Skript 3 und 4 der Algebra 1 (B3) Vorlesung. Sei
R stets ein kommutativer Ring mit Eins.

Notation (Erinnerung) i) Wir bezeichnen Spec(R) := Menge aller Primideale von R .

ii) Für pCR Primideal, ist Rp := { r
d
| r ∈ R, d /∈ p} die Lokalisierung von R nach p.

iii) R ist lokal, wenn R nur ein maximales Ideal besitzt.

Die Beweise von Lemma 10.5, Proposition 10.6 und Proposition 10.7 sind ÜA.

Lemma 10.5
R ist lokal ⇔ R\R× ist ein Ideal.

Beweis. siehe ÜB.

Proposition 10.6
Sei I CR und D ⊆ R multiplikativ mit 0 /∈ D.

a) Setze Ie := D−1RI das von I in D−1R erzeugte Ideal. Es gilt: Ie = {a
d
| a ∈ I, d ∈ D} .

b) Sei nun I CD−1R. Betrachte das Ideal Ic := I ∩RCR. Es gelten

(i) I CD−1R⇒ Ice = I

(ii) I CR prim und I ∩D = ∅⇒ Iec = I

c) Die Abbildung p 7→ pe definiert eine inklusionserhaltende Bijektion zwischen

{p ∈ Spec(R) : p ∩D = ∅} und Spec(D−1R) .

d) Sei pCR prim. Die Abbildung q 7→ qRp definiert eine inklusionserhaltende Bijektion zwischen

{q ∈ Spec(R) | q ⊆ p} und Spec(Rp) .

e) Insbesondere besitzt Rp nur ein maximales Ideal, nämlich pRp.

Beweis. ÜA. Siehe Aufgabe 3.4* in ÜB 3 der Algebra 1 Vorlesung (B3) im WiSe 2020/2021.
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Proposition 10.7
Sei D ⊆ R multiplikativ mit 0 /∈ D

(i) R noethersch ⇒ D−1R noethersch.

(ii) R ganz abgeschlossen⇒ D−1R ganz abgeschlossen.

(iii) R ⊆ R′ ganze Erweiterung⇒ D−1R ⊆ D−1R′ ganze Erweiterung.

Beweis. siehe ÜB.

Kapitel 4: Dedekindringe

In diesem Kapitel werden wir Dedekindringe einführen und charakterisieren. Ein Hauptziel von
diesem Kapitel ist zu zeigen daß wenn R ein Dedekindring ist mit Quotientenkörper K und

L/K eine endlich separable Erweiterung ist, dann ist R
L

ein Dedekindring. Ein weiteres Ziel
ist gebrochene Ideale und die Klassengruppe von R einzuführen. Diese Resultate werden wir in
der Vorlesung algebraische Zahlentheorie unbedingt benotigen.

Wir betrachten stets kommutative Ringe mit Eins.

Notation (Erinnerung)
Seien I, J CR, dann ist das Idealprodukt IJ := {∑n

i=1 xiyj | xi ∈ I, yj ∈ J, n ∈ N}CR.

Beispiel 10.1
Wenn I =< x > und J =< y >, dann ist IJ =< xy >.

Definition 10.1
Ein Ring R ist ein Dedekindring, wenn R ein Integritätsbereich ist und jedes Ideal ein (endliches)
Produkt von Primidealen ist.

Beispiel 10.2 (i) Sei R faktoriell. Dann ist jedes Hauptideal ein (endliches) Produkt von
Primidealen. Insbesondere ist jeder Hauptidealring ein Dedekindring. Wir werden später
die Umkehrung zeigen.

(ii) R Dedekindring und 0 6= S ⊆ R multiplikativ ⇒ S−1R Dedekindring. Folgt aus Proposi-
tion 10.6 und 10.7 (ÜA). Wir werden einen anderen Beweis später liefern.
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In diesem Skript werden wir gebrochene Ideale einführen, und ihre Eigenschaften studieren.
Unser Hauptziel für diese Vorlesung ist Satz 11.6 für Dedekindringe zu beweisen. Der wird uns
später ermöglichen, die Gruppenstruktur der Klassengruppe zu definieren.

Sei R stets ein kommutativer integer Ring mit Eins.

Definition 11.1 (i) Sei K = Quot(R). Ein R-Untermodul B ⊆ K heißt gebrochenes Ideal,

wenn es d ∈ R mit d 6= 0 gibt, so daß B ⊆ 1
d
R.

(ii) Ideale in R sind auch gebrochene Ideale (d = 1), wir nennen sie ganze Ideale.

(iii) Sei x = a
b
∈ K, a, b ∈ R, b 6= 0. Dann ist B := Rx ein gebrochenes Hauptideal.

Bemerkung (i) B ist ein gebrochenes Ideal ⇔ ∃d 6= 0 in R und ACR so daß B = (1
d
)A.

(ii) Die Idealoperationen +, .,∩ sind auf gebrochenen Idealen wohldefiniert:

B ⊆ (1
d
)R,B′ ⊆ ( 1

d′ )R⇒





B + B′ ⊆ ( 1
dd′ )R

BB′ ⊆ ( 1
dd′ )R

B ∩B′ ⊆ (1
d
)R .

Genauer: wenn I, J CR sind so dass B = (1
d
)I und B′ = ( 1

d′ )J , dann ist BB′ = ( 1
dd′ )IJ .

Definition 11.2
Das gebrochene Ideal B ist invertierbar, wenn es ein gebrochenes Ideal B′ gibt mit

BB′ = R (∗)

Bemerkung 11.1 (i) B invertierbar⇒ ∃!B′, das (∗) erfüllt, d.h. BB′ = BB′′ = R ⇒ B′ =
B′′. Wir bezeichnen B′ := B−1.

(ii) Ein gebrochenes Hauptideal B = xR mit x ∈ K und x 6= 0 ist invertierbar mit B−1 =
x−1R.

Notation
Seien B,B′ gebrochene Ideale. Setze (B : B′) := {x ∈ K | xB′ ⊆ B} .

Bemerkung
(B : B′) ist ein R-Modul. Wenn B′ 6= {0}, B ⊆ 1

d
R und a ∈ B′(d 6= 0, a 6= 0), dann ist

(B : B′) ⊆ 1
da
R.
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Lemma 11.1
Sei A ein invertierbares gebrochenes Ideal, dann ist A−1 = (R : A) .
(Also: A invertierbar⇔ A.(R : A) = R)

Beweis. Sei AA′ = R. Dann ist A′ ⊆ (R : A). Andererseits ist A.(R : A) ⊆ R. Es folgt
(R : A) = A′A(R : A) ⊆ A′R = A′

Lemma 11.2
Wenn jedes ganzes Ideal 6= 0 invertierbar ist, dann ist jedes 6= 0 gebrochenes Ideal invertierbar.

Beweis. Sei B = 1
d
A ein gebrochenes Ideal (mit ACR, d ∈ R, d 6= 0), dann ist B−1 = dA−1.

Lemma 11.3
Ein invertierbares gebrochenes Ideal ist ein endlich erzeugter R-Modul.

Beweis. AA−1 = R⇒ ∃{xi ; i = 1, · · · , n} ⊆ A und {x′i} ⊆ A−1, so daß
∑

xix
′
i = 1. Es folgt:

x ∈ A⇒ x = 1x =
∑

xx′i︸︷︷︸
∈R

xi.

Lemma 11.4
Sei {Ai} eine endliche Menge von 6= 0 ganzen Idealen, so daß B :=

∏
i Ai invertierbar ist . Dann

ist Ai invertierbar für jedes i. Insbesondere gilt: Ist das Produkt B ein Hauptideal, so ist jedes
Ai invertierbar.

Beweis. B−1(
∏

iAi) = R⇒ Ai (B−1
∏

j 6=i

Aj)

︸ ︷︷ ︸
:=A−1

i

= R

Bemerkung 11.2
Sei pCR ein Primideal und I, J CR. Es ist: p ⊇ IJ ⇒ p ⊇ I oder p ⊇ J .

Lemma 11.5
Für Produkte von invertierbaren (ganzen) Primidealen ist die Faktorisierung als Produkt von
Primidealen eindeutig.

Beweis. Sei A =
∏

i pi, pi invertierbare Primideale. Sei A =
∏

j qj, wobei qj Primideale sind.
Sei p1 ein minimales (für Inklusion) Mitglied von {pi}. Aus

∏
j qj ⊆ p1 folgt o.E. q1 ⊆ p1

(Bemerkung 11.2). Analog folgt aus
∏

i pi ⊆ q1, daß pr ⊆ q1 für ein geeignetes r, also ist
pr ⊆ q1 ⊆ p1. Aus der Minimalität folgt nun pr = p1 = q1, also p−11 (

∏
i pi) = q−11 (

∏
j qj) und

damit bekommen wir :∏
i 6=1 pi =

∏
j 6=1 qj. Per Induktion fortsetzen.

Satz 11.6
Sei R ein Dedekindring und p ein echtes Primideal (p 6= {0}, p 6= R). Dann ist p invertierbar
und maximal.

Beweis.

Behauptung 1: Sei p ein echtes invertierbares Primideal. Dann ist p maximal.

Beweis. Sei a ∈ R, a /∈ p und betrachte die Ideale p+Ra und p+Ra2. Da R ein Dedekindring
ist, haben wir eine Faktorisierung

p + Ra =
n∏

i=1

pi und p + Ra2 =
m∏

j=1

qj

mit pi, qj Primideale. Setze R := R/p und ā := a mod p.
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Wir haben:

(∗) R.ā =
∏

(pi/p)

(∗∗) R.ā2 =
∏

(qj/p)

und pi/p, qj/p sind Primideale. Nun sind R.ā und R.ā2 Hauptideale, also sind sie invertierbar
(Bemerkung 11.1) und es folgt (Lemma 11.4): pi/p und qj/p sind alle invertierbar. Aber

(∗ ∗ ∗) Rā2 = (Rā)2 =
n∏

i=1

(pi/p)2

Wir folgern aus Lemma 11.5 und einem Vergleich von (∗), (∗∗) und (∗∗∗): Für jedes j = 1, · · · ,m
ist das Ideal qj/p ist in der Menge {pi/p} und wird zweimal wiederholt, d.h. m = 2n und wir
können umnummerieren, so daß o.E:
q2i/p = q2i−1/p = pi/p. Es folgt: q2i = q2i−1 = pi. Wir bekommen:

(0) p + Ra2 =
m∏

j=1

qj =
n∏

i=1

p2i = (p + Ra)2

Daraus folgt

(†) p ⊆
(1)

(p + Ra)2 ⊆
(2)

p2 + Ra

• Begründung für (1): p ⊆ p + Ra2 gilt immer für Idealsummen, nun folgt (1) aus (0).
• Begründung für (2): I.A. gilt Distributivitätsgesetz für Ideale I, J1, J2: I(J1 +J2) = IJ1 +IJ2.
Insbesondere gilt hier:

(p + Ra)(p + Ra) = (p + Ra)p + (p + Ra)Ra

= p2 + (pRa + pRa) + RaRa

Nun ist RaRa = a2R und pRa + pRa = pRa (da I + I = I immer gilt).
Also (p + Ra)2 = p2 + pRa + Ra2. Da offensichtlich pRa ⊆ Ra und Ra2 ⊆ Ra, bekommen wir:
(p + Ra)2 ⊆ p2 + Ra + Ra = p2 + Ra .

Aus (†) folgt: ∀x ∈ p∃y ∈ p2, z ∈ R mit x = y+za, also za = x− y︸ ︷︷ ︸
∈p

, aber a /∈ p, also z ∈ p. D.h.:

p ⊆ p2 + pa. Die andere Inklusion p ⊇ p2 + pa ist offensichtlich, also p = p2 + pa = p(p + Ra).
Da p per Annahme invertierbar ist, folgt: pp−1 = p−1p(p + Ra), d.h. R = p + Ra.
Da a ∈ R\p beliebig ist, folgt nun: p ist maximal.

Behauptung 2: Jedes echtes Primideal ist invertierbar

Beweis. Sei 0 6= b ∈ p. Da R Dedekindring ist; schreibe Rb =
∏

i pi mit pi Primideal. Aus
Lemma 11.4 folgt: jedes pi ist invertierbar. Aus Behauptung 1 folgt: jedes pi ist maximal. Da
aber p ⊇ ∏

i pi ist, folgt o.E., daß p ⊇ p1 (Bemerkung 11.2) und damit p = p1 und p ist
invertierbar.



1

B4: Algebra II

Sommersemester 2021

Frau Prof. Dr. Salma Kuhlmann

12.Vorlesung

25. Mai 2021

Unser Hauptsatz in diesem Skript ist Satz 12.4. Danach beweisen wir mehrere Lemmata, die
wir für die Charakterisierung von Dedekindringe im Skript 13 brauchen.

Sei R stets ein kommutativer integer Ring mit Eins.

Korollar 12.1
Sei R ein Dedekindring, dann ist die Faktorisierung von Idealen (als Produkt von Primidealen)
eindeutig.

Beweis. Folgt unmittelbar aus Lemma 11.5 und Satz 11.6

Korollar 12.2
Sei R ein Dedekindring. Jedes 6= 0 gebrochenes Ideal ist invertierbar.

Beweis. Jedes (ganzes) Ideal 6= 0 ist Produkt von (invertierbaren) Primidealen, also ist jedes
6= 0 (ganzes) Ideal invertierbar und damit (Lemma 11.2) ist auch jedes gebrochenes Ideal 6= 0
invertierbar.

Für den Beweis vom Satz 12.4 brauchen wir ein

Lemma 12.3
Seien a,m Ideale in R so daß a endlich erzeugt ist und ma = a. Dann:

(i) ∃z ∈ m, so daß (1− z)a = 0 .

(ii) Es folgt: Wenn R ein Integritätsbereich ist, 1 /∈ m und a 6= 0 , dann ist ma 6= a .

Beweis. (i) Sei {x1, . . . , xn} erzeugend für a. Für jedes i = 1, · · · , n, setze ai :=< xi, . . . , xn >
(das von {xi, . . . , xn} erzeugte Ideal). Also ist a = a1. Setze an+1 = {0}.

Wir zeigen (per Induktion) daß:

∀i = 1, · · · , n+ 1 ∃zi ∈ m so daß (1− zi)a ⊆ ai (†)

• Für i = 1 setze z1 = 0.

• Aus (1− zi)a ⊆ ai und a ⊆ ma folgt (1− zi)a ⊆ mai . Insbesondere gilt

(1− zi)xi =
n∑

j=i

zijxj für geeignete zij ∈ m (∗)
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Also ist
(1− zi − zii)xi ∈ ai+1 (∗∗)

Per Definition von ai+1 ist außerdem (1− zi − zii)xj ∈ ai+1 für alle j = i+ 1, · · · , n .
Setze:

1− zi+1 := (1− zi)(1− zi − zii) (∗ ∗ ∗)

Aus (*) (**) und (***) folgt nun daß (1− zi+1)a ⊆ ai+1.

• Wir haben (†) bewiesen. Nun ist z := zn+1 das gesuchte Element.

(ii) ÜA.

Satz 12.4
Sei R ein Integritätsbereich. Es ist:
R ist ein Dedekindring⇔ jedes Ideal 6= 0 in R ist invertierbar.

Beweis. “⇒” folgt aus Korollar 12.2.
“⇐” Lemma 11.3 impliziert, daß R noethersch ist (jedes Ideal ist endlich erzeugt). Wir zeigen
nun: jedes echtes Ideal ist Produkt von maximalen Idealen (insbesondere ist R ein Dedekin-
dring). Sonst ist die Menge der echten Idealen, die kein solches Produkt sind, nicht leer. Sei
a 6= 0 ein maximales Element davon (a existiert, weil R noethersch ist). Da a kein maximales
Ideal ist, ist a in einem maximalen Ideal m strikt enthalten. Betrachte nun das (gebrochene)
Ideal m−1a.

Behauptung 1: m−1a ist ein ganzes Ideal.

Beweis. a ⊆ m ⇒ m−1a ⊆ R. Bemerke nun: wenn I ein gebrochenes Ideal ist und I ⊆ R, ist
dann I CR.

Behauptung 2: m−1a ) a

Beweis. Es ist klar, daß m−1a = a⇒ ma = a ; das ist aber wegen Lemma 12.3(ii) unmöglich.

Es folgt: m−1a ist ein Produkt von maximalen Idealen (folgt aus der Wahl von a), und damit
ist a = m(m−1a) auch solch ein Produkt: Widerspruch zur Wahl von a.

Wir beweisen nun die Hilfslemmata für noethersche Ringe.

Hilfslemma 12.1
Ein gebrochenes ideal von einem noetherschen Integritätsbereich R ist ein endlich erzeugter
R-Modul.

Beweis. Setze I = 1
d
I ′, wobei d ∈ R, d 6= 0 und I ′ C R. R noethersch ⇒ I ′ ist endlich erzeugt

mit erzeugender Menge {x1, . . . , xr}. Dann ist offensichtlich {x1

d
, . . . , xr

d
} erzeugend für I.

Hilfslemma 12.2
Ein 6= 0 ideal in einem noetherschen Ring enthält ein Produkt von 6= 0 Primidealen.

Beweis. Sonst ist die Menge der 6= 0 Ideale, die kein solches Produkt enthalten, nicht leer. Da
R noethersch ist, sei 0 6= I ein maximales Mitglied davon. Da I kein Primideal ist, gibt es Ideale
I1, I2, so daß I1I2 ⊆ I, aber I1 ) I und I2 ) I (z.B. ∃a, b ∈ R, so daß ab ∈ I, aber a /∈ I und
b /∈ I, setze I1 := I +Ra und I2 := I +Rb).
Aus der Wahl von I folgt: I1 und I2 enthalten ein Produkt von 6= 0 Primidealen, und somit
enthält I ⊇ I1I2 auch solch ein Produkt. Widerspruch zur Wahl von I.
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Hilfslemma 12.3
Sei R ein ganz abgeschlossener noetherscher Integritätsbereich, K = Quot(R), I ⊆ K ein
gebrochenes Ideal von R; dann ist S := {x ∈ K | xI ⊆ I} = R

Beweis. Wegen Hilfslemma 12.1 ist I ein endlich erzeugter R-Modul. Sei nun x ∈ S. Aus xI ⊆ I
und Proposition 9.1 folgt: x ist ganz über R. Da R ganz abgeschlossen ist folgt: x ∈ R. Also
S ⊆ R. Da offensichtlich R ⊆ S, haben wir R = S.

Erinnerung: Setze I∗ := (R : I) = {x ∈ K | xI ⊆ R}. Allgemein gilt I∗ ⊇ R und II∗ C R.
Ein gebrochenes Ideal I ist invertierbar ⇔ II∗ = R.

Hilfslemma 12.4
Sei R ein noetherscher Integritätsbereich, so daß jedes 6= 0 Primideal ein Maximalideal ist. Sei
I CR. Dann ist I∗ ) R.

Beweis. Wir zeigen I∗ 6= R. Sei a 6= 0, a ∈ I, so daß R ⊇ I ⊇ aR. Hilfslemma 12.2 liefert
aR ⊇ p1 . . . pm, pi 6= 0 Primideale; o.E. sei m minimal. Sei p ⊇ I Maximalideal, also p ⊇ I ⊇
aR ⊇ ∏m

i=1 pi. Da beide p und pi Primideale sind, folgt aus unserer Annahme, daß p = pi für
geeignetes i (p Primideal und p ⊇∏

i pi ⇒ ∃i, p ⊇ pi, aber pi Maximalideal ⇒ p = pi).
Also ist o.E. p = p1.

• Wenn m = 1, dann ist aR = I und I∗ = I−1 = a−1R, und da I ( R, ist a−1 /∈ R, also
I−1 ) R.

• Wenn m > 1: dann ist aR + p2 . . . pm per Minimalität von m. Also wähle b ∈ ∏m
i=2 pi, aber

b /∈ aR und setze c := a−1b. Dann ist c /∈ R und cI ⊆ cp = a−1bp ⊆ a−1p
∏m

i=2 pi ⊆ a−1(aR) =
R. Wir haben gezeigt: c ∈ I∗, also I∗ ) R.

Hilfslemma 12.5
Sei D ein Integritätsbereich, k ⊆ D ein Unterkörper, so daß D/k algebraisch ist. Dann ist D
ein Körper.

Beweis. Sei 0 6= β ∈ D. Da β algebraisch über k ist, ist k[β] ein endlichdimensionaler K-

Vektorraum. Die Abbildung
k[β] → k[β]
x 7→ βx

ist linear und injektiv (weilD ein Integritätsbereich

ist), also folgt aus LA: Die Abbildung ist surjektiv. Insbesondere gibt es β′ ∈ k[β], so daß
ββ′ = 1 ∈ k[β]
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In diesem Skript führen wir in Definition 13.1 die Klassengruppe (vgl. Korollar 12.2) und
Klassenzahl von einem Dedekingring ein. Diese Begriffe werden wir in der nächster Vorlesung
gleich gebrauchen. Wir beweisen außerdem weitere wichtige Sätze über Dedekindringe. Satz
13.1 ergibt eine allgemeine Charakterisierung für Dedekindringe (vgl. Satz 12.4), Satz 13.2 eine
Charakterisierung für faktorielle Dedekindringe, und Satz 13.3 die eindeutige Faktorisierung
für gebrochene Ideale in einem Dedekindring. Wir beenden das Skript (und damit die Vorlesung
Algebra 2) mit Satz 13.5, den wir direkt in der nächster Vorlesung verwenden wollen.

Definition 13.1
Sei R ein Dedekindbereich. Die Menge Id(R) der 6= 0 gebrochenen Ideale von R (verse-
hen mit der Verknüpfung Idealprodukt) ist eine abelsche Gruppe. Sie enthält die Untergrup-
pe H(R) der gebrochenen Hauptideale. Die Faktorgruppe Kl(R) := Id(R)/H(R) heißt die
Ideal Klassengruppe von R. Ihre Ordnung |Kl(R)| ∈ N ∪ {∞} heißt die Klassenzahl von R.

Satz 13.1
Sei R ein Integritätsbereich. Dann ist R ein Dedekindring genau dann, wenn R die folgende
drei Bedingungen erfüllt:

1. R ist noethersch

2. Jedes echte Primideal ist maximal

3. R ist ganz abgeschlossen.

Beweis.
”
⇒“

1. folgt aus Korollar 12.2 und Lemma 11.3.

2. folgt aus Satz 11.6.

3. Setze K := Quot(R), sei a ∈ K und f(x) ∈ R[x] normiert mit f(a) = 0, deg(f) = n.
Schreibe a = b

c
, b , c ∈ R, c 6= 0 und setze M := R+Ra+ · · ·+Ran−1. Es ist cn−1M ⊆ R

(und somit ist M ein gebrochenes Ideal), und M2 = M (ÜA). Da M gebrochenes Ideal,
und R Dedekind ist, existiert M−1. Also ist M−1M2 = R, d.h M = R. Da a ∈ M , gilt
nun a ∈ R.

”
⇐“ Wir zeigen 1.+2.+3.⇒ jedes 6= 0 gebrochenes Ideal ist invertierbar.

Sei also I ein gebrochenes Ideal.

Setze I∗ := (R : I) , und prüfe daß (vgl. [Skript 12; Erinnerung s. 3]):
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II∗(II∗)∗ ⊆ R , also I(I∗(II∗)∗) ⊆ R , also I∗(II∗)∗ ⊆ I∗

per Definition von I∗ .

Setze S := {x ∈ K | xI∗ ⊆ I∗}. Es ist: S ⊆ R (siehe Hilfslemma 12.3). Wir bekommen also
aufjedenfall daß :

(II∗)∗ ⊆ S ⊆ R (†)
• Wenn II∗ = R gilt, ist I invertierbar und wir sind fertig.

• Sonst ist II∗ CR, aber dann ist (Hilfslemma 12.4) (II∗)∗ ) R: Widerspruch zum (†).

Beispiel 13.1 (i) Ein Hauptidealring ist ein Dedekindring. Die Klassengruppe ist trivial und
die Klassenzahl 1.

Folgt aus Proposition 5.12 in Skript 5 der Algebra 1 Vorlesung WiSe 2020/2021, und
Beispiel 9.1 oder Aufgabe 5.1 ÜB 5 (ÜA).

(ii) R Dedekindring und 0 6= S ⊆ R multiplikativ ⇒ S−1R Dedekindring. Folgt aus Proposi-
tion 10.6 und 10.7 (ÜA).

(iii) Q[x, y] ist faktoriell, ist jedoch kein Dedekindring, da das Ideal < x > prim aber nicht
maximal ist (ÜA).

Satz 13.2
Sei R ein Dedekindbereich, R ist genau dann faktoriell, wenn er ein Hauptidealbereich ist. Das
heißt: Ein Dedekindbereich ist genau dann faktoriell, wenn |Kl(R)| = 1.

Beweis.
”
⇐“ Jedes Hauptidealbereich ist faktoriell.

”
⇒“ Sei nun R faktoriell; es genügt zu zeigen, daß jedes 6= 0 Primideal p ein Hauptideal ist (da

jedes Ideal ein Produkt von Primidealen ist, und das Produkt von Hauptidealen ein Hauptideal
ist). Sei 0 6= a ∈ p; dann ist a ein Produkt von irreduziblen Elementen. Da p ein Primideal ist,
enthält p ein Primfaktor π von a. Nun folgt aus p ⊇< π >, daß p =< π >, weil < π > ein
Primideal, also ein Maximalideal ist (Satz 11.6).

Satz 13.3 (Gebrochene Ideale in einem Dedekindbereich)
Sei R ein Dedekindbereich. Jedes 6= 0 gebrochenes Ideal hat eine eindeutige Faktorisierung als
Produkt von ganzen Potenzen von Primidealen.

Beweis. Sei a ein gebrochenes Ideal und d 6= 0, d ∈ R, so daß da C R. Schreibe eindeutig
(Korollar 12.1)

da = pr11 . . . p
rm
m wobei die pi Primideale sind und ri ∈ N0

und
< d >= ps11 . . . psmm , wobei si ∈ N0 .

Dann ist

a =
m∏

i=1

pri−sii , wobei ri − si ∈ Z .
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Für den Beweis vom Satz 13.5 brauchen wir den Satz 13.4. Wir werden allerdings diesen Satz
erst in der Folgevorlesung beweisen können.

Satz 13.4
Sei R ein ganz abgeschlossener Integritätsbereich, K = Quot(R), L/K eine endliche separable

Erweiterung, n = [L : K] und S = R
L
. Dann gibt es M ⊆ L,M ′ ⊆ L R-Untermoduln von L,

beide frei von Dimension n, so daß M ⊆ S ⊆M ′.

Satz 13.5
Sei R ein Dedekindbereich, K = Quot(R), L/K eine endliche separable Erweiterung. Dann ist

R
L

ein Dedekindbereich.

Beweis. Wir zeigen, daß R
L

1.+ 2.+ 3. von Satz 13.1 erfüllt.

1. R
L

ist noethersch:

Satz 13.4⇒M ⊆ R
L ⊆M ′, also ist R

L
in einem endlich erzeugten R-ModulM ′ enthalten,

und da R noethersch ist, folgt (aus Korollar 8.3), daß M ′ ein noetherscher R-Modul ist.

D.h.: R
L

ist ein Untermodul eines noetherschen R-Modul. Es folgt: jedes Ideal in R
L

ist

endlich erzeugt als R-Modul ( und a fortiori als R
L
-Modul), d.h.: R

L
ist noethersch.

3. R
L

ist ganz abgeschlossen: Korollar 10.4

2. Jedes 6= 0 Primideal von R
L

ist ein Maximalideal:

Sei 0 6= q ein Primideal, β 6= 0, β ∈ q, β ganz über R. Es existiert ai ∈ R, so daß

βn + a1β
n−1 + · · ·+ an = 0 mit n minimal, an 6= 0, an ∈ βRL ∩R, so daß p := q∩R 6= {0}

Primideal in R, also ist p ein Maximalideal in R, also ist R/p ein Körper. Nun ist R
L
/q

ein Integritätsbereich und die Einbettung

R/p ↪→ R
L
/q

a+ p 7→ a+ q

liefert: R/p ist isomorph zu einem Unterkörper von R
L
/q. Außerdem ist R

L
/q algebraisch

über R/p (weil R
L

ganz über R ist). Es folgt nun aus dem Hilfslemma 12.5, daß R
L
/q ein

Körper ist. Es folgt: q ist maximal.


