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B4: Algebra 11

Sommersemester 2021
Frau Prof. Dr. Salma Kuhlmann

1.Vorlesung

13. April 2021

Wir werden in diesem Skript die gleiche Notationen, Definitionen, Begriffe und Terminologie
(von Skript B1, B2 und B3) implizit und stillschweigend beibehalten und verwenden.
In dieser Vorlesung BY; Algebra II werden wir die Einfihrung in die Algebra der B3 fortsetzen.
Wir werden Moduln iber Hauptidealringe studieren, und die Theorie der Korpererweiterungen
auf Ringerweiterungen tibertragen. Insbesondere werden wir Ganze Ringerweiterungen so-
wie Dedekindringe genau untersuchen. Diese Themen dienen zur Vorbereitung zur algebrai-
schen Zahlentheorie, wo diese algebraische Klassen eine wesentliche Rolle spielen. Als Motiva-
tion, Leitmotiv, und wichtiges Beispiel fiihren wir in Kapitel 1 quadratische Zahlkdrper ein.

Kapitel 1: Quadratische Zahlkorper

Definition 1.1 i) Ein Zahlkorper ist eine endliche Korpererweiterung Erweiterung K von Q.

ii) [K : Q)] heiBt der Grad des Zahlkorpers.

iii) eine algebraische Zahl ist ein Element o € K.

iv) a € K ist eine ganze (algebraische) Zahl, wenn es ein Polynom m(z) € Z[z| gibt mit m(x)
normiert und m(«a) = 0.

Bemerkung 1.1

Wir werden gleich zeigen dass die Menge O := {« € K | « ganz } ein Ring ist. Algebraische
Zahlentheorie studiert die Arithmetik vom Zahlkorper K, den Ring Ok, seine Ideale, Einheiten
und Faktorisierungseigenschaften.

Proposition 1.1
Sei K ein Zahlkorper. Es gilt: a € O <= MinPolg(«) € Z[z]. Insbesondere ist Ogp = Z .

Beweis. ,,<": klar.

»,=" Sei @ € Ok und f(x) normiert von minimalem Grad in Z[z], so dass « eine Nullstelle
von f(x) ist. Wenn f(x) reduzibel in Q[z] ist, liefert dann das Lemma von Gauss, dass f(z)
reduzibel in Z[z] ist, also f(z) = g(z)h(x) mit g,h € Z[z] normiert, deg(g), deg(h) < deg(f)
und g(a) = 0 oder h(a) = 0: Widerspruch. Also ist f(x) irreduzibel in Q[z]. Die Eindeutigkeit
von MinPolg(a) ergibt nun f(z) = MinPolg(«a) € Z[z].

Sei a = £ € Q, dann ist MinPolg(a) =2 — %, r,s € Z, ggT'(r,s) = 1. Nun ist
r—tellzles=1ac O



Wir sehen also: K = Q = Og = 7Z. Wie berechnet man Ok im Allgemeinen? Wir werden
diese Frage fiir quadratische Zahlkorper (Zahlkorper vom Grad 2) untersuchen. Wir werden die
folgende Definition benotigen.

Definition 1.2
D € 7 ist quadratfrei, falls D ein Produkt von verschiedenen Primzahlen ist.

Beispiel 1.1 (Quadratische Korpererweiterungen)

Sei F' ein Korper mit Char(F) # 2, und K/F eine Korpererweiterung mit [K : F] = 2.

Sei a € K\F. Dann gibt es b,c € F so dass MinPolp(a) = 22 + bz + c. Also ist K = F(a) weil
[K : F] = 2. Die Nullstellen sind $(—b =+ vb? — 4¢) (Char(F) # 2). Setze D :=b* —4c € F.
Also gilt K = F(v/D) und D € F ist kein Quadrat.

Zusatz: wenn F' = Q gilt, kann man o.E. D € Z sogar quadratfrei wéhlen.

Beweis. Sei D = %1]:“ =1[p € Q, ¢ € Z, p; € Z Primzahlen, p; # p; wenn i # j.

Behauptung: O.E. gilt ¢, =1 .

Diese Behauptung gilt weil ¢; = 2p; oder ¢; = 2p; + 1, p; € Z, also

D= Hp?/)i Hpj?pﬁl —~ D= le?pi Hpj%' Hpj

i€l jeJ i€l jeJ jeJ
N——
:=D' ist quadratfrei

Damit ist aber VD = sz'i Hp?j VD' und K = Q(\/ﬁ) O
—_—
€Q
Proposition 1.2
Sei K ein quadratische Zahlkorper und setze also K := Q(v/D) mit D quadratfrei. Die Menge
O der ganzen (algebraischen) Zahlen ist ein Ring und zwar

Ok = Zw] :=={r +sw |,r,s € Z}

bei \/ﬁwennDEQ,i’)modél
wobei w :=
%ﬁwennDzlmodél
Beweis. Bemerke dass D = 0 mod 4 nicht méglich ist.
e Wir priifen zunéchst dass Z[w] ein Ring ist: Z[w] abgeschlossen unter Addition ist klar. Wenn
w = /D ist es auch klar, dass Z[w] abgeschlossen unter Multiplikation ist.

Wenn w = %ﬁ berechne

(r + s (t + uYP) = (rt + su

(.

€7 weil D=1 mod 4
e Nun zeigen wir Z[w] € Ok. Bemerke dass wenn o € K, a ¢ Q, dann ist o = a + bv/D (mit
a,b € Q), und MinPolg(a) = 22 — 2az + (a* — b*D).
Sel nun a =1 + sw € Zw|, r,s € Z, 0.E. s # 0. Es geniigt zu zeigen, dass MinPolg(«a) € Z]x]
(s. Proposition 1.1).

)+ (ru + st + su) Y2 € Z[w).
~— ——

EZ

Fall 1: D =2,3 mod 4
a=r+sVD, r s € Z, also MinPolg(a) = 2% — 2ra + (r* — s*D).

-~

EZ[x]




Fall 2: D=1 mod 4

a=r+s2 = (r+ )+ () VD, abeQ

= b
=a = 1 _ D
Also ist MinPolg(a) = 2®—=2(r+%)a+((r+%)*—(5)?D) = 2> =2 (r + %) o+(r* +rs + 52 1 ).
N s N -~ >

S/ €7
e Nun zeigen wir O C Z[w]. Sei o = a + bv/D € Ok, a,b € Q. Falls b = 0, dann ist a € Q
und Proposition 1.1 impliziert a € Z, also a € Z[w]. Also gilt 0.E. b # 0 (a ¢ Q). Betrachte
MinPolg(a) = 2% — 2ax + (a® — b*D). Proposition 1.1 impliziert 2a € Z und a* — b*D € Z.
Dann ist 46D € Z, weil 4(a®> — b*D) = (2a)* —(2b)2D. Nun ist aber D quadratfrei, also 2b € Z.
—_— =

E€Z €7

Setze also a := £ und b = ¥, 2,y € 7Z, also 2 — y*D = 4(a* — b*)D und damit erhalten wir
2?2 —y?D = 0 mod 4, also
(%) y*D = 2% mod 4

D.h.: 42D ist ein Quadrat mod 4.
Die Quadrate mod 4 sind 0 und 1, also gilt entweder

(1) y*D =0 mod 4
oder (2) y*D =1 mod 4

Fall (1): ¥>D = 0 mod 4 impliziert:

e entweder y? = 0 mod 4; dann ist 22 = 0 mod 4 wegen (%), also x,y = 0 mod 2

e oder y? = D = 2 mod 4: unméglich, weil 2 kein Quadrat mod 4 ist.

Fall (2): 4°D =1 mod 4 (*x):

y%, D sind in Z}, also entweder 1 oder 3, also gilt:
e entweder > = D =1 mod 4 also y = 1 mod 2, also mit (*) + (*x): = 1 mod 2
e oder y? = D = 3 mod 4: unméglich, weil 3 kein Quadrat mod 4 ist.
Wir haben also gezeigt, die folgenden Fille sind moglich:

(1) D=1,2,3 mod 4 und z,y beide gerade

oder
(2) D =1 mod 4 und z,y beide ungerade.
Das heif3t:

(i) D =2,3 mod 4 und z,y beide gerade

oder
(iil) D =1 mod 4 und z,y beide ungerade oder beide gerade.

Im Fall (i): w=VD,a=%b="Y¢cZund damit a = a + bv/D € Z[w].
:a—l—b\/ﬁzr—kswmitr::x—;yEZunds::yEZ. O



B4: Algebra I1
Sommersemester 2021
Frau Prof. Dr. Salma Kuhlmann

2.Vorlesung

15. April 2021

In diesem Skript werden wir den Ring Ok, wobei K ein quadratischer Zahlkorper ist, weiter
untersuchen. Wir werden sehen, dass Ok nicht immer faktoriell ist, und werden alternative
FEigenschaften erforschen. Wir werden Kapitel 1 mit einer Untersuchung der Gruppe der Ein-
heiten O beenden. Zum Schluf$ werden wir Kapitel 2 anfangen.

Sei K = Q(v/D) stets ein quadratischer Zahlkérper.

§Faktorisierung in Ok

e Der fundamentaler Satz der Arithmetik besagt dass Z = Og faktoriell ist. Im Allgemeinen
ist aber O nicht faktoriell:

e (UB) Betrachte Ox = Z[y/—5]. Dann ist 3 € Z[/—5] irreduzibel aber nicht prim. An-
dererseits haben wir in der B3 gezeigt, dass in einem faktoriellen Ring irreduzibele sind
prim. Also ist Z[v/—5] nicht faktoriell.

o (UB) Wir werden zeigen, dass Ok “noethersch” ist und damit gilt die Existenz der Fak-
torisierung in irreduzibele Elemente. Was fehlt also i.A ist die Eindeutigkeit:

e (UB) In Z[/—5] gilt
(1) 6=23=(1++v-5)(1—-+v-5H)
2,3,14++/—5und 1 — +/—5 sind alle irreduzibel und nicht assoziiert.

Erinnerung: Seien [, J Ideale,
[J:{ Zalbl \alel,szJ}
endliche Summe
Zum Beispiel I =<a>und J =<b>= [J =< ab >

Die Idee von Kummer und Dedekind ist eine Faktorisierung von Idealen zu betrachten.

Beispiel 2.1
Die Faktorisierung vom Hauptideal < 6 > in Z[v/—5] ist:

(1) <6>=<2,14+v-5><2,1—vV-5><3,1+v-5><3,1—+vV-5>

Um (I) zu beweisen, geniigt es wegen (}) zu zeigen dass:



Behauptung 1:
<2,14+vV=-5><21—-yV/-5>=<2>,<31+V-5><3,1—-vV-5>=<3>.
Beweis von 1 fiir < 2 >: Wir berechnen
<2, 14+V-5><21—v/=5>=<4,242V/-5,2—2V/—5,6 >

und sehen, dass alle Erzeuger hier gerade sind, also gilt
<2,14+v-5><2,1—+v-5>C<2>.

Umgekehrt:
2=06—4€<4,242v-5,2—2v/-5,6 >

und damit ist
<2>C<2,1+vV-5><2,1—+v/-5>.

Der Beweis von 1 fiir < 3 > ist analog (UA). Wie angekiindigt erhalten wir nun durch (1):
<2 14+vV-5><2,1=VvV-5><3,14+V-"5><3, 1 —vV->H>=<2>< 3 >=<6>.
O]

Behauptung 2: (UB) Alle vier Ideale sind Primideale. Wir argumentieren folgendermassen
fir < 3,1 —+/—5 >. Die Abbildung ¢ ist ein surjektiver Homomorphismus mit ker(¢) =< 3 >

6: Z — Z[V=5/ <3,1-v=5>
z = 2+ <3,1—=+v-5>
also ist Z[v/—5]/ < 3,1 — /=5 >=7Z/ < 3 > ein Korper.

Bemerkung 2.1
(UB) Man konnte auch zeigen dass

<2,14+v->5><3,1+v->H>=<14+vV-5>, <2, 1—-vV-5><3,1—-vV-DH>=<1—-v-5>

und die andere Faktorisierung von 6 in (f) ausnutzen.

§Einheiten

Wir berechnen nun explizit die Einheiten von Ok = Z[w]. Dafiir fithren wir die Norm ein:
(1) N:Q(VD)—Q
N(a+bVD) := (a+bVD)(a+ bVD)

= (a+bVD)(a — bVD)
=a?—-0’D

(2) (i) Fiir D =2,3 mod 4,w = VD, a € Zw],a =7 + sv/D € Z[w], mit 7,5 € Z und
N(a) = N(r+sVD)=r*—-s’D € Z.

(ii) Fir D = 1 mod 4, w = %ﬁ, a € Zw],a =r +8—1+§/5 =(r+3)+ (%)\/5, mit
r,s € Z und
N(a) = (r+£)? = D(£)? also N(a) =r? +rs + 52> € Z.

Wir haben bewiesen: N(«a) € Z fiir alle a € Zw] .



(3) Fiir r,s € Z ist also N : Z[w] — Z durch N(«a) = N(r + sw) = (r 4+ sw)(r + sw) =
(r + sw)(r + sw) gegeben, wobei

_ —+vD falls D = 2,3 mod 4
w =
VD falls D = 1 mod 4

(4) v+ sw € Z[w] (UA).
(5) Die Norm ist multiplikativ (UA).

(6) Behauptung: a € Zjw]* < N(a) = £1

Beweis. ,=“a € Zlw|* = 36 € Z[w] mit af = 1, also ist N(af) = N(a)N(5) = 1 also
N(a) € Z* = N(a) = £1.
,<="“ Sei N(r+ sw) = +£1, also ist (r + sw) (r + sw) = %1 also ist r 4+ sw invertierbar in

~——
EZ[w]

Z[w] mit Inverse +(r + sw). O
Bemerkung 2.2

Betrachte die Diophantine’sche Gleichung z? — Dy* = +1 (die Pell’sche Gleichung). Wir haben
gezeigt: z,y € Z ist eine Losungs = + yw € Z[w]*

Kapitel 2: Moduln

§Moduln

R ist stets ein kommutativer Ring mit Fins.

Definition 2.1 (i) Ein R-Modul ist eine abelsche Gruppe (M, +) versehen mit einer Ver-
kniipfung (Skalarmultiplikation):

RxM — M
(r,x) +— rx’

so dass fiir alle x,y € M und r, s € R Folgendes gilt:

l.x

)

(2) r(s ) (rs)z

(3) (r+s)r=rx+ sx
)

r(x+y)=re+ry

(ii) Eine Untergruppe N < M ist ein Untermodul, wenn RN C N.



B4: Algebra I1
Sommersemester 2021
Frau Prof. Dr. Salma Kuhlmann

3.Vorlesung

20. April 2021

Wir werden in Kapitel 2 grundsditzliche Aussagen tiber Moduln feststellen. Ahnliche Aussagen
und Beweise haben wir in der B3 fiir Gruppen und Ringe etabliert, so dass hier einige Beweise
als Ubungsaufgaben erscheinen. In diesem Skript werden wir hauptsichlich Untermoduln sowie
Homomorphiesdtze fiir Moduln studieren.

Sei R ist stets ein kommutativer Ring mit Eins und M ein R-Modul.

Beispiel 3.1 (i) M = R ist selbst ein R-Moduln. Ein Ideal von R ist dann ein Untermodul.
Insbesondere ist M = {0} der trivialer Modul.

(il) Wenn R = Z, dann ist ein Z-Modul eine abelsche Gruppe und ein Untermodul eine
Untergruppe.

(iii) Wenn R = K ein Korper ist, dann ist ein K-Modul ein K-Vektorraum, und ein Untermo-
dul ein Unterraum.

Definition 3.1
Seien M, N zwei R-Moduln.

(i) Ein R-Moduln Homomorphismus ist ein Gruppenhomomorphismus ¢ : M — N, so dass
¢(rz) = ro(z) fur alle x € M und r € R.

(ii) Sei N < M ein Untermodul. Die Faktorgruppe M /N ist ein R-Modul, wenn sie mit der
folgenden Skalarmultiplikation versehen ist:

Rx M/N — MJN
(r,x+N) — re+ N

(iii) Bezeichnung: Homg(M,N) :={¢: M — N | ¢ ist ein R — Modul Homomorphismus}

Lemma 3.1
Seien M, N,V drei R-Moduln.

(i) ¢ € Homg(M,N) Ay € Homg(N,V) = ¢ o ¢ € Hompg(M, V).
(ii) ¢ € Hompg(M,N) = ker(¢) < M A Im (¢) < N.

(iii) ¢ € Hompg(M, N) bijektiv= ¢! € Homp(N, M), ¢ ist dann ein R-Modul Isomorphismus.




(iv) Sei N < M ein Untermodul.

T M — MJ/N
r = x+ N

ist ein R-Modul Homomorphismus (die Projektion).

(v) Wenn N < M, induziert 7 eine Bijektion zwischen den Untermoduln von M, die N
enthalten, und den Untermoduln von M/N.

Beweis. UA. O]

Proposition 3.2 (Homomorphiesatz fiir Moduln)
Sei ¢ € Hompg(M, N); es gilt M/ker(¢) = Im (¢)

Beweis. UA. O]

Definition 3.2
Sei A C M.

(i) Fiir a € M sei Ra :={ra|r € R} < M der von a erzeugte Hauptmodul.

(ii) Die Summe ), ., M; < M einer Familie (M;);e; von Untermoduln eines R-Moduls M ist
der Untermodul

Z M; = {Z z; | x; € M; und x; = 0 fiir fast alle ¢ (endliche Summe)}

el el

(ili) Eine lineare Kombination aus A ist ein x € M, so dass x = ), r;z; (endliche Summe) mit
r, € l%,lﬁ c A.

(iv) Spang(A) := {z | x lineare Kombination aus A} = > _, Ra

(v) Der von A erzeugte Untermodul von M ist ) _, R

(vi) M ist endlich erzeugt, wenn es A C M existiert mit A endlich und M =3 _, R

Lemma 3.3

Fir A C M ist ) _, Ra der kleinste Untermodul von M, der A enthélt.

a€A

Beweis. UA. O
Definition 3.3 (i) Die direkte Summe einer Familie (M;);c; von R-Moduln ist der R-Modul

@ M; = {(z;)icr € HMZ | z; = 0 fiir fast alle ¢}

i€l i€l

versehen mit der koordinatenweise Summe (x;);e; + (yi)ier := (x; + yi)ier und fiir r € R
der Skalarmultiplikation r(x;);es := (rz;)ier -

(ii) Ein R-Modul M ist direkte Summe einer Familie (M;);c;r von seinen Untermoduln wenn
der R-Modul Homomorphismus

GE%GIJVQ — M
(Ti)ier = D ierTi

ein R-Moduln-Isomorphismus ist, dass heilt @, , M; ~ >, ., M; = M .

Notation: In diesem Fall, werden wir oft einfach schreiben M = &,.; M.



(iii) Sei M ein R-Modul und N < M ein Untermodul. Existiert ein Untermodul V' < M mit
M =NV, so heiit N direkter Summand von M und V ein Komplement zu N.

Lemma 3.4
Sei M ein R-Modul, N,V < M Untermoduln. Die folgenden Bedingungen sind &dquivalent:

(1) M=NEpV

(2) M=N+Vund NNV = {0}

(3) Jedes x € M lisst sich eindeutig schreiben als x =y + z mit y € N,z € V.

Beweis. UA. O

Beispiel 3.2
G = Z4, H =< 2 > hat kein Komplement im Z-Modul G, weil die einzigen Untermoduln {0}, H
und G sind.

Lemma 3.5
Sei N < M. Es gilt:

(1) M endlich erzeugt= M/N endlich erzeugt.
(2) N und M/N endlich erzeugt= M endlich erzeugt.
Beweis. UA O
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4.Vorlesung

22. April 2021

In diesem Skript werden wir die Begriffe von LA I fiir einen R- Moduln anstatt ein K -Vektorraum
(insbesondere wenn der Ring R kein Kéorper K ist) anpassen. Dafiir werden wir Torsionsele-
mente in R, Torsionsfreie Moduln, sowie freie Moduln definieren. Wir werden dann lineare
Unabhdngigkeit, Basis und Dimension fir freie Moduln studieren. Die Beweise hierfiir sind wie
in der LA I, deshalb werden einige im UB bearbeitet.

Sei R ist stets ein kommutativer Ring mit Eins und M ein R-Modul.

Definition 4.1 (i) z € M ist Torsionselement < 3r € R, r ist kein Nullteiler, mit raz = 0.

(ii) Setze My, := {x € M | 2 Torsionselement} . Dann ist M, ein Untermodul von M (UA),
den wir Torsionsmodul von M nennen.

(iii) Der Modul M ist torsionsfrei, wenn M;,, = {0}.

Definition 4.2
Eine Untermenge S C M ist linear unabhéngig, wenn fiir alle r; € R und z; € S gilt:

E rix; =0=Vir,=0.
i1
endliche Summe

Konvention: S = & ist linear unabhéngig und Spang (@) = {0}.

Beispiel 4.1
Es folgt aus Definition 4.1 dass © € My, = {z} ist nicht linear unbhéngig.

Definition 4.3 (i) S C M ist eine Basis < S ist linear unabhéngig und erzeugt M
(i.e. Spang(S) = M).

(ii) Der Modul M ist frei, wenn er eine Basis hat.

Bemerkung 4.1
Die Untermenge S ist genau dann eine Basis von M, wenn jedes x € M eine eindeutige Dar-
stellung als lineare Kombination aus S hat (i.e. x = ), ; r;z; fiir geeignete r; € Rund x; € S.)

Beispiel 4.2 (i) Jeder K-Vektorraum iiber ein Kérper K hat eine Basis und ist also frei als
K-Modul.

(ii) Betrachte aber G := Zs =< 1 >, dann ist G nicht frei als Z-Modul, weil 1 € Gy, .



Lemma 4.1 charakterisiert Basen von torsionsfreie Moduln, der Beweis folgt unmittelbar aus
den Definitionen:

Lemma 4.1
Sei R ein Integritéatsbereich, M torsionsfrei und S C M . Folgende Bedingungen sind dquivalent:

(1) M ist frei mit Basis S

(2) M =@D,cq R
Beweis. UA. O]

Lemma 4.2
Sei I < R, dann sind

(1) IM:={ > ;ry; |r;€l,y; €M} ein Untermodul von M

endliche Summe
(2) M/IM ein R/I-Modul.
Beweis. (1) Der Beweis folgt unmittelbar (UA).

(2) Die Verkniipfung Summe auf M /IM ist die Summe von Nebenklassen wie {iblich. Betrachte
nun die Verkniipfung
R/Ix M/IM — M/IM
(7,7) =TT
und verifiziere dafiir die Axiome fiir Moduln (UA).
O

Lemma 4.3
Sei M frei als R-Modul mit Basis {x;},c; . Sei [ < R. Dann ist M/IM frei als R/I-Modul mit
Basis {7;};es

Beweis. Bemerke dass {Z;} offensichtlich M/IM erzeugt (UA). Wir zeigen die lineare Un-
abhéngigkeit iiber R/I.

ijfj :O@ZTJ'Z‘]' e IM
J J
& erxj = Ztlyl
j l

fiir geeignete ¢; € I,y, € M. Nun schreiben wir jedes y; = >, 7 2k, und schreiben entsprechend
> tiyr um. Wir bekommen Zj rjx; = Y, Sp¥, mit s; € 1. Die Eindeutigkeit der Darstellung
beziiglich einer Basis impliziert nun r; € I fiir alle j, also 7; = 0. O

Korollar 4.4
Sei M ein freier R-Modul, und S eine Basis mit |S| = n € N. Dann haben alle anderen Basen
Kardinalitét n.

Beweis. Wenn R = K ein Korper ist, dann ist M ein K-Vektorraum und dimyx M = n ist
eindeutig. Ohne Einschrankung sei also R kein Kérper, und sei I <<R maximal, so dass K = R/I
ein Korper ist. Sei S = {z;}. Dann ist {Z,} eine R/I-Basis fiir den K-Vektorraum M /IM.

Wenn {y} eine beliebige Basis von M ist, dann ist ebenso {7, } eine R/I-Basis fiir M /IM. O



Korollar 4.5
M endlich erzeugt und frei= jede Basis ist endlich.

Beweis. Sei {x;}; endlich und erzeugend. Dann ist {7, }; erzeugend fiir M /IM als R/I-Vektorraum
(fiir I maximales Ideal), also ist M/IM endlich dimensional und damit sind notwendigerweise
alle Basen von M endlich. O

Bemerkung 4.2
Wir haben gezeigt: M frei mit {z;};c; Basis, dann ist |J| eindeutig definiert.

Definition 4.4
Sei M frei mit Basis {z;};c;. Wir definieren dimp M := |J|.

Bemerkung 4.3
Wir haben in Korollar 4.4 gezeigt:
dimp M = dimg V, wobei K = R/I und V = M/IM, I ein maximales Ideal von R.
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In diesem Skript charakterisieren wir endlich erzeugte, beziehungsweise freie Moduln, und er-
kliren den Zusammenhang zwischen freie und torsionsfreie Moduln. Im letztem Abschnitt setzen
wir voraus, dass R ein Hauptidealbereich ist, und untersuchen endlich erzeugte, beziehungsweise
freie Moduln und ihre Untermoduln.

Sei R ist stets ein kommutativer Ring mit Eins und M ein R-Modul.

Definition 5.1
Der Modul R" := {(r1,...,m,) | ri € R} mit Komponentenweise Addition und Skalarmultipli-
kation, und standard Basis: {¢; | i = 1,...,n} ist der freie R-Modul vom Rang n.

Lemma 5.1
Es gilt: M ist endlich erzeugt < 3dn € N und einen Untermodul K < R" mit M = R"/K.

Beweis. ,<* Lemma 3.5
»= Sei {xy,...,2,} C M erzeugend. Betrachte

10) R - M

(r1, ..oy rm) = YTy
Dann ist ¢ ist ein surjektiver Homomorphismus mit K := ker(¢) (UA). Die Behauptung folgt
nun aus Proposition 3.2 (Homomorphiesatz fiir Moduln). O

Korollar 5.2

Sei M # {0} endlich erzeugt, mit {xy,...,z,} erzeugend, und ¢ der surjektiver Homomorphis-
mus in Lemma 5.1. Dann gilt: M ist genau dann frei mit Basis {x1, ..., z,}, wenn ker(¢) = {0}.
Inbesondere fiir  # 0, x € M, ist der Hauptmodul Rz genau dann frei mit Basis {z}, wenn

{reR|rz=0}={0}.

In Definition 4.1 haben wir folgende definiert:
o M, = {x € M | 3r kein Nullteiler ,rz = 0}.
e M ist torsionsfrei, wenn M, = {0}.

e M ist ein Torsionsmodul, wenn M, = M.

Lemma 5.3 (a) M,,, ist ein Torsionsmodul und

(b) M /M., ist torsionsfrei.
Beweis. (a) UA
(b) Sei & € M /M., & Torsionselement. Es existiert b € R kein Nullteiler mit bz = 0, d.h.

bxr € M, also gibt es ¢ € R kein Nullteiler mit cbx = 0 =, also z € M;,, und z = 0.
O]



Lemma 5.4 (i) M frei = M torsionsfrei.

(ii) M torsionsfrei und N < M = N torsionsfrei.

(iii) R Integrititsbereich = Mo, = {x € M | Ir € R,r # 0,rx = 0}
(iv) R Integritétsbereich, x ¢ M;,, = Rz ist frei.

Beweis. Wir beweisen (i): Sei © € Mo, und {z;};c; eine Basis von M. Schreibe z = > r;2; und
sei € R kein Nullteiler, so dass rz = 0. Es folgt > (r7;)x; = 0. Aber {z;} linear unabhéngig
=rr; =0V =>r,=0Vi =2 =0.

Beweise von (ii), (iii), (iv): UA.

Lemma 5.4 werden wir stillschweigend in den néchsten Abschnitt benutzen.

§Moduln iiber Hauptidealbereiche

Sei nun R stets ein Hauptidealbereich, M, F' und N R- Moduln.

Satz 5.1
Sei F' endlich erzeugt und frei, und M < F'. Dann ist M frei und dimrp M < dimpg F'. Insbeson-
dere ist M endlich erzeugt.

Beweis. Sei {x1,...,x,} eine Basis fur F. Setze M,, = M N Spang{zy,...xz,} fir m <n. Wir
zeigen per Induktion, dass M,, frei ist mit dimg M,, < m (und damit gilt es auch fir M = M,,).
Da xy ¢ Mo, ist Rxy frei. Betrachte M; = M N Rxy und

6. R =5 Run
T — T

e Da M, < Rz ist ¢~ (M) < R, also ist ¢~ 1(M;) =< a; > fiir a; € R und
M, = ¢(< ai >) = R(alxl) .

Also ist My frei mit dimg M; < 1.

e Per Induktion nehmen wir nun an: M, ist frei, dim M,,, < m.

Die Menge {a € R |3z € M, so dass = byxy + - - - + by, + apmyy b ein Ideal in R (UA).
Sei a,,41 € R ein Erzeuger davon. Ist a,,.1 = 0, so ist M,,,; = M,, und unser Beweis ist
fertig. Sonst gilt a,, 11 # 0: Setze w = api1Tmi1 + v € My mit v € Span{xy,...,z,}. Sei
x € M,,11; es existieren by, ..., b,,a € R mit x = byzy + - -+ + b2y + axpa1, also

T = blwl + -+ bmxm + (Cam—&—l)xm—&—l
= (byxy + -+ + bpy) + (cw — cv),

also x — cw = > bjz; — cv € M,,.1 N Span{zy,...,x,} = M,,. Wir haben gezeigt:

M1 = My, + Rw mit w # 0, w ¢ Mo, Rw frei mit Basis {w}. AuBerdem ist M,, N Rw = {0},
also M,,+1 = M,, & Rw und damit direkte Summe von freien Moduln, also ist M, ; frei und
dimg M,,+1 = dimg M, + dimgp Rw < m + 1. ]



Korollar 5.2
Sei M endlich erzeugt und N < M. Dann ist N endlich erzeugt.

Beweis. OE gilt M = R"/K (per Lemma 5.1). Betrachte
I: R* — R'/K
y =y

Projektionshomomorphismus.
N < R"/K = II"YN) < R". Satz 5.1= IT"!(N) ist endlich erzeugt.
Lemma 3.5 = N = II"*(N)/K ist auch endlich erzeugt.

O
Satz 5.3
Sei M endlich erzeugt und torsionsfrei. Dann ist M frei.
Beweis. Sei {yi...,ym} C M erzeugend und {vy, ..., v,} darunter maximal linear unabhéngig.

Sei y € {y1,...,yn} Nach Maximalitét existieren a,by,...,b, € R nicht alle 0, so dass

ay + byvy + -+ - + byv, =0 und a # 0 (weil {vy,...,v,} linear unabhéngig).

Wir sehen also:

Vji=1,...,m,3a; € R,a; # 0Aajy; € Span{vy,...,v,},also (a;...a,)M < Span{vy,...,v,},

frei

also (Satz 5.1) ist (ay ...am)M frei. Nun ist

M = (ay...am)M
r — (ay...ap)T

eine Isomorphie, weil a; ... a,, # 0 und M torsionsfrei ist. Also ist M auch frei.
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Unser ndchstes Ziel ist es, den Struktursatz fiir endlich erzeugte Moduln tiber Hauptidealbereiche
zu beweisen (Satz 6.8). In diesem Skript bauen wir den Beweis schrittweise auf. Satz 6.2 ergibt
eine Zerlegung als direkte Summe von frer und Torsionsmodul, Satz 6.6 untersucht die Struktur
vom Torsionsmodul, und Satz 6.7 ergibt eine weitere Verfeinerung der Struktur. Fiir den Beweis
vom Satz 6.7 brauchen wir einige Vorbereitung, die wir am Ende des Skriptes bringen. Satz 6.7
wird schliefSlich in Skript 7 zuende bewiesen.

Sei R stets ein kommutativer Ring mit Eins, und M ein R—Modul.

Lemma 6.1

Seien £ und E’ R-Moduln, E’ frei. Sei f : E — FE’ ein surjektiver Homomorphismus. Dann
existiert ein freier Untermodul F' < E, so dass f | F : ' — E’ eine Isomorphie ist und
E = F @ ker(f).

Beweis. Sei {x}};cr eine Basis fir E'. Fiir alle ¢ € I wéhle z; € E mit f(z;) = z} und setze
F := Spang{z; | i € I}. Dann ist {x;};c; linear unabhingig (UA), also ist F frei. Sei nun
x € E und nimm a; € R, so dass f(zx) = > a;x;. Es gilt f(z — > a;z;) = 0 und damit
x — Y a;x; € ker(f). Wir haben gezeigt: F = F + ker(f).

AuBerdem ist F Nker(f) = {0} (UA). O

Sei nun R ein Hauptidealbereich und M ein R—Modul.

Satz 6.2

Sei R ein Hauptidealbereich und M ein R-Modul. Ist M endlich erzeugt, so ist M = M., @ F,
wobel ' < M ein freier Untermodul ist. Die Dimension dimp F' ist von der Wahl von F
unabhéngig.

Beweis. Betrachte den Homomorphismus:

o: M — M/MtOr
T = T

Nun ist M /M, endlich erzeugt, also (Satz 5. 3) ist er frei.
Lemma 6.1 liefert F' < M, F' frei mit M = ker(¢) P F und ¢ [ F' : F = M/M,,,, damit ist
dimp F' = dimg M /M, eindeutig bestimmt. O

Definition 6.1
dimp F' im Satz 6.2 ist der (freier) Rang von M.




Wir werden nun M, weiter untersuchen; wir untersuchen also endlich erzeugte Torsionsmoduln.

Definition 6.2 (a) Fiir r € Rist M[r] := {x € M | rz = 0} der r-Torsionsmodul.

(b) M[r>] := Uyer MIr*].

Lemma 6.3
Sei M ein endlich erzeugter Torsionsmodul, dann da € R, a # 0 mit aM = 0.

Beweis. Seien vy, ..., v, Erzeuger, aq,...,a, € R mit a; # 0 und a;v; = 0; setze a :=ay ...a, .
O

Lemma 6.4
Sei M endliche erzeugter Torsionsmodul und wéhle 0 # a € R mit aM = 0. Wenn a = bc mit
g9T'(b,c) =1, dann ist M = M[b] @ M]|c].

Beweis. Da R HIR ist, existieren z,y € R mit 1 = xb + yc. Sei v € M; es ist v = xbv + ycv.
Dann ist xbv € M|c] und ycv € M[b], also M = M[b] + M|c]. Sei v € M[b] N M|c]; wir rechnen
v = (xb+ yc)v = xbv + ycv = 0. O

Lemma 6.5
M endlich erzeugt = [{p € R | p prim und M[p*>°] # 0}| < oo.

Beweis. Wihle a # 0 mit aM = 0, a € R. Da R HIR ist, ist R faktoriell. Wir koénnen also
die Primfaktorisierung von a ausnutzen, und Lemma 6.4 wirderholt anwenden. Die Induktion
ergibt
M = M[d] = ) M [p*]
pla,p prim, M[p>]7#0

]

Bemerkung 6.1
Die Darstellung héngt nicht von a ab; ist namlich M = M[b], ¢ prim, ¢ | b aber ¢ { a, dann ist
99T (a,q) = 1 und damit M = M|aq] = M[a] @ M|q] = M, also M[q] =0

Wir konnen nun aus Lemma 6.5 folgern:

Satz 6.6
Sei 0 # M endlich erzeugter Torsionsmodul. Dann ist

M = oy MIp™]
p prim mit M [p>°]#0

Beweis. Sei a € R mit aM = 0. Da R HIR ist, ist R fak‘gpriell. Wir kénnen also die Primfak-
torisierung von a ausnutzen, und Lemma 6.5 anwenden (UA). O]

Wir wollen nun diese M [p™] weiter untersuchen. Den folgenden Satz werden wir im Skript 7
beweisen:

Satz 6.7
Sei 0 # M endlich erzeugt; p € R prim mit M [p™] # 0. Dann existiert eine eindeutige Folge
1<y <---<vy,eN;sodass M[p*| X R/ <p"* >@--- B R/ < p” >.

Als Korollar zum Satz 6.7 erhalten wir sofort:



Satz 6.8
Sei R ein HIR und M ein R-Modul. Ist M endlich erzeugt iiber R, so ist

S t;
M=R'EPEPR/ <p” >
i=1 j=1

mit eindeutigen d,s € Ny, p1,...,ps paarweise verschiedene Primelemente, t;, € N und 1 <
Vig <o Sy, €N

g

Fiir den Beweis vom Satz 6.7 brauchen wir:

Terminologie:

L. y1,...,Ym € M sind unabhéngig wenn Span{yi,...,ym} = D", Ry;, oder die folgende
aquivalente Bedingung gilt: a1y; + -+ + am¥ym = 0 = a;y; = 0 fiir alle a4, ..., a,, € R.

Bemerkung 6.2
Wenn yi, ..., 4, € M linear unabhéingig sind, dann sind sie auch unabhéngig; die Um-
kehrung dieser Aussage gilt fiir Torsionsfreie Moduln (UA).

2. Seix e M,
¢, R — Rx
ro o= rx

Es gelten: I, := ker(¢,) ist Hauptideal und R/I, = Rx. Ein erzeuger fiir I, heifit eine
Periode fiir x.

Bemerkung 6.3 (i) Sei 0 # M = M[p”] ein p”-Torsionsmodul. Sei = # 0, x € M, dann ist
eine Periode fiir z (bis auf Einheit) der Gestalt p' mit | < v.

(ii) ist v minimal dafiir, dass M = M|[p”], so gibt es € M mit Periode genau p”.

(i) Sei # € M mit Periode p*; setze M := M/Rx. Es ist M = M[p"] und fiir jeden Vertreter
y von § € M mit Perioden p' beziehungsweise p' gilt [ > [.

(iv) Ist p” minimal dafiir, dass M = M[p”] und p* minimal dafiir, dass M = M [p#], dann gilt
n<v.

Beweis. (i): Nehme [ := die kleinste natiirliche Zahl, wofiir es gilt p'z = 0.

(i), (iii), (iv): UA. O
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In diesem Skript beweisen wir Satz 6.7 und damait den Struktursatz fiir endlich erzeugte Moduln
tiber Hauptidealbereiche Satz 6.8. Im ndchstem Abschnitt untersuchen wir dann Noethersche
Moduln und Ringe.

Sei R stets ein Hauptidealbereich und M ein R—Modul.

Wir miissen zuerst Lemma 7.1 beweisen. Wir werden dafiir Bemerkung 6.3 stillschweigend
gebrauchen.

Lemma 7.1

Sei p € R prim, M = M|[p’], v > 1 und minimal dafiir. Wéhle x; € M mit Periode p”.
Setze M := M/Rx,. Seien @,...,Jn € M unabhingig. Dann gibt es Vertreter y; € 7; mit
Periode(y;)=Periode(y;) und so dass 1,91, .., Ym € M unabhingig sind.

Beweis. Sei § € M mit Periode p", 1 < n. Sei y € § ein Verterter. Dann ist p"y = 0 oder es
gibt r € R so dass p"y = rx; € Rzy. Da R faktoriell ist, sei ¢ € R,pt ¢, und s < v so dass

(1) p'y =rzy =pex .

e Ist s = v, dann gilt p"y = p”z1c = 0, also y hat Periode < p™ und damit genau = p”, und so
ist der Fall erledigt.

e [s aber s < v, dann hat p°cx; Periode p”~* und damit hat y Periode p , also muss
n+v—s < v gelten (weil p* M = 0), also n < s, wir sehen also, dass y — p* "cx; € y (vgl (1))
und hat Periode p™.

n+rv—s

e Sei nun y; Vertreter von g; mit gleicher Periode. Wir zeigen: x1, vy, .. ., Y sind unabhéngig.
Seien a,aq,...,a,, € R mit
(1) ary + a1y + -+ apyYm =0

Dann ist a1y + - - - + @Y, = 0, also muss a;y; =0 Vi sein.
Ist p™ die Periode von ¥;, dann gilt p™ | a;; p” ist aber Periode fiir y;, also gilt a;y; = 0 fiir alle
i und damit ist (zurtick in (1)) auch az; = 0.

]

Zur Erinnerung, wiederholen wir hier die Aussage vom Satz 6.7:



Satz 6.7 : Sei 0 # M endlich erzeugt; p € R prim mit M[p™] # 0. Dann existiert eine
eindeutige Folge 1 < p; <--- < s € N, so dass M[p®]| =2 R/ <p" >@---® R/ < pHs >.

Beweis vom Satz 6.7. M[p>] endlich erzeugt= O.E. M = M[p*] und (da M endlich erzeugt
ist) 3x; € M mit Periode p”, v € N minimal so dass M = M[p”] (UA).
Betrachte M [p|; da M|[p] p-torsion ist, ist eine Skalarmultiplikation

R/ <p>xM[p] — M][p]
(a+ <p>2x) +— ax

wohldefiniert: a; = a = (a — a1) = pay = (a1 — a)x = aspr = 0.
Also ist M[p] ein R/ < p >-Vektorraum. )
Setze M := M/Rx,. Analog zeigt man dass M|p| ein R/ < p >-Vektorraum (UA).

Behauptung: dim M[p] < dim M|[p] als R/ < p >-Vektorrdume.

Beweis. Seien 4, ...%, € M[p] und R/ < p >-linear unabhingig. Lemma 7.1 liefert y; € ¥

mit Periode p, so dass x1,%1,...,y, unabhingig. Setze 2, := p**~'z;. Dann hat z; Periode p,
z1 € M[p] und 21,91, ..., Ym € M]p| sind immernoch unabhéngig, und damit auch R/ < p >-
linear unabhéngig (UA). O

e Wir zeigen nun die Existenzaussage im Satz. Wir argumentieren per Induktion nach dimpg,/<p~ M|p|.
O.E. ist M # 0 (sonst ist M = Rx; = R/ < p” >).

Die Induktionsannahme impliziert dass

M = M[p™]| = R¥,® - - ® R,
und die Periode von Z; ist p™, das heifit

Rz, 2R/ <p >i=2,...,5.

Lemma 7.1 impliziert dass Jxs, ..., x5 € M so dass z; Periode p™ hat und x4, . .., x, unabhéngig,
das heif3t:

M=Mp*|=ZRe;® - ®Rr; R/ <p'>OR/<p?>@---®R/ <p" >,
wie behauptet.

e Wir zeigen nun die Eindeutigkeit.
Sei

(%) 0#M=MpPp> | =R/ <p'>D --®R/ <p' >,

wobei p11 < -+ - < p. Setze p := pg. Aus (x) folgt dass M = M[p"] 2 M[p"~'], i.e. u ist minimal
dafiir dass M = M|p"], also ist p eindeutig. Beachte, dass

M (p], M[p*]/MIp), ..., M[p"]/M[p"""]
alle R/ < p >-Vektorraume sind, und:
(f) Mpl=<p' > /<pi>@-@<phTi > [ <ph>,
Diese letzte Behauptung (1) folgt aus () und diese allgemeine Bemerkungen (UA):

(R/ <p™>)pl=<p™ ' >/<p™> und (N & K)[p] = N[p| & K[p] .



Bemerke auch dass die dimpg/ <> < pti~t > / < pti >=1 : die Abbildung

R — <p™il>/<pm>
r o= plrd <pm >

ist ein surjektiver Homomorphismus mit Kernel < p >.
Also folgt aus (}) dass

ClimR/<p> M[p] =8= H{Z | i = 1} )

damit ist s eindeutig.
Schreibe nun (folgt analog zum (1))

() Mpl|=EPR/ <p>a@D<pi?>/<pi>

Hi=1 pi>1

Aus (xx) folgt:

M) /Mp) = @ (< p" 2> ) <p' =) /(< p™' > [ <ph>)

Hi>2

d.h
M[p’|/Mp) = P <p 2>/ <pit>.

Hi>2

Da <p™?>/<p™ !>~ R/ <p>unddimp/cps <p™ 2>/ <p™ ' >=1ist also
dimpy s M[p*]/MIp] = 8{i | i > 2} .

Allgemeiner berechnen wir

) iy <y M{p™]/M[p"™ ) = 20 | g > m}pm = 1,2,..., 5.

Insbesondere:

dimp,<ps M[p"|/M[p"™ = 8{i | i > p} = 4{i | i = p} -

Da s, und die grofite natiirliche Zahl p der Folge py < -+ < p; eindeutig sind, folgt nun aus
(1) die Eindeutigkeit von y; fir alle i = 1,--- ;s (UA). O

§Noethersche Moduln
Sei R ein Ring, M ein R-Modul.

Proposition 7.1
Folgende Aussagen sind dquivalent fiir M:

1. jeder N < M ist endlich erzeugt

2. jede aufsteigende Kette N; < Ny < ... von Untermoduln wird stationér, d.h 3¢ mit
Nz' = Nz'—i—l =...

3. jede @ # U Menge von Untermoduln von M besitzt ein inklusionsmaximales Element.



Beweis. (1) = (2): Setze N :=J, N;, N < M.

Seien x1,...,2, € N mit N := Spang{zy,...,2,.} und i € N, so dass {z1,...,2,.} C N;. Dann
1stN§NZ und damit Ni:N:Ni—H =....

(2) = (3): Sei N; € U nicht maximal. Dann gibt es Ny € U mit N; C N,. Wiederhole mit
Ny: Ny € Ny € N3 C ... usw. Diese Prozedur mufl nach endlich vielen Schritten anhalten und
damit ein maximales Element produzieren.

(3) = (1): Sei N < M und U die Menge aller seinen endlich erzeugten Untermoduln. Es gilt
U # & weil {0} € U. Sei N' = Spang{xy,...,z,} ein maximales Element von Y. Ist N D N’,

existiert dann x € N\N’' und Spang{zy,...,z,, x} 2 N’: Widerpsruch. ]

Definition 7.1 (a) Der Modul M ist noethersch, wenn eine der Bedingungen (1) < (2) < (3)
von Proposition 7.1 erfiillt ist.

(b) Insbesondere: R ist ein noethersche Ring wenn jedes Ideal von R endlich erzeugt ist.
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In diesem Skript untersuchen wir Noethersche Moduln und Ringe weiter, insbesondere beweisen
wir Hilbert’s Basissatz und einige Korollare. Damit beenden wir Kapitel 2. Am Ende des Skriptes
beginnen wir Kapitel 3 iiber Ganzheit.

Sei R stets ein kommutativer Ring mit Eins und M ein R—Modul.

Lemma 8.1
Sei N < M. Es gilt: M ist noethersch < N ist noethersch und M /N ist noethersch.

Beweis. ,=“ Sei N/ < N, nun N' < N = N’ < M, also ist N’ endlich erzeugt. Damit haben
wir gezeigt dass N noethersch ist. Sei nun A/N < M /N, wobei A < M und N < A. Also ist A
endlich erzeugt und damit auch A/N (wegen Lemma 3.5).

,<" Sei A < M. Wir nutzen dass A+ N/N =2 A/AN N (siehe UB).

Nun A+ N/N < M/N = A+ N/N endlich erzeugt, es folgt A/AN N ist endlich erzeugt.
Aber auch ANN < N = AN N ist endlich erzeugt. Lemma 3.5 impliziert nun, dass A endlich
erzeugt ist.

]

Korollar 8.2
M, My noethersch=- M; & M noethersch.

Beweis. My @& My/M; = M ist noethersch und M ist noethersch. O

Korollar 8.3
Sei R noethersch und sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann ist M noethersch.

Beweis. Lemma 5.1 = M = R"/K.
Korollar 8.2 = R" = R® --- @ R ist noethersch (Induktion).
Lemma 8.1 = M ist noethersch. O

Satz (Hilbert Basissatz)
Sei R noethersch, dann ist R[x] noethersch.

Beweis. Sei I < R[z]. Betrachte J := {a € R | a ist Leitkoeffizient von f € I}.

Es ist ein Ideal von R (UA), also gibt es f1,..., f, € I, so dass die Leitkoeffizienten ay, ..., a,
von f1,..., f, das Ideal J erzeugen. Setze d := max; deg f; und betrachte den endlich erzeugten
R-Modul M, := Zf:—ol Rz, d.h den R-Modul der Polynome vom Grad < d.

Korollar 8.3= M, ist noethersch, also ist My NI < M, endlich erzeugt.

Seien ¢y, ..., 9 € I Erzeuger davon.



Behauptung: I =< fi,.... 0,91, Gm >

Beweis. D ist klar.

Sei nun f € I. Wenn deg f < d, dann ist f €< ¢1,..., g, >. O.E. gilt also

deg(f) =: k+ 1 > d. Wir argumentieren per Induktion iiber k. Wir multiplizieren f; mit einer
geeigneten Potenz z!' und bekommen f; € I mit deg(f/) = k+1 (so dass f/ und f; den gleichen
Leitkoeffizient haben). Sei f' = >""  r;f!, so dass f" und f den gleichen Leitkoeffizient haben.
Also ist deg(f — f’) < k und per Induktionsannahme gilt f — f" €< fi,..., fu, 91, -, gm >. Da
aber [/ €< f1,..., fny 91, -, Gm > ist, bekommen wir nun f €< fi,..., fu, 915+ Gm > O]

O]
Per Induktion nach n bekommen wir nun:

Korollar 8.4
R noethersch=- R[zy, ..., x,] noethersch.

Erinnerung: Sei R C S eine Ringenerweiterung und Y C S eine Untermenge. Dann ist R[Y]
unsere Notation fiir den kleinsten Unterring von S, der R|JY enthilt.

Wenn Y = {yi,...,y,} endlich ist, dann schreiben wir dafiir R[y1,. .., yn].

Der Evaluation-Homomorphismus

evy, Rlri,....,z.) — Rly1,....,Yn
f(xla"'7xn> = f(yh?yn)

ist surjektiv, also gilt Rlyi,...,yn] = R[z1,...,z,]/ker(evy) (ein Faktorring von Polynomring),
d.h R[y1,...,yn) besteht aus Polynomen in {yi,...,y,}.

Beispiel 8.1

Sei R = K ein Korper, S = L eine Korpererweiterung von K. Sei o € L algebraisch iiber
K. Dann hat ev, : K[x] — K[a] einen nicht-tivialen Kern, ker(ev,) =< MinPolg(a) >, also
ist K[a] = K|[z]/ker(ev,) mit ker(ev,) maximales Ideal. Wir sehen also: K[a] ist bereits ein
Korper, und damit gilt K[a] = K(a).

Korollar 8.5
Sei R noethersch, S = Rlay,...,a,] eine Ringererweiterung. Dann ist .S noethersch.

Beweis. Rlay,...,a,] = R|xy,...,2,]|/ker(ev;). Nun Korollar 8.4 und Lemma 8.1 anwenden.

]



Kapitel 3: Ganzheit

Definition 8.1
Sei R C S Ringererweiterung

a) a € S ist ganz iiber R < 3f € R[z] normiert mit f(a) = 0.

b) R C S ist eine ganze Ringererweiterung < jedes a € S ist ganz iiber R.

Fiir die weitere Untersuchung brauchen wir (vgl. Skript Lineare Algebra II; Satz 11.13):

Erinnerung (Cramer’s Formel): Seien di,...,d, € R, C eine n x n Matrix mit Eintrdgen in
R, C = (¢;), und sei C; die Matrix, die man bekommt, nachdem wir die j-te Spalte von C
dy L1 dy
durch | : | ersetzen. Sei X := | : | eine Losung fiir CX =
dy, Tn dy,
Es gilt:

det(C)x; = det(C})Vj
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In diesem Skript untersuchen wir ganze Ringerweiterungen und den ganzen Abschlufl. Wir
beenden den Abschnitt mit dem wichtigem Satz 9.5. Im letztem Abschnitt studieren wir ganz
abgeschlossene Integrititsbereiche und ihre Figenschaften. Diese Begriffe werden wir in Kapitel
4 dieser Vorlesung, sowie allgemeiner in der Vorlesung algebraische Zahlentheorie bendtigen.

Proposition 9.1
Seien R, S integritéatsbereiche, R C S und o € S. Es gilt: « ist genau dann ganz iiber R, wenn
es einen endlich erzeugten R-Untermodul M # 0 von S gibt, so dass aM C M.

Beweis. ,=*“ Sei o™ +ria" 1 4+ +r, =0, r; € R. Wir kénnen M = R|a] nehmen, i.e.:
Behauptung: Spanp{l,a,...,a" '} := M hat die gewiinschte Eigenschaft.

Beweis. Wir haben: o™ € 327" Ra’. Sei ag + a1+ - - - + a,_10"~' € M, berechne:

alag +ara+ -+ ap_10" ) = aag + a1’ + -+ ap_00" 7t +a, 1 " €M .
eM

]

7’<:“
Sei nun M # 0 endlich erzeugt mit aM C M und vy, ...,v, € S Erzeuger fiir M. Fiir alle ¢ gilt
av; = Y a;;v; fur geeignete a;; € R. Umschreiben ergibt ein Gleichungssytem:

(04 - CL11)U1 — Q1203 — -+ =

—a921V1 + (Oé - GQQ)UQ —--=0

=0
0
Sei C' die Koeffizienten-Matrix. Cramers Formel ergibt fiir Cv = | :
0

det(C)v; = det(C;) =0
Nun gibt es mindestens ein j gibt mit v; # 0 (weil 0 # M). AuBlerdem sind v; € S und
det(C) € S und S ist ein integritdtsbereich. Es folgt: det(C') = 0.

Das Berechnen dieser Determinante ergibt schlieBlich eine Gleichung
a"+ca" 4 4¢,=0,¢ € R (UA).



Definition 9.1
Seien R, S integritétsbereiche, R C S. Der ganze Abschluss von R in S ist

R = {a € S| a ist ganz iiber R} .

Korollar 9.2 .
Seien R C S Erweiterung von Integritétsbereichen. Der ganze Abschluss R~ von R in S ist ein
Unterring von S (der R enthilt).

Beweis. Seien «, 8 € S ganz iiber R, 0 # M, 0 # N endlich erzeugte R-Untermoduln von S,
so dass aM C M und SN C N. Definiere M N := {>_ m;n; | m; € M,n; € N}.
Es ist:

(a) MN # 0 ist R-Untermodul von S

(b) MN ist endlich erzeugt: wenn {ey,...,e,} M erzeugt und {fi,..., f,} N erzeugt, dann
erzeugt {e;f; |i=1,...,m,j=1,...,n} eben MN.

(¢) MN ist abgeschlossen unter multiplikation durch a8 und « & 3. Das heifit:
(af)YMN C MN und (o £ B)MN C MN
(UA).
Anwendung von Proposition 9.1 ergibt: a5 und a 4+ g sind ganz iiber R. [

Korollar 9.3
Seien R C S Integritatsbereiche. Es gilt: S endlich erzeugt als R-Modul=- S ist ganz iiber R.

Bewets. Folgt aus Proposition 9.1 [
Unser néchses Ziel ist Satz 9.5 zu beweisen, brauchen wir noch diese:

Proposition 9.4
Sei R ein Integritétsbereich, K := Quot(R), L/ K eine Korpererweiterung und v € L algebraisch
iiber K. Dann gibt es d € R mit da ganz iiber R.

Beweis. « erfiillt

(%) a4+ a ™ et a, =0

mit a; € K = Quot(R). Sei d € R, so dass Vi, da; € R. Multiplizieren von (x) mit d™ ergibt
dma™ + ad™ o™ o a4, d™ =0

d.h
(da)™ + (ayd)(da)™ ™ + - + apd™ = 0.

]

Satz 9.5
Sei R ein Integritatsbereich, K := Quot(R), L/K eine algebraische Korpererweiterung und R

der ganze Abschluss von R in L. Es gilt: L = Quot (EL).

Beweis. Sei a € L, Proposition 9.4 = « lésst sich schreiben als o = %a, d € R,da € EL, das
heifit o € Quot(RL), also Quot(RL) O L. Da die Inklusion Quot(RE) C L offensichtlich ist
(UA), ist der Satz bewiesen. O



§Ganz abgeschlossene Integritétsbereiche

Definition 9.2 w
Ein Integritétsbereich R ist ganz abgeschlossen < R = R, wobei K := Quot(R)

Beispiel 9.1 )
Faktorielle Integritétsbereiche sind ganz abgeschlossen (UB).

Proposition 9.6
Sei R ein Integritéatsbereich, K = Quot(R) und L/K eine algebraische Korpererweiterung. Wir
nehmen an, dass R ganz abgeschlossen ist. Es gilt : v € L ist ganz tiber R < MinPolg(«a) € R[z]

Beweis. ,<“:v
,="“Sei a € L und a; € R, so dass

(%) Q"™+ a0 4+ a, =0

Setze f(z) = MinPolk(«) € K[z]. Wir arbeiten in einem Zerfallungskorper fiir f und beweisen
nun dass alle Nullstellen von f(x) ganz iiber R sind:

Beweis. Sei o/ eine Nullstelle, dann gibt es eine Isomorphie: K(a) —— K(o/) mit o, = 1d
und a — o . Anwendung von o auf (x) ergibt nun: (/)™ + a1(a/)™ '+ + @, =0. O
Nun sind die Koeffizienten von f(x) elementare symmetrische Polynome in den Nullstellen von
f(z) (UB). Da die Menge aller ganzen Elementen ein Teilring ist, folgt dass alle Koeffizienten

von f(z) ganz iiber R sind. Diese Koeffiziente sind andererseits in K. Da R ganz abgeschlossen
ist folgt nun: alle Koeffiziente von f sind € R. m

Unser nédchstes Ziel ist die Transitivitdt von Ganzheit zu zeigen. Fiir den Beweis brauchen wir:

Lemma 9.7
Seien A C B C C Ringerweiterungen. Aus B endlich erzeugt als A-Modul und C' endlich
erzeugt als B-Modul folgt C' endlich erzeugt als A-Modul.

Beweis. Seien {f, ..., B} erzeugend fiir B als A-Modul und {vi,..., 7.} erzeugend fiir C' als
B-Modul. Dann ist {#;v;} erzeugend fiir C' als A-Modul (UA). O
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In diesem Skript werden wir zundchst Ganzheit weiter untersuchen und dann Kapitel 3 mit
einer Diskussion tiber Ganzheit und Lokalisierung beenden. Danach werden wir unser letztes
Kapitel (Kapitel 4) beginnen.

Wir betrachten stets kommutative Ringe mit Eins.

Fiir den Beweis von Proposition 10.2 brauchen wir noch:

Lemma 10.1
Sei B = A[B4, ..., B eine Ringerweiterung, wobei ; ganz iiber A ist Vj = 1,...,m. Dann ist
B endlich erzeugt als A-Modul, und ganz iiber A.

Beweis. Beweis per Induktion nach m.

e Induktionsanfang: m =1

Setze [ := 1, wobei § ganz iiber A ist. Da B = A[f] ist B ganz iiber A wegen Korollar 9.3.
Wir zeigen dafl B endlich erzeugt als A-Modul ist. Seien n € N, und a; € A;i=1,--- ,n, so
daB g +---+a,=0

Behauptung: 1,3,5%, ...,3" ! erzeugen B als A-Modul.
Beweis. In der Tat, sei b € A[f] beliebig, d.h. es gibt N € Nund¢; € A;i=1,---,N so daf§

(%) b=co+ciB+-+enBY

Da " € Z?;Ol AP, kann man b umschreiben, indem man cy 3" als A-lineare Kombination der
1,...,8" ! schreibt und in (*) ersetzt. O

e Induktionsschritt: schreibe B = A[B,. .., Bm-1, Bm] = AlB1, - -+, Bin-1][5m]

~

=D
D ist endlich erzeugt als A-Modul per Induktionsannahme und B = D|[3,,]. Da f,, (a fortiori)
auch ganz iiber D ist, ist B endlich erzeugt als D-Modul per Induktionsanfang.
Also sind A € D C B wie in Lemma 9.7 und damit ist B endlich erzeugt als A-Modul.
AuBlerdem gilt auch dafl B ganz iiber A ist (wegen Korollar 9.3). O

Proposition 10.2 (Transitivitdt von Ganzheit)
Seien A C B C C Integritédtsbereiche. Wenn B ganz iiber A und C' ganz iiber B sind, dann ist
C ganz {iber A.

Beweis. Seien v € C und b; € B, sodaBB 4" + by 1+ +b,=0

Setze B' := Alby,...,b,]. Da die b; ganz iiber A sind, ist B’ endlich erzeugt als A-Modul (s.
Lemma 10.1). Nun ist 7 bereits ganz iiber B’ (Wahl der b;), also ist B[] endlich erzeugt als
B’-Modul (s. Lemma 10.1). Also ist B[y] endlich erzeugt als A-Modul (s. Lemma 9.7). Damit
ist v ganz tiber A (wegen Korollar 9.3). O



Korollar 10.3 g
Sei R C S Ringerweiterung. Es ist: R~ ist ganz abgeschlossen in S.

Beweis. Es ist: R C o C S. Sei v € S ganz iiber ES, also haben wir

S -5

R CR C R[]
ganz ganz (wegen Lemma 10.1)
Damit gilt nach Proposition 10.2 daf§ auch R C Es[fy]. Somit ist v € R O
ganz

Korollar 10.4 e
Sei R C K, K Korper. Dann ist R ganz abgeschlossen.

Beweis. R C Quot(}_%K) C K und R" ist ganz abgeschlossen in K (Korollar 10.3), also ist (a

fortiori) I ganz abgeschlossen in der Zwischenerweiterung Quot(EK). O

Lokalisierung und Ganzheit

Fiir eine Erinnerung an Lokalisierung siehe Skript 3 und 4 der Algebra 1 (B3) Vorlesung. Sei
R stets ein kommutativer Ring mit Fins.

Notation (Erinnerung) i) Wir bezeichnen Spec(R) := Menge aller Primideale von R .
ii) Fiir p < R Primideal, ist R, := {5 | r € R,d ¢ p} die Lokalisierung von R nach p.
iii) R ist lokal, wenn R nur ein maximales Ideal besitzt.

Die Beweise von Lemma 10.5, Proposition 10.6 und Proposition 10.7 sind UA.

Lemma 10.5
R ist lokal & R\R* ist ein Ideal.

Beweis. sieche UB. O

Proposition 10.6
Sei I < R und D C R multiplikativ mit 0 ¢ D.

a) Setze I°:= D™'RI das von I in D™'R erzeugte Ideal. Es gilt: I ={% |a € I,d € D} .
b) Sei nun I <« D™ R. Betrachte das Ideal I¢ := I N R <1 R. Es gelten

(i) I<D'R=1*=1
(i) I<Rprimund IND =@ =[“=1]

c¢) Die Abbildung p +— p° definiert eine inklusionserhaltende Bijektion zwischen

{p € Spec(R) : pN D = @} und Spec(D'R) .

d) Seip<iR prim. Die Abbildung q — gR, definiert eine inklusionserhaltende Bijektion zwischen

{q € Spec(R) | q C p} und Spec(R,) .

e) Insbesondere besitzt R, nur ein maximales Ideal, ndmlich pR,.

Beweis. UA. Siehe Aufgabe 3.4* in UB 3 der Algebra 1 Vorlesung (B3) im WiSe 2020/2021. [



Proposition 10.7
Sei D C R multiplikativ mit 0 ¢ D

(i) R noethersch = D~!'R noethersch.
(ii) R ganz abgeschlossen= D~ R ganz abgeschlossen.
(iii) R C R’ ganze Erweiterung= D~'R C D' R’ ganze Erweiterung.

Beweis. sieche UB. ]

Kapitel 4: Dedekindringe

In diesem Kapitel werden wir Dedekindringe einfiihren und charakterisieren. Ein Hauptziel von
diesem Kapitel ist zu zeigen daff wenn R ein Dedekindring ist mit Quotientenkorper K und

L/K eine endlich separable Erweiterung ist, dann ist R" ein Dedekindring. Ein weiteres Ziel
st gebrochene Ideale und die Klassengruppe von R einzufiihren. Diese Resultate werden wir in
der Vorlesung algebraische Zahlentheorie unbedingt benotigen.

Wir betrachten stets kommutative Ringe mit Eins.

Notation (Erinnerung)
Seien I, J < R, dann ist das Idealprodukt I.J := {}"" zy; | z; € I,y; € J,n € N} < R.

Beispiel 10.1
Wenn [ =<z > und J =<y >, dann ist [J =< zy >.

Definition 10.1
Ein Ring R ist ein Dedekindring, wenn R ein Integritétsbereich ist und jedes Ideal ein (endliches)
Produkt von Primidealen ist.

Beispiel 10.2 (i) Sei R faktoriell. Dann ist jedes Hauptideal ein (endliches) Produkt von
Primidealen. Insbesondere ist jeder Hauptidealring ein Dedekindring. Wir werden spéter
die Umkehrung zeigen.

(ii) R Dedekindring und 0 # S C R multiplikativ = S 1 R Dedekindring. Folgt aus Proposi-
tion 10.6 und 10.7 (UA). Wir werden einen anderen Beweis spéter liefern.
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In diesem Skript werden wir gebrochene Ideale einfiihren, und ihre Eigenschaften studieren.
Unser Hauptziel fir diese Vorlesung ist Satz 11.6 fiir Dedekindringe zu beweisen. Der wird uns
spdter ermdoglichen, die Gruppenstruktur der Klassengruppe zu definieren.

Sei R stets ein kommutativer integer Ring mit Eins.

Definition 11.1 (i) Sei K = Quot(R). Ein R-Untermodul B C K heifit gebrochenes Ideal,
wenn es d € R mit d # 0 gibt, so dafl B C éR.

(ii) Ideale in R sind auch gebrochene Ideale (d = 1), wir nennen sie ganze Ideale.

(iii) Seix = ¢ € K, a,b € R,b# 0. Dann ist B := Rz ein gebrochenes Hauptideal.

Bemerkung (i) B ist ein gebrochenes Ideal < 3d # 0 in R und A < R so daB B = (3)A.

(ii) Die Idealoperationen +,.,N sind auf gebrochenen Idealen wohldefiniert:

B+ B C(47)R
BC (3R B C(3)R= BB C ()R
BB C(H)R.
Genauer: wenn /,.J < R sind so dass B = (3)I und B’ = (3)J, dann ist BB' = (55)1J.

Definition 11.2
Das gebrochene Ideal B ist invertierbar, wenn es ein gebrochenes Ideal B’ gibt mit

BB =R (%)

Bemerkung 11.1 (i) B invertierbar=- 3!B’, das (x) erfiillt, d.h. BB’ = BB" = R = B' =
B". Wir bezeichnen B’ := B~

(i) Ein gebrochenes Hauptideal B = zR mit z € K und x # 0 ist invertierbar mit B~! =
xR,

Notation
Seien B, B’ gebrochene Ideale. Setze (B : B') :={zx € K | B’ C B}.

Bemerkung
(B : B') ist ein R-Modul. Wenn B’ # {0}, B € SR und a € B'(d # 0,a # 0), dann ist
(B:B)C LR.



Lemma 11.1
Sei A ein invertierbares gebrochenes Ideal, dann ist A~ = (R : A).
(Also: A invertierbar< A.(R: A) = R)

Beweis. Sei AA’ = R. Dann ist A* C (R : A). Andererseits ist A.(R : A) C R. Es folgt
(R:A)=AAR: A)CAR=A O

Lemma 11.2
Wenn jedes ganzes Ideal## 0 invertierbar ist, dann ist jedes # 0 gebrochenes Ideal invertierbar.

Beweis. Sei B = éA ein gebrochenes Ideal (mit A<IR,d € R,d # 0), dann ist B~ = dA~1. O

Lemma 11.3
Ein invertierbares gebrochenes Ideal ist ein endlich erzeugter R-Modul.

Beweis. AA™'=R=3{z;;i=1,--- ,n} C Aund {z}} C A7, so daB }_ x;2} = 1. Es folgt:

reA=r=1r=> xz} z; O
~—
€R

Lemma 11.4

Sei {A;} eine endliche Menge von # 0 ganzen Idealen, so dafl B := [[, A; invertierbar ist . Dann
ist A; invertierbar fiir jedes i. Insbesondere gilt: Ist das Produkt B ein Hauptideal, so ist jedes
A; invertierbar.

Beweis. B[], A) = R= A, (B [[4) =R O
i
q,_/
::Ai_1
Bemerkung 11.2
Sei p < R ein Primideal und I, J < R. Esist: p D IJ =p D 1 oder p D J.

Lemma 11.5
Fiir Produkte von invertierbaren (ganzen) Primidealen ist die Faktorisierung als Produkt von
Primidealen eindeutig.

Beweis. Sei A =[], pi, p; invertierbare Primideale. Sei A = Hj q;, wobei q; Primideale sind.
Sei p; ein minimales (fiir Inklusion) Mitglied von {p;}. Aus [[;q; C p; folgt 0.E. q1 C p
(Bemerkung 11.2). Analog folgt aus [[,p; € qi, dal p, C ¢y fir ein geeignetes r, also ist
pr C g C p1. Aus der Minimalitéit folgt nun p, = p1 = qq, also py (T, p:) = a7 (I, g;) und
damit bekommen wir :

[Liz1 i = [1;41 ;- Per Induktion fortsetzen. O

Satz 11.6
Sei R ein Dedekindring und p ein echtes Primideal (p # {0},p # R). Dann ist p invertierbar
und maximal.

Beweis.
Behauptung 1: Sei p ein echtes invertierbares Primideal. Dann ist p maximal.

Beweis. Sei a € R, a ¢ p und betrachte die Ideale p + Ra und p + Ra?. Da R ein Dedekindring
ist, haben wir eine Faktorisierung

p—i—Ra:ﬁpi undp+Ra2:ﬁqj

i=1 j=1

mit p;, q; Primideale. Setze R := R/p und @ := a mod p.



Wir haben:
() R.a=TI](pi/p)
(%) R.a® = [1(q;/p)

und p;/p, q,/p sind Primideale. Nun sind R.a und R.a®> Hauptideale, also sind sie invertierbar
(Bemerkung 11.1) und es folgt (Lemma 11.4): p;/p und q;/p sind alle invertierbar. Aber

n

(% %) Ra* = (Ra)* = [ [(wi/p)?

i=1

Wir folgern aus Lemma 11.5 und einem Vergleich von (x), (%) und (s*x%): Fiir jedes j = 1,--- ,m
ist das Ideal q;/p ist in der Menge {p;/p} und wird zweimal wiederholt, d.h. m = 2n und wir
kénnen umnummerieren, so daf o.E:

Clgz/p = qu_l/p = pz/p Es fOlgt Jo;: = q2i—1 = P;. Wir bekommen:

(0) P+ Ra® —qu le (b + Ra)’

Daraus folgt

(f) pC (p+Ra)* Cp’+ Ra
(1) (2)
e Begriindung fiir (1): p C p + Ra? gilt immer fiir Idealsummen, nun folgt (1) aus (0).
e Begriindung fiir (2): I.A. gilt Distributivititsgesetz fir Ideale I, Jy, Jo: I(J1+J2) = 1J1+1Js.
Insbesondere gilt hier:

(p + Ra)(p + Ra) = (p + Ra)p + (p + Ra)Ra
=p?>+ (pRa + pRa) + RaRa

Nun ist RaRa = a*R und pRa + pRa = pRa (da I + I = I immer gilt).
Also (p + Ra)* = p% + pRa + Ra?. Da offensichtlich pRa C Ra und Ra* C Ra, bekommen wir:
(p + Ra)®> C p>+ Ra+ Ra=p*+ Ra .

Aus (1) folgt: Vo € pTFy € p?, 2z € Rmit z = y+za, also za = x — y, aber a ¢ p, also z € p. D.h.:
——

€p
p C p? + pa. Die andere Inklusion p D p? + pa ist offensichtlich, also p = p? + pa = p(p + Ra).
Da p per Annahme invertierbar ist, folgt: pp~! = p~'p(p + Ra), d.h. R = p + Ra.
Da a € R\p beliebig ist, folgt nun: p ist maximal.

Behauptung 2: Jedes echtes Primideal ist invertierbar

Beweis. Sei 0 # b € p. Da R Dedekindring ist; schreibe Rb = [, p; mit p; Primideal. Aus
Lemma 11.4 folgt: jedes p; ist invertierbar. Aus Behauptung 1 folgt: jedes p; ist maximal. Da
aber p D [[.p; ist, folgt 0.E., dal p O p; (Bemerkung 11.2) und damit p = p; und p ist
invertierbar. O

]
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Unser Hauptsatz in diesem Skript ist Satz 12.4. Danach beweisen wir mehrere Lemmata, die
wir fir die Charakterisierung von Dedekindringe im Skript 13 brauchen.

Sei R stets ein kommutativer integer Ring mit Eins.

Korollar 12.1
Sei R ein Dedekindring, dann ist die Faktorisierung von Idealen (als Produkt von Primidealen)
eindeutig.

Beweis. Folgt unmittelbar aus Lemma 11.5 und Satz 11.6 [

Korollar 12.2
Sei R ein Dedekindring. Jedes # 0 gebrochenes Ideal ist invertierbar.

Beweis. Jedes (ganzes) Ideal # 0 ist Produkt von (invertierbaren) Primidealen, also ist jedes
# 0 (ganzes) Ideal invertierbar und damit (Lemma 11.2) ist auch jedes gebrochenes Ideal # 0
invertierbar. ]

Fiir den Beweis vom Satz 12.4 brauchen wir ein

Lemma 12.3
Seien a, m Ideale in R so dafl a endlich erzeugt ist und ma = a. Dann:

(i) 3zem,sodaB (1 —2)a=0.
(ii) Es folgt: Wenn R ein Integritéitsbereich ist, 1 ¢ m und a # 0, dann ist ma # a.

Beweis. (i) Sei{z1,...,x,} erzeugend fiir a. Fiir jedesi = 1,--- | n, setze a; :=< x4, ..., x, >
(das von {x;,...,z,} erzeugte Ideal). Also ist a = a;. Setze a,,1 = {0}.

Wir zeigen (per Induktion) da8:

Vi=1,---,n+13z €msodal (1—z)aCaq (1)
o [iir + = 1 setze z; = 0.
e Aus (1 — z;)a C a; und a C ma folgt (1 — z;)a C ma; . Insbesondere gilt

(1 —2z)z; = Z zijx; fir geeignete z;; € m (%)
j=i



Also ist
(1 — 2 — Z“)xz € a4 (**)
Per Definition von a4 ist aulerdem (1 — z; — 2;;)x; € a;q furalle j=i+1,--- ,n.
Setze:
1—2zip1 = (1= 2)(1 — 2z — z) (% * *)

Aus (*) (**) und (***) folgt nun daB (1 — z;11)a C a;41.
e Wir haben (f) bewiesen. Nun ist z := z,,1 das gesuchte Element.

(ii) UA.

Satz 12.4
Sei R ein Integritédtsbereich. Es ist:
R ist ein Dedekindring< jedes Ideal # 0 in R ist invertierbar.

Beweis. “=" folgt aus Korollar 12.2.

“<” Lemma 11.3 impliziert, daB8 R noethersch ist (jedes Ideal ist endlich erzeugt). Wir zeigen
nun: jedes echtes Ideal ist Produkt von maximalen Idealen (insbesondere ist R ein Dedekin-
dring). Sonst ist die Menge der echten Idealen, die kein solches Produkt sind, nicht leer. Sei
a # 0 ein maximales Element davon (a existiert, weil R noethersch ist). Da a kein maximales
Ideal ist, ist a in einem maximalen Ideal m strikt enthalten. Betrachte nun das (gebrochene)
Ideal m™!a.

Behauptung 1: m~!a ist ein ganzes Ideal.

Beweis. a C m = m~'a C R. Bemerke nun: wenn I ein gebrochenes Ideal ist und I C R, ist
dann I < R. 0

Behauptung 2: m™'aDa
Beweis. Esist klar,daBm™'a = a = ma = a; das ist aber wegen Lemma 12.3(ii) unmdoglich. [

Es folgt: m™'a ist ein Produkt von maximalen Idealen (folgt aus der Wahl von a), und damit
ist @ = m(m~'a) auch solch ein Produkt: Widerspruch zur Wahl von a.
O

Wir beweisen nun die Hilfslemmata fiir noethersche Ringe.

Hilfslemma 12.1
Ein gebrochenes ideal von einem noetherschen Integritédtsbereich R ist ein endlich erzeugter

R-Modul.

Beweis. Setze I = é[’, wobei d € R,d # 0 und I’ < R. R noethersch = I’ ist endlich erzeugt
mit erzeugender Menge {z1,...,z,}. Dann ist offensichtlich {%,..., %} erzeugend fiir . [

Hilfslemma 12.2
Ein # 0 ideal in einem noetherschen Ring enthélt ein Produkt von # 0 Primidealen.

Beweis. Sonst ist die Menge der # 0 Ideale, die kein solches Produkt enthalten, nicht leer. Da
R noethersch ist, sei 0 # I ein maximales Mitglied davon. Da I kein Primideal ist, gibt es Ideale
I, Iy, s0daB I11o C I, aber Iy 2 I und Iy D I (z.B. Ja,b € R, so dal ab € I, aber a ¢ I und
b¢ I, setze I ;== 1+ Ra und I, := I + Rb).

Aus der Wahl von [ folgt: I; und I, enthalten ein Produkt von # 0 Primidealen, und somit
enthélt I O I;15 auch solch ein Produkt. Widerspruch zur Wahl von 1. O



Hilfslemma 12.3
Sei R ein ganz abgeschlossener noetherscher Integritéitsbereich, K = Quot(R), I C K ein
gebrochenes Ideal von R; dannist S:={z € K |2 CI} =R

Beweis. Wegen Hilfslemma 12.1 ist I ein endlich erzeugter R-Modul. Seinun z € S. Auszl C I
und Proposition 9.1 folgt: x ist ganz iiber R. Da R ganz abgeschlossen ist folgt: x € R. Also
S C R. Da offensichtlich R C S, haben wir R = S. ]

Erinnerung: Setze [* := (R:I) = {x € K | I C R}. Allgemein gilt I* O R und I/* < R.
Ein gebrochenes Ideal [ ist invertierbar < I1* = R.

Hilfslemma 12.4
Sei R ein noetherscher Integritédtsbereich, so dafl jedes # 0 Primideal ein Maximalideal ist. Sei
I < R. Dann ist I* 2D R.

Beweis. Wir zeigen I* # R. Sei a # 0,a € I, so daB R O I D aR. Hilfslemma 12.2 liefert
aR D p1...Ppm, p; # 0 Primideale; 0.E. sei m minimal. Sei p O I Maximalideal, also p 2O I D
aR D [[:%, pi- Da beide p und p; Primideale sind, folgt aus unserer Annahme, daf p = p; fir
geeignetes ¢ (p Primideal und p 2 [], p; = Ji,p D p;, aber p;, Maximalideal = p = p;).

Also ist 0.E. p = p;.

e Wenn m = 1, dann ist aR = T und [* = 7! = ¢ 'R, und da I C R, ist a=! ¢ R, also
I' 2R

e Wenn m > 1: dann ist aR 2 py...p,, per Minimalitdt von m. Also wihle b € [, p;, aber
b ¢ aR und setze ¢ :==a 'b. Dannist c¢ Rund ¢/ Cep=a'op Ca'p[[,p; Ca '(aR) =
R. Wir haben gezeigt: c € I*, also I* 2 R. O]

Hilfslemma 12.5
Sei D ein Integritétsbereich, k& C D ein Unterkorper, so dafl D/k algebraisch ist. Dann ist D
ein Korper.

Beweis. Sei 0 # 8 € D. Da [ algebraisch iiber k ist, ist k[3] ein endlichdimensionaler K-

Vektorraum. Die Abbildung k[xﬁ] : kﬁ[i ) ist linear und injektiv (weil D ein Integritétsbereich
ist), also folgt aus LA: Die Abbildung ist surjektiv. Insbesondere gibt es §' € k[3], so dafl

BB =1 € k[p] =
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In diesem Skript fiihren wir in Definition 13.1 die Klassengruppe (vgl. Korollar 12.2) und
Klassenzahl von einem Dedekingring ein. Diese Begriffe werden wir in der ndchster Vorlesung
gleich gebrauchen. Wir beweisen auflerdem weitere wichtige Sdtze tiber Dedekindringe. Satz
13.1 ergibt eine allgemeine Charakterisierung fiir Dedekindringe (vgl. Satz 12.4), Satz 13.2 eine
Charakterisierung fiir faktorielle Dedekindringe, und Satz 13.3 die eindeutige Faktorisierung
fiir gebrochene Ideale in einem Dedekindring. Wir beenden das Skript (und damit die Vorlesung
Algebra 2) mit Satz 13.5, den wir direkt in der ndchster Vorlesung verwenden wollen.

Definition 13.1

Sei R ein Dedekindbereich. Die Menge Id(R) der # 0 gebrochenen Ideale von R (verse-
hen mit der Verkniipfung Idealprodukt) ist eine abelsche Gruppe. Sie enthélt die Untergrup-
pe H(R) der gebrochenen Hauptideale. Die Faktorgruppe KI(R) := Id(R)/H(R) heifit die
Ideal Klassengruppe von R. Thre Ordnung |KI(R)| € NU {oc} heiit die Klassenzahl von R.

Satz 13.1
Sei R ein Integritdatsbereich. Dann ist R ein Dedekindring genau dann, wenn R die folgende
drei Bedingungen erfiillt:

1. R ist noethersch
2. Jedes echte Primideal ist maximal

3. R ist ganz abgeschlossen.

43

Beweis. ,=
1. folgt aus Korollar 12.2 und Lemma 11.3.
2. folgt aus Satz 11.6.

3. Setze K := Quot(R), sei a« € K und f(z) € R[z] normiert mit f(a) = 0, deg(f) = n.
Schreibe a = %, b,c€ R,c#0undsetze M := R+ Ra+---+ Ra" ! Esist M CR
(und somit ist M ein gebrochenes Ideal), und M? = M (UA). Da M gebrochenes Ideal,
und R Dedekind ist, existiert M 1. Also ist M~ 'M? = R, dh M = R. Daa € M, gilt
nun a € R.

»<= Wir zeigen 1.4+2.4-3.= jedes # 0 gebrochenes Ideal ist invertierbar.

Sei also I ein gebrochenes Ideal.
Setze I* := (R : I), und priife da8 (vgl. [Skript 12; Erinnerung s. 3]):



Ir(Ir* C R also I(I*(II*)") C R, also I*(II*)" C I*
per Definition von I* .

Setze S := {zx € K | «I* C I*}. Es ist: S C R (siehe Hilfslemma 12.3). Wir bekommen also
aufjedenfall daf3 :

(IrycsckR (1)
e Wenn [7* = R gilt, ist I invertierbar und wir sind fertig.

e Sonst ist I7* < R, aber dann ist (Hilfslemma 12.4) (I7*)* 2 R: Widerspruch zum (). O

Beispiel 13.1 (i) Ein Hauptidealring ist ein Dedekindring. Die Klassengruppe ist trivial und
die Klassenzahl 1.

Folgt aus Proposition 5.12 in Skript 5 der Algebra 1 Vorlesung WiSe 2020/2021, und
Beispiel 9.1 oder Aufgabe 5.1 UB 5 (UA).

(ii) R Dedekindring und 0 # S C R multiplikativ = S 1R Dedekindring. Folgt aus Proposi-
tion 10.6 und 10.7 (UA).

(iii) Q[z,y] ist faktoriell, ist jedoch kein Dedekindring, da das Ideal < z > prim aber nicht
maximal ist (UA).

Satz 13.2
Sei R ein Dedekindbereich, R ist genau dann faktoriell, wenn er ein Hauptidealbereich ist. Das
heiBt: Ein Dedekindbereich ist genau dann faktoriell, wenn |[KI(R)| = 1.

Beweis. <= Jedes Hauptidealbereich ist faktoriell.

»,= Sei nun R faktoriell; es geniigt zu zeigen, dafl jedes # 0 Primideal p ein Hauptideal ist (da
jedes Ideal ein Produkt von Primidealen ist, und das Produkt von Hauptidealen ein Hauptideal
ist). Sei 0 # a € p; dann ist a ein Produkt von irreduziblen Elementen. Da p ein Primideal ist,
enthélt p ein Primfaktor 7 von a. Nun folgt aus p D< 7 >, daBl p =< 7 >, weil < m > ein
Primideal, also ein Maximalideal ist (Satz 11.6). O

Satz 13.3 (Gebrochene Ideale in einem Dedekindbereich)
Sei R ein Dedekindbereich. Jedes # 0 gebrochenes Ideal hat eine eindeutige Faktorisierung als
Produkt von ganzen Potenzen von Primidealen.

Beweis. Sei a ein gebrochenes Ideal und d # 0, d € R, so dafl da <t R. Schreibe eindeutig
(Korollar 12.1)

da =pi'...pm wobei die p; Primideale sind und r; € Ny
und
<d>=pi'...pim, wobei s; € Ny .
Dann ist
m
a= Hp:i_si, wobei r; — s; € 7.
i=1



Fiir den Beweis vom Satz 13.5 brauchen wir den Satz 13.4. Wir werden allerdings diesen Satz
erst in der Folgevorlesung beweisen kénnen.

Satz 13.4

Sei R ein ganz abgeschlossener Integritéitsbereich, K = Quot(R), L/K eine endliche separable
Erweiterung, n = [L : K| und S = R". Dann gibt es M C L, M' C L R-Untermoduln von L,
beide frei von Dimension n, so dal M C S C M’.

Satz 13.5
Sei R ein Dedekindbereich, K = Quot(R), L/K eine endliche separable Erweiterung. Dann ist

}_%L ein Dedekindbereich.

Beweis. Wir zeigen, dafl R" 1. 42 4 3. von Satz 13.1 erfiillt.

1.

EL ist noethersch:

Satz 13.4= M C EL C M, also ist EL in einem endlich erzeugten R-Modul M’ enthalten,
und da R noethersch ist, folgt (aus Korollar 8.3), dal M’ ein noetherscher R-Modul ist.

D.h.: R” ist ein Untermodul eines noetherschen R-Modul. Es folgt: jedes Ideal in R" ist
endlich erzeugt als R-Modul ( und a fortiori als EL-Modul), d.h.: B ist noethersch.

R ist ganz abgeschlossen: Korollar 10.4

. Jedes # 0 Primideal von R" ist ein Maximalideal:

Sei 0 # q ein Primideal, 8 # 0, € q, § ganz iiber R. Es existiert a; € R, so daf
B+ a7+ +a, = 0 mit n minimal, a, # 0, a, € ﬁ}_%LﬂR, sodaB p:=qNR # {0}
Primideal in R, also ist p ein Maximalideal in R, also ist R/p ein Korper. Nun ist R /q
ein Integritdtsbereich und die Einbettung

R/p — R'/q
a+p — a-+q

liefert: R/p ist isomorph zu einem Unterkorper von R /q. AuBlerdem ist R /q algebraisch

iiber R/p (weil R ganz iiber R ist). Es folgt nun aus dem Hilfslemma 12.5, da8 R /q ein
Korper ist. Es folgt: ¢ ist maximal.

[]
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Wir werden in diesem Skript die gleiche Notationen, Definitionen, Begriffe und Terminologie
(von Skript B1, B2, B3, Bj; Algebra I1) implizit und stillschweigend beibehalten und verwenden.
In dieser Vorlesung B4; Algebraische Zahlentheorie werden wir die Ergebnisse der Algebra II auf
Zahlkérper L und deren Ringe Oy (ganze algebraisch Zahlen) anwenden. Wir werden zundchst
Norm, Spur, Diskriminante studieren, um die Theorie der Kdérpererweiterungen und un-
seren Werkzeugkasten zu ergdnzen. Danach werden wir Gitter in R™ und Idealnorm einfiihren
um die Endlichkeit der Klassenzahl zu etablieren. Im letztem Kapitel werden wir die Gruppe
der Einheiten Of studieren und Dirichlet’s Einheitensatz beweisen.

In Skript 14 fiithren wir die Norm und die Spur ein, und fangen damit an ihre Eigenschaften zu
studieren. Dafiir erinnern wir kurz an gewdhlte und bendtigte Begriffe und Ergebnisse der LA

I und LA II.

Kapitel 5: Norm, Spur, Diskriminante

Sei L/ K stets eine endliche Korpererweiterung (das heifit dimyL < 00).
Erinnerung aus LA T und LA II:
e Wir bezeichnen mit Ly (L, L) den K-Vektorraum

Li(L,L):={p : L — L; pist eine K — lineare Abbildung }

o Fiir u € Lk (L, L) bezeichnet Spur(u) die Spur (Trace) von p :

fiir M eine Matrix Darstellung von i, ist Spur(u) := Spur(M) := die Summe der Eintréige
M;; der Hauptdiagonale von M.

Definition und Notation
Sei a € L. Betrachte die Abbildung

for: L — L
T = ax

Diese Abbildung ist offensichtlich K-linear, das heifit y, 1, € Lk (L, L) . Wir bezeichnen:



Xa,r := CharPol von p, 1,

fa,r := MinPol von p, 1,

NL/K(a) = det(ﬂ,a,[/) e K.

Np/k () heiBt die (L/K)-Norm von a.

o Spr/i(a) = Spur(pa,r) € K .
Spr/k (o) heifit die (L/K)-Spur von a.

Das folgende Lemma erklart den Zusammenhang zum Minimalpolynom von « € L iiber K:

Lemma 14.1
Es gelten:

(1) fa.r = MinPolg(a).
(ii) Fiir L = K(o) bezeichne f, := fs k(a)- Insbesondere gilt dann:
fa = Xa,k(e) = MinPolg () .
(iii) Setze m :=[L: K(«)]. Dann gilt allgemeiner
XoL = J, ;n L-
Beweis. (i) Es ist leicht zu priifen, da f(par) =0 f(a) = 0Vf € K|z].
Die Aussage von (i) folgt nun unmittelbar aus den Definitionen (UA).
(i) Wir berechnen: deg Xq k(o) = [K (o) : K] = deg MinPolg(a) = deg f, .
Damit sind die Polynome gleich.

(iii) Sei {A1,..., A} eine Basis fir L/K(«), also

(%) L= @ K(a)\

o Setze W; := K(a)\;. Die W, sind p, p-invariante K-Unterrdume, und

(k) L= @ W; als K-Vektorraum .

(UA).

e Betrachte nun die folgende Abbildungen:
Mor: L — L
fo K (o) + K(a) = K(a)

und fiir jedes ¢ = 1,--- , m die K-Vektorrdume Isomorphie:



e Fiir jedes i = 1,--- ,m erfiillt w; die folgende Gleichung auf K («):

Wi © o, K(a) = Ma,L © W; auf K(O{) .

Folgt per Definitionen (UA).
(Diese Gleichungen kann man zusammenfassen als: pi, 1 = @21 oK (a) )-

Auflerdem gilt:

(* * *) ya,L r VVz = w; 0 (Ma,K(a)) © wi_l

vV
dhnliche lineare Transformationen

(UA)

Wegen (k%) und (x * %) berechnen wir nun (siehe LA II), da8

Xa.r. = CharPol(pa,1)

— H CharPol(a 1 Tw,)
i—1

= H CharPol(w; o Ho, K (a) © Wfl)

i=1

= H CharPol(pa, i (a))

Wir werden nun weitere Eigenschaften von Norm und Spur untersuchen.

Lemma 14.2
Seien «, B € L, A € K und n = [L : K]. Es gilt:

L. Nix(af) = Niyg(@)Niyw(5)
2. Spryk(Aa+ B) = ASpr/k (o) + Spry(B)
3. Npyx(A) = A" und Spr/x(X) = nA
4. Sei for =" + a2’ - tag, a; € K.
Also ist v = [K(a) : K] = deg MinPolg (). Setze ji := [L : K(a)] = Z. Es gilt:
(1) Np/k(e) =(—-1)"ag

(ii) Spr/k(a) = —pa,



Lemma 14.2 beweisen wir im Skript 15. Dafiir fassen wir zusammen benétigte Erinnerungen

als LA T und LA II:
e Die Determinante ist multiplikativ.
e Die Spur ist additiv.
o Sei A € My, (K), setze CharPol(A) = det(x] — A) = 2" + b, 12" ' + -+ + by. Es ist

bo = (—1)"det A und b, = —Spur(A) .



B4: Algebraische Zahlentheorie
Sommersemester 2021
Frau Prof. Dr. Salma Kuhlmann

15.Vorlesung

10. Juni 2021

In diesem Skript werden wir die Figenschaften von Norm und Spur weiter entwickeln. Dafiir
werden wir (hier sowie in die folgende Skripte) weitere Elemente der Galoistheorie einbauen,
die wir in der Algebra I nicht fertig gebracht haben.

Sei L/ K stets eine endliche Korpererweiterung (das heifit dimy L < 00).

Wir fangen an mit dem Beweis von Lemma 14.2

Beweis. 1. Wir bemerken zunichst daB fiasr = fla.r © fig.r, per Definition (UA). Wir be-
rechnen nun: Nz g (o) = det(pap,r) = det(pa,r © pgr) = det(pa,r) det(ps,r) (weil die
Determinante multiplikativ ist).

2. Wir bemerken zundchst dal pixays. = Ao, + s, per Definition (UA) Wir argumen-
tieren (analog wie in 1, und die Tatsache dafl die Spur additiv ist) (UA).

3. Wir bemerken zunéchst dal py; = A Id; per Definition (UA). Wir berechnen nun:
Np/k(A) = det(pnr) = det(A Idz) = A*. Analog Spr i (A) = Spur(A Idy) = nA.

4. (i) Wir haben v = [K(«) : K], p=I[L: K(a)], n=wvu. Setze
(1) XaL =" + b1z 4+ bo.

Wir berechnen nun Ny k(o) = det(ptq,r). Wir wissen (Erinnerung LA I + LA II)
daB (—1)"det(a.r) = by . AuBerdem ist (wegen Lemma 14.1):

(1) Xo,L = (fa)".

Ein Koeffizientenvergleich in () und (f) ergibt nun by = aj.

(i) Wir wissen (Erinnerung LA I + LA II) da8 b,—y = —Spur(fta,r) = —Spr/k () per
Definition. Wir berechnen: der Koeffizient von "' (das heifit der Koeffizient von
21 in (fo)* ist pa,—1 (UA). Wir vergleichen nun die Koeffizienten in (1) und (1)
und bekommen b, 1 = pa,_;.

O



Proposition 15.1
Setze n = [L : K|. Sei B € L, f(v) := MinPolg (), deg f := m = [K(f) : K]. Setze r :=
[L: K(8)]. Seien 8 = B1, 5a, ..., fm alle Nullstellen von f (in einem Zerfallungskorper). Es ist

Neyi(B) = ([1 87 wnd Spryuc(8) =) 6i.

Beweis. Setze f(x) = ™ + U1 T™ 7+ -+ ag, a; € K. Wir wissen daB []8; = (—1)™ao und
> Bi = —am—1 (siche UB).
Wir berechnen (mit Anwendung von Lemma 14.2 4-(i) und 4-(ii)):

(180 = (~1may £ Ny ()
und )
T’Z@' = —Tam-1 w SpL/K(ﬁ) .
0

Korollar 15.2
Sei R ein ganz abgeschlossener Integritétsbereich, K := Quot(R), und L/K eine endliche

Korpererweiterung. Sei 5 € f_%L; dann sind Nz, (8) € R und Spr/k(8) € R.

Beweis. Da 8 € R" wissen wir daB MinPolg(f) € R[z]. Nun seien f = [i,..., [, seine

Nullstellen. Es folgt dafi auch 5,...,0,, € R". Setze r = [L : K(B)] . Nun sind per Defi-
nition Nz /k(8), Spr/x(B) € K. AuBerdem wegen Proposition 15.1 sind Ny k(3) = ([[5)"

und Spr/x(B) = > B Also sind Ny /k(8) € B und Spr/k € R". Nun ist aber R ganz
abgeschlossen, also folgt die Behauptung. O]

In Satz 15.4 fithren wir eine genauere Berechnung wenn L /K separabel ist. Dafiir brauchen wir
einen weiteren Satz der Galoistheorie:

Satz 15.3
Sei L/K separabel, und € die normale Hiille von L/K. Setze [L : K] = n. Dann gelten:

1. doy, ..., 0, verschiedene Einbettungen von L/K in .
2. Sei B € L und setze [K(3) : K] =m = % und [L : K(3)] = r. Dann gilt
Vo € {o1,...,0,} : o(f) kommt genau r mal in der Folge (a1(8),...,0.(8)) vor .

Beweis. Da L/K separabel ist, ist sie eine einfache Erweiterung, also

(1) Sei L = K(v), MinPolg(v) =g, deg g =n, und 71, ..., 7, die n verschiedenen Nullstellen

von ¢ in €.
L 4
T Yk
K 25 K
s (Isomorphismus K (v) = K|x]/ < g(z) >= K(vx) aus Algebra BIII)

(2) L/K(B) und K(B)/K sind separabel, also liefert (1) m Einbettungen von K (/) iiber K in
) (£ :=normale Hiille von L/K(3), ' 2 Q), und r Einbettungen von L iiber K (/) in (V;
zusammengefasst:



Jmr = n Einbettungen von L iiber K in
Jr Einbettungen von L iiber K (f) in (Y,
Im Einbettungen von K (f) iiber K in €.

Im Zeichen:
oY
K(B)
H1yeeey Hm /
K(B) = Q
Betrachte:

L — (L) C € und schreibe L = K(3)(7), also \i(L) = K(B8)(A\:(7)).
Definiere K (5)(N\i(7)) 2, o durch: i [ K(B) = pj und Ni(7y) — Ni(7).

i -
Betrachte nun L <= \;(L) 25 (V.

Es ist klar, da8 (fi; o \;) Einbettung von L iiber K in Q' ist fir alle j = 1,...,m und
i=1,...,r. Alsoist {i;o N, 7=1,....,mi=1,....r} C{oy,...,0,}.

Aulerdem ist fi; o A; eindeutig durch ihre Bilder fiir v und 8 bestimmt. Nun ist

(*) (1250 X)(7) = i (Ai(7)) = Ai(7)
und
() (115 0 i) (B) = 1;(5)

Es folgt aus (x) und (x*) daB {@;o N | j = 1,..

omyi = 1,...,r} = {oy,...,0,} und
Vo € {o1,...0,} ist o(f) r mal wiederholt wie in ().

O

Satz 15.4
Setze [L : K| = n. Sei L/K separabel, und {oy,...,0,} die Menge der verschiedenen K-
Einbettungen von L (in der normalen Abschluss 2 von L/K). Sei 5 € L. Es ist

Niyx(B) = [ [ ox(8) und Spryx(B) =D ox(B) .

Beweis. Seien oy,...0, wie in Satz 15.3. Sei f(z) := MinPolg(8), [K(B) : K] = m = deg f
und setze r := [L : K(f)], und
B = 01, Pa, ..., Bm die verschiedene Nullstellen von f.

e Es folgt aus Satz 15.3 daf: Fiir 2 = 1,...,m gibt es genau r Einbettungen von L in €2, die
auf f; absenden. Das heiit: f3; erscheint genau r mal in der Folge (0%(3) ).

e Nun folgt aus Prop 15.1, daf§

Nipr(B) = (ITiZ, B)" = [1i=y 04(B) und Spr/x(B8) = r(321, Bi) = 22—, 0i(B). [
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Im Korollar 16.1 werden wir die Norm und Spur fir eine Zwischenerweiterung untersuchen.
Danach werden wir Erinnerungen an Dualraum, und Bilineare Formen aus der LA I und LA
IT aufrufen. Diese Begriffe werden wir ebenfalls in die folgende Skripte stark bendtigen, um den
dritten Begriff des Kapitels, die Diskriminante, einzufithren. Im letztem Abschnitt werden wir
eine besondere bilineare Form einfiihren.

Sei L/ K stets eine endliche Korpererweiterung (das heifit dimy L < 00).

Korollar 16.1
Sei L/ K separabel, [L: K] =n,und K C E'C L. Sei o € L. Dann gelten:

(i) Np/k(e) = Ngjx(Npyp(er)) und
(ii) SPL/K(Oé) = SPE/K(SPL/E(OZ))

Beweis. Wir argumentieren wie im Beweis vom Satz 15.3. und benutzen dabei ebenfalls die
gleiche Bezeichnungen wie im Beweis vom Satz 15.3.

(i) Aus Satz 15.4 folgt:

Ny (o) =[] owla)

wobei {o1,...,0,} die Einbettungen von L/K in ) sind.
e Sei nun (3 ein primitives Element fiir E/K, also F = K(f) und setze [K(8) : K| =

m = " und [L : K(B)] = 7. Aus (*) und (%*) im Beweis vom Satz 15.3. wissen wir daf}

{fjoN|j=1,...omyi=1,...,r}={o1,...,0.}.

e Also Vk, 37,37, so dafl o4, = fi;0 ;. Da alle vorkommene Abbildungen Homomorphismen
sind, berechnen wir:

Niyielo) = [ [ (85 0 M) () "= T s (T Mice) -

i, j=1 i=1

e Nun folgt ebenfalls aus Satz 15.4 daf3:

H Ai(@) = Niyp(a)

(Anwendung fiir L/E und die r Einbettungen von L iiber E in Q).



e Da aber per Definition Ny, p(a) € E ist, folgt aus der Definition von fi daf

ﬂj(H Aila)) = Mj(H Ai(a))

e Eine nochmalige Anwendung vom Satz 15.4 ergibt schliefSlich daf:

m

Nijx(a) = [ mi(Neje(@)) = Neyc(Noje(e)

j=1
(Anwendung fiir £/K und die m Einbettungen von F iiber K in (V).
(ii) Analog (UA).

Erinnerung: Bilineare Formen.

1. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K, dimgV = n und B := {v; | i =
1,...,n} eine K-Basis fiir V.

Sei B:V xV — K eine bilineare Form.
2. B ist symmetrische B(z,y) = By, z)Vz,y € V.

3. Die Matrix-Darstellung B von B beziiglich der Basis B ist definiert durch: B;; = B(v;, v;).
Es gilt
Vo,y €V : [yl B [x]s = B(z,y) .

4. Sei B’ die Darstellung von B beziiglich einer Basis {v) | ¢ = 1,...,n} und P die Basis-
wechselmatrix. Es gilt: B’ = P'BP .

Definition 16.1

Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K und B := {v; | i = 1,...,n} eine K-Basis
fiir V', B* die Dualbasis. Sei B : V xV — K bilinear und symmetrisch. Fiir alle x € V' definiere:
B, :V — K durch B,(y) :== B(x,y) (oder B, : V — K durch B,(z) = B(z,y)).

B heifit nicht ausgeartet, wenn: Vo € V,z # 0 = B, # 0.

Bemerkung 16.1 (i) B, € V*
(ii) B nicht ausgeartet< detB # 0 fiir eine (alle) Matrixdarstellungen B von B.

(iii) B ist nicht ausgeartet < Kern ¢ = {0} wobei ¢p ist die lineare Abbildung

¢op: V. — V¥
r — B,

(iv) Da dimV = dim V* gilt also:

B nicht ausgeartet< ¢p ist eine Isomorphie
(v) Sei B nicht ausgeartet. Setze fiir jedes i = 1,...,n
w; == ¢ (v}) -

Dann gilt Vi, j :
B(Ui, ’(Uj) = 52‘]’ .



Diese Basis {w; | i = 1,...,n} von V heifit die zu B B-duale Basis fiir V. Die B-duale
Basis hat die folgende niitzliche Eigenschaft:

VYo eV mitv = Zcm ist ¢; = B(v,w;) .

Beweis. UA. ]

§Die Spur bilineare Form

Bemerkung 16.2
Sei L/ K eine endliche separable Korpererweiterung.

(i) Die Abbildung
BL/K c LxL — K
(l'7y) = SpL/K("L‘y)

definiert eine symmetrische bilineare Form.
(ii) Br/k ist nicht ausgeartet.
Beweis. (i) UA.

(ii) Setze [L : K| = n. Sei v € L, so da8 L := K(v) (Satz vom Primitivelement). Dann ist
{7, ...,9"1} eine K-Basis fiir L.

e Wir berechnen die Matrixdarstellung B der bilinearen Form By, i beziiglich dieser Basis:

n n

.o ii\ Satz i4+4\ Hom i+
Vi,j o By = Spyx(v) 2 Y on(y™) Y an(n)™
k=1 k=1
wobei g1, ..., 0, die n verschiedenen Einbettungen von L in € sind.
e Bezeichne 74, ..., , die n verschiedenen Nullstellen von MinPolg(7), also ist

{7, -, ={o1(7),...,0u(7)}. Wir schreiben um
Bi; = Z 711+j (1)
k=1

e Wir zeigen dal det B # 0. Aus (1) sehen wir, dafl B das Produkt

B=VV
wobei V die Vandermonde Matrix ist:
no
0
Yoo

(TA).

Wir berechnen nun: det B = (det V)%. In LA II haben wir gezeigt, da§ detV # 0. Also ist
det B # 0 und somit ist gezeigt, da8 B,k nicht ausgeartet ist.
O
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In diesem Skript werden wir den folgenden Anstaz studieren:

R ganz abgeschlofien Integer Ring , K = QuotR, L/ K eine endliche separable Korpererweiterung .

Wir werden den ganzen Abschlufl R beschreiben und wie (in der Algebra II Vorlesung) vor-
angekiindigt Satz 13.4 (Satz 17.1 hier) beweisen. Wir wollen schliefSlich in Korollar 17.4 diese
Ergebnisse auf

R=7,L/Q ein Zahlkorper, und A Or

anwenden. Danach werden wir die Diskriminante einfiihren, um Ganzheitbasen zu berechnen.

Ansatz und Bezeichnungen weiterhin wie im Skript 16.

Bemerkung 17.1 (UA)

Im Beweis von Bemerkung 16.2 kénnen wir andere Basen betrachten (anstatt {7°,...,7" '}):
Sei {v1,...,v,} eine beliebige Basis fir L/K und wie zuvor {oy,...,0,} die n verschiedenen
Einbettungen von L/K in €. Sei V;; := o0;(v;) fiir alle 4, j, und B die Matrix von By, x beziiglich
{v1,...,v,}. Dann ist B = V'V, also ist det B = (det V).

Satz 17.1
Sei R ein ganz abgeschlossener Integritéitsbereich, K = Quot(R), L/K eine endliche separable

Erweiterung, n = [L : K| und S = R". Dann gibt es M C L, M’ C L R-Untermoduln von L,
beide frei von Dimension n, so dal M C S C M’.

Beweis. e Betrachte
Brk:LxL— K, Br(z,y) = Spr/k(zy).

Bemerke daf§ die Einschrankung von By x auf S x S hat Werte in R (Korollar 15.2).

e Sei {11,...,v,} eine Basis fir L/K. O.E. {vy,...,v,} €S (weil Vo € L Ir € R mit ra € S,
s. Proposition 9.4).

o Sei {fi1,...,pun} die B g-duale Basis (Bp/k (v4, jtj) = d;;) wie im Bemerkung 16.1.

Setze
M := @ Rv; und M’ = €D Ry, .

M und M’ sind frei und haben Dimension gleich n (da {v4,...,v,,} und {1, ..., 1, } a fortiori
linear unabhéngig iiber R sind). Es ist klar, dass M C S. Wir zeigen S C M’'. Sei a € 5,
schreibe o = ) c;p;. Aber ¢; = Bk (o, v;) € R (Bemerkung 16.1 und Korollar 15.2). O



Korollar 17.2
Sei R ein ganz abgeschlossener Integritéitsbereich, K = Quot(R), L/K eine endliche separable

Erweiterung. Wenn R noethersch ist, dann ist R" ein endlich erzeugter R-Modul.

Beweis. Sei M’ wie in Satz 17.1, M’ ist ein endlich erzeugter Modul {iber einem noetherschen
Ring, also ist M’ ein noetherscher R-Modul (s. Korollar 8.3), und damit ist jeder Untermodul
endlich erzeugt.

O

Korollar 17.3
Sei R ein Hauptidealbereich, L/K eine endliche separable Korpererweiterung und n = [L : K.

Dann ist }_%L ein freier R-Modul der Dimension n.

Beweis. Ein Untermodul (iiber einem HIR) von einem freiem Modul der Dimension = n ist frei
der Dimension < n (s. Satz 5.1). Sei M’ wie in Satz 17.1. Es gelten:

S C M' = S frei der Dimension <n

und

MCS=dmpM=n<dimpS <n=dimrpS=n.

Korollar 17.4
R =7. L ist ein Zahlkorper = Oy, ist ein freier Z-Modul der Dimension [L : K].

§Ganzheitsbasen

Definition 17.1
Sei R ein Hauptidealbereich, K = Quot(R), L/K separable Erweiterung, n = [L : K]. Dann ist

S = R" ist ein freier R-Modul der Dimension n. Eine Basis {1, .., pn} von S tiber R heifit
Ganzheitsbasis.

Wir wollen nun Ganzheitsbasen finden.

Kurzbezeichnung: Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum, B eine bilinerare Form, B =
{vi,...,v,} €V, wir bezeichnen hierunten mit B(v;,v;) die n x n Matrix Darstellung von B
bzgl B.

Bemerkung 17.2
Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, B eine nicht ausgeartete bilineare Form,
B ={vi,...,v,} CV.Dann ist B genau dann eine Basis fiir V {iber K, wenn det(B(v;,v;)) # 0.

Beweis. , =% Siehe Bemerkung 16.1.

»<=“Sei {wy,...,w,} eine Basis fiir V iiber K. Setze v; = Zj cijw;, P = [ci], P € Myxn(K).
Es ist

B(v;,vj) = P'[B(w;, w;)]P und det P # 0 < {v; ..., v,} linear unabhiingig. AuBerdem ist

det[B(v;,v;)] = (det P)? det[B(w;, w;)]

£0
also det[B(v;,v;)] # 0 < {v1,...,v,} linear unabhéngig. O

Wir werden nun analog vorgehen wie in Bemerkung 17.2 um R-Basen von S zu bestimmen.:



Ansatz wie oben.

Diskriminante der Ringerweiterung S/R:
Wir haben (wegen Korollar 15.2)

BL/K :SxS—R.
Fir {v1,...,v,} C S definiere D(vy,. .., 1) :=det(Br k (v, v5)). Es ist: D(v1,...,1,) € R.

Lemma 17.1
Seien {vy,...,v,} und {p1, ..., u,} Basen fiir S als R-Modul. Dann ist

D(vy,...,vn) = 7Dy, ..., fin)

fiir ein geeignetes m € R*.

Beweis. Wir argumentieren wie im Beweis von Bemerkung 17.2. Wir haben D(vy,...,v,) =
(det P)2D(uy, . .., ptn), wobei P € M,,,(R) und P invertierbar (weil P Basiswechselmatrix ist),
also folgt aus Cramer’s Formel, dafl 7 := det P € R*. O]

Bevor wir die Diskriminante der Ringerweiterung S/R definieren konnen, miissen wir noch eine
Aquivalenzrelation einfithren. Wir definieren fiir x,y € R: o ~ y & o = w2y fiir ein 7 € R*.
Lemma 17.1 besagt:

Fiir alle Basen {v1, ..., v,} von S als R-Modul liegen D(vy, . .., v,) in der gleichen Aquivalenzklasse.

Definition 17.2
D(S/R) := [D(v1,...,vy,)]~ fir eine (alle) Basis {vy,...,v,} € S von S als R-Modul.

Bemerkung 17.3
R =7 = 7> = {£1}, also hier haben wir D(vy,...,v,) ~ D(u1, ..., p1n) < D(v1,...,v,) =
D(p, - -, pin)

Satz 17.2
Sei {7,...,7%} C S. Dann ist {7v1,...,7,} genau dann eine Basis von S iiber R, wenn

[D(71,- -, 7))~ = D(S/R).

Beweis. ,=“ folgt aus Lemma 17.1.

»<=“Sei B:={v,...,v,} eine Basis von S als R-Modul, so daf§

det[Br/kx (Vi,7)] = Dy, ) = 7 D(vi,...,v,) = w2 det[Br i (vi,v5)] mit 1 € R*. Be-
trachte

¢ 5 =5 C definiert ein R-Modul Homomorphismus.
Vi = %
(%) Sei P = [C|p € Mxn(R)
(%) also [Br/k (Vi v5)] = P*[Brsk (vi, v;)| P
also
an (det PY? —

und somit ist det P € R* (weil det P = %), also ist P invertierbar (iiber R), also ist auch ein
C' invertierbarer R-Homomorphismus, d.h {~,...,7,} ist eine Basis. O
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In diesem Skript werden wir unsere bisherige Ergebnisse anwenden, um Ganzheitsbasen fiir
Zahlkorper zu berechnen. Wir fassen zusammen hier unseren Ansatz aus Skript 16 und 17:

e R=17, LJ/Q ist ein Zahlkérper, « ist ein primitives Element fir die Erweiterung, so
daff L = Q(«), f:= MinPoly(a), a1 = o, aa, ..., q, die verschiedene Nullstellen von f.

e O = ZL, ohne Einschrinkung o € O , Op ist frei vom Rang n = [L : Q], und
D(OL/Z) € Z ist die Diskriminante des Zahlkirpers L .

e Unsere Fragestellung: Sei B eine Basis fir L/Q, so dafs B C Or. Wann ist B eine Basis
(eine Ganzheitsbasis) fir Or als Z-Modul?

Wir benutzen weiterhin die Kurzbezeichnung die wir in der 17. Vorlesung eingefiihrt haben:
Sei V' ein n-dimensionaler K -Vektorraum, B eine bilinerare Form, B = {vy,...,v,} CV, wir
bezeichnen hierunten mit B(v;,v;) die n x n Matriz Darstellung von B bzgl B.

Besondere Fragestellung: Betrachte die Basis {1, «, ..., a" 1} fiir L/Q. Dannist {1,a,...,a" "'} C
Op,und {1, q,...,a" '} ist insbesondere Z-linear unabhingig. Wann ist {1, a,...,a" '} sogar
erzeugend fiir Op als Z-Modul? Also wann ist {1,a,...,a" '} sogar eine Basis (eine Ganz-
heitsbasis) fiir Op, als Z-Modul?

Um diese Frage zu beantworten, wollen wir Satz 17.2 anwenden. Dafiir miissen wir zunéchst
berechnen:

D(L,a,...,a" ") = det[Br g, o))

Bem. 16.2 .
=" (Vandermonde Determinante)?

Bem. 17.1
= e =y
i<j
(wobei oy = «a, g, . .., a,, die verschiedene Nullstellen von f = MinPolg(«) sind).

Diese Berechnung motiviert die folgende allgemeine Definition:

Definition 18.1
Sei g € Q[z] irreduzibel und ay, ..., q, alle Nullstellen von g. Die Diskriminante von g ist

D(g) = HK]-(O@ - ij)2 ‘




Bemerkung 18.1
Sei {1, ..., By} eine Ganzheitsbasis fiir Of, als Z-Modul. Sei P wie in (%) im Beweis vom Satz
17.2. Wir berechnen D(f) € Z mithilfe der (**) im Beweis vom Satz 17.2:

D(f)=D(1,a,...,a™ ")
2 (det P)*D(By, ... Bu)
(1) = (det P)’D(OL/Z)
Diese Gleichung () ist sehr hilfreich weil:

(i) Aus (f) und Satz 17.2 folgt daB wenn wir D(Op/Z) berechnen kénnen, dann kénnen wir
auch entscheiden, ob {1,,...,a" '} eine Ganzheitsbasis ist.

(ii) Ist D(f) quadratfrei, dann ist det P = 41, also ist P invertierbar und {1, c,...,a" '} ist
eine Ganzheitsbasis.

(iii) Wenn D(f) nicht quadratfrei ist, benutzen wir den Satz von Stickelberger.

Satz 18.1 (Satz von Stickelberger)
D(O./Z) = 0,1 mod 4, also ist D(O/Z) ein Quadrat mod 4.

Bevor wir den Satz von Stickelberger beweisen, wollen wir eine Anwendung der Bemerkung 18.1
auf die Berechnung von Ganzheitsbasen fiir quadratische Zahlkorper bringen (vgl. Algebra 2;
Kapitel 1).

Beispiel [Quadratische Zahlkérper.]
Sei L quadratischer Zahlkorper, [L : Q] = 2, L = Q(v/d), d € Z quadratfrei.

Fall 1: Wenn d = 2,3 mod 4, dann ist {1,/d} ist eine Ganzheitsbasis
(und somit ist O, = Z[\/d]).
Hier haben wir a = v/d das primitive Element, d € Op, und f(x) = MinPolg(a) = 22 —d.

Die Nullstellen von f sind
—b+ Vb? — dac

T2 =

2a
Also ist D(f) = (z1 — 29)* = 4d. Nun ist 4d = (det P)>  D(O./7Z)
—— —_——
€Z =0,1 mod 4(s. Satz 18.1)

Behauptung: D(O./Z) =0 mod 4

Beweis. wenn D(Op,/7Z) = 1 wire, wire dann (det P)? = 0, aberdann _d = [* D(OL/Z):
=23 =0,1 =1
Widerspruch. H

Es gilt also 4d = (det P)* D(Op,/Z). 4 auf beiden Seiten kiirzen ergibt: d = (det P)%*w und
d4
=0 mo

d quadratfrei= (det P)? = 1, also ist det P = %1, also ist {1,1/d} eine Ganzheitsbasis.

Fall 2: Wenn d =1 mod 4, dann ist {1, 1+2\/3} ist eine Ganzheitsbasis

(also ist Oy, = Z[w], wobei w = (1 +Vd) ).

Beweis. f = MinPolg(w) = 2? — z + [54] € Z[z] und D(f) = 1 — 4(19)] = d, d
quadratfrei, also folgt nun unsere Behauptung aus Bemerkung 18.1(ii). O]
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In diesem Skript werden wir die Sdtze von Stickelberger und von Brill beweisen. Wir werden
diese Ergebnisse anwenden zur Berechnung der Diskriminante.

Ansatz und Notation wie in Skript 16, 17 und 18.

Erinnerung (Bem. 17.1; UB): Sei L/K eine endliche separable Erweiterung, n = [L : K],
{11, .., n} eine Basis fiir L/K, 0y, ...,0, die verschiedene Einbettungen von L iiber K in ;
dann gilt
det(Bryx (1, 117)) = (det(o3(p;))* € Z.
————

£0
Beweis von Stickelberger. Sei nun {1, ..., u,} eine Ganzheitsbasis von Oy, iiber Z. Nach
Definition von D(QOy,/7Z) berechnen wir:
_ - 2
D(OL/Z) = (3 (sign(m)asny (1) - 7oy (1) )
7T€Sn
=( Z sign(m) oy (p1) - - - Onn) () + Z sign(m) o)y (1) - - Trn) (fin) )2
TEAR ﬂ'ESn\An
=(G-U)?eZ
wobei
G .= Z sign(m) oy (p1) - - Trmy (i)
7T€An
und

U= —( Y sign(m)ow)(pm) - Ongm(tin) ) -

7€\ An
e Aus den Definitionen folgt dafl G,U € O, O, C 2, Q C L C Q) ist Galois Erweiterung.
e Sei nun 7 € Gal(Q2/Q). Fiir jedes i € {1,...,n} haben wir die Einbettungen ¢; und 7o 0; :
oL —>Qund L -Z50Q-550Q.

Es folgt dal Vi € {1,...,n} 3j € {1,...,n}, so daB 7 0 0; = 0.
Also ist die Abbildung

p 1+ j definiert durch p(i) = j & 700; = 0

eine Permutation, das heifit p € .5,,.



e Per Definition von p berechnen wir nun fiir jedes 7w € 5,,:

T( o) (1) - Tniay (1) ) =
(To Uﬂ(l))(/h) (T 0 0r(m))
(o)1) (H1) - - O pom)(m) (in)

(n) =

e Wir betrachten nun zwei Fiélle und in jedem Fall:
(i) pe A, = 7(G) =G, 7(U) = U oder
(i) pe S\A, = 7(G)=U,7(U) =G .

Somit ist

(%) 7(G+U)=G+Uund 7(GU) = GU Vr € Gal(Q/Q).

e Es folgt nun aus (%) und Hauptsatz der Galoistheorie (B3, Skript 24, Satz 24.5) daf3

G+U,GU e v(Q/Q) = Q.

Also sind G + U,GU € Q und Z ist ganz abgeschlossen= G + U, GU € Z.

e Schliefllich berechnen wir:

D((’)L/Z):(G—U)2:(G+U)2—4\G’_U/:>(G—U)25(G+U)2 mod 4 in Z .

=V €47

Also ist D(OL/Z) ein Quadrat mod 4 wie behauptet. O

Definition 19.1
Sei L/Q ein Zahlkorper. Eine Einbettung von L in C ist reell, wenn ihr Bild in R liegt; sonst
ist sie komplex.

Erinnerung: Setze L = Q(«), [L : Q] = n, f(z) := MinPolg(«). Dann ist (Fundamentaler
Satz der Algebra) f(x) = [[(x — ;) € C[z] mit r reellen Nullstellen und 2s komplexen Nullstel-
len, so daBl n = 2s + r. L hat genau r relle Einbettungen in C und 2s komplexe Einbettungen
in C. Bezeichnung: R, = R°? R_ := R<?,

Satz 19.1 (Satz von Brill)
Es gilt signD(Op/Z) = (—1)*

Beweis. L =Q(a), [L: Q] =n, f:= MinPolg(a). Sei {ay,...,a,} C Oy Basis fir L/Q .

Sei P wie im Beweis vom Satz 17.2.2 Es ist:
D(ay,...,a,) = (det P)>’D(OL/Z)

Insbesondere ist aufjedenfall signD(ay, ..., a,) = signD(OL/Z).

"'Wir haben schon gesehen daf es immer méglich ist, solch eine Basis zu finden, z.B. fiir ein primitives Element
« in Op, setze «; := o’
2P € Myxn(Z), det P # 0 aber nicht unbedingt invertierbar in Z.



Wir berechnen nun signD(1, v, ...,a" '), d.h wir berechnen signD(f).

Seien By, ..., 0 21, -, 2s, 21, - - -, 25 alle Nullstellen von f in C. Also gilt die Faktorisierung;:

RN | (RIS | (SRY | (RS | (R
ot 20 = T = 3 T16 = 0 TT =20 T e 20 T 207 T =

i<j k<l k<l

Wir untersuchen diese Produkte genau und bestimmen das Signum:
o [[,;(8i — B;)? € R? > 0 (da §3; # ;) also € R,

° H(ﬁz — )’ H(ﬁz — %) = ww € R,.

e Analog fiir [],_,(zx — 21)* [ 1<, (Z — 21)* € Ry

e Also bleibt [, (2 — 2)? iibrig zu behandeln:

Ist k # [, dann erscheinen tatséchlich die Faktoren z, — Z; sowie z; — Z im Produkt, also

(2 = 2)* (21— 2)* = [~ (2 — 2) (3 — &))" € Ry

N v
-~

ER+

Letztendlich ist also

signD(1,q,...,a" ") = sign H(zk — )2,
k=1

Aber z, — z; € iR, also ist (zx — z;,)? € R_, also ist [[;_,(zx — 2)? Produkt von s negativen
reellen Zahlen, und damit ist sein Signum (—1)%. O
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In diesem Skript werden wir weitere Berechnungen fiir Diskriminante fiihren und damit Kapitel
5 beenden. Wir werden dann Kapitel 6 tiber Gitter und die Geometrie der Zahlen anfangen, mit
dem Ziel, die Endlichkeit der Klassenzahl fiir Zahlkérper zu beweisen.

Ansatz und Bezeichnung weiterhin wie im Skript 14, 15, 16, 17, 18, 19.

Proposition 20.1
Sei L/ K eine endliche separable Korpererweiterung, [L : K] = n, « primitives Element,

f = MinPolg(a) . Es ist
n(n-1)

D(f) = (=1) = Nyx(f(a))

Beweis. Seien aq, ..., a, die verschiedenen Nullstellen von f, und oy, ..., 0, die Einbettungen
von L iiber K in Q. Schreibe f(z) = [[(z — a;) und berechne

n

(1) Fay= (JJ@-ay.

i=1 j#i

e Per Definition von N,k und Satz 15.4 haben wir

(#) Nisic(f H on(f'(@)) = [J(F(ox(@)) = ] F'(ew)
e Einsetzen von oy in () und von f’(ay) in (1) ergibt:
flow) =T [ (e — ay)
J#k
und

(x) Npx(f HH ap — o)

k=1j#k

e Per Definition haben wir:

(ex) D(f) =] [l — ).

j<k



e Wir vergleichen nun das Produkt im (x) mit (xx):

In Np/k(f'(c)) wie in (x) erscheint jede Differenz (o — ;) zweimal und zwar fiir (j, k) und
(k,7), d.h. (a; — ag) (g — o) = —(a; — ay)?* erscheint im ().

Dagegen erscheint fiir jedes k = 1,...,n, mit j < k der Faktor (a; — ax)? wie in (xx) in D(f).

Zusammengefasst: Vk = 1,...,n und j < k wird ein Faktor (—1) beigetragen, insgesamt also
(n—1)+(n—2)+---+40 Beitrage. Also weicht (%) von (*) mit dem Faktor (—1)n(n2_1) ab. O

Proposition /Beispiel
Sei f(x) = 2" + ax + b € Q[z] irreduzibel, « eine Nullstelle, setze L := Q(«), n = [L : Q.

Wir wollen Proposition 20.1 anwenden und D(f) berechnen. Setze v := f'(a) = na™ ! +a. Wir
miissen Ny, g(y) berechnen.

Dafiir werden wir das minimal Polynom von « berechnen und dann Lemma 14.2 4 (i) anwenden.

Nun erfiillt o die Gleichung o™ + aa+b = 0. Multiplizieren mit a~! ergibt o' +a+ba~! = 0.

Also ist v = —n(a+ba™') +a = —(n — 1)a — (nba™'), dh a = Wﬁbl)a und somit ist
L =Q(a) = Q(y) und n = [Q(y) : QJ.
Setze y = ﬁ € Q(x) und betrachte die rationale Funktion f(y) = f]% € Q(x). Einsetzen

von x = 7 in y ergibt:

Ozf(oz)zj%zo.

Somit muss p(y) = 0. Wenn wir f(y) = y" + ay + b direkt berechnen und als Quotient um-
schreiben bekommen wir

p(z) = (z+ (n—1Da)" —na(x + (n — 1)a)" ' + (=1)"n"b"!
und der konstante Koeffizient ag von p(z) ist
(n —1"a™ —na(n — 1" 'a" ' + (=1)"n"p"!
(UA).

Da p(z) € Q[z] normiert ist, degp = n und p(7y) = 0, folgt nun p(x) ist das MinPolg(y).

Wir berechnen nun wegen Lemma 14.2 4 (i):

Nijo(y) = (=1)"ag = (—=1)*(n — 1)"a" — na(n — 1)" 'a" ' + (=1)"n"b" " .
Also
NL/Q('Y) — nnbnfl 4 (—1)”71(71, o 1)n71an

und
n(n—1)
2

D(f) = (1) (4 (=1 (- 1))

Beispiel 20.1
f(x) = 2 — x — 1 ist irreduzibel in Q[z]. Sei @ € C eine Nullstelle, berechne D(1,a,a?) =

D(f) I 93 ist quadratfrei, und o € Oy, (weil MinPolg(a) = f(x) € Z[z]), also ist {1, o, a*}
eine Ganzheitsbasis von Oy, iiber Z und O = Z[a/.



Kapitel 6: Gitter in R"

Wir behalten die Bezeichnungen der LA T und LA II, zum Beispiel: ||z|| ist die euklisdische
Norm fiir z € R".

Definition 20.1 (i) Sei {ei,...,en} € R” linear unabhéngig iiber R (also m < n). Die von
{e1,...,em} erzeugte additive Gruppe I' ist ein Gitter der Dimension m. Das heifit

I''=Ze1®--- D Zey,

ist eine freie abelsche Gruppe vom Rang m.

Wenn m = n heifit I' vollstindiges Gitter

(ii) X C R™ ist beschrinkt, wenn es ein r € R, gibt, so da X C B,(0) :=die Kugel mit
Zentrum 0 und Radius 7.

(iii) X C R™ ist diskret, wenn |B,.(0) N X| < oo fiir alle r € Ry.

Definition 20.2
Sei I ein Gitter mit erzeugender Menge {ey, ..., e,}.
T:={zeR"|xz=>ae;,0<a; <1,a; € R} heiit fundamentaler Parallelotop von I.
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In diesem Skript werden wir Gitter und Ihre fundamentale Parallelotope untersuchen und den
Satz von Minkowski 21.8 beweisen. Den Satz werden wir ab Skript 22 aufrufen, um die End-
lichkeit der Klassenzahl zu beweisen.

Das folgende Lemma 21.1 erklirt die Rolle von fundamentale Parallelotope ( f.P.) T'.

Lemma 21.1
Sei I' ein Gitter, T f.P von I'. Es gilt: Vo e R*, Al € I', sodaBv € T + 1

Beweis. Sei {eq,...,e,} eine Basis von R" die ' erzeugt und sei v € R". Schreibe

U:Zbiei mit b; € R

und setze
zi=|b| €Z.
Dann ist
ai::bi—ziGRundOSai<1.
Esist v=1t+1, wobei t:=> ae; € Tund [ := > ze;,l €T. O
Satz 21.2
Eine additive Untergruppe I' von (R™, +) ist genau dann ein Gitter, wenn I" diskret ist.
Beweis. ,=* o.E. ist I" vollstandig. Sei {ey,...,e,} eine geordnete Basis fiir R", die I" erzeugt,
und v € R™ Es gibt \; € R, soda v =>"" | \e;.
Betrachte:
f R — R™

Z)\iei = ()\17"'7/\71)

Es ist klar daB : f(B,(0)) ist beschriankt (UA), d.h. es existiert k, so daB ||f(v)|]| < k Vv €
B,(0).

Wenn v =>""  a;e; € ' N B.(0) (a; € Z), dann ist ||(aq, ..., a,)|| < k. Es folgt:

1=

(%) ;| <k Vi=1,...,n

Wir sehen, dafl die Anzahl von a € Z, die (x) erfiillen kénnen, endlich ist, also ist I' N B,.(0)
endlich.



,<="“ Wir zeigen per Induktion nach n, dal " ein Gitter ist.

e Sei {g1,...,gm} eine maximal linear unabhéngige Untermenge von I" und setze

V := Spang{g1,..., gm-1} -

Betrachte I'y := I'NV. Dann ist I'g immernoch diskret und per Induktionsannahme ein Gitter.

e Seien {hy,...,h,} eine linear unabhingige Menge, die T'y erzeugt. Da ¢1,...,9m-1 € T,
muss m’ =m — 1 gelten. Wir kénnen {g1, ..., gm-1} durch {hq, ..., hy_1} erzetzen. Das heifit:
wir konnen o.E. annehmen: jedes Element aus Iy ist eine Z-lineare Kombination der g;.

e Betrachte nun die Untermenge von I:

T::{xef|x:Zaigi,aiGR,Ogai<1,i:1,...,m—1und0§am§1}.
i=1

Es ist: T ist beschrinkt (UA). Also ist 7 endlich, da T diskret ist.
e Wihle also ' € T, 2" = )" | b;g; mit by, kleinste # 0 Koeffizient von g,,.

Behauptung: {gi,...,9m-1,2'} erzeugt I' (als Gitter iiber Z)

Beweis. Es ist klar, daB diese Menge immernoch linear unabhingig ist (UA). AuBerdem: fiir
ge€T gbtesc €Z (|bi] €Z),s0daB g =g—cma’ — 3", cigi € T und der Koeffizient
von g, in ¢’ ist > 0 aber kleiner als b,, (vgl. Lemma 1). Aus der Wahl von 2’ gilt nun: dieser
Koeffizient ist 0, also ist ¢’ € T'y. O

]

Wir studieren nun die Faktorgruppe (R™, +)/(T, +).

e Wir fangen an mit dem Fall n = 1. Setze
S:={z€C||z] =1}.

S ist eine multiplikative Untergruppe von C.
Erinnerung: i = v/—1 € C.

Lemma 21.3
(R, +)/(Z,+) = (5, x).

Beweis. Betrachte die surjektive Abbildung

p: R —»  §
a 621'a7r
¢ ist ein Homomorphismus und ker(¢) = (Z, +) (UA). O

e Allgemeiner fiir n € N setze
T™:=Sx9%...58
—_——
n mal

(der n-dimensionaler Torus).

Satz 21.4
Sei T ein vollsténdiges Gitter in R”, dann ist (R™,+)/(T",+) = (T, x).

Beweis. Sei {ei,...,e,} eine Basis fiir I' und betrachte ¢ : (R",+) — (T", x) definiert durch
A(>" aje;) = (e¥ ™ ... e*nT). ¢ ist surjektiver Homomorphismus mit ker(¢) = T'. (UA). O



Lemma 21.5

¢ 2 T — T" ist injektiv.

Beweis. Aus exp(2ia;m) = exp(2ib;m) (fiir 0 <a; < 1,0 <b; < 1) folgt a; =b; O
Allgemeiner gilt fiir beliebige Gitter

Satz 21.6

Sei I' € R™ ein m-dimensionales Gitter (also m < n), dann ist R"/I' = T™ x R*™™.

Beweis. Setze V := Spang(I') und W C R", so daB R" =V @ W; dann ist
R'=V@W = TmxRw™ O

Satz 21.4
Definition 21.1 (i) Sei X C R™ Lebesgue-mefibar. Definiere v(X) = fX dxy ...dx, das Vo-
lumen von X (Lebesgue-MaB} von X).

(ii) Sei I' € R™ ein vollstandiges Gitter, X C T", und ¢ := ¢;r wie im Lemma 21.5. Definiere
das Volumen von X: v(X) := v(¢~ (X))

(iii) Ist Y C T, soist ¢(Y) C T™ und v(p(Y)) = v(Y).

Satz 21.7

Sei X C R™ beschrénkt, so dafl v(X) existiert (d.h. X ist beschrénkt und Lebesgues-mefibar).
Aus v(¢(X)) # v(X) folgt, daB ¢x nicht injektiv ist.

Beweis. Sei X beschriankt und ¢|x injektiv. Es existieren ly,...,l, € I', so dal [; # I; fiir j # i
und X; = XN (T+1;)#2 Vi=1,...,s. Also X = [ [_, Xj; (folgt aus Lemma 1, UA).
Fir j =1,...,s, definiere ¥, = X;, —[;, so dal ¥}, € T' C R". Bemerke, daf die Y;; disjunkt
sind (da ¢|x injektiv ist). AuBerdem gelten:

(a) v(Y,) = v(X;,) (weil das Lebesgue-Maf invariant unter Translation ist).

(b) &(Xy,;) = ¢(Y;) (weil I' = ker ).
(€) v((¥;) = v(¥;) (da Vi, C ).
Wir berechnen nun
o000 = oo x) = o %) = Yool) = o) = el).

, T (a) =
J J

Definition 21.2 (i) X C R" ist konvex, wenn Vz,y € X und YA € R mit 0 < A < 1 gilt
Ar+(1-NyeX.

(ii) X ist symmetrisch, wenn gilt: v € X = —z € X.

Satz 21.8 (Minkowski)
Sei I' ein vollstandiges Gitter in R” mit f.P. 7" und sei X C R" beschrénkt, symmetrisch, konvex
(und Lebesgue-mefibar). Wenn v(X) > 2"v(T), gilt dann: 3y # 0,7 € 'N X.

Bemerkung

Da I' diskret ist, gibt es nur endlich viele solche 7.

Beweis. Betrachte, das Gitter 2I' mit f.P 27" und Volumen v(27) = 2"v(T'). Betrachte den

Torus T" = R™/2T".

Berechne v(T") = v(2T) = 2"v(T). Fiir ¢ : R* — T™ ist ker ¢ = 2I" und ¢(X) C T™, also
v(p(X)) <o(T") =2"0(T) < v(X).

Aus Satz 21.7 folgt: ¢|x ist nicht injektiv. Also Jxy # w9, 21,22 € X, so daB ¢(z1) = ¢(x2)

oder (zy — 3) € ker¢, d.h. 27 — x5 € 2I". Also %(.1'1 —x9) €. Nun 29 € X = —25 € X und

%SCl—l-%(—xz) EX, d.h. %(271-1’2) e X. ]
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Wir betrachten den folgenden Ansatz: L/Q ein Zahlkorper von Grad n, Of = Z". wir wissen,
daff L = Quot(Or) (Satz 9.5) und dafi O, ein Dedekindring ist (Satz 13.5). Wir verfolgen das
folgende Ziel: Wir wollen den gebrochenen Idealen von Op Gittern in R™ zuordnen. Wir werden
dabei, oft stillschweigend, die Ergebnisse von [Algebra II; Kapitel 4] (insbesondere beziiglich der
Klassengruppe) benutzen.

Erinnerung: e Sei 6 ein primitives Element fiir L, i.e. L = Q(#) und seien o1,...,0, die n
verschiedenen Einbettungen von L in €) := C.

o Ist 0;(f) € R (also 0;(L) C R), so heifit o, reell. Sonst heifit o; komplex.
In diesem Fall ist auch &; komplex.

e Sei s := fireelle Einbettungen und 2¢ := f komplexe Einbettungen. Es ist n = s + 2¢, und

Oly-++30s5 Os41,0541, " 5 Osity Osit

sind die n verschiedene Einbettungen.
e Setze L := R® x C! = R% x R%,

§Idealnorm und Eigenschaften

Definition 22.1
Sei 0 # a <1 Oy, definiere
N(a):= [0 :a] = (O, +)/(a, +)|

(N (a) ist a priori endlich oder o).

Satz 22.1
Seien a,b <O, a #0, b # 0.

(1) Es ist N(b) < o0
(2) N(ab) = N(a)N(b)

Beweis. Wir zeigen (1) und daf

(%) N(ap) = N(a)N(p)

fir p < Op ein Primideal. (2) folgt dann aus (xx) wegen Primfaktorisierung von Idealen in
Dedekindringen.



Zu (1): Sei 0 # a € b und betrachte o := oy (a) sowie o3(cv) ..., 0,(a). Berechne:

no = Nijgla) = J]oile)=a]]ail).
i=1 1=2

e Daa € Oy, ist n, € Z (Korollar 15.2). Also ist [, 0i(a) = npa™ € L. AuBerdem sind alle
o;(cv) ganz iiber Z, also ist [[;_, 0;(cv) ganz iiber Z, und somit ist [ [}, 0;(a) € O,

e Nunist n, =_« 1_[0z ) € b (weil b < Oy), also ist das Hauptideal < n, >= Opn, C b.

€Oy,
e Wir haben also einen surjektiven Homomorphismus ¢ : O/ < n, >— Op/b.

e Nun ist Op ein freier Z-Modul vom Rang n (Satz 17.3), insbesondere ist Oy, ein endlich
erzeugter Z-Modul. Also ist auch Op/ < n, > endlich erzeugt.

e Dan, € Zist auferdem O/ < n, >= (Or/ < ny >)ior €in Torsionsmodul (UA). Ein endlich
erzeugter Torsionsmodul {iber Z ist endlich (folgt aus Struktursatz fiir endlich erzeugte Moduln

iiber HIR). Insbesondere ist O /b auch endlich (als Bild von ).

Zu (xx): Dafiir geniigt es zu zeigen, dafl

(a) [Or/ap| = |Or/al|a/ap|

und
(b) [a/ap[ = [OL/p|

e Zu (a): Op/ap — Op/a, x + ap — = + a ist ein surjektiver Homomorphismus von Gruppen

mit Kern a/ap, also Op/a = (Or/ap)/(a/ap), also ist |O/a| = % (wegen Lagrange).

e Zu (b): Bemerke, dal ap C a (wegen Eindeutigkeit der Primfaktorisierung).
Behauptung: Sei I <Op. Wenn ap C I C a, dann ist [ = ap oder / = a.

Beweis. a~tap Ca '/ C Op, dhpCa I CO;.
Nun p maximal = p = a7 (in diesem Fall ap = I) oder Oy, = a'T (in diesem Falla = I). [

Wiéhle nun = € a so da « ¢ ap und betrachte ap+ < x >. Wir haben ap C ap+ < = >C a,
also ap+ < x >= a. Wir definieren einen Homomorphismus
Yv: O — ajap
Yy = yr +ap
=
Da ap+ < 2z >= q, ist ¢ surjektiv mit p C kere) € Oy, und da ap # a ist ker¢p # Oy, (UA).
Da p maximal ist, folgt nun p = kerep. Es folgt: Op/p = a/ap O

Bevor wir die néchste Propositionen beweisen, fassen wir zusammen allgemeine ergidnzende
Bemerkungen:

Bemerkung 22.1 (i) Sei N ein freier Z-Modul vom Rang n (i.e. N ~ Z") und M < N ein
Untermodul. Da Z ein HIR ist, wissen wir dafl M frei vom Rang m < n ist. Wir behaupten
daf:

[N : M] <ooedimypM=n.



Beweis von (i).

Behauptung 1: Sei {y1,...,ym} C Z" eine Z-Basis fir M. Betrachte die Matrix A €

Y1
M sn(Z) mit Zeilen {yi,...,ym}, also A :=

Ym
Man kann zeigen, dal elementare Zeilen- und Spaltenumformungen eine Matrix B €
M5 (Z) mit folgender Eigenschaft ergeben:

Z" ] Spany(B) = Z" ] Spany(A) = Z" /M
(UA).

Behauptung 2: Zeilen-und Spaltenumformungen ergeben B der Form B :=

d; € Z,d; # 0 (da {y1, ..., ym} Z-linear unabhingig sind) (UA).

e Mit Behauptung 1 und Behauptung 2 kénnen wir nun die Aquivalenz in (i) zeigen:
»,= wir nehmen an, m < n und zeigen [Z" : M| = co.

Setze v, := (0,...,0,_z ,0,...,0). Bemerke daB v, ¢ Span,B wenn z # 0 (UA).
m €z

Aus 2z, # 2, folgt also v,, # v,, mod Span,B

(weil vy, — vV, = Vs 2y, 2 =21 — 220 # 0= v, ¢ SpanyB).

dy . 0
,<=" Wir nehmen nun an, dal dimy M =n, dh. n =m. Dannist B=| : .. [,
0 . dy
d; # 0, und
7"/ Span, B = 7" /M.
Wir berechnen
27/ Spang B| = |2/ 2@ -+ @ Z/dnZ) = [T, |di] < o
O

Zusatz: Wir sehen auerdem, da n = m = |Z"/M| = |det B| = | det A, d.h
n=m= [Z": M]=|det A|.
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In diesem Skript ist der Ansatz weiterhin im Skript 22. Wir werden, oft stillschweigend, die No-
tationen und Ergebnisse von [Algebra II; Kapitel 4] (insbesondere beziiglich der Klassengruppe),
sowie die Figenschaften der Norm und Diskriminante (Skripte 15,16,17) benutzen. Wir werden
zundchst in Propositionen 23.1 und 23.2 zwei weitere Schliissel Figenschaften von Idealnorm
erkliren. Dann werden wir Satz 23.3 beweisen. Um unser Hauptziel (Satz 23.6; Endlichkeit
der Klassenzahl) zu erreichen werden wir Satz 23.4 (Minkowski Schranke) aussagen und gleich
anwenden. Den Beweis vom Satz 23.4 werden wir erst im Skript 24 fiihren.

Proposition 23.1
Sei L/Q Zahlkérper vom Grad n, 0 # a < Op, {y1,...,y,} eine Z-Basis fiir a. Es ist:

D(Or/Z)N(a)* = D(y1, .-, yn) -

Beweis. Bemerke zunéchst dafl die Aussage sinnvoll ist: Wir wissen, daf3 Oy, ein freier Z-Modul
vom Rang n ist, und auflerdem, dafl [Of, : a] < co. Es folgt aus Bemerkung 22.1(i), da a ein
freier Z-Modul vom Rang n ist.

e Sei {ey,...,e,} eine Z-Basis fiir Op und {y,...,y,} eine Z-Basis fur a. Schreibe
Yi = Y. Yijej, Yi; € Z und sei A die Matrix mit y;; als ij-te Eintrag.

e Wir berechnen:
D(y1,- -, yn) T det A2D(eq, ..., e,) = det A2D(OL /7).

Andererseits folgt aus Bemerkung 22.1 (ii), da8
|det A| =[Oy, : a].
Alles zusammen ergibt: D(yy,...,y,) = N(a)?D(0./Z) O

Proposition 23.2
Sei 0 7£ b€ Or. Esist N(< 15} >> = ‘NL/Q<5) ’
— ——

eN €Z

Beweis. o Sei {ey,...,e,} eine Z-Basis fiir Oy, dann ist {fey, ..., fe,} eine Z-Basis fiir < § >.
e Aus Proposition 23.1 folgern wir, daf3

D(Bey,. .., Ben) = D(OLJZ)N(< B >)*.

Andererseits per Definition wissen wir, dafl

D(Be, ..., Be,) = det(Brqo(Bes, Be;j)) -



e Wir berechnen (UA, UB):

det(BLg(Bei, Be;)) = (det((o4(Be;))i;))* = (det((a:(B)aile;))i))? -

e Nun ist (UA, Eigenschaften von Determinanten)

det((oi(B)oi(e;))i;) = a1(B) . .. on(B) det(aile;)ij) = Nijo(B) det(oi(e;)iz) -

Alles zusammen ergibt:

D(Bex..., Ben) = (Nija(B))*(det(@i(e)))is)* = (Nija(8))* Dlen, - ea)
Pro?23.1 N(< B >)2D<€1, c. ,en)

]

Satz 23.3
Sei L ein Zahlkorper vom Grad n und s € N fest. Dann ist [{/ | ] < Op, N(I) = s}| < o

Beweis.
Behauptung 1: Sei J < Op. Dann ist N(J) € J.
Beweis. N(J)=|0./J| L= Vo € O, N(J)x € J. Insbesondere gilt das fiir x = 1. O

agrange

Behauptung 2: Seien I,J <Op, I #0,J # 0.
Esist [ CJ=I1J1<0;.

Beweis. J'=(0Op:J)={zxeL|xJ COL} O

e Sei nun J < O mit N(J) = s. Dann ist
<s>C J alsoist <s>J 1 <0;.

e Setze [ :=< s > J~!. Wir haben < s >= I.J. Die Eindeutigkeit der Primfaktorisierung zeigt,
daB:

e die Menge der Primideale, die in der Faktorisierung von J erscheinen, eine Untermenge
von der Menge der Primideale, die in der Faktorisierung von < s > erscheinen, ist.

e AuBerdem: Wenn fiir p Primideal p” in der Faktorisierung von J und p* in der Faktori-
sierung von < s > erscheint (u, v € N), ist dann v < p.

e Setze 1= vy(< s >). Wir sehen also, dafi es hochstens [], .. (v,(< s >) + 1) Moglichkeiten
fiir J gibt, insbesondere endlich viele. O

Satz 23.4 (Minkowski Schranke)
Sei L/Q ein Zahlkorper. Dann gibt es ¢, € Ry, so dafi:

VO#a<Opd0#a€a
mit
(1) N(<a>)<cN(a)

Beweis. Spéter (siehe 24. Vorlesung). O



Erinnerung: KI(L) := 1d(OL)/H(Or) = Kl(Oy) ist die Klassengruppe des Zahlkorpers
L, wobei 1d(Op) = die Gruppe der gebrochenen Ideale und H(Op) = die Untergruppe der
gebrochenen Hauptideale. hy, := |KI(L)| ist die Klassenzahl des Zahlkorpers L.

Korollar 23.5
Sei L/Q ein Zahlkorper und c¢;, wie in Satz 23.4. Es gilt:

Vg e KI(L) Ja<Op,sodala=qund N(a) <cp
Beweis. Sei q=qH(OL), q€ 1d(Or) = 3d #0,d € Op und b < Oy, so daB
(+) q ' =b

Satz 23.4 = 36 € b, so daB

(1) [Nrjo(B)] < cLN(b)
Betrachte
(%) a:=pb 1,

da < 8 >C b gilt (s. Beh. 2 S.2) a < Oy. Also ist

q ® gt ) dfla.
Das heif3t:
qa !l =0,(dB) e HOL) .

Wir berechnen

N(a)N(b) = N(ab) = N(< 8 >) < c1.N(b).

() 0
Es folgt N(a) < cr.

Satz 23.6 (Endlichkeit der Klassenzahl)
|ICI(L)]| ist endlich (d.h. Ay € N)

Beweis. Sei q € KI(L) und a < Oy mit N(a) < ¢y und g = a. Dann ist 0 < N(a) < |c|. Wir
bekommen eine surjektive Abbildung von {a < Oy, | N(a) < |¢z]} nach KI(L) und
{a<OL | N(a) < |cr]} = USLC:LIJ{a < Op | N(a) = s} ist endlich wegen Satz 23.3 O
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Sei L/Q ein Zahlkorper mit [L : Q] = n. Unser Ziel ist es Satz 23.4 (1) beweisen. Wir werden
sogar eine explizite Minkowski Schranke cr, in Satz 24.2 angeben. Hier werden wir in Satz 2.1
wie angekiindigt Im Skript 22 den Idealen von Op Gittern in R™ zuordnen. Dann werden wir
genaue Volumen Berechnungen anstellen. Wir werden weiterhin, oft stillschweigend, die Nota-
tionen und Ergebnisse von [Algebra Il], sowie die Eigenschaften der Norm und Diskriminante
benutzen. Damit werden wir schliefilich fiir den Beweis vom Satz 24.2 Minkowski’s Satz 21.8
aufrufen konnen. Den Beweis von Satz 24.2 werden wir in Skript 25 ausfiihren.

Ansatz wie am Anfang der 22. Vorlesung (Erinnerung).

Wir definieren nun eine Q-lineare Abbildung o wie folgt:
o:L— Lg; ola) :=(01(a),...,04(a),0s11(a), ..., 051()) .
Wir erinnern an die Notation:

(*) Firze Cundi=+/—1,ist Rez= %% und Im z= %=,

21

Satz 24.1
Sei 0 # a < O, dann ist o(a) ein vollstandiges Gitter.

Beweis. Sei {ay,...,a,} C Of eine Basis fir L/Q.
Behauptung: {o(ai),...,0(a,)} ist eine Basis fiir Lg als R-Vektorraum.

Beweis. Setze firi=1,...,n

v = (01(0), ..., 06(); Re geri(ay), Im ogiq(y), ..., Re oopi(as), Im ogy(a;)) € R¥T2

U1
Nun definiere entsprechend die Matrix A :=
Up,

Andererseits erinnern wir an die Matrix (die wir schon im UB untersucht haben):
o1(ar) ...os(ar) ospi(an) ospi(ar) ... osp(ar) osii(an)
‘V — . .

o) . ..os(an) osii(an) ospi(an) .. osp(an) osie(an)



Da {o,...,a,} Basis ist haben wir (wie wir im UB berechnet haben):

0+# (detV)* = D(ay,..., ).

Wir vergleichen nun die Matrix A mit der Matrix V: wir konnen A durch elementare Spalte-
numformungen aus V bekommen (siche Berechnungsaufstellung in (xx) weiter unten Seite 2),

also ist auch det A # 0. O
Nun ist a ein freier Z-Modul vom Rang n, also wihlen wir nun {aq,...,a,} € a (Satz und
Bemerkung 22.1). Also ist o(a) = Spang{o(ay),...,0(ay)} ein vollstandiges Gitter. O

(%)  Wir skizzieren nun die Berechnung zwischen A und V, beziehungsweise zwischen det A
und det V (bitte die Details priifen).

Wir durchfiihren die folgende Spaltenumformungen auf V (wofiir wir (*) ausnutzen):

O's+1(061) 0'$+1(Oél) Ce c Re Js+1(a1) Us+1<a1>
: 1411 -

os11(an) m ... Reog(ay) m
wobei I und II die folgende Umformungen sind:
e I: (s + 1)-te Spalte von V wird mit § multipliziert.
e II: Addiere die (s + 2)-te Spalte zur (s + 1)-te Spalte.

Dann

Re osy1(a1)  Im ogiq(a)
IIT4]V i )
-

Re 0s11(ay)  Im ogyq(a,)
wobei IIT und IV die folgende Umformungen sind:
o III: (s + 2)-te Spalte minus (s + 1)-te Spalte.

e [V: multipliziere mit 1.

Dann wiederhole fiir (s + 3)-te bis (s + t)-te Spalte, insgesamt ¢ mal. Alles zusammen ergibt:

det A = (%z)t det V.

Als néchstes wollen wir nun das Gitter o(a) € Lg und T, studieren. Wir brauchen einige
Bemerkungen:

Bemerkung 24.1

Sei I' C R™ ein vollstandiges Gitter mit Basis {vq,...,v,} und f.P. Tt.
U1

Esist v(Tr) = |det | ... | |

Un

Beweis. Siehe UB. O



Bemerkung 24.2
Wir wollen Bemerkung 24.1 anwenden mit I' = o(a). Wir berechnen:

1 .
U(Ta(a)) = |det A| = |(§(z))tdet V.
Andererseits ist
(det V)2 = D(ag,...,a,) = N(a)2D((’)L/Z) .

Alles zusammen ergibt:

Bemerkung 24.3
Sei 7 € R, und setze

s t
Xe={(x1,. ... 20,21, ,2) €Lp 5 Y || +2) |zl <7}
i=1 Jj=1

Dann ist X, beschrankt, konvex, symmetrisch und

o T T"
v(X;) =2 (E)tﬁ

Beweis. Siehe UB.

Erinnerung (AGU): Seien ay,...,a, € Ry, n € N. Es ist

n

QL) = a

i=1

Wir kénnen nun eine genauere Aussage iiber die Minkowski Schranke (Satz 23.4) schreiben.

Satz 24.2 (Explizite Minkowski Schranke)
Sei L/Q ein Zahlkérper mit [L : Q] = n. Setze

o= (™ ID(0LZ).

T n"
Dann gilt:
VO#a<Op,30#a€a

so daf

[Nijo(@)] < cLN(a)

Beweis. Folgt im Skript 25.
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In diesem Skript werden wir Satz 24.2 beweisen (damit ist die Endlichkeit der Klassenzahl
vollstindig bewiesen) und Kapitel 6 beenden. Danach werden wir unser letztes Kapitel 7 an-
fangen. Der Hauptsatz im Kapitel 7 ist der Dirichletsche Finheitssatz, womit die Struktur der
FEinheitengruppe O als Z-Modul erkldrt wird.

Fiir den Beweis vom Satz 24.2, behalten wir den Ansatz und Notation vom Skript 24. Wir
benutzen, oft stillschweigend, die Ergebnisse vom Skript 24.
Beweis. Die Beweisstrategie ist folgend. Wir wollen Satz 21.8 anwenden auf
I'=0(a) und X, C Lg .

Wir werden uns nun darum bemiihen, ein geeignetes ™ € R, zu finden.
e Aus Satz 21.8 folgt, fiir ein beliebiges 7 € R, dal wenn
(1) v(X;) > 2"(T,@)) dann
(2) Ja #0,a € a, so dal o(«) € X, das heifit so daB

(o1(), ..., 04(),0511(), ..., 0514()) € X,

das heifit so daf

(+) S loi(@)] +23 lossla)l <7

o Setze a; = |oj(a)], j=1,...,5s und as41 = as42 = |05+1(a)| und

As49t—1 = As42t = |Us+t(a)|
—— =

=0n—1 an

e (x) bedeutet daB8 ;" | a; < 7. Die AGU impliziert nun, daf}

n n
n(al...an)% <7, d.h. Hal <

=1

-
nn



Daraus folgt daf3

n n

i,
[Nijg(a) = [Ja < =

nm
=1

[Wir priifen hier kurz, daf [Ny g(a)| = [, . Wir berechnen:

[Ja= H |oi(e)] H |oari(@)]

Andererseits ist
|s1(a)* = |os(a)|loe; (@),
so daf

s t
H a = | H oi(a) H Osrj(@)Tssj(a)|
i=1 j=1
s t t
= ]I o) [T osss(@) [[ 7o)
i=1 j=1 j=1
= [Nrjo(e)]
Weil 01, ...,05,0541,0541, - - -, Ostt, 054t alle Einbettungen iiber Q von L in C sind.]
e Zusammenfassung: fiir ein beliebiges 7 € R, wenn
(1) v(X;) > 2"(Th@), dann
(2) 30 # a € a, so daB | Ny (o) < I .
e Anders formuliert (s. Bem. 24.2 und 24.3): fiir ein beliebiges 7 € R, wenn
(1) 25(5)'Zr > 2"27'N(a)\/|D(OL/Z)|,  dann gilt
(2) 30 # a € a, so daB | Ny g(e)| < Z .

e Wir analysieren nun die Bedingung (1) genauer:
(1) & 7" > nl27%2"272' 7" N (a) /| D(OL/Z)|

& 7" >n2" 17 'N(a)\/|D(OL/Z)|
& 7" > n2%7 7 N (a)\/|D(OL/Z)|

e Wir haben bewiesen: fiir ein beliebiges 7 € R, wenn

(1) 7 > nl(3)!N(a)\/[D(OL/Z)],  dann

(2) 30 # o € aso daB |Nyg(a)| < Z%.
e Fiir jedes 7 wie in (1) definieren wir

TTL
A ={0#a€a; [Nypg(a) < ﬁ}-

Wegen (1) und (2) gelten folgende Eigenschaften (UA):



.« A 2,
o |[A| <0 (dao(a)e X,No(a)),
o 71 < To :>A7-1 gA.,-Q.

Aus diesen Eigenschaften folgern wir, dafl

N A+ O,

T€Ry , und 7 erfiillt (1)

(Sei 79, so dafBl |A,,| < |A,| fir alle 7, die (1) erfiillen. Dann ist NA, = A,, # @).
e Sei nun a € NA,. Wir behaupten, dafl

Nejol0)] < exN(a) -
In der Tat, da 0 # o € NA; ist, gilt

n

INL ()] < % V7 die (1) erfiillen .

Es folgt :

1
N < inf  {—=}=— inf 7",
| L/Q(a)| T erfl!irlllt (1) {n”} n"r el‘fliﬂlt (1) ’

Nun ist aber 4
inf ™ = n!(—)t |D(OL/Z)| N(a).

T erfullt (1) ™

Kapitel 7: Die Einheitsgruppe Oz

Ansatz wie in der 20. Vorlesung (Erinnerung).

Satz 25.1 (Dirichletsche Einheitssatz)
OF ist eine endlich erzeugte abelsche Gruppe mit freiem Rang s +¢ — 1.

Beweis. Im Skript 26. O

Bemerkung 25.1
Aus D.E.S koénnen wir folgern, dafl

(i) OF = F x (Of)tor, F freie abelsche Gruppe vom Rang s + ¢ — 1
(sieche [Algebra II ; Satz 6.2]).

(ii) Die Torsionsgruppe
(O )tor ={x €Or; Ime N 2™ =1}

besteht aus Einheitswurzeln in OF, d.h.

(Of )tor = (L) := die Gruppe der Einheitswurzeln in L .

(ili) Of ist endlich erzeugt=- (O] )ior ist endlich erzeugt, also ist (O] )ior eine endliche Gruppe.
Andererseits ist eine endliche Untergruppe von L* zyklisch (siehe Algebra I), insbesondere
ist (OF )tor eine endliche zyklische Gruppe mit Erzeuger eine Einheitswurzel p € L*.
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In diesem Skript werden wir die erste Ungleichung fiir Satz 25.1 zeigen (siehe Korollar 26.6).
Dafiir werden wir einige technische Lemmata beweisen und die Hilfsabbildung A einfihren. Wir
werden, oft stillschweigend, die Ergebnisse vom Kapitel 6 aufrufen.

Ansatz und Notation wie im Skript 25. Fiir den Beweis von D.E.S brauchen wir zwei Schliilelergebnisse.
Lemma 26.1 ist eine Verallgemeinerung von [Skript 2 ; Behauptung (6) S. 3].

Lemma 26.1
Sei aw € L. Dann ist a € O] < o€ Op und Ny g(a) = 1.

Beweis. ="

acO0f=pB=a'lec0O,
= Npjg(aB) = Npjo(a) Nrjo(B) =1
EZ €7
= N[JQ(O() ==+1

L<=“Esist: [[I, 0i(a) = a[[l_,0i(a) = £1 also o™ = £ ][, 04(c), also ist a~! ganz iiber
Z, auBerdem ist o= € L. Also o™ € Oy, O

Proposition 26.2
Seien m, M € N fest. Es ist: Die Menge der ganzen komplexen algebraischen Zahlen

A = {a € Oc | deg MinPolz () < m und |o'| < M fiir alle konjugierte o/ zu o}
ist endlich.

Beweis. Sei v € Ay, pr (duh. fiir alle Nullstellen o von MinPoly(«) gilt |o/| < M).

e Ls geniigt zu zeigen: fiir o € A,, » gibt es nur endlich viele normierte irreduzible Polynome
in Z[z], die als MinPoly(a) fungieren kénnen.

e Wir behaupten: die Koeffiziente von MinPoly(«) sind auch beschrankt, d.h 3M,, € N, so
daB alle Koeffiziente von MinPolz(a) im Absolutbetrag < M,, sind.

e Beweis der Behauptung: die Behauptung gilt weil einerseits sind die Koeffiziente elementare
symmetrische Funktionen in den Nullstellen (UB), und andererseits sind die Nullstellen im
Absolutbetrag < M per Annahme. Genauer erklart, sei

MinPolz(a) = 2™ + zp_12™ 1 + - + 20, 2; € Z mit Nullstellen oy, ..., ay, .

Wir berechnen



m
bt = = Sl 00 Lo < S el <t = (17 ) o

m
Zm=2 = Dlicy ity = |em—z| < 3y laiay| < (2) w

m
Zm—k = (—1)kZOé“ ce Oy = |mek’ < Z‘O&il alk\ < (k?) MF. O

e SchlieBlich, da Z™ ein Gitter ist, und jedes normierte irreduzible Polynom in Z[x] vom deg < m
als Vektor in Z™ aufgefasst werden kann (als Vektor der Koeffiziente), ist der Durchschnitt mit
der beschrankten Menge endlich wie behauptet. O]

Korollar 26.3
Sei a € C eine ganze algebraische Zahl, so dafl |o/| = 1 fiir alle konjugierte o zu «. Dann ist «
ist eine Einheitswurzel, d.h. es gibt 4 € N, so dafl o* = 1.

Beweis. Sei m := deg MinPolg(«). Bemerke, daf die Menge {1, a,a?,...} C A,, 1, also ist sie
endlich, d.h. es gibt [, k mit o/ = o* oder a/=* = 1. O

Bemerkung 25.1 (iii) kénnen wir hier nochmal direkt zeigen:

Korollar 26.4
(L) = (OF )tor ist endlich.

Beweis. Setze n =deg L/Q, N =1. Esist u(L) C A, 1. O
Fiir den Beweis von D.E.S brauchen wir aufferdem noch diese , Hilfsabbildung“ X
(Ansatz weiterhin wie im Skript 22 - 24):

i LX = R s (log o1 (@), log o ()], log o (o), Jog oo (@)], . 1og os(a) )

e ) ist ein Homomorphismus von der multiplikativen Gruppe L* auf die additive Gruppe
R® x R,

e Bemerke, daf

0 € OF = [Nygla) = 1
s t
= [[le(@) ][ lows(@)f =1
i=1 j=1
s t
(%) :Zlog|ai(a)| +2210g|03+j(a)| =0
i=1 j=1
e umgekehrt: fiir o € Oy, (¥) = Npg(o) = £1 also o € OF, d.h.:

o Vo€ Op,a € O & (%) gilt fir a.

e Betrachte diese Untermenge von R® x R%:
s t
H={zeR xR | ) 2;+2) z.;=0}.
i=1 j=1

Also ist H der Losungsraum von einem homogenen Gleichungssystem mit einer Gleichung
und in s + ¢ Unbekannten, H ist ein Unterraum der Dimension s +¢ — 1.



e Mit dieser Notation gilt: OF ={a € O | AN(a) € H}.
Proposition 26.5
A(O7) ist ein Gitter in R**?

Beweis. Wir zeigen: A\(O7) ist diskret. Dafiir geniigt es zu zeigen, dass:

Ve € Ry 3 nur endlich viele a € OF wofiir gilt |log|oy(a)|| <¢ VIi=1,...,s+1.

Nun ist
log|oy(a)| < ¢ |o(a)| <expe.

Also

a € Of mit |log|o(a)|| <c VIi=1,...,8+t= &€ Ay [expe] -

Aber A, fexpe) ist eine endliche Menge wegen Prop.26.2.

Korollar 26.6
O7 ist endlich erzeugt mit freiem Rang < s+t —1

Beweis. A\(O;) ist ein Gitter C H, also ist A(O}) eine freie abelsche Gruppe vom Rang <
s+t — 1. Betrachte: )\|Of : O — H und berechne dessen Kern:

acker A< loglo(a)|=0 Vi=1,...,s+t
S lo(a))=1 Vi=1,...,s+t
& || =1 fiir alle konjugierte o' zu «

& « ist Einheitswurzel < o € p(L)

Es folgt (Korollar 26.3 und 26.4) da ker A = u(L) eine endliche Gruppe ist.

Zusammenfassend:

A o7 (%)
Of) u(ll) = MOL) = OF ist eine endlich erzeugte abelsche Gruppe.
dlich dlich ¢
endlic endlich erzeug

Ferner ist p(L) = (Of )ior und der freie Rang von OF ist dann
dimz(O7 /(O] )tor) = dimz AM(Of) < s+t — 1.
O

Bemerkung
Um D.E.S vollstéandig zu zeigen, miissen wir nur noch beweisen, da§ A(O;) ein vollsténdiges
Gitter in H ist.
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Fortsetzung vom Skript 26. Um D.E.S. miissen wir nur noch zeigen dafs:
ANOF) C H ein vollstindiges Gitter ist.
Es geniigt dafiir zu finden,
(%) €1,y €sri—1 € OF so daff {\(e1), ..., AM(€sse—1)} R — linear unabhdingig ist.
Diese letzte Vorlesung hat als Hauptziel, die folgende Proposition 27.1 zu beweisen und daraus

schlieflich (x) zu folgern.

Ansatz und Notationen wie in den 20-26 Vorlesungen. Wir werden, oft stillschwei-
gend, die bisherige Ergebnisse aufrufen.

Proposition 27.1
ey, ... €501 € OF,sodal |oy(eg)| < 1furallel #k,l=1,....,s+t,k=1,...,s+t— 1.

Fiir den Beweis brauchen wir eine Vorbereitung:

Bemerkung 27.1 1. Lg ist nicht nur ein R-Vektorraum, sondern auch eine R-Algebra, ver-
sehen mit Komponentenweise Multiplikation.

2. Wir fithren eine voriibergehende Terminologie ein.
Fiir x € Ly definiere die “Norm von z” wie folgt:

s t s t
N(z) =[] o: [ wors@ors = [T [ [ Iz -
=1 =1 j=1

=1

Bemerke, daB Npg(a) = N(o(a)) Va € L (UA), dies begriindet die Terminologie
“Norm von z”.

3. Unsere Hauptbehauptung nun ist:

1
de € R, so dafl Vo € Lg mit 5 <|N(z)| <1,3e € Of, sodaB |zoi(e)| <c VI=1,..., s+t.

4. Bemerke, dafl Hauptbehauptung = Proposition 27.1:



Beweis. fiir jedes k =1,...,s+t—1 wihle x € Lg mit |[N(x)| = 1 aber |z;| > ¢ fiir [ # k
(ausgleichen mit dem k-te Komponente). Unsere Hauptbehauptung liefert e, € O;, so da8
|zi00(ex)| < ¢ Vi. Insbesondere wenn [ # k, ist |oy(ex)| < ¢/|z;] < 1 wie erwiinscht. [

Wir bemiihen uns nun darum, die Hauptbehauptung zu beweisen. Wir wollen und werden
dafiir Minkowski’s Satz anwenden. Dies benotigt einige technische Berechnungen.

e Da O, 40O ist, wissen wir, dal 0(Op) ein vollstandiges Gitter in Ly ist , also dal zo(Oy) ein
vollsténdiges Gitter fiir x = (1,...,1) € Lg ist. Allgemeiner fiir x € Lg mit N(z) # 0, werden
nun zeigen, da xo(Op) ein vollstandiges Gitter in Ly ist.

e Sei {a,...,a,} eine Z-Basis fur Of. Also ist {o(a1),...,0(a,)} R-linear unabhéngig und
xo(Or) =x0())Z & - ® xo(a,)Z .

Wir behaupten: {zo(ay),...,z0(a,)} ist R-linear unabhéngig. Dafiir betrachten wir die Deter-
minante der Matrix

zo(ay)
A= : € Mat,,x,(R)
zo(ay)

Ubliche Berechnungen ergeben, daf
|det(A)] = 27| det x|
wobei y die Matrix mit i-te Zeile gleich
r101() ... x505(0)  Tsp10541(qy) :Esﬂm. ..

ist (UA).
e Wir miissen also det x berechnen. Jede Spalte hat einen gemeinsamen Faktor, und zwar
entweder z; oder z;. Wir schen also, daf

det x = N(z)detV

wobei wie iiblich
Vij =o0i(a;);Vi,5=1,--- n.

Wir berechnen wie iiblich
0 # | det(A)] = 27'|N(x)|/[D(OL/Z)]
Also ist 2o (Op) ein vollsténdiges Gitter, setze T, := f.P von xo(Op). Wir berechnen wie iiblich:
v(T,) = |det A| = 27N (2)|/|D(OL/Z)| .

(UA).
e Insbesondere wenn 3 < [N(z)| < 1, dann gilt, unabhéngig von z, daB
(%) v(T:) < 27'VID(0L/Z)]

e Sei nun X C Ly konvex symmetrisch beschriankt, so daf3

v(X) > 2"27"/|D(OL/Z)]

(z.B. X = Br(0) mit R grof§ genug)



e Sei Re Ry, sodal |[N(y)| < R Vye X.

e Minkowski’s Satz und (xx) ergeben (Minkowski’s Satz fiir das Gitter zo(Or) und die
Menge X anwenden):

1
(% * *) Vo € Lg mit 5 <|N(z)| <1,30 # a € Oy, so da zo(a) € X

e Betrachte nun
1
T:={a0, 40 |r € LR>§ < [N(z)] €1 und zo(a) € X}

Bemerke dafl 7 ist wegen (x * ) eine nicht leere Menge von Hauptidealen.

e Wir berechnen: a0y € Z = Ju € Lg, so daB 5 < [N(x)| <1
[N(zo(a))| < R= IN(@)[[N(o(a))| < R= [N(o(a))| < R/5 = 2R

e Wir haben berechnet : VaOy, € T gilt N(aOp) < 2R.
e Also ist Z eine endliche Menge, d.h. Z = {50y, ..., 5,0}, Br # 0.

e Sein nun z € Lg mit 3 < [N (x)] < 1. (x x %) liefert 0 # o € Oy, so daB a0, € Z, d.h.
dk, so dafl aOp, = 5,0y

e Setze € = af3; . Dann ist z0(e) = zo(a) o(B, ') € o(B, 1) X.
ex

e Wir haben gezeigt:

1 m
¥z € Ly mit 5 < [N(z)] < 1,3¢ € OF, s0 daf z0(c) € JeehHx.
k=1

e Da X beschriinkt ist, so ist (3, )X Vk=1,...,m.
e Es folgt: |, o(B; ') X ist beschrinkt.

e Endlich wihlen wir eine Schranke c fiir diese beschrinkte Menge. [J(Hauptbehauptung)
C(Proposition 27.1).

Wir kénnen nun schon Aufgrund von Proposition 27.1 den Beweis fiir D.E.S beenden: Seien
€1,...,€s1¢—1 Wie in Proposition 27.1. Wir zeigen:

(%) {A(€1), ..., A(€sy¢—1)} ist linear unabhéngig.

Betrachte die Matrix A mit (k,[)-tem Eintrag

Agyi=loglo(ex)], k=1,...,s+t—-1,1=1,...,s+t—1.

Um (*) zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dafi A invertierbar ist. Durch elementare Spaltenum-
formungen (multipliziere die letzte ¢ — 1 Spalten mit 2) bekommen wie eine Matrix A’ mit den
folgenden Eigenschaften:



(i) Ay, <O fiir k#1
(weil |oy(ex)| < 1 = log|oy(ex)] < 0.)
(i) 22, Ay >0
(weil 35, Ay = Y20 log |ou(er)| + 230,207 log [ou(ex)| = —2log |opa(e)], da A(ex) € H.
Nun ist aber log |0, (€x)| < 0, also —2log |os14(ex)| > 0.)
Zuletzt ist zu priifen daf:

Hilfslemma
Sei A" eine m x m matrix, die die Eigenschaften (i)+(ii) erfiillt. Dann ist A" invertierbar.

Beweis. UA

Damit ist D.E.S bewiesen.



