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Wir werden in Kapitel 2 grundsitzliche Aussagen iber Moduln feststellen. Ahnliche Aussagen
und Beweise haben wir in der B3 fiir Gruppen und Ringe etabliert, so dass hier einige Beweise
als Ubungsaufgaben erscheinen. In diesem Skript werden wir hauptsdchlich Untermoduln sowie
Homomorphiesdtze fiir Moduln studieren.

Sei R ist stets ein kommutativer Ring mit Eins und M ein R-Modul.

Beispiel 3.1 (i) M = R ist selbst ein R-Moduln. Ein Ideal von R ist dann ein Untermodul.
Insbesondere ist M = {0} der trivialer Modul.

(i) Wenn R = Z, dann ist ein Z-Modul eine abelsche Gruppe und ein Untermodul eine
Untergruppe.

(iii) Wenn R = K ein Korper ist, dann ist ein K-Modul ein K-Vektorraum, und ein Untermo-
dul ein Unterraum.

Definition 3.1
Seien M, N zwei R-Moduln.

(i) Ein R-Moduln Homomorphismus ist ein Gruppenhomomorphismus ¢ : M — N, so dass
o(rz) = ro(x) fir alle z € M und r € R.

(ii) Sei N < M ein Untermodul. Die Faktorgruppe M/N ist ein R-Modul, wenn sie mit der
folgenden Skalarmultiplikation versehen ist:

Rx M/N — MJ/N
(r,e+N) — re+ N

(iii) Bezeichnung: Homp(M, N) :={¢ : M — N | ¢ ist ein R — Modul Homomorphismus}

Lemma 3.1
Seien M, N,V drei R-Moduln.

(i) ¢ € Homg(M,N) A1 € Homg(N,V) = ¢ o ¢ € Homgp(M, V).
(ii) ¢ € Homp(M,N) = ker(¢) < M A Im (¢) < N.
(iii) ¢ € Homg(M, N) bijektiv= ¢! € Homg(N, M), ¢ ist dann ein R-Modul Isomorphismus.




(iv) Sei N < M ein Untermodul.

T M — MJ/N
r — x+ N

ist ein R-Modul Homomorphismus (die Projektion).

(v) Wenn N < M, induziert 7 eine Bijektion zwischen den Untermoduln von M, die N
enthalten, und den Untermoduln von M/N.

Beweis. UA. O

Proposition 3.2 (Homomorphiesatz fiir Moduln)
Sei ¢ € Hompg(M, N); es gilt M/ ker(¢) = Im (¢)

Beweis. UA. O

Definition 3.2
Sei A C M.

(i) Fir a € M sei Ra := {ra|r € R} <M der von a erzeugte Hauptmodul.
(ii) Die Summe ).

el
der Untermodul

M; < M einer Familie (M;);e; von Untermoduln eines R-Moduls M ist
Z M; = {Z x; | x; € M; und z; = 0 fiir fast alle ¢ (endliche Summe)}
i€l i€l

(iii) Eine lineare Kombination aus A ist ein « € M, so dass x = ) . r;z; (endliche Summe) mit
T € }%,1% € A.

(iv) Spang(A) := {z | z lineare Kombination aus A} =5 _, Ra.

a€A

(v) Der von A erzeugte Untermodul von M ist > _, R

(vi) M ist endlich erzeugt, wenn es A C M existiert mit A endlich und M =3 _, R

Lemma 3.3
Fir AC M ist )., Ra der kleinste Untermodul von M, der A enthélt.

Beweis. UA. O
Definition 3.3 (i) Die direkte Summe einer Familie (M;);e; von R-Moduln ist der R-Modul

@Mi = {(x;)ier € HMl | z; = 0 fiir fast alle ¢}

il el

versehen mit der koordinatenweise Summe (x;);er + (¥i)ier := (z; + ¥i)ier und fiir r € R
der Skalarmultiplikation r(x;)er := (r2;)ier -

(ii) Ein R-Modul M ist direkte Summe einer Familie (M;);c; von seinen Untermoduln wenn
der R-Modul Homomorphismus

GB@EIA4i — M
(Ti)ier V> D ier T

ein R-Moduln-Isomorphismus ist, dass heifit @, ., M; ~ >, ., M; = M .

Notation: In diesem Fall, werden wir oft einfach schreiben M = @ZG 7



(iii) Sei M ein R-Modul und N < M ein Untermodul. Existiert ein Untermodul V' < M mit
M =NV, so heiit N direkter Summand von M und V' ein Komplement zu N.

Lemma 3.4
Sei M ein R-Modul, N,V < M Untermoduln. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

(1) M=N&pV

(2) M=N+V und NNV = {0}

(3) Jedes x € M lasst sich eindeutig schreiben als x =y + 2z mit y € N,z € V.

Beweis. UA. O

Beispiel 3.2
G = 74, H =< 2 > hat kein Komplement im Z-Modul G, weil die einzigen Untermoduln {0}, H
und G sind.

Lemma 3.5
Sei N < M. Es gilt:

(1) M endlich erzeugt=- M /N endlich erzeugt.
(2) N und M/N endlich erzeugt=- M endlich erzeugt.
Beweis. UA O



