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In diesem Skript werden wir die Begriffe von LA I fiir einen R- Moduln anstatt ein K -Vektorraum
(insbesondere wenn der Ring R kein Korper K ist) anpassen. Dafiir werden wir Torsionsele-
mente in R, Torsionsfreie Moduln, sowie freie Moduln definieren. Wir werden dann lineare
Unabhingigkeit, Basis und Dimension fir freie Moduln studieren. Die Beweise hierfiir sind wie
in der LA I, deshalb werden einige im UB bearbeitet.

Sei R ist stets ein kommutativer Ring mit Eins und M ein R-Modul.

Definition 4.1 (i) x € M ist Torsionselement < 3r € R, r ist kein Nullteiler, mit rz = 0.

(ii) Setze Mo, := {x € M | x Torsionselement} . Dann ist M., ein Untermodul von M (UA),
den wir Torsionsmodul von A nennen.

(iii) Der Modul M ist torsionsfrei, wenn M, = {0}.

Definition 4.2
Eine Untermenge S C M ist linear unabhéngig, wenn fiir alle r; € R und z; € S gilt:

g rie; =0=Vir,=0.
i 1
endliche Summe

Konvention: S = & ist linear unabhéngig und Spang (@) = {0}.

Beispiel 4.1
Es folgt aus Definition 4.1 dass z € M, = {z} ist nicht linear unbhéngig.

Definition 4.3 (i) S C M ist eine Basis < S ist linear unabhéngig und erzeugt M
(i.e. Spang(S) = M).

(ii) Der Modul M ist frei, wenn er eine Basis hat.

Bemerkung 4.1
Die Untermenge S ist genau dann eine Basis von M, wenn jedes x € M eine eindeutige Dar-
stellung als lineare Kombination aus S hat (i.e. x = ), ; ryz; fir geeignete r; € Rund z; € S.)

Beispiel 4.2 (i) Jeder K-Vektorraum iiber ein Korper K hat eine Basis und ist also frei als
K-Modul.

(ii) Betrachte aber G := Zy =< 1 >, dann ist G nicht frei als Z-Modul, weil 1 € Gy, .



Lemma 4.1 charakterisiert Basen von torsionsfreie Moduln, der Beweis folgt unmittelbar aus
den Definitionen:

Lemma 4.1
Sei R ein Integritédtsbereich, M torsionsfrei und S C M . Folgende Bedingungen sind dquivalent:

(1) M ist frei mit Basis S

(2) M =,cq R
Beweis. UA. O

Lemma 4.2
Sei I < R, dann sind

(1) IM:=={ > ry; |r;€l,y; €M} ein Untermodul von M

endliche Summe
(2) M/IM ein R/I-Modul.
Beweis. (1) Der Beweis folgt unmittelbar (UA).

(2) Die Verkniipfung Summe auf M /1M ist die Summe von Nebenklassen wie iiblich. Betrachte
nun die Verkniipfung
R/IxM/IM — M/IM
(7, 7) =TT
und verifiziere dafiir die Axiome fiir Moduln (UA).
[l

Lemma 4.3
Sei M frei als R-Modul mit Basis {x;};c; . Sel I < R. Dann ist M/IM frei als R/I-Modul mit

Basis {fj}jeJ
Beweis. Bemerke dass {Z;} offensichtlich M/IM erzeugt (UA). Wir zeigen die lineare Un-
abhéngigkeit iiber R/I.
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J
fiir geeignete ¢; € I,y, € M. Nun schreiben wir jedes y; = >, 7,2k, und schreiben entsprechend
> tiyr um. Wir bekommen zj rjx; = >, SpTr mit s; € 1. Die Eindeutigkeit der Darstellung
beziiglich einer Basis impliziert nun r; € I fiir alle j, also 7; = 0. [

Korollar 4.4
Sei M ein freier R-Modul, und S eine Basis mit |S| = n € N. Dann haben alle anderen Basen
Kardinalitét n.

Beweis. Wenn R = K ein Korper ist, dann ist M ein K-Vektorraum und dimyg M = n ist
eindeutig. Ohne Einschrinkung sei also R kein Kérper, und sei I << R maximal, so dass K = R/I
ein Korper ist. Sei S = {z;}. Dann ist {Z,} eine R/I-Basis fiir den K-Vektorraum M /IM.

Wenn {y} eine beliebige Basis von M ist, dann ist ebenso {7, } eine R/I-Basis fiir M/IM. O



Korollar 4.5
M endlich erzeugt und frei= jede Basis ist endlich.

Beweis. Sei{x;}; endlich und erzeugend. Dann ist {Z,}; erzeugend fiir M /I M als R/I-Vektorraum
(fiir 7 maximales Ideal), also ist M/IM endlich dimensional und damit sind notwendigerweise
alle Basen von M endlich. O

Bemerkung 4.2
Wir haben gezeigt: M frei mit {z,};c; Basis, dann ist |J| eindeutig definiert.

Definition 4.4
Sei M frei mit Basis {z;};c;. Wir definieren dimp M := |J|.

Bemerkung 4.3
Wir haben in Korollar 4.4 gezeigt:
dimg M = dimg V', wobei K = R/l und V' = M/IM, I ein maximales Ideal von R.



