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In diesem Skript werden wir gebrochene Ideale einfiihren, und ihre Figenschaften studieren.
Unser Hauptziel fiir diese Vorlesung ist Satz 11.6 fir Dedekindringe zu beweisen. Der wird uns
spdter ermoglichen, die Gruppenstruktur der Klassengruppe zu definieren.

Sei R stets ein kommutativer integer Ring mit Eins.

Definition 11.1 (i) Sei K = Quot(R). Ein R-Untermodul B C K heifit gebrochenes Ideal,
wenn es d € R mit d # 0 gibt, so dafl B C éR.

(ii) Ideale in R sind auch gebrochene Ideale (d = 1), wir nennen sie ganze Ideale.

(iii) Seix = ¢ € K, a,b € R,b# 0. Dann ist B := Rz ein gebrochenes Hauptideal.

Bemerkung (i) B ist ein gebrochenes Ideal < 3d # 0 in R und A < R so dal B = (=) A.
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(ii) Die Idealoperationen +,.,N sind auf gebrochenen Idealen wohldefiniert:
B+ B C(35)R
B C ()R, B C(g)R={ BB C(35)R
BNB C(H)R.

Genauer: wenn I, J < R sind so dass B = (3)I und B’ = (3)J, dann ist BB’ = (35)1J.

ul

Definition 11.2
Das gebrochene Ideal B ist invertierbar, wenn es ein gebrochenes Ideal B’ gibt mit

BB =R (%)

Bemerkung 11.1 (i) B invertierbar=- 3!B’, das (x) erfiillt, d.h. BB’ = BB" = R = B' =
B”. Wir bezeichnen B’ := B~

(ii) Ein gebrochenes Hauptideal B = xR mit * € K und x # 0 ist invertierbar mit B~! =
7 'R.

Notation
Seien B, B’ gebrochene Ideale. Setze (B : B') :={x € K | B’ C B}.

Bemerkung
(B : B') ist ein R-Modul. Wenn B’ # {0}, B C SR und a € B'(d # 0,a # 0), dann ist
(B:B)C LR.



Lemma 11.1
Sei A ein invertierbares gebrochenes Ideal, dann ist A™! = (R : A) .
(Also: A invertierbar< A.(R: A) = R)

Beweis. Sei AA" = R. Dann ist A" C (R : A). Andererseits ist A.(R : A) C R. Es folgt
(R: A)=AAR: A) CAR=A O

Lemma 11.2
Wenn jedes ganzes Ideal# 0 invertierbar ist, dann ist jedes # 0 gebrochenes Ideal invertierbar.

Beweis. Sei B = éA ein gebrochenes Ideal (mit A<IR,d € R,d # 0), dann ist B~ =dA~t. O

Lemma 11.3
Ein invertierbares gebrochenes Ideal ist ein endlich erzeugter R-Modul.

Beweis. AA'=R=3{z;;i=1,--- ,n} C Aund {x}} C A7 so daB }_ x;x} = 1. Es folgt:

reA=>ax=1r=> zx, x; O
~—
€R

Lemma 11.4

Sei {A;} eine endliche Menge von # 0 ganzen Idealen, so dafl B := [[, A; invertierbar ist . Dann
ist A; invertierbar fiir jedes 7. Insbesondere gilt: Ist das Produkt B ein Hauptideal, so ist jedes
A; invertierbar.

Beweis. BTV([[;A) = R= A (B [[A) =R O
J#i
::A;1
Bemerkung 11.2
Sei p < R ein Primideal und I, J < R. Esist: p 2 IJ = p D [ oder p D J.

Lemma 11.5
Fiir Produkte von invertierbaren (ganzen) Primidealen ist die Faktorisierung als Produkt von
Primidealen eindeutig.

Beweis. Sei A =[], pi, p; invertierbare Primideale. Sei A =[] ; 95, wobel q; Primideale sind.
Sei p; ein minimales (fiir Inklusion) Mitglied von {p;}. Aus [];q; C p; folgt 0.E. q1 C py
(Bemerkung 11.2). Analog folgt aus [[;p; € qi, daB p, C q; fiir ein geeignetes r, also ist
pr € q1 C p1. Aus der Minimalitéit folgt nun p, = p; = qq, also p; ' ([[, p:) = ql_l(Hj q;) und
damit bekommen wir :

[1iz1 pi = ;4 ;- Per Induktion fortsetzen. O

Satz 11.6
Sei R ein Dedekindring und p ein echtes Primideal (p # {0},p # R). Dann ist p invertierbar
und maximal.

Beweis.
Behauptung 1: Sei p ein echtes invertierbares Primideal. Dann ist p maximal.

Beweis. Seia € R, a ¢ p und betrachte die Ideale p + Ra und p + Ra?. Da R ein Dedekindring
ist, haben wir eine Faktorisierung

p+Ra:le undp+Ra2:HqJ’

i=1 j=1

mit p;, q; Primideale. Setze R := R/p und @ := a mod p.



Wir haben:
() R.a=T](p:i/p)
(xx) R.a* =TI](q;/p)

und p;/p,q;/p sind Primideale. Nun sind R.a und R.a*> Hauptideale, also sind sie invertierbar
(Bemerkung 11.1) und es folgt (Lemma 11.4): p;/p und q;/p sind alle invertierbar. Aber

(s % %) Ra? = (Ra)* = [ [(pi/p)*

=1

Wir folgern aus Lemma 11.5 und einem Vergleich von (x), (%) und (s*x): Fiir jedes j = 1,--- ,m
ist das Ideal q;/p ist in der Menge {p;/p} und wird zweimal wiederholt, d.h. m = 2n und wir
konnen umnummerieren, so dafl o.E:

q2i/P = qa2i—1/p = pi/p. Es folgt: gz = qa;—1 = p;. Wir bekommen:

(0) P+ Ra® —Hqg sz (p + Ra)?

Daraus folgt

(t) pC(p+Ra)* Cp’+ Ra
1 (2
e Begriindung fiir (1): p C p + Ra? gilt immer fiir Idealsummen, nun folgt (1) aus (0).
e Begriindung fiir (2): I.A. gilt Distributivitéitsgesetz fir Ideale I, Jy, Jo: I(J1+ Jo) = Iy +1.Js.
Insbesondere gilt hier:

(p+ Ra)(p + Ra) = (p + Ra)p + (p + Ra)Ra
=p?>+ (pRa + pRa) + RaRa

Nun ist RaRa = a*R und pRa + pRa = pRa (da I + I = I immer gilt).
Also (p + Ra)? = p? + pRa + Ra?. Da offensichtlich pRa C Ra und Ra? C Ra, bekommen wir:
(p + Ra)> C p?> + Ra + Ra = p* + Ra .

Aus (1) folgt: Vo € pIy € p?, 2z € Rmit x = y+za, also za = v — y, aber a ¢ p, also z € p. D.h.:
€p

p C p? + pa. Die andere Inklusion p D p? + pa ist offensichtlich, also p = p? + pa = p(p + Ra).

Da p per Annahme invertierbar ist, folgt: pp~' = p~'p(p + Ra), d.h. R = p + Ra.

Da a € R\p beliebig ist, folgt nun: p ist maximal.

Behauptung 2: Jedes echtes Primideal ist invertierbar

Beweis. Sei 0 # b € p. Da R Dedekindring ist; schreibe Rb = [], p; mit p; Primideal. Aus
Lemma 11.4 folgt: jedes p; ist invertierbar. Aus Behauptung 1 folgt: jedes p; ist maximal. Da
aber p D [],p; ist, folgt 0.E., dal p D p; (Bemerkung 11.2) und damit p = p; und p ist
invertierbar. O
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