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In diesem Skript fiihren wir in Definition 13.1 die Klassengruppe (vgl. Korollar 12.2) und
Klassenzahl von einem Dedekingring ein. Diese Begriffe werden wir in der ndchster Vorlesung
gleich gebrauchen. Wir beweisen auflerdem weitere wichtige Sdtze iiber Dedekindringe. Satz
13.1 ergibt eine allgemeine Charakterisierung fir Dedekindringe (vgl. Satz 12.4), Satz 13.2 eine
Charakterisierung fiir faktorielle Dedekindringe, und Satz 13.3 die eindeutige Faktorisierung
fiir gebrochene Ideale in einem Dedekindring. Wir beenden das Skript (und damit die Vorlesung
Algebra 2) mit Satz 13.5, den wir direkt in der ndchster Vorlesung verwenden wollen.

Definition 13.1

Sei R ein Dedekindbereich. Die Menge Id(R) der # 0 gebrochenen Ideale von R (verse-
hen mit der Verkniipfung Idealprodukt) ist eine abelsche Gruppe. Sie enthélt die Untergrup-
pe H(R) der gebrochenen Hauptideale. Die Faktorgruppe KI(R) := Id(R)/H(R) heifit die
Ideal Klassengruppe von R. Thre Ordnung |[KI(R)| € NU {oo} heifit die Klassenzahl von R.

Satz 13.1
Sei R ein Integritéitsbereich. Dann ist R ein Dedekindring genau dann, wenn R die folgende
drei Bedingungen erfiillt:

1. R ist noethersch
2. Jedes echte Primideal ist maximal
3. R ist ganz abgeschlossen.
Beweis. ,=¢
1. folgt aus Korollar 12.2 und Lemma 11.3.
2. folgt aus Satz 11.6.

3. Setze K := Quot(R), sei a € K und f(z) € R[z] normiert mit f(a) = 0, deg(f) = n.
Schreibe a = g, b,c€ R,c#0undsetze M := R+ Ra+---+ Ra" . Esist M C R
(und somit ist M ein gebrochenes Ideal), und M? = M (UA). Da M gebrochenes Ideal,
und R Dedekind ist, existiert M~!. Also ist M~'M? = R, dh M = R. Da a € M, gilt
nun a € R.

»,<=* Wir zeigen 1.42.43.= jedes # 0 gebrochenes Ideal ist invertierbar.

Sei also I ein gebrochenes Ideal.
Setze I* := (R : I), und priife daf§ (vgl. [Skript 12; Erinnerung s. 3]):



IT*(IT*)* C R ,also I(I*(II")*) C R, also ["(I[")" C I*
per Definition von I* .

Setze S = {x € K | «I* C I*}. Es ist: S C R (sieche Hilfslemma 12.3). Wir bekommen also
aufjedenfall daf :

(II")*"CSCR (1)
e Wenn /1" = R gilt, ist [ invertierbar und wir sind fertig.
e Sonst ist /1" < R, aber dann ist (Hilfslemma 12.4) (I7*)* 2 R: Widerspruch zum (). O

Beispiel 13.1 (i) Ein Hauptidealring ist ein Dedekindring. Die Klassengruppe ist trivial und
die Klassenzahl 1.

Folgt aus Proposition 5.12 in Skript 5 der Algebra 1 Vorlesung WiSe 2020/2021, und
Beispiel 9.1 oder Aufgabe 5.1 UB 5 (UA).

(ii) R Dedekindring und 0 # S C R multiplikativ = S 1R Dedekindring. Folgt aus Proposi-
tion 10.6 und 10.7 (UA).

(iii) Q[z,y] ist faktoriell, ist jedoch kein Dedekindring, da das Ideal < z > prim aber nicht
maximal ist (UA).

Satz 13.2
Sei R ein Dedekindbereich, R ist genau dann faktoriell, wenn er ein Hauptidealbereich ist. Das
heiBt: Ein Dedekindbereich ist genau dann faktoriell, wenn |[KI(R)| = 1.

Beweis. ,<*“ Jedes Hauptidealbereich ist faktoriell.

»,=" Sei nun R faktoriell; es geniigt zu zeigen, dafl jedes # 0 Primideal p ein Hauptideal ist (da
jedes Ideal ein Produkt von Primidealen ist, und das Produkt von Hauptidealen ein Hauptideal
ist). Sei 0 # a € p; dann ist a ein Produkt von irreduziblen Elementen. Da p ein Primideal ist,
enthélt p ein Primfaktor # von a. Nun folgt aus p DO< 7 >, daBB p =< 7 >, weil < © > ein
Primideal, also ein Maximalideal ist (Satz 11.6). O

Satz 13.3 (Gebrochene Ideale in einem Dedekindbereich)
Sei R ein Dedekindbereich. Jedes # 0 gebrochenes Ideal hat eine eindeutige Faktorisierung als
Produkt von ganzen Potenzen von Primidealen.

Beweis. Sei a ein gebrochenes Ideal und d # 0, d € R, so dal da < R. Schreibe eindeutig
(Korollar 12.1)

da =pi'...p/m wobei die p; Primideale sind und r; € Ny
und
<d>=pi'...pim, wobei s; € Ny .
Dann ist
m
a= Hp?fsi, wobei r; — s; € 7.
=1



Fiir den Beweis vom Satz 13.5 brauchen wir den Satz 13.4. Wir werden allerdings diesen Satz
erst in der Folgevorlesung beweisen kénnen.

Satz 13.4
Sei R ein ganz abgeschlossener Integrititsbereich, K = Quot(R), L/K eine endliche separable

Erweiterung, n = [L : K] und S = R". Dann gibt es M C L, M' C L R-Untermoduln von L,
beide frei von Dimension n, so da} M C S C M'.

Satz 13.5
Sei R ein Dedekindbereich, K = Quot(R), L/K eine endliche separable Erweiterung. Dann ist

TRL ein Dedekindbereich.

Beweis. Wir zeigen, dafl R + 2.+ 3. von Satz 13.1 erfiillt.

1. }_%L ist noethersch:

Satz 134 = M C }_%L C M, also ist EL in einem endlich erzeugten R-Modul M’ enthalten,
und da R noethersch ist, folgt (aus Korollar 8.3), dafi M’ ein noetherscher R-Modul ist.
D.h.: R” ist ein Untermodul eines noetherschen R-Modul. Es folgt: jedes Ideal in R ist
endlich erzeugt als R-Modul ( und a fortiori als _RL—Modul), d.h.: B ist noethersch.

3. R ist ganz abgeschlossen: Korollar 10.4

2. Jedes # 0 Primideal von R" ist ein Maximalideal:
Sei 0 # q ein Primideal, g # 0, 5 € q, B ganz iiber R. Es existiert a; € R, so daf
fr+a; v+ - -+ a, = 0 mit n minimal, a, # 0, a, € ﬁﬁLﬂR, sodaB p:=qNR # {0}
Primideal in R, also ist p ein Maximalideal in R, also ist R/p ein Koérper. Nun ist R /4
ein Integritédtsbereich und die Einbettung
—L

R/p — R'/q

at+p — a+t+q
liefert: R/p ist isomorph zu einem Unterkorper von R /q. Auerdem ist R /q algebraisch

tiber R/p (weil R ganz {iber R ist). Es folgt nun aus dem Hilfslemma 12.5, dafl R /q ein
Korper ist. Es folgt: ¢ ist maximal.

]



