B4: Algebraische Zahlentheorie
Sommersemester 2021
Frau Prof. Dr. Salma Kuhlmann

14.Vorlesung

8. Juni 2021

Wir werden in diesem Skript die gleiche Notationen, Definitionen, Begriffe und Terminologie
(von Skript B1, B2, B3, Bj; Algebra I1) implizit und stillschweigend beibehalten und verwenden.
In dieser Vorlesung B/; Algebraische Zahlentheorie werden wir die Ergebnisse der Algebra I1 auf
Zahlkorper L und deren Ringe Op (ganze algebraisch Zahlen) anwenden. Wir werden zundchst
Norm, Spur, Diskriminante studieren, um die Theorie der Korpererweiterungen und un-
seren Werkzeugkasten zu ergdnzen. Danach werden wir Gitter in R” und Idealnorm einfiihren
um die Endlichkeit der Klassenzahl zu etablieren. Im letztem Kapitel werden wir die Gruppe
der Einheiten Of studieren und Dirichlet’s Einheitensatz beweisen.

In Skript 14 fiihren wir die Norm und die Spur ein, und fangen damit an ihre Figenschaften zu
studieren. Dafiir erinnern wir kurz an gewdhlte und bendtigte Begriffe und Ergebnisse der LA
I und LA II.

Kapitel 5: Norm, Spur, Diskriminante

Sei L/ K stets eine endliche Korpererweiterung (das heifit dimy L < 00).
Erinnerung aus LA I und LA II:
e Wir bezeichnen mit Lx (L, L) den K-Vektorraum

Li(L,L):={p : L — L; pist eine K — lineare Abbildung }

e Fiir u € Lk (L, L) bezeichnet Spur(u) die Spur (Trace) von p :

fir M eine Matrix Darstellung von p, ist Spur(p) := Spur(M) := die Summe der Eintrige
M;; der Hauptdiagonale von M.

Definition und Notation
Sei a € L. Betrachte die Abbildung

for: L — L
r = ax

Diese Abbildung ist offensichtlich K-linear, das heifit u, 1 € Lk (L, L) . Wir bezeichnen:



Xao,r := CharPol von i, 1,

fa,r == MinPol von p, 1,

NL/K(OJ) = det(,ua,L) c K.

Np/k(a) heit die (L/K)-Norm von a.

o Spr/k(a) = Spur(pa,r) € K .
Sprk (a) heiflt die (L/K)-Spur von a.

Das folgende Lemma erklart den Zusammenhang zum Minimalpolynom von « € L iiber K:

Lemma 14.1
Es gelten:

(1) fa,r = MinPolg(w).
(ii) Fir L = K(«) bezeichne f, := fu i(a). Insbesondere gilt dann:
fa = Xa,k(a) = MinPolg (o) .
(iii) Setze m :=[L : K(«)]. Dann gilt allgemeiner
Xo.L = [, g,LL .
Beweis. (i) Es ist leicht zu priifen, dal f(pa,r) =0 < f(a) = 0Vf € Klz].
Die Aussage von (i) folgt nun unmittelbar aus den Definitionen (UA).
(ii) Wir berechnen: deg xa k(o) = [K(a) : K| = deg MinPolg(a) = deg fo .
Damit sind die Polynome gleich.

(iii) Sei {A1,..., Ay} eine Basis fiir L/ K (), also

(%) L= EB K ()

o Setze W; := K(«a)\;. Die W; sind p, -invariante K-Unterrdume, und

(%) L= @ W; als K-Vektorraum .

(TA).

e Betrachte nun die folgende Abbildungen:
Pt L — L
Mo, K (a) K(Oé) — K(Oé)

und fiir jedes ¢ = 1,--- , m die K-Vektorrdume Isomorphie:



e Fiir jedes i = 1,--- ,m erfiillt w; die folgende Gleichung auf K («):

Wi © fla,K(a) = Mo,z © w; auf K(a) .
Folgt per Definitionen (UA).
(Diese Gleichungen kann man zusammenfassen als: fio,r = D", fa,K(a) )-
AuBlerdem gilt:
(4% %) flar | Wi =w; 0 (pa k@) 0w’ .

TV
dhnliche lineare Transformationen

(UA)

Wegen (k%) und (x * %) berechnen wir nun (siehe LA TI), da8

Xa,r. = CharPol(fta,1,)

— H CharPol(fta. 1, Tw;)

i=1

= H CharPol(w; o Ha, K (o) © Wy 1)

=1

— H CharPol(pa, i (a))

Wir werden nun weitere Eigenschaften von Norm und Spur untersuchen.

Lemma 14.2
Seien a, f € L, A € K und n = [L : K|. Es gilt:

1. Npjk(aB) = Ny ()N (B)
2. Spryx(Aa+ B) = ASpr/k (o) + Spr/k(5)
3. Npjx(A) = A" und Spr k(X)) = nA
4. Sei for =a"4a,12" '+ +ay, a; €K.
Also ist v = [K(a) : K| = deg MinPolg (a). Setze p:= [L : K(a)] = 2. Es gilt:
(i) Nox(a) = (=1)"ag

(ii) Spr/x(e) = —pay—



Lemma 14.2 beweisen wir im Skript 15. Dafiir fassen wir zusammen benétigte Erinnerungen
als LA T und LA II:

e Die Determinante ist multiplikativ.
e Die Spur ist additiv.
e Sei A € M,yn(K), setze CharPol(A) = det(x] — A) = 2™ + b, 12" ' + -+ + by. Es ist

by = (—1)"det A und b,_y = —Spur(4) .



