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In diesem Skript werden wir die Eigenschaften von Norm und Spur weiter entwickeln. Dafür
werden wir (hier sowie in die folgende Skripte) weitere Elemente der Galoistheorie einbauen,
die wir in der Algebra I nicht fertig gebracht haben.

Sei L/K stets eine endliche Körpererweiterung (das heißt dimKL <∞).

Wir fangen an mit dem Beweis von Lemma 14.2

Beweis. 1. Wir bemerken zunächst daß µαβ,L = µα,L ◦ µβ,L per Definition (ÜA). Wir be-
rechnen nun: NL/K(αβ) = det(µαβ,L) = det(µα,L ◦ µβ,L) = det(µα,L) det(µβ,L) (weil die
Determinante multiplikativ ist).

2. Wir bemerken zunächst daß µλα+β,L = λµα,L + µβ,L per Definition (ÜA). Wir argumen-
tieren (analog wie in 1, und die Tatsache daß die Spur additiv ist) (ÜA).

3. Wir bemerken zunächst daß µλ,L = λ IdL per Definition (ÜA). Wir berechnen nun:
NL/K(λ) = det(µλ,L) = det(λ IdL) = λn. Analog SpL/K(λ) = Spur(λ IdL) = nλ.

4. (i) Wir haben ν = [K(α) : K], µ = [L : K(α)], n = νµ . Setze

(†) χα,L = xn + bn−1x
n−1 + · · ·+ b0.

Wir berechnen nun NL/K(α) = det(µα,L). Wir wissen (Erinnerung LA I + LA II)
daß (−1)n det(µα,L) = b0 . Außerdem ist (wegen Lemma 14.1):

(‡) χα,L = (fα)µ.

Ein Koeffizientenvergleich in (†) und (‡) ergibt nun b0 = aµ0 .

(ii) Wir wissen (Erinnerung LA I + LA II) daß bn−1 = −Spur(µα,L) = −SpL/K(α) per
Definition. Wir berechnen: der Koeffizient von xn−1 (das heißt der Koeffizient von
xνµ−1) in (fα)µ ist µaν−1 (ÜA). Wir vergleichen nun die Koeffizienten in (†) und (‡)
und bekommen bn−1 = µaν−1.
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Proposition 15.1
Setze n = [L : K]. Sei β ∈ L, f(x) := MinPolK(β) , deg f := m = [K(β) : K]. Setze r := n

m
=

[L : K(β)] . Seien β = β1, β2, . . . , βm alle Nullstellen von f (in einem Zerfällungskörper). Es ist

NL/K(β) = (
∏

βi)
r und SpL/K(β) = r

∑
βi .

Beweis. Setze f(x) = xm + am−1x
m−1 + · · ·+ a0, ai ∈ K. Wir wissen daß

∏
βi = (−1)ma0 und∑

βi = −am−1 (siehe ÜB).
Wir berechnen (mit Anwendung von Lemma 14.2 4-(i) und 4-(ii)):

(
∏

βi)
r = (−1)mrar0

(i)
= NL/K(β)

und

r
∑

βi = −ram−1
(ii)
= SpL/K(β) .

Korollar 15.2
Sei R ein ganz abgeschlossener Integritätsbereich, K := Quot(R), und L/K eine endliche

Körpererweiterung. Sei β ∈ RL
; dann sind NL/K(β) ∈ R und SpL/K(β) ∈ R.

Beweis. Da β ∈ R
L

wissen wir daß MinPolK(β) ∈ R[x]. Nun seien β = β1, . . . , βm seine

Nullstellen. Es folgt daß auch β1, . . . , βm ∈ R
L
. Setze r := [L : K(β)] . Nun sind per Defi-

nition NL/K(β) , SpL/K(β) ∈ K. Außerdem wegen Proposition 15.1 sind NL/K(β) = (
∏
βi)

r

und SpL/K(β) = r
∑
βi. Also sind NL/K(β) ∈ R

L
und SpL/K ∈ R

L
. Nun ist aber R ganz

abgeschlossen, also folgt die Behauptung.

In Satz 15.4 führen wir eine genauere Berechnung wenn L/K separabel ist. Dafür brauchen wir
einen weiteren Satz der Galoistheorie:

Satz 15.3
Sei L/K separabel, und Ω die normale Hülle von L/K. Setze [L : K] = n. Dann gelten:

1. ∃σ1, . . . , σn verschiedene Einbettungen von L/K in Ω.

2. Sei β ∈ L und setze [K(β) : K] = m = n
r

und [L : K(β)] = r. Dann gilt

∀σ ∈ {σ1, . . . , σn} : σ(β) kommt genau r mal in der Folge (σ1(β), . . . , σn(β)) vor .

Beweis. Da L/K separabel ist, ist sie eine einfache Erweiterung, also

(1) Sei L = K(γ), MinPolK(γ) = g , deg g = n, und γ1, . . . , γn die n verschiedenen Nullstellen
von g in Ω.

L
σk
↪→ Ω

γ 7→ γk

K
σk�K−→ K
= Id

(Isomorphismus K(γ) ∼= K[x]/ < g(x) >∼= K(γk) aus Algebra BIII)

(2) L/K(β) und K(β)/K sind separabel, also liefert (1) m Einbettungen von K(β) über K in
Ω′ (Ω′ :=normale Hülle von L/K(β), Ω′ ⊇ Ω), und r Einbettungen von L über K(β) in Ω′;
zusammengefasst:
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∃mr = n Einbettungen von L über K in Ω′,

∃r Einbettungen von L über K(β) in Ω′,

∃m Einbettungen von K(β) über K in Ω′.

Im Zeichen:

L
λ1,...,λr
↪→
K(β)

Ω′

K(β)
µ1,...,µm
↪→
K

Ω′

Betrachte:

L
∼−→ λi(L) ⊆ Ω′ und schreibe L = K(β)(γ), also λi(L) = K(β)(λi(γ)).

Definiere K(β)(λi(γ))
µ̃j−→ Ω′ durch: µ̃j � K(β) = µj und λi(γ) 7→ λi(γ).

Betrachte nun L
λi
∼−→ λi(L)

µ̃j−→ Ω′.

Es ist klar, daß (µ̃j ◦ λi) Einbettung von L über K in Ω′ ist für alle j = 1, . . . ,m und
i = 1, . . . , r. Also ist {µ̃j ◦ λi, j = 1, . . . ,m, i = 1, . . . , r} ⊆ {σ1, . . . , σn}.
Außerdem ist µ̃j ◦ λi eindeutig durch ihre Bilder für γ und β bestimmt. Nun ist

(∗) (µ̃j ◦ λi)(γ) = µ̃j(λi(γ)) = λi(γ)

und

(∗∗) (µ̃j ◦ λi)(β) = µj(β)

Es folgt aus (∗) und (∗∗) daß {µ̃j ◦ λi | j = 1, . . . ,m, i = 1, . . . , r} = {σ1, . . . , σn} und
∀σ ∈ {σ1, . . . σn} ist σ(β) r mal wiederholt wie in (∗∗).

Satz 15.4
Setze [L : K] = n . Sei L/K separabel, und {σ1, . . . , σn} die Menge der verschiedenen K-
Einbettungen von L (in der normalen Abschluss Ω von L/K). Sei β ∈ L. Es ist

NL/K(β) =
n∏
k=1

σk(β) und SpL/K(β) =
n∑
k=1

σk(β) .

Beweis. Seien σ1, . . . σn wie in Satz 15.3. Sei f(x) := MinPolK(β), [K(β) : K] = m = deg f
und setze r := [L : K(β)], und
β = β1, β2, . . . , βm die verschiedene Nullstellen von f .

• Es folgt aus Satz 15.3 daß: Für i = 1, . . . ,m gibt es genau r Einbettungen von L in Ω, die β
auf βi absenden. Das heißt: βi erscheint genau r mal in der Folge (σk(β) )k.

• Nun folgt aus Prop 15.1, daß
NL/K(β) = (

∏m
i=1 βi)

r =
∏n

i=1 σi(β) und SpL/K(β) = r(
∑m

i=1 βi) =
∑n

i=1 σi(β).


