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In diesem Skript werden wir die Eigenschaften von Norm und Spur weiter entwickeln. Dafiir
werden wir (hier sowie in die folgende Skripte) weitere Elemente der Galoistheorie einbauen,
die wir in der Algebra I nicht fertig gebracht haben.

Sei L/ K stets eine endliche Korpererweiterung (das heifit dimy L < 00).

Wir fangen an mit dem Beweis von Lemma 14.2

Beweis. 1. Wir bemerken zunéchst dafl jia5 = fta,r © ps,r per Definition (UA). Wir be-
rechnen nun: Ny g (o) = det(pap,r) = det(pa,r © pgr) = det(pqa,r) det(ps,r) (weil die
Determinante multiplikativ ist).

2. Wir bemerken zunéchst da8 pixa+s1 = Mo,z + 5, per Definition (UA) Wir argumen-
tieren (analog wie in 1, und die Tatsache dafl die Spur additiv ist) (UA).

3. Wir bemerken zuniichst daB py; = A Id; per Definition (UA). Wir berechnen nun:
Npjk(X) = det(par) = det(X Idg) = A". Analog Spr/x(A) = Spur(A Idz) = nA.

4. (i) Wir haben v = [K(«) : K], p=[L: K(«a)], n=wvu. Setze
(1) Xa,p = 2" + by 2™t 4 by

Wir berechnen nun Ny k(o) = det(jiq,). Wir wissen (Erinnerung LA I + LA II)
dafl (—1)"det(fta,r,) = bo . AuBerdem ist (wegen Lemma 14.1):

(i) Xo,L = (fa)u'

Ein Koeffizientenvergleich in (1) und (f) ergibt nun by = aj.

(i) Wir wissen (Erinnerung LA I + LA II) da8 b,—; = —Spur(fta,z.) = —Spr/Kx () per
Definition. Wir berechnen: der Koeffizient von z"~! (das heifit der Koeffizient von
1) in (fo)* ist pa,_; (UA). Wir vergleichen nun die Koeffizienten in (1) und (1)
und bekommen b,, 1 = pa,_1.

]



Proposition 15.1
Setze n = [L : K]. Sei B € L, f(x) := MinPolg (), deg f := m = [K(f3) : K]. Setze r := =
[L: K(B)]. Seien 8 = 1, 52, ..., m alle Nullstellen von f (in einem Zerfallungskorper). Es ist

Np(B) = (H Bi)" und Spr/r(B) = 7"25@ .

Beweis. Setze f(r) = 2™ + apm12™ " 4 + ag, a; € K. Wir wissen daB [] ; = (—1)"™ao und
> Bi = —am—1 (siche UB).
Wir berechnen (mit Anwendung von Lemma 14.2 4-(i) und 4-(ii)):

qI50r = (=1 ay @ Ny (8)
und )
7”251' = —Tam-1 @ Spryx(B) -
O

Korollar 15.2
Sei R ein ganz abgeschlossener Integritéitsbereich, K := Quot(R), und L/K eine endliche

Korpererweiterung. Sei 3 € EL; dann sind N,k (8) € R und Spr/k(8) € R.

Beweis. Da 8 € R" wissen wir daB MinPolg(8) € R|x]. Nun seien § = [,..., [, seine

Nullstellen. Es folgt dafl auch f§y,...,05, € R". Setze r = [L : K(B)]. Nun sind per Defi-
nition Ny /k(8), Spr/k(B) € K. AuBerdem wegen Proposition 15.1 sind Ny (8) = ([[5:)"

und Spr/(B) = r)_ Bi. Also sind Ny /k(B) € R" und Sprk € R". Nun ist aber R ganz
abgeschlossen, also folgt die Behauptung. O]

In Satz 15.4 fithren wir eine genauere Berechnung wenn L /K separabel ist. Dafiir brauchen wir
einen weiteren Satz der Galoistheorie:

Satz 15.3
Sei L/K separabel, und 2 die normale Hiille von L/K. Setze [L : K] = n. Dann gelten:

1. Joy,..., 0, verschiedene Einbettungen von L/K in .
2. Sei B € L und setze [K(8) : K] =m =% und [L : K(3)] = r. Dann gilt

Vo € {o1,...,0,} : o(8) kommt genau r mal in der Folge (o1(3),...,0,.(8)) vor .

Beweis. Da L/K separabel ist, ist sie eine einfache Erweiterung, also

(1) Sei L = K(v), MinPolg(y) =g, deg g = n, und v4,...,7, die n verschiedenen Nullstellen

von ¢ in €.
L & Q
7= Yk
K "% K
1 (Isomorphismus K(v) = K[z]/ < g(z) >= K () aus Algebra BIII)

(2) L/K(B) und K(B)/K sind separabel, also liefert (1) m Einbettungen von K (/3) iiber K in
Y (€ :=normale Hiille von L/K(5), ' O ), und r Einbettungen von L iiber K(5) in (;
zusammengefasst:



Jmr = n Einbettungen von L iiber K in
Jr Einbettungen von L tiber K () in (V,
Im Einbettungen von K () itber K in €.

Im Zeichen:

Betrachte:
L — X\(L) € € und schreibe L = K(B3)(7), also \i(L) = K(B8)(M\i(7)).
Definiere K (8)(Ai(7)) -2 @ durch: fi; | K(8) = 11 und Mi(y) = Ai(y).

Ai -
Betrachte nun L =5 \;(L) =2 ',

Es ist klar, da8 (fi; o A;) Einbettung von L iiber K in Q' ist fiir alle j = 1,...,m und
i=1,...,r. Alsoist {i; 0N, 7=1,....m,i=1,....7} C{oy,...,0,}.

AuBerdem ist fi; o A; eindeutig durch ihre Bilder fiir v und 8 bestimmt. Nun ist

() (115 0 X)) (7) = B (Ai(7)) = Ai(7)
und
() (15 0 Xi)(B) = 1 (B3)

Es folgt aus (%) und (sx) da {gjoN | j=1,....m,0 =1,...,r} = {o1,...,0,} und

7m7
Vo € {o1,...0,} ist o(f) r mal wiederholt wie in ().
[

Satz 15.4
Setze [L : K| = n. Seli L/K separabel, und {oy,...,0,} die Menge der verschiedenen K-
Einbettungen von L (in der normalen Abschluss € von L/K). Sei 8 € L. Es ist

Nk (8) = HUk(ﬁ) und Spr/x(8) = Zak(ﬁ) :

Beweis. Seien o4, ...0, wie in Satz 15.3. Sei f(z) := MinPolg(8), [K(8) : K] = m = deg f
und setze r := [L : K(f)], und

B = B, Ba, ..., m die verschiedene Nullstellen von f.

e Es folgt aus Satz 15.3 dafi: Fiir ¢ = 1,...,m gibt es genau r Einbettungen von L in €, die
auf f; absenden. Das heifit: 3; erscheint genau r mal in der Folge (o%(3) ).

e Nun folgt aus Prop 15.1, daf3

Np(8) = (ITiZ, )" = [ Lizy 04(B) und Spr/x(B) = (3205, Bi) = 22—, 0i(B). [



