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In diesem Skript werden wir Gitter und Ihre fundamentale Parallelotope untersuchen und den
Satz von Minkowski 21.8 beweisen. Den Satz werden wir ab Skript 22 aufrufen, um die End-
lichkeit der Klassenzahl zu beweisen.

Das folgende Lemma 21.1 erklért die Rolle von fundamentale Parallelotope ( £.P.) T

Lemma 21.1
Sei I' ein Gitter, T f.P von I'. Es gilt: Vv €e R*, 3l € ', sodal v € T 4+ [

Beweis. Sei {ey,...,e,} eine Basis von R" die I" erzeugt und sei v € R™. Schreibe

v:sz-ei mit b; € R

und setze
Dann ist

a; =bj—z€eRund 0<gq; <1.
Esist v =t+1, wobeit:=> ae; € Tund [ := > ze;, l € T. O
Satz 21.2
Eine additive Untergruppe I' von (R™, +) ist genau dann ein Gitter, wenn I" diskret ist.
Beweis. ,=* o.E. ist I" vollstidndig. Sei {ej, ..., e,} eine geordnete Basis fiir R", die I" erzeugt,
und v € R". Es gibt \; e R, sodaB v =", \e;.
Betrachte:

f R" — R™

Z/\iei — (/\1,---7)\71)

Es ist klar daB : f(B,(0)) ist beschriankt (UA), d.h. es existiert k, so daB ||f(v)|| < k Vo €
B,(0).
Wenn v = Y7 a;e; € ' N B,.(0) (a; € Z), dann ist ||(a1, ..., a,)|| < k. Es folgt:

(%) ] <k Vi=1,....n

Wir sehen, da8 die Anzahl von a € Z, die (x) erfiillen kénnen, endlich ist, also ist I' N B,.(0)
endlich.



»,<=“ Wir zeigen per Induktion nach n, dal I' ein Gitter ist.
e Sei {g1,...,gm} eine maximal linear unabhéngige Untermenge von I' und setze

V= SpanR{gla s 7gm71} .

Betrachte I'y := I'NV. Dann ist I'y immernoch diskret und per Induktionsannahme ein Gitter.

e Seien {hy,...,h,} eine linear unabhéngige Menge, die I'y erzeugt. Da g1,...,9m-1 € T,
muss m’ = m — 1 gelten. Wir kénnen {g1, ..., gm_1} durch {hq, ..., hy,_1} erzetzen. Das heifit:
wir konnen o.E. annehmen: jedes Element aus I'j ist eine Z-lineare Kombination der g;.

e Betrachte nun die Untermenge von I':

T::{xEF\x:Zaigi,aiE]R,Ogai<1,i:1,...,m—1und0§am§1}.
i=1

Es ist: T ist beschrénkt (UA). Also ist T endlich, da T' diskret ist.
e Wihle also ' € T, 2’ = Y. | b;g; mit by, kleinste # 0 Koeffizient von g,,.

Behauptung: {g¢1,...,9m_1,2'} erzeugt I' (als Gitter iiber Z)

Beweis. Es ist klar, da diese Menge immernoch linear unabhiingig ist (UA). AuBerdem: fiir
ge Tl gbtesc € Z (b)) €Z),sodaBl ¢ =g — ¢’ — Z:r:ll ¢ig;i € T und der Koeffizient
von ¢, in ¢ ist > 0 aber kleiner als b,, (vgl. Lemma 1). Aus der Wahl von 2z’ gilt nun: dieser
Koeffizient ist 0, also ist ¢’ € I'y. O

]

Wir studieren nun die Faktorgruppe (R", +)/(T', +).
e Wir fangen an mit dem Fall n = 1. Setze

S:={zeC||z|] =1}.

S ist eine multiplikative Untergruppe von C.
Erinnerung: + = v/—1 € C.

Lemma 21.3
(R, +)/(Z,+) = (S, x).

Beweis. Betrachte die surjektive Abbildung

p: R —» §
a  — e2ia7r
¢ ist ein Homomorphismus und ker(¢) = (Z,+) (UA). O

e Allgemeiner fiir n € N setze
T :=SxSx...5
————

n mal

(der n-dimensionaler Torus).

Satz 21.4
Sei I' ein vollstédndiges Gitter in R”, dann ist (R™,+)/(I",+) = (T, x).

Beweis. Sei {e1,...,e,} eine Basis fiir I und betrachte ¢ : (R", +) — (T" , x) definiert durch
O(> aze;) = (e¥ @™, ..., e*™). ¢ ist surjektiver Homomorphismus mit ker(¢) =T'. (UA). O



Lemma 21.5

¢ T — T" ist injektiv.

Beweis. Aus exp(2ia;m) = exp(2ib;m) (fir 0 < a; < 1,0 <b; < 1) folgt a; =b; O
Allgemeiner gilt fiir beliebige Gitter

Satz 21.6

Sei I' € R™ ein m-dimensionales Gitter (also m < n), dann ist R"/I' = T™ x R*™.

Beweis. Setze V := Spang(I') und W C R", so da} R" =V @ W; dann ist
R'=V@W = T"xR"™ O

Satz 21.4

Definition 21.1 (i) Sei X C R" Lebesgue-meBbar. Definiere v(X) = [ dx; ...dx, das Vo-
lumen von X (Lebesgue-Mafl von X).

(ii) Sei I € R™ ein vollstéandiges Gitter, X C T", und ¢ := ¢ wie im Lemma 21.5. Definiere
das Volumen von X: v(X) := v(¢~1(X))

(iii) Ist Y C T, soist ¢(Y) € T" und v(p(Y)) = v(Y).

Satz 21.7
Sei X C R™ beschrénkt, so dal v(X) existiert (d.h. X ist beschrankt und Lebesgues-mefibar).
Aus v(p(X)) # v(X) folgt, daB ¢ x nicht injektiv ist.

Beweis. Sei X beschrénkt und ¢|x injektiv. Es existieren ly,...,l; € I', so dai I; # [; fiir j # ¢
und X, = XN (T+1l;) #2 Vj=1,...,5. Also X = |_|j:1 Xy, (folgt aus Lemma 1, UA).
Fir j =1,...,s, definiere V;, = X, —1;, so dal V;;, €T C R". Bemerke, daf die Y;; disjunkt
sind (da ¢|x injektiv ist). AuBerdem gelten:

(a) v(Y,) = v(Xy;) (weil das Lebesgue-Maf invariant unter Translation ist).
(b) 6(Xi,) = 6(Y;) (weil T = ker ).

(©) o(6(%,)) = 0(%,) (da i, C T).

Wir berechnen nun

wo(X) = v X)) = v ) = v0) = S ulx,) = ulX).

J

Definition 21.2 (i) X C R”™ ist konvex, wenn Vz,y € X und YA € R mit 0 < XA < 1 gilt
Az + (11— Ny € X.

(ii) X ist symmetrisch, wenn gilt: x € X = —z € X.

Satz 21.8 (Minkowski)
Sei I' ein vollstéandiges Gitter in R™ mit f.P. 7" und sei X C R™ beschriankt, symmetrisch, konvex
(und Lebesgue-mefibar). Wenn v(X) > 2"v(T), gilt dann: 3y # 0,7 € ' N X.

Bemerkung
Da I' diskret ist, gibt es nur endlich viele solche ~.

Beweis. Betrachte, das Gitter 2I" mit f.P 27" und Volumen v(27) = 2"v(T'). Betrachte den
Torus T = R™/2T".
Berechne v(T") = v(2T) = 2"v(T). Fiir ¢ : R® — T™ ist ker ¢ = 2T" und ¢(X) C T", also

v(p(X)) <o(T") =2"(T) < v(X).

Aus Satz 21.7 folgt: ¢|x ist nicht injektiv. Also Jxy # x9, 21,22 € X, so daB ¢(z1) = ¢(x2)
oder (z7 — z3) € ker¢, d.h. 1 — x5 € 2T". Also %(xl —x9) € Nun 2 € X = —29 € X und
1o+ 3(—x0) € X, d.h. (21 — 22) € X. O



