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Wir betrachten den folgenden Ansatz: L/Q ein Zahlkorper von Grad n, Of = Z". wir wissen,
daff L = Quot(Or) (Satz 9.5) und dafs Oy, ein Dedekindring ist (Satz 13.5). Wir verfolgen das
folgende Ziel: Wir wollen den gebrochenen Idealen von Op Gittern in R™ zuordnen. Wir werden
dabei, oft stillschweigend, die Ergebnisse von [Algebra II; Kapitel 4] (insbesondere beziiglich der
Klassengruppe) benutzen.

Erinnerung: e Sei 0 ein primitives Element fiir L, i.e. L = Q(f) und seien o4, ...,0, die n
verschiedenen Einbettungen von L in € := C.

e Ist 0;(0) € R (also 0;(L) C R), so heifit o; reell. Sonst heifit o; komplex.
In diesem Fall ist auch &; komplex.

e Sei s := fireelle Einbettungen und 2t := § komplexe Einbettungen. Es ist n = s 4+ 2¢, und

01y...,05; 08+1768+17 Ty 05+t758+t

sind die n verschiedene Einbettungen.
e Setze Ly := R x Ct = R x R*.

§Idealnorm und Eigenschaften

Definition 22.1
Sei 0 # a <1 Oy, definiere
N(a) :=[Or : a] = [(Or, +)/(a, +)|

(N(a) ist a priori endlich oder o).

Satz 22.1
Seien a,b <O, a# 0, b # 0.

(1) Esist N(b) < 00

(2) N(ab) = N(a)N(b)

Beweis. Wir zeigen (1) und daf

(4 N(ap) = N(@)N(p)

fir p < Op ein Primideal. (2) folgt dann aus (%) wegen Primfaktorisierung von Idealen in
Dedekindringen.



Zu (1): Sei 0 # « € b und betrachte « := oy («) sowie oz(a) ..., 0,(a). Berechne:

no = Njgla) = [[oi(0) =a]]oi(e).

i= =2

e Daa € Oy, ist n, € Z (Korollar 15.2). Also ist [[/_, 0i(a) = npa™t € L. AuBerdem sind alle
oi(ar) ganz iiber Z, also ist [}, 0s(«v) ganz iiber Z, und somit ist []}_, 0:(a) € O.

e Nun ist n, =« Hai(a) € b (weil b < Oy), also ist das Hauptideal < n, >= Opn, C b.
cb =2
€Oy,
e Wir haben also einen surjektiven Homomorphismus v : O/ < n, >— Op/b.

e Nun ist Op ein freier Z-Modul vom Rang n (Satz 17.3), insbesondere ist Oy ein endlich
erzeugter Z-Modul. Also ist auch O/ < n, > endlich erzeugt.

e Dan, € Zist auerdem O/ < ng >= (OL/ < Ny >)ior €in Torsionsmodul (UA). Ein endlich
erzeugter Torsionsmodul iiber Z ist endlich (folgt aus Struktursatz fiir endlich erzeugte Moduln

tiber HIR). Insbesondere ist O, /b auch endlich (als Bild von ).

Zu (xx): Dafiir geniigt es zu zeigen, daf}

(a) |OL/ap| =[O /al|a/ap]

und
(b) |a/ap| = [OL/p|

e Zu (a): Or/ap — Or/a, x + ap — = + a ist ein surjektiver Homomorphismus von Gruppen

mit Kern a/ap, also Op/a = (Or/ap)/(a/ap), also ist |O/a| = % (wegen Lagrange).

e Zu (b): Bemerke, dafl ap C a (wegen Eindeutigkeit der Primfaktorisierung).
Behauptung: Sei I <Op. Wenn ap C I C a, dann ist [ = ap oder I = a.

Beweis. a tap Ca I COp, dhp Ca I CO;.
Nun p maximal = p = a~'7 (in diesem Fall ap = I) oder O, = a™'I (in diesem Falla =1). O

Wiéhle nun = € a so daB8 « ¢ ap und betrachte ap+ < z >. Wir haben ap C ap+ < = >C a,
also ap+ < & >= a. Wir definieren einen Homomorphismus
v: Op — a/ap
y +— yx +ap
=
Da ap+ < z >= q, ist 1) surjektiv mit p C kerp € Oy, und da ap # a ist ker¢p # Oy (UA).
Da p maximal ist, folgt nun p = ker¢. Es folgt: Op/p = a/ap O

Bevor wir die nédchste Propositionen beweisen, fassen wir zusammen allgemeine ergénzende
Bemerkungen:

Bemerkung 22.1 (i) Sei N ein freier Z-Modul vom Rang n (i.e. N ~ Z") und M < N ein
Untermodul. Da Z ein HIR ist, wissen wir dafl M frei vom Rang m < n ist. Wir behaupten
daf:

[N:M] < o0& dimgM=n.



Beweis von (i).

Behauptung 1: Sei {y1,...,yn} C Z" eine Z-Basis fiir M. Betrachte die Matrix A €

hn
Msn(Z) mit Zeilen {yi,...,ym}, also A :=

Ym
Man kann zeigen, dafl elementare Zeilen- und Spaltenumformungen eine Matrix B €
M, xn(Z) mit folgender Eigenschaft ergeben:

Z" | Span,(B) = 7"/ Spany(A) = Z" /M
(UA).

Behauptung 2: Zeilen-und Spaltenumformungen ergeben B der Form B :=

d; € Z,d; #0 (da {y1,...,Ym} Z-linear unabhingig sind) (UA).

e Mit Behauptung 1 und Behauptung 2 kénnen wir nun die Aquivalenz in (i) zeigen:
»,= wir nehmen an, m < n und zeigen [Z" : M| = oc.
Setze v, := (0,...,0, ZZ ,0,...,0). Bemerke daB v, ¢ Span,B wenn z # 0 (UA).
m €
Aus z; # z, folgt also v, # v,, mod Span,B

(weil v, —v,, =V, _,,,2 =21 — 22 #0=v, ¢ Span,B).

dy . 0
»<"“ Wir nehmen nun an, dafl dimy M =n, dh. n =m. Dannist B=| : .. |,
0 . dy
d; # 0, und
Z™/ Span; B = Z" /M.
Wir berechnen
|27/ Spany B| = |Z/di 2D - - - D Z/dnZ| = [];_; |di| < o0
m

Zusatz: Wir sehen aufierdem, dafi n = m = |Z"/M| = | det B| = | det A|, d.h
n=m= [Z": M]=|det Al.



