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In diesem Skript ist der Ansatz weiterhin im Skript 22. Wir werden, oft stillschweigend, die No-
tationen und Ergebnisse von [Algebra II; Kapitel ] (insbesondere beziglich der Klassengruppe),
sowie die Figenschaften der Norm und Diskriminante (Skripte 15,16,17) benutzen. Wir werden
zundchst in Propositionen 23.1 und 23.2 zwei weitere Schliissel Eigenschaften von Idealnorm
erkldren. Dann werden wir Satz 23.3 beweisen. Um unser Hauptziel (Satz 23.6; Endlichkeit
der Klassenzahl) zu erreichen werden wir Satz 23.4 (Minkowski Schranke) aussagen und gleich
anwenden. Den Beweis vom Satz 23.4 werden wir erst im Skript 24 fihren.

Proposition 23.1
Sei L/Q Zahlkérper vom Grad n, 0 # a < Oy, {y1,...,yn} eine Z-Basis fiir a. Es ist:

D(OL/Z)N(a)> = D(y1,...,yn) -

Beweis. Bemerke zunéchst daf§ die Aussage sinnvoll ist: Wir wissen, da3 Oy, ein freier Z-Modul
vom Rang n ist, und auflerdem, dafi [Of, : a] < co. Es folgt aus Bemerkung 22.1(i), daf8 a ein
freier Z-Modul vom Rang n ist.

e Sei {e1,...,e,} eine Z-Basis fiir O, und {y1,...,y,} eine Z-Basis fiir a. Schreibe
Vi = Y. Yijej, Yi; € Z und sei A die Matrix mit y;; als ij-te Eintrag.

e Wir berechnen:

D(y1,. .-, Yn) i det A%2D(ey,...,e,) = det A2D(O /7).

Andererseits folgt aus Bemerkung 22.1 (ii), da8
|det A| =[Oy : a].
Alles zusammen ergibt: D(yy, ..., y,) = N(a)2D(O/Z) O

Proposition 23.2
Sei 0 # B € Op. Esist N(< 8 >) = | Np(B) |.
———— ——

eN cZ

Beweis. o Sei {ey, ..., e,} eine Z-Basis fur Of, dann ist {fey, ..., fe,} eine Z-Basis fir < 5 >.
e Aus Proposition 23.1 folgern wir, daf3

D(Bey, ..., Ben) = D(OL/Z)N(< B >)?.

Andererseits per Definition wissen wir, dafl

D(Ber, . ..., Ben) = det(Brg(Bei, Be;)) -



e Wir berechnen (UA, UB):

det(Bro(Bei, Be;)) = (det((ai(Be;))i;))* = (det((a:(B)aile;)is))” -

e Nun ist (UA, Eigenschaften von Determinanten)

det((0i(B)oi(e;))ij) = 01(B) - . . on(B) det(oi(e;)ij) = Nijo(B) det(oi(e;)i;) -

Alles zusammen ergibt:

D(Bes, ..., Ben) = (N1jo(B))*(det(oi(e;))i5)* = (Nio(8))*Der, - - - en)
Prop 23.1 N(< B >)’D(er,. .-, en)

]

Satz 23.3
Sei L ein Zahlkérper vom Grad n und s € N fest. Dann ist |[{I | [/ <O, N(I) = s}| < o0

Beweis.
Behauptung 1: Sei J < Oy. Dann ist N(J) € J.
Beweis. N(J)=1|0./J| = Vxe O, N(J)x € J. Insbesondere gilt das fiir x = 1. O

Lagrange

Behauptung 2: Seien I,J <Op, I #0,J # 0.
Esist [ CJ=I1J"1<0;.

Beweis. J7'=(0p:J)={xe L|xJ COr} O

e Sei nun J < Op mit N(J) = s. Dann ist
<s>C J alsoist <s>J1<0;.

e Setze I :=< s > J~!. Wir haben < s >= I.J. Die Eindeutigkeit der Primfaktorisierung zeigt,
daf:

e die Menge der Primideale, die in der Faktorisierung von J erscheinen, eine Untermenge
von der Menge der Primideale, die in der Faktorisierung von < s > erscheinen, ist.

e Auflerdem: Wenn fiir p Primideal p* in der Faktorisierung von J und p* in der Faktori-
sierung von < s > erscheint (u, v € N), ist dann v < p.

e Setze p = vy(< s >). Wir sehen also, daB es héchstens [ ], . (v,(< s >) + 1) Mdglichkeiten
fiir J gibt, insbesondere endlich viele. O

Satz 23.4 (Minkowski Schranke)
Sei L/Q ein Zahlkorper. Dann gibt es ¢;, € R, so dafi:

VO#Aa<Ord0#a€a
mit
(1) N(<a>)<c,N(a)

Beweis. Spéter (siehe 24. Vorlesung). O



Erinnerung: KIl(L) := 1d(O.)/H(OL) = KI(Oy) ist die Klassengruppe des Zahlkorpers
L, wobei 1d(O) = die Gruppe der gebrochenen Ideale und H(Op) = die Untergruppe der
gebrochenen Hauptideale. hy, := |KI(L)| ist die Klassenzahl des Zahlkérpers L.

Korollar 23.5
Sei L/Q ein Zahlkorper und ¢y, wie in Satz 23.4. Es gilt:

Vge KI(L) Ja<Op,sodal a=gqund N(a) <cp
Beweis. Sei q =qH(Opr), q€ 1d(Or) = 3d#0,d € Op und b < Oy, so dafl
(*) q'=b

Satz 23.4 = d6 € b, so daf3

(1) |Nzjo(B8)] < c.N(b)
Betrachte
(%) @ = Bo,

da < 8 >C b gilt (s. Beh. 2 S.2) a < Oy. Also ist

g2 a6 "2 dpa.

Das heifit:
qa—1 = OL(dﬂ_l) € HOp).

Wir berechnen

N(a)N(b) = N(ab) = N(< B >) < cLN(b).

(+) M)
Es folgt N(a) < ¢y.

Satz 23.6 (Endlichkeit der Klassenzahl)
|ICI(L)]| ist endlich (d.h. hy, € N)

Beweis. Sei q € KI(L) und a < O mit N(a) < ¢z und g = a. Dann ist 0 < N(a) < |c]. Wir
bekommen eine surjektive Abbildung von {a < Op | N(a) < |¢1]} nach KI(L) und
{a<OL| N(a) < |ecr]} = UE:LlJ{u <0 | N(a) = s} ist endlich wegen Satz 23.3 O



