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B4: Algebraische Zahlentheorie

Sommersemester 2021

Frau Prof. Dr. Salma Kuhlmann

27.Vorlesung

22. Juli 2021

Fortsetzung vom Skript 26. Um D.E.S. müssen wir nur noch zeigen daß:

λ(O×L ) ⊆ H ein vollständiges Gitter ist.

Es genügt dafür zu finden,

(∗) ε1, . . . , εs+t−1 ∈ O×L so daß {λ(ε1), . . . , λ(εs+t−1)} R− linear unabhängig ist.

Diese letzte Vorlesung hat als Hauptziel, die folgende Proposition 27.1 zu beweisen und daraus
schließlich (∗) zu folgern.

Ansatz und Notationen wie in den 20-26 Vorlesungen. Wir werden, oft stillschwei-
gend, die bisherige Ergebnisse aufrufen.

Proposition 27.1
∃ε1, . . . , εs+t−1 ∈ O×L , so daß |σl(εk)| < 1 für alle l 6= k, l = 1, . . . , s+ t, k = 1, . . . , s+ t− 1.

Für den Beweis brauchen wir eine Vorbereitung:

Bemerkung 27.1 1. LR ist nicht nur ein R-Vektorraum, sondern auch eine R-Algebra, ver-
sehen mit Komponentenweise Multiplikation.

2. Wir führen eine vorübergehende Terminologie ein.
Für x ∈ LR definiere die “Norm von x” wie folgt:

N(x) :=
s∏

i=1

xi

t∏
j=1

xs+jx̄s+j =
s∏

i=1

xi

t∏
j=1

|xs+j|2 .

Bemerke, daß NL/Q(α) = N(σ(α)) ∀α ∈ L (ÜA), dies begründet die Terminologie
“Norm von x”.

3. Unsere Hauptbehauptung nun ist:

∃c ∈ R+ so daß ∀x ∈ LR mit
1

2
≤ |N(x)| ≤ 1,∃ε ∈ O×L , so daß |xlσl(ε)| < c ∀l = 1, . . . , s+t.

4. Bemerke, daß Hauptbehauptung ⇒ Proposition 27.1:
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Beweis. für jedes k = 1, . . . , s+ t− 1 wähle x ∈ LR mit |N(x)| = 1 aber |xl| > c für l 6= k
(ausgleichen mit dem k-te Komponente). Unsere Hauptbehauptung liefert εk ∈ O×L , so daß
|xlσl(εk)| < c ∀l. Insbesondere wenn l 6= k, ist |σl(εk)| < c/|xl| < 1 wie erwünscht.

Wir bemühen uns nun darum, die Hauptbehauptung zu beweisen. Wir wollen und werden
dafür Minkowski’s Satz anwenden. Dies benötigt einige technische Berechnungen.

• Da OLEOL ist, wissen wir, daß σ(OL) ein vollständiges Gitter in LR ist , also daß xσ(OL) ein
vollständiges Gitter für x = (1, . . . , 1) ∈ LR ist. Allgemeiner für x ∈ LR mit N(x) 6= 0, werden
nun zeigen, daß xσ(OL) ein vollständiges Gitter in LR ist.

• Sei {α1, . . . , αn} eine Z-Basis für OL. Also ist {σ(α1), . . . , σ(αn)} R-linear unabhängig und

xσ(OL) = xσ(α1)Z⊕ · · · ⊕ xσ(αn)Z .

Wir behaupten: {xσ(α1), . . . , xσ(αn)} ist R-linear unabhängig. Dafür betrachten wir die Deter-
minante der Matrix

A =

xσ(α1)
...

xσ(αn)

 ∈ Matn×n(R)

Übliche Berechnungen ergeben, daß

| det(A)| = 2−t| detχ|

wobei χ die Matrix mit i-te Zeile gleich

x1σ1(αi) . . . xsσs(αi) xs+1σs+1(αi) x̄s+1σs+1(αi) . . .

ist (ÜA).

• Wir müssen also detχ berechnen. Jede Spalte hat einen gemeinsamen Faktor, und zwar
entweder xj oder x̄j. Wir sehen also, daß

detχ = N(x) detV

wobei wie üblich
Vij = σi(αj) ; ∀i, j = 1, · · · , n .

Wir berechnen wie üblich

0 6= | det(A)| = 2−t|N(x)|
√
|D(OL/Z)|

Also ist xσ(OL) ein vollständiges Gitter, setze Tx := f.P von xσ(OL). Wir berechnen wie üblich:

v(Tx) = | detA| = 2−t|N(x)|
√
|D(OL/Z)| .

(ÜA).

• Insbesondere wenn 1
2
≤ |N(x)| ≤ 1, dann gilt, unabhängig von x, daß

(∗∗) v(Tx) ≤ 2−t
√
|D(OL/Z)|

• Sei nun X ⊆ LR konvex symmetrisch beschränkt, so daß

v(X) > 2n2−t
√
|D(OL/Z)|

(z.B. X = BR(0) mit R groß genug)
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• Sei R ∈ R+, so daß |N(y)| < R ∀y ∈ X.

• Minkowski’s Satz und (∗∗) ergeben (Minkowski’s Satz für das Gitter xσ(OL) und die
Menge X anwenden):

(∗ ∗ ∗) ∀x ∈ LR mit
1

2
≤ |N(x)| ≤ 1,∃0 6= α ∈ OL, so daß xσ(α) ∈ X

• Betrachte nun

I := {αOL EOL | ∃x ∈ LR,
1

2
≤ |N(x)| ≤ 1 und xσ(α) ∈ X}

Bemerke daß I ist wegen (∗ ∗ ∗) eine nicht leere Menge von Hauptidealen.

• Wir berechnen: αOL ∈ I ⇒ ∃x ∈ LR, so daß 1
2
≤ |N(x)| ≤ 1

|N(xσ(α))| < R⇒ |N(x)||N(σ(α))| < R⇒ |N(σ(α))| < R/1
2

= 2R

• Wir haben berechnet : ∀αOL ∈ I gilt N(αOL) < 2R.

• Also ist I eine endliche Menge, d.h. I = {β1OL, . . . , βmOL}, βk 6= 0.

• Sein nun x ∈ LR mit 1
2
≤ |N(x)| ≤ 1. (∗ ∗ ∗) liefert 0 6= α ∈ OL, so daß αOL ∈ I, d.h.

∃k, so daß αOL = βkOL.

• Setze ε = αβ−1k . Dann ist xσ(ε) = xσ(α)︸ ︷︷ ︸
∈X

σ(β−1k ) ∈ σ(β−1k )X.

• Wir haben gezeigt:

∀x ∈ LR mit
1

2
≤ |N(x)| ≤ 1,∃ε ∈ O×L , so daß xσ(ε) ∈

m⋃
k=1

σ(β−1k )X .

• Da X beschränkt ist, so ist σ(β−1k )X ∀k = 1, . . . ,m.

• Es folgt:
⋃m

k=1 σ(β−1k )X ist beschränkt.

• Endlich wählen wir eine Schranke c für diese beschränkte Menge. (Hauptbehauptung)

(Proposition 27.1).

Wir können nun schon Aufgrund von Proposition 27.1 den Beweis für D.E.S beenden: Seien
ε1, . . . , εs+t−1 wie in Proposition 27.1. Wir zeigen:

(∗) {λ(ε1), . . . , λ(εs+t−1)} ist linear unabhängig.

Betrachte die Matrix A mit (k, l)-tem Eintrag
Ak,l := log |σl(εk)|, k = 1, . . . , s+ t− 1, l = 1, . . . , s+ t− 1.
Um (∗) zu beweisen, genügt es zu zeigen, daß A invertierbar ist. Durch elementare Spaltenum-
formungen (multipliziere die letzte t− 1 Spalten mit 2) bekommen wie eine Matrix A′ mit den
folgenden Eigenschaften:
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(i) A′kl < 0 für k 6= l

(weil |σl(εk)| < 1⇒ log |σl(εk)| < 0.)

(ii)
∑

lA
′
kl > 0

(weil
∑

lA
′
kl =

∑s
l=1 log |σl(εk)|+ 2

∑s+t−1
l=s+1 log |σl(εk)| = −2 log |σs+t(εk)|, da λ(εk) ∈ H.

Nun ist aber log |σs+t(εk)| < 0, also −2 log |σs+t(εk)| > 0.)

Zuletzt ist zu prüfen daß:

Hilfslemma
Sei A′ eine m×m matrix, die die Eigenschaften (i)+(ii) erfüllt. Dann ist A′ invertierbar.

Beweis. ÜA

Damit ist D.E.S bewiesen.


