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Fortsetzung vom Skript 26. Um D.E.S. miissen wir nur noch zeigen dajs:
MOF) C H ein vollstandiges Gitter ist.
Es geniigt dafiir zu finden,
(%) €1,y €st1—1 € OF so daff {\(e1), ..., A€s+1-1)} R — linear unabhdingiq ist.
Diese letzte Vorlesung hat als Hauptziel, die folgende Proposition 27.1 zu beweisen und daraus

schliefllich (x) zu folgern.

Ansatz und Notationen wie in den 20-26 Vorlesungen. Wir werden, oft stillschwei-
gend, die bisherige Ergebnisse aufrufen.

Proposition 27.1
ey, ... €001 € O, s0 daB |oy(eg)| < 1firallel #k,i=1,....s+t,k=1,...,s+t—1.

Fiir den Beweis brauchen wir eine Vorbereitung:

Bemerkung 27.1 1. Lg ist nicht nur ein R-Vektorraum, sondern auch eine R-Algebra, ver-
sehen mit Komponentenweise Multiplikation.

2. Wir fithren eine voriibergehende Terminologie ein.
Fiir x € Ly definiere die “Norm von z” wie folgt:

s t s t
N(z) = sz Hxs—kjf&i-j = sz H |xs+j|2 .
=1 j=1 =1 j=1

Bemerke, da Nig(a) = N(o(a)) Va € L (UA), dies begriindet die Terminologie
“Norm von z”.

3. Unsere Hauptbehauptung nun ist:

1
dc € Ry so daB Vo € Lg mit 3 < |N(z)| <1,3e € OF, sodaB |zoi(e)| < ¢ VI=1,..., s+t

4. Bemerke, dafl Hauptbehauptung =- Proposition 27.1:



Beweis. fiir jedes k =1,...,s+t—1 wahle x € Lg mit |[N(z)| = 1 aber |z;| > ¢ fir | # k
(ausgleichen mit dem k-te Komponente). Unsere Hauptbehauptung liefert €, € O, so daf3
|zi01(er)| < ¢ V. Insbesondere wenn [ # k, ist |oy(€x)| < ¢/|x;| < 1 wie erwiinscht. [

Wir bemiihen uns nun darum, die Hauptbehauptung zu beweisen. Wir wollen und werden
dafiir Minkowski’s Satz anwenden. Dies benétigt einige technische Berechnungen.

e Da O 90Oy ist, wissen wir, dafl (O}, ein vollsténdiges Gitter in Ly ist , also dal xzo(Op) ein
vollsténdiges Gitter fiir x = (1,...,1) € Lg ist. Allgemeiner fiir x € Lg mit N(x) # 0, werden
nun zeigen, daf zo(Op) ein vollstéindiges Gitter in Lg ist.

e Sei {ay,...,a,} eine Z-Basis fiir Op. Also ist {o(a1),...,0(a;,)} R-linear unabhéngig und
xo(Or) =x0()Z & --- B xo(an)Z.

Wir behaupten: {zo(ay),...,z0(ay,)} ist R-linear unabhéngig. Dafiir betrachten wir die Deter-
minante der Matrix

xo(ay)
A= : € Mat,,x,(R)

zo(ay)
Ubliche Berechnungen ergeben, daf
| det(A)| = 27| det x|
wobei x die Matrix mit i-te Zeile gleich
x101() ... x505(0)  Tsi10511() szM. ..

ist (UA).
e Wir miissen also det x berechnen. Jede Spalte hat einen gemeinsamen Faktor, und zwar
entweder x; oder z;. Wir sehen also, daf3

det y = N(z)detV

wobel wie tiblich
Vij =o0i(a;);Vi,j=1,---,n.

Wir berechnen wie iiblich
0 # | det(A)] = 27N (2)|V/|D(OL/Z)|
Also ist xo(Oy) ein vollsténdiges Gitter, setze T, := f.P von zo(Op). Wir berechnen wie iiblich:
v(T,) = |det A| = 27|N(2)|\/|D(OL/Z)| .
(UA).

e Insbesondere wenn 1 < |[N(z)| < 1, dann gilt, unabhéngig von z, da
(%) u(T,) < 27'/[D(OL/Z)]
e Sei nun X C L konvex symmetrisch beschrankt, so dafl
v(X) > 2"27'/|D(0OL /7))

(z.B. X = Bg(0) mit R grof§ genug)



e Sei ReRy,sodaB |[N(y)| < R Vye X.

e Minkowski’s Satz und (xx) ergeben (Minkowski’s Satz fir das Gitter zo(Op) und die
Menge X anwenden):

1
(% % %) Vo € Ly mit 5 <|N(z)| <1,30 # a € O, so dafl zo(a) € X

e Betrachte nun
1
Z:={a0, <0, |3z € LR,§ < IN(2)] <1 und zo(a) € X}

Bemerke dafl 7 ist wegen (x * %) eine nicht leere Menge von Hauptidealen.

e Wir berechnen: aO;, € T = 3z € Ly, so daf § < [N(z)| < 1
[N(zo(@))] < R = [N(z)||N(o(e))| < R= |[N(o(a))| < R/5 =2R

e Wir haben berechnet : VaOy, € T gilt N(aOp) < 2R.
e Also ist Z eine endliche Menge, d.h. Z = {0y, ..., 5,01}, Br # 0.

e Sein nun z € Lg mit 3 < [N(z)| < 1. (% = %) liefert 0 # a € Of, so daB aOp, € Z, d.h.
dk, so dafl aOp, = 6,0y

e Setze € = a3, . Dann ist zo(e) = zo(a) o(8, ") € o(B; 1) X.
ex

e Wir haben gezeigt:

1 m
Va € Ly mit o < |N(2)] < 1,3¢ € OF, s daB wo(e) € SECRRE
k=1

e Da X beschriinkt ist, so ist o(8; )X Vk=1,...,m.
e Es folgt: U, o(B, ') X ist beschrinkt.

e Endlich wihlen wir eine Schranke c fiir diese beschréankte Menge. [(Hauptbehauptung)
C(Proposition 27.1).

Wir konnen nun schon Aufgrund von Proposition 27.1 den Beweis fiir D.E.S beenden: Seien
€1,...,€s1¢—1 wie in Proposition 27.1. Wir zeigen:

(%) {A\(€1), ..., M(€ss¢—1)} ist linear unabhéngig.

Betrachte die Matrix A mit (k,[)-tem Eintrag

Ay =loglo(er)], k=1,...,s+t—-1,1=1,...,s+t—1.

Um () zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dal A invertierbar ist. Durch elementare Spaltenum-
formungen (multipliziere die letzte ¢t — 1 Spalten mit 2) bekommen wie eine Matrix A’ mit den
folgenden Eigenschaften:



(i) Ay, <O fiir k #1
(weil |oy(ex)| < 1 =log|oi(er)| < 0.)
(i) 22, Ay >0
(weil >, AL, =>"7 log|oy(ex)| + 2 lei;:i log |oy(ex)| = —21log |os14(er)|, da N(ex) € H.
Nun ist aber log|osi4(€x)| < 0, also —2log |osi¢(ex)| > 0.)
Zuletzt ist zu priifen daB:

Hilfslemma
Sei A" eine m x m matrix, die die Eigenschaften (i)+(ii) erfiillt. Dann ist A’ invertierbar.

Beweis. UA

Damit ist D.E.S bewiesen.



