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ABSTRACT

Der Vortrag dreht sich um den Dirichletschen Primzahlsatz und dessen Beweis.
Der hier vorgestellte Beweis stammt aus dem Bereich der analytischen Zahlen-
theorie, welche Fragestellungen tliber natiirliche oder ganze Zahlen mithilfe der
Analysis untersucht. Der Beweis des Dirichletschen Primzahlsatzes war grund-
legend fiir die Entwicklung der analytischen Zahlentheorie. Neben dem Beweis
ist es Ziel dieses Vortrages verschiedene Konzepte aus diesem Bereich vorzu-
stellen und aufzuzeigen, wie diese zur Beantwortung von Fragestellungen aus
der Arithmetik verwendet werden koénnen. Inbesondere thematisiert werden
Dirichlet (L)-Reihen, Euler-Produktdarstellungen von diesen und Dirichlet-
Charaktere.
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1 Einleitung

Der Dirichletsche Primzahlsatz ist ein Satz aus der Zahlentheorie. Er stellt die Existenz

von unendlich vielen Primzahlen mit gewissen Eigenschaften sicher.

Satz 1.1. (Dirichletscher Primzahlsatz). Seien a,q € N mit ggT(a,q) = 1. Dann gibt es
unendlich viele Primzahlen der Form a + mq mit m € Ng. Anders ausgedriickt gibt es

unendlich viele p € P mit p = amodq.

Obiger Satz lasst sich in dieser allgemeinen Form (bisher) nicht ,einfach® mit arithmeti-
schen Mitteln beweisen [4, S. 83]. In einigen Spezialfillen ist dies jedoch moglich, was wir

hier exemplarisch an zwei einfachen Beispielen verdeutlichen wollen.
Lemma 1.2. Es gibt unendlich viele Primzahlen der Form 2m + 1, m € Ny.

Beweis. Jede Primzahl p # 2 ist ungerade, also von obiger Form. Zudem gibt es unendlich

viele Primzahlen. O

Wenn auch sehr elementar, so lasst obiger Beweis bereits erkennen, dass eine explizite
Angabe der m € Ny nicht erwartet werden kann. Dies entspriache im Fall a = 1,q¢ = 2

einer ,Formel“ fiir alle oder zumindest unendlich viele ungerade Primzahlen.
Lemma 1.3. Es gibt unendlich viele Primzahlen der Form 4m + 1, m € Ng.

Beweis. Wir geben den Beweis aus [4, S. 83]. Wir zeigen hierzu zunéchst fiir x € Ny, dass
22 + 1 keinen ungeraden Primteiler p mit p =3 mod 4 besitzt. Sei hierzu p € P ungerade
mit p | 22 + 1. Offenbar gilt p { z. Es folgt T # 0 in Z, und wir erhalten mit dem kleinen

Fermatschen Satz

p—1

1=aP1 = (:cz)T (—1)% mod p.

Da p # 2 erhalten wir —1 # T in Z, und daher ist % gerade. Es folgt p =1 mod 4.

Zwecks Widerspruch nehmen wir nun an, dass es nur endlich viele Primzahlen py,...,p,
mit p; = 1 mod 4 fiir alle i = 1,...,r gibt. Setze P := (2p1-...-p.)> + 1 und sei p € P
ein Primteiler von P. Dann gilt nach Konstruktion p # 2 und p # p; fir alle i. Aus
obiger Voriiberlegung folgt also, dass p = 1 mod 4. Insbesondere haben wir eine weitere

Primzahl der gesuchten Form gefunden, ein Widerspruch. O
Wir beenden diesen Abschnitt mit einer kurzen Bemerkung.

Bemerkung 1.4. Die Voraussetzung in Satz 1.1 ist auch notwendig. Ist ndmlich r > 2

ein gT(a,q), so teilt r auch a + mq fir alle m € N. Insbesondere sind diese nicht prim.

Das Ziel ist es nun, Satz 1.1 in seiner allgemeinen Form zu beweisen. Die vorgestellten
Methoden stammen aus der analytischen Zahlentheorie. Wir folgen hier im Wesentlichen
[1, 4]. Dieser Beweis geht auf Dirichlet selbst zuriick, enthélt aber Abweichungen, die von
Franz Mertens stammen [1, S. 39], [4, S. 83].
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2 Elemente der analytischen Zahlentheorie

Zunéchst benotigen wir einige Grundlagen zu arithmetischen Funktionen. Da diese Thema

eines eigenen Vortrags sind, geben wir die zugehorigen Resultate hier ohne Beweis an.

Definition 2.1. Fine Abbildung f: N — C heifit arithmetische Funktion. Die Menge der
arithmetischen Funktionen bezeichnen wir mit o/ = CN. Die arithmetische Funktion f
heifst multiplikativ, falls f # 0 und f(mn) = f(m)f(n) fir alle m,n € N mit ggT(m,n) =
1 gilt. Gilt diese Eigenschaft sogar fiir alle m,n € N, so heifit f vollstindig multiplikativ.

Z5 |, > 2,

Beispiel 2.2. Die eulersche Phi-Funktion ¢: N — C, ¢(n) := ist multi-
1, n=1,

plikativ, aber nicht vollstindig multiplikativ.

Beweis. Ubungsblatt 1 der Algebra I im Wintersemester 2020,/2021. 0

Definition 2.3. Sei f € &/. Dann heifit (der zundchst formale Ausdruck) Y o f(n)n™*

die zugehorige Dirichlet-Reihe in der ,, Unbestimmten® s.

Definition 2.4. Sind f,g € <7, so definieren wir die Faltung fxg € </ von f und g durch
(f*9)(n) := Xpanpn f(K)g (}) firn €N,

Proposition 2.5. Sind f, g € o multiplikativ, so ist dies auch f * g.

Proposition 2.6. Seien a,b € o/, s € C, so dass die zugehérigen Dirichlet-Reihen in s

absolut konvergieren. Dann gilt (3021 a(n)n™%) (o2 b(n)n™%) =>o° 1 (axb)(n)n"°.

Als néchstes wollen die Konvergenz im Sinne der Analysis von Dirichlet-Reihen charakte-
risieren. Dies ermdglicht eine Untersuchung der , diskreten“ Funktion f € &/ mit analyti-

schen Methoden. Hierfiir nutzen wir die partielle Summation.

Proposition 2.7. (partielle Summation). Seien (c¢,), C C,a,b € R mit b > a und
g: [a,b] — C stetig differenzierbar. Setze C(x) := 3", <<, cn fiir € [a,b]. Dann gilt

b
> cagn) = C(bg(b) — [ C@)g' (@) da.

a<n<b

Beweis. Wir berechnen

CO9) = Y gl = Y ealod) —gn) = 3 e ( /bg%x)dx)
a<n<b a<n<b a<n<b n
= Z Cn (/bn[n,b](x)gl($)dx>
a<n<b a
b b
-/ (z cnn[n,bm)) g(@)de = [ Cla)g(w)d.
a a<n<b a
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Satz 2.8. Seia € o/ und sy € C, so dass die Dirichlet Reihe Y o2 1 a(n)n™*% in s kon-
vergiert. Dann konvergiert die Reihe gleichmafig auf jedem Kompaktum K C {s € C |
Re(s) > Re(sg)} (lokal gleichmdiftige Konvergenz). Insbesondere konvergiert die Reihe auf
der Halbebene {s € C | Re(s) > Re(so)} und ist dort eine stetige und holomorphe Funkti-

on.

Beweis. Vgl. [4, S. 64 f.]. Sei K C {s € C| Re(s) > Re(sp)} kompakt. Setze
¢ := mingex Re(s) > Re(sp) und R := maxsex |s — so|. Seien € > 0 und s € K. Da die
Dirichlet-Reihe in s konvergiert, gibt es ein Ny € N, sodass | YN, a(n)n=%| < ¢ fiir alle
N, M > Ngo, N > M. Mit partieller Summation erhalten wir fiir solche N, M

N N
Z a(n)n™® = (a(n)n=%0)n%0~*
n=M n=M
_ N _ N _ —s—1
=N n;/la(n)n - /M (Mggxa(n)n ) (s —so)z dz.

Mit der Dreiecksungleichung folgt

N

Z a(n)n™*

N
< g|N*O7%| 4 ¢s — 50| / gRe(o=s)=1 4y
n=M M

_ NRe(so—s) |80 - S‘ NRe(so—s) o MRe(so—s) )
: < * Re(sp — s) ( )

§6<1+c—fi(30))'

Im letzten Schritt haben wir Re(sp — s) < 0 verwendet. Da diese Abschétzung uniform
in s ist, ist die Konvergenz gleichméfig auf K. Daher ist die durch die Dirichlet-Reihe
definierte Funktion stetig. Die Konvergenz auf der Halbebene folgt nun daraus, dass K
beliebig war.

Jede Partialsumme der Dirichlet-Reihe ist eine holomorphe Funktion. Nach dem Kon-
vergenzsatz von Weierstrafl aus der Funktionentheorie (siehe [3, S. 96]) ist also auch die
durch die Dirichlet-Reihe definierte Funktion holomorph und die Ableitung ergibt sich

durch differenzieren der Summanden. O

Bemerkung 2.9. Satz 2.8 impliziert, dass jede Dirichlet-Reihe eine Konvergenzabszisse
o besitzt, d. h. eine reelle Zahl 0., so dass die Dirichlet-Reihe fir s € C mit Re(s) > o,
konvergiert und fir Re(s) < o. divergiert. Konvergiert die Reihe nirgends, so setzen wir

oc := 0. Konvergiert die Reihe auf ganz C, so definiere o. := —o0.

Beispiel 2.10. (Riemannsche Zetafunktion) Die Riemannsche Zetafunktion ist die zu
a(n) = 1 gehérige Dirichlet-Reihe, d. h. ((s) := 0%, . Fiir Re(s) > 1 konvergiert die

n=1 ns
Reihe absolut und gleichmdfig auf der jeder Halbebene {s € C | Re(s) > ¢} mit ¢ > 1.
= - < L. Daher (vgl. [2,

nRe(s) — n¢

Beweis. Sei ¢ > 1 und s € C mit Re(s) > ¢. Dann gilt
S. 58])

1
nS
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oo [e'S) oo 291 1 [e'S) 1 9] 1 1
j+1 j _
ch > 2 TSZ(W —1-2) e <Y s = o <
= j=0 n=271 j=0 ——~— =0 5e—1
27 —1
Dies zeigt die absolute und gleichméflige Konvergenz. O

Als néchstes zeigen wir, dass fiir eine absolut konvergente Dirichlet-Reihe eine Darstellung

dieser als ,,unendliches Produkt® existiert.

Satz 2.11. Sei f € o/ multiplikativ und s € C, so dass > 5>, fT(Lf) absolut konvergiert.
Dann gilt

> 24 -5 4

ks
peP k=0 P n=1

Ist f sogar vollstindig multiplikativ, so gilt
S (.
= op ML= f(p)p~

Beweis. Siehe [1, S. 24]. Beachte zusétzlich noch die Definition und das Kriterium fir
absolute Konvergenz von unendlichen Produkten in [3, S. 216, S. 219]. Letzteres stellt die

Existenz obiger Ausdriicke im Sinne dieser Definition sicher. O

Beispiel 2.12. Die arithmetische Funktion a(n) = 1 ist vollstandig multiplikativ. Die
absolute Konvergenz aus Beispiel 2.10 und Satz 2.11 liefern die Produktdarstellung der

Riemannschen Zetafunktion

) =T[a-p>"

peP
fir alle s € C mit Re(s) > 1.

Definition 2.13. Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Ein Gruppenhomomorphismus
x: G — C* heifst Charakter. Die Menge aller Charaktere bildet beziiglich der punktweisen
Multiplikation eine abelsche Gruppe G. Das neutrale Element Xo € G heifst Hauptcharakter
und erfullt xo(g) =1 fir alle g € G.

Bemerkung 2.14. Wir schreiben die Verkniipfung einer endlichen abelschen Gruppe G
nachfolgend stets multiplikativ, also mit neutralem Element 1 € G. Fir g € G sei |g| die
Gruppenordnung von g.

Ist x € G ein Charakter wie in Definition 2.13, so gilt fir g € G: |x(9)|l9 = |x(¢!9)| =
IX(1)] = 1. Also gilt [x(g)| = 1.

Wir wollen nun die Gruppe G genauer charakterisieren. Der nachfolgende Satz ist eine di-
rekte Folgerung aus dem Hauptsatz Gber endliche abelsche Gruppen, welcher die Existenz

einer Zerlegung einer abelschen Gruppe in zyklische Untergruppen sicherstellt. Auf diesen



2 Elemente der analytischen Zahlentheorie 5

soll hier aber nicht genauer eingegangen werden. Wir geben den nachfolgenden Satz 2.15

daher ohne Beweis an.

Satz 2.15. Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Dann sind die Gruppen G und G iso-
morph. Fir alle g € G mit g # 1 gibt es ein ¢ € G mit P(g) # 1.

Beweis. Siehe z.B. [1, S. 33 {.]. O

Korollar 2.16. Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Dann gelten die Charakterrelationen

G, falls g = 1,
> xl9) = (2.1)
e 0, sonst.

|G|, falls x = xo.
> xlg) = (2.2)
geG 0, sonst.

Beweis. Wir beweisen die obere Charakterrelation 2.1, die andere zeigt man analog. Sei
g € G.Ist g = 1, so gilt offenbar }° _~x(g) = |G| = |G|. Im letzten Schritt haben
wir Satz 2.15 verwendet. Da G und G isomorph sind, haben sie insbesondere die gleiche
Kardinalitit. Sei nun g # 1. Nach Satz 2.15 gibt es ein ¢ € G mit ¥(g) # 1. Dann gilt
wegen VG =G

> x(g) =Y w(g)x(g) =v(g) > x(g)-

XGG XGG XEG

Wegen (g) # 1 folgt 3 = x(g) = 0. O

Definition 2.17. Seiq € N und G die (multiplikative) Einheitengruppe von Zq. Sei x € G
ein Charakter. Dann heifit die (ebenfalls mit x bezeichnete) arithmetische Funktion

_ Jx(n+4qZ), ggT(n,q) =1,
x(n) =

0, sonst.

Dirichlet-Charakter mod q.

Lemma 2.18. Sei ¢ € N. Ein Dirichlet-Charakter x mod q ist vollstandig multiplikativ

und q-periodisch.

Beweis. Seien n,m € N. Gilt ggT(nm,q) = 1, so folgt ggT(n,q) = 1 und ggT(m,q) =1
und damit y(nm) = x(nm + qZ) = x(n + qZ)x(m + qZ) = x(n)x(m). Gilt stattdessen
ggT(nm,q) > 1, so gibt es ein p € P mit p | nm und p | ¢q. Es folgt p | n oder p | m, also
ggT(n,q) > 1 oder ggT(m,q) > 1 und daher x(nm) =0 = x(n)x(m).

Die Periodizitét folgt aus ggT(n,q) = ggT(n + ¢,q) und (n+ q) + ¢Z = n + ¢Z. O

Bemerkung 2.19. Sind n,q € N und x # xo ein Dirichlet-Charakter mod q, so gilt
wegen den Charakterrelationen 2.16 und |x(i)| < 1 fir ¢ € N (siehe Bemerkung 2.14),
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dass | 3271 x(i)| < q. Insbesondere ist die Funktion X: [1,00) — C, X(x) := 37, x(n)
durch q beschrankt.

3 Beweis des Primzahlsatzes

Ziel dieses Abschnittes ist nun der Beweis des Dirichletschen Primzahlsatzes 1.1. Die Stra-

tegie ist hierbei nachzuweisen, dass die Reihe

>
peP p
p=amodq

divergiert. Zentral ist hierfiir die Untersuchung der zu einem Dirichlet-Charakter gehorigen
Dirichlet-Reihe und ihr Verhalten fiir s = 1.
Nachfolgend seien stets q,a € N, ggT(a,q) = 1 und x ein Dirichlet-Charakter mod gq.

Definition 3.1. (L-Funktion) Die zu x zugehorige Reihe L(s,x) := Y02 x(n)n™* heifst
Dirichletsche L-Funktion (von x).

Proposition 3.2. Sei x # xo ein Dirichlet-Charakter mod q. Dann konvergiert die Dirichlet-
Reihe fiir Re(s) > 0.

Beweis. Wir fithren eine partielle Summation aus. Sei X wie in Bemerkung 2.19 definiert.
Dann gilt fiir N, M € N mit M > N und s € C mit Re(s) > 0:

Yo o xmnT= Y0 x)nT = Y x(n)n”

N<n<M 1<n<M 1<n<N-1
M
:X(M)M_s—X(N—l)(N—l)_S—i—s/ X (x)z™ 5t da
N-1
M M
X —s—1| ~ / —Re(s)-1 _ q N -1 —Re(s) _ M—Re(s) ]
[ X@at < fe(e) (V1) )

Die rechte Seite in der ersten obigen Gleichung wird fiir hinreichend grofies IV also beliebig
klein, d. h. die Reihe konvergiert. O

Bemerkung 3.3. Fir Re(s) > 1 konvergiert die Reihe L(s,x) sogar absolut (auch fiir
X = Xo). Dies folgt direkt aus |x(n)| < 1,n € N und der absoluten Konvergenz der
Zetafunktion. Aus der vollstindigen Multiplikativitat der Dirichlet-Charaktere erhalten wir
fir Re(s) > 1 die Produktdarstellung (siche 2.11)

L(s,x) =[]0 = x(p)p~®)~".

peP

07 b
Fir den Hauptcharakter xo gilt nach Definition xo(p) = { rla In diesem Fall

1, sonst.



3 Beweis des Primzahlsatzes 7

ergibt sich aus obiger Darstellung

L(s,x0) =¢(s) [JT(A—p7%).
peP
plg

Lemma 3.4. Die Riemannsche Zetafunktion hat in s = 1 einen Pol der Ordnung 1. ¢
lasst sich fiir Re(s) > 0,s # 1 fortsetzen.

Beweis. Mittels partieller Summation leiten wir zunéchst eine alternative Darstellung von

((s) fir Re(s) > 1 ab. Es gilt

Z n °=|x|z™° - /1:(: [t](=s)t 5" dt — 5/100 [t]t=*7L fir £ — o0

Wir setzen nun {t} :=¢ — |¢] fiir t € R ein

S

_ s, o —s—1 9, B & el
C(s)—s/l 5 di s/l T 5/1 (3.

Man beachte, dass wegen |{t}| < 1 das Integral auf der rechten Seite fiir alle s mit Re(s) >
0 existiert (und endlich ist). In diesem Sinne kann man die rechte Seite als Definition von
((s) fiir Re(s) > 0 verwenden. Den Pol erster Ordnung bei s = 1 kann man nun direkt
ablesen. O

Wir kommen nun zur zentralen Beobachtung fir den Beweis des Primzahlsatzes. Um die
nachfolgenden Abschéatzungen tbersichtlicher zu halten, fithren wir zunéchst die Landau-

Notation ein.

Definition 3.5. Seien G C C und f: G — C,g: G — [0,00) Funktionen. Wir schreiben
f(z) = O(g(x)), falls es ein C > 0 gibt, so dass fir alle x € G : |f(z)| < Cg(z).

Satz 3.6. Sei x # xo. Dann gilt L(1,x) # 0.

Beweis. Wir geben den Beweis aus [4, S. 86 ff.|. Hierzu zeigen wir zunéchst zwei tech-

% und

nische Abschétzungen iiber die ,Wachstumsgeschwindigkeit* der Reihen » 07 n~
S22, x(n)n~? fiir > 0. Beachte, dass letztere nach Proposition 3.2 wegen x # xo kon-

vergiert. Mit partieller Summation und der gleichen Abschitzung wie in Proposition 3.2
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erhalten wir fur x > 1

> x(n)n™ = L0.x) = > x(n)n~" = L6, x) + O(z™%)

n<x n>x

S 00 = z)a - /lx 1] (=)0 dt

n<x

=270 4 {2} + 9/ t=0dt — 9/ {tyt=10at
1 1

Ot =0 0 x
1-6 0 1-6
=z "+0(7)+ -0 1_¢ 9/1 {t}t dt

0 ’/ {1 dt’ < 9/ 1At =1—2""%.
1 1

In der dritten Zeile oben haben wir zusétzlich 8 # 1 angenommen. Zusammgengenommen

erhalten wir

1-6
-0 xT —0 ].
= @) .
3 n g + 0"+ T4
n<z ——
=:c(0)

Betrachte nun die zu x * 1 gehorige Dirichlet Reihe, wobei 1 die konstante arithmetische
Funktion mit Wert 1 ist. Dann gilt

oxxlnn =" > "x(kn = > (kd)"x(k)

n<e n<z kin (k,d) € N?
kd < =x
= Y W) k) S d Y KR
k<@ a<g d<v'z VI<k<g

Einsetzen von obigen Abschitzungen in die jeweils innere Summe ergibt

1-0

> xx 1 = T L(LX) + ()L (0, x) + O ). (3.1)

n<x

Zwecks Widerspruch nehmen wir nun L(1, x) = 0 an. Wéhlen wir also 6 > %, so konvergiert
die zu x*1 gehorige Dirichlet-Reihe. Also konvergiert die Reihe nach Satz 2.8 fiir alle s € C
mit Re(s) > 3. Da L(s, ) fiir alle Re(s) > 0 konvergiert (siche Proposition 3.2), ist diese
dort eine holomorphe Funktion mit Nullstelle in 1. Da bei holomorphen Funktionen eine
Nullstelle abgespalten werden kann, hat L(-, x) in s = 1 ein Nullstelle mindestens erster

Ordnung. Aus der Darstellung

L(s,x0) =¢(s) J[ 1—»p7)

peP,plq

fiir Re(s) > 1 und dem Pol erster Ordnung von ¢ in s = 1 folgt, dass der Grenzwert
L(o,x)L(o, x0) fir o | 1 existiert und endlich ist. Zudem folgt aus der absoluten Konver-
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genz der Zetafunktion (siehe 2.10) und Proposition 2.6 die Darstellung

L(s,X)L(s, x0) = L(s,x)¢(s) [ @—p~*) = (Z X * 1(n)n_s> II a-p7),

peP,plq n=1 pEP,plq

fir Re(s) > 1

Nebenrechnung: Wir erinnern an die Reihendarstellung des natiirlichen Logarithmus

(x — 1
wobei die Reihe auf der rechten Seite Konvergenzradius 1 hat. Also konvergiert die Potenz-
reihe auch fiir komplexe z mit |z —1| < 1. Die Ersetzung z —» 1 —z (Jz— 1| <1 — |z| < 1)

liefert dann

In(1 —z)

e
en( )= i,ﬁ -

Die reche Seite lasst sich auch fiir komplexe z mit |z| < 1 auswerten und ist als Funktion

?r\'—‘

in z holomorph. Da auch exp auf C holomorph ist, ist die Funktion expof auf B(0,1)
holomorph und stimmt auf dem reellen Intervall (—1, 1) mit der Funktion z i iiberein.
Nach dem Identitétssatz (siehe [3, S. 92]) stimmen die Funktionen auf ganz B(0, 1) iiberein.
Nun folgt fiir 21, ..., 2, € B(0,1):

m

11 (5=

) Hexp (z;)) = exp (Zf zi ) = exp (ii zﬁ)) . (3.2)

1—2z

Diese Uberlegung wenden wir jetzt auf [, 04, L(5,7) fiir Re(s) > 1 an, wobei sich das
Produkt iiber alle Dirichlet Charakter mod g erstreckt. Aus der Produktdarstellung 3.3

erhalten wir

IT zsn =11 TI @—a@pr=)"

nmodq p€EP nmodq
_s\—1 =1 . i
I[I @—nmpr) —exp(zk<z U(PJ))p J) :
nmodg k=1 nmodgq
Mit der Charakterrelation 2.16 folgt
—s\—1 1 —57
[T G=np )" =exp|el@ > -p
nmodg i1 J

p/ = 1modgq
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Waihlen wir s nun reell (und weiterhin Re(s) = s > 1), so erhalten wir

[T Q—n@p )" >1

n modq

und damit

I Lsm>1. (3.3)

n modq

Das Produkt auf der linken Seite hat wie L(s, x)L(s, xo) einen endlichen Grenzwert fiir
s | 1. Gébe es neben x noch einen weiteren Dirichlet Charakter ¢ mit L(1,¢) = 0, so
héitte die Funktion [, 1,04, L(s,n) eine Nullstelle mindestens erster Ordnung in s = 1.
Das widerspricht aber Gleichung 3.3. Aus der Gleichung L(1,x) = 0 = L(1,x) = L(1,%)
(komplexe Konjugation ist linear und stetig) folgt also, dass auch X (,was ebenfalls ein
Dirichlet-Charakter ist) eine L-Reihe mit Nullstelle eins erzeugt. Also muss y = X gelten,
d. h. x nimmt nur reelle Werte an.

Beachte, dass x * 1 als Faltung multiplikativer Funktionen nach Satz 2.5 multiplikativ ist.
Es geniigt also x * 1 auf Primpotenzen p* zu bestimmen. Gelte zuniichst p { ¢. Wegen

Ix(p)| = 1 und x reell gilt dann x(p) € {—1,1} und daher

0, k ungerade und x(p) = —1,

k
X *1(p") = ZX(p)k = 41,k gerade und x(p) = —1, >0
1=0
k + 1, sonst
. . k 17 k = 07 . k
Gilt stattdessen p | ¢, so ist x(p*) = und damit y * 1(p®) = 1. Aus der
0, sonst.

Multiplikativitit von x *1 und x*1(p*) > 1 fiir alle geraden k € N folgt, dass x*1(m?) > 1

far alle m € N. Zusammenfassend erhalten wir fiur x > 1

1
Zx*l(n)n_%z Zx*l(nQ)n_lz > = = oo fiir z — o0.
S

Dies widerspricht aber der Darstellung in Gleichung 3.1, wonach die obige Reihe (als
Funktion von z) beschrénkt ist. Also muss L(1,x) # 0 gelten, was die Behauptung zeigt.
O

Fir den Beweis des Primzahlsatzes bendtigen wir noch eine Verscharfung des aus Ana-
lysis I bekannten Resultates, dass die harmonische Reihe Y 02 % divergiert. Tatsdchlich
divergiert die Reihe sogar, wenn man nur die Kehrwerte der Primzahlen aufsummiert, wie

wir nachfolgend zeigen.
Proposition 3.7. Die Reihe Zpe]p% divergiert.

Beweis. Wir geben den Beweis von Erd6s (siehe [5]). Angenommen die Reihe konvergiert.
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Dann gibt es ein k£ € N, so dass

Hierbei ist p; die k-te Primzahl. Wir definieren nun fiir x € N: M, := {n € N, | Vp €
P:p|n=p<pr} In Worten handelt es sich also um die Menge aller n < z, deren
Primteiler alle kleiner gleich p; sind. Wir schétzen nun die Kardinalitdt von M, nach oben
und unten ab.

Obere Abschitzung: Sei n € M,. Wir zerlegen n in einen quadratischen und einen
quadratfreien Anteil, d. h. n = m?r fiir geeignete m,n € N. Da r quadratfrei ist und
n € M,, ist ein Produkt von paarweise verschiedenen Primzahlen aus {p, ..., px}. Hierfiir
gibt es hochstens [{0,1}|F = 2F Méglichkeiten. Aus m? < m?r = n < x folgt zudem
m < y/x. Also gilt |M,| < 2F\/z.

Untere Abschitzung: Betrachte die Menge N<, \ M,. Nach Definition hat jedes n €
N< \ M, einen Primteiler grofer als py, d. h. Ny \ My = U;>p41 Niz, wobei Nj ;= {n €
N<o | piln}={pic| c <} Insbesondere gilt |N;.| < .. Damit folgt

T —[Mz| = [Neo \ Ma| = |Uizpq1 Nia| < 2Zk41 5, < 3 nach Definition von k. Umstellen
ergibt § < [My]|.

Verwenden wir beide obigen Abschitzungen, so erhalten wir § < 2k /x fiir alle 2 € N.
Wihlt man x nun grof genug (z. B. x > 22#+2) 50 ergibt sich ein Widerspruch. O

Die bisherige Vorarbeit erlaubt nun sogar eine stérkere Formulierung des Primzahlsatzes.
Diese stellt nicht nur die Existenz von unendlich vielen Primzahlen p = amod g sicher,

sondern gibt auch Aufschluss dariiber, ,wie viele“ solche es gibt.

Satz 3.8. Die Dirichlet Dichte der Primzahlen p = amodgq, d. h. der Grenzwert

lim sza mod q p_a
ol ZpEIP pe

existiert und es gilt

lim ZpEa mod g p—o _ 1

AR DY elq)

L — 0, d. h. die Reihe

Hierbei ist ¢ die Eulersche p-Funktion. Insbesondere gilt 3 ,—, modq 3

auf der rechten Seiten enthdlt unendlich viele Terme.

Beweis. (Vgl. [4, S. 88 f.]). Wir schreiben zunéchst den Zahler um. Sei p € P. Dann gilt
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mit den Charakterrelationen 2.16

S Xa)x(p) = {O”"q’

X modq > vmodg X((@+dZ) M )x(p+4Z), ptq

_Jorla
> modg X((a+aZ)™ - (p+4Z)), ptq

0,plq,
| 0, p # amod g,
=4¢(@),p=amodq Aptq, =

©(q), sonst.

0,p#Zamodq Aptq

Beachte im letzten Schritt, dass wegen ggT(a,q) = 1 aus p = amod ¢ bereits p { ¢ folgt.

Damit ldsst sich der Zahler fiir o > 1 schreiben als

Zp“’Z(ZX = > X Zx

p=amod q peP P\q x mod g x mod q (‘0 pElP>

Im letzten Schritt haben wir verwendet, dass die Reihe }°,cp x(p)p~ fiir 0 > 1 konver-
giert. Wir verwenden nun die in Satz 3.6 hergeleitete Gleichung 3.2. Es gilt fiir x > 1 und
jeden Dirichlet- Charakter x

H (1—=x()p~ )" =exp Z Z “x(p k —ko

pelP pePk= 1
psw psw
Aus der Abschétzung Y 72, ‘%X(p)kp_’”‘ < p;w SR op 7t = 2({’_77;;) < # und der

Konvergenz der Reihe Y% 5 folgt, dass die Reihe },cp Y72, x(p)¥p~*7 konvergiert
und fiir o € [1, 00) eine stetige (und beschrankte) Funktion ist. Mit der Produktdarstellung
der L- Reihe 3.3 folgt

peP pePk=2

Laxexp( ZX _U)Hexp(zz k_k>750fura¢1

Nach Satz 3.6 (L(1, x) # 0) konvergiert also auch exp (— > peP X(p)p*") fir o | 1, falls x
nicht der Hauptcharakter ist. Setze f(o) := 3 cp x(p)p~ 7. Fiir Re(o) > 1 ist dies eine ste-
tige Funktion. Sei wq := hﬁl exp(f(0)). Das Urbild des Gebietes G := {rel® € C| 5|wo| <

r < 3|wol, |a] < %, a € R} unter der Exponentialfunktion ist gerade

exp HG) = Upez ([ln <%|w0|) ,1n (%]wo\)} + 1 [arg (wo) — &, arg (wo) + §] + 27Tki), also
eine disjunkte Vereinigung von abgeschlossenen Rechtecken. Fir b > 1 ist f((1,b)) als
Bild einer stetigen Funktion zusammenhédngend. Aus Stetigkeitsgriinden ist fiir hinrei-
chend kleine b exp(f(1,b)) € G und zusammenhingend, also vollstindig in einem der
Rechtecke enthalten. Die Einschrankung von exp auf eines dieser Rechtecke ist aber bi-

jektiv mit stetiger Inverser. Also existiert auch der Grenzwert Y- px(p)p~° fiir o | 1.
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07 9
Gilt stattdessen x = xo, so ist x(p) = { rla fir p € P. Da die Reihe iiber die

1, sonst
Kehrwerte der Primzahlen divergiert (Proposition 3.7), divergiert auch - .p xo(p)p~7 fiir

o | 1. Insgesamt erhalten wir

lim YperX@)P~7 ] 0, X # X0,
oll Zpgl}D pe 1, x = xo0
und damit
li sza modqp_U o 1 _ . ZpE]P’ X(p)p_a o 1
im — = Z X(a) lim — = .
ol Y,epP P meqy oM Xperp ¢(q)

O]

Satz 3.8 kann auch als Gleichverteilungsresultat verstanden werden. Jede Primzahl p, die
kein Teiler von ¢ ist, erfiillt ggT(p,q) = 1, also p + ¢qZ € (Z,)*. Zudem gibt es genau
¢(q) Einheiten in Z,. Da ¢ nur endlich viele Primteiler hat, ,verteilen* sich die iibrigen
endlich vielen Primzahlen auf die ¢(q) Restklassen von (Z,)™. Nach dem Schubfachprinzip
gibt es also mindestens eine solche Restklasse, die unendlich viele Primzahlen enthalt. Der
Dirichletsche Primzahlsatz 1.1 driickt nun aber aus, dass jede solche Restklasse schon
unendlich viele Primzahlen enthélt. Nimmt man den in Satz 3.8 definierten Ausdruck als
Maf3 fiir die Dichte der Primzahlen p = amod ¢ in P, so driickt dieser Satz aus, dass alle
Restklassen von (Z,)™ unabhingig von a einen ,Primanteil “ von ﬁ besitzen. In diesem

Sinne handelt es sich also um eine Art Gleichverteilung auf die Restklassen.
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