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1 Einleitung und Uberblick

Stochastische Riickwérts-Differentialgleichungen (engl.: backward stochastic
differential equation oder kurz BSDE) gehen zuriick auf Bismut [Bis73].
Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 7, P) mit Filtrierung (F)¢cpo,1]
hat eine BSDE die Form

dY; = —gi(Ys, Zy)dt + Z;dWy (t € [0,T)),

(1.1)
Yr=¢&.
Dies ist als Integralgleichung
t t
Y, —/ 9u(Yu, Z2)du +/ ZudWu =Y, fs. 0<s<t<T), o

YT = g f.s.

zu verstehen. Dabei sind ein R%-wertiger Wiener Prozess W = (Wt)eelo,m)
und messbare Funktionen g : Q x [0, 7] x R® x R™*? — R sowie £ : Q — R
gegeben. g heifit Generator und £ Endbedingung der Gleichung. Eine Lo-
sung von (1.1) ist ein Paar (Y, Z) = (Y, Zt)sejo,7) von R™ X R™9_wertigen
stochastischen Prozessen, wobei Y adaptiert und Z f.s. integrierbar und
progressiv ist. Y nennt man den Werteprozess, Z den Kontrollprozess der
Losung. Klassischerweise wird die Wohlgestelltheit von BSDEs, das heifit
die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung, unter bestimmten Bedingun-
gen an den Generator und an die Endbedingung untersucht. Das erste
Resultat fiir nichtlineare Generatoren stammt von Pardoux und Peng, die
in [PP90] die Wohlgestelltheit fiir Gleichungen mit Lipschitz-Generatoren
und L?-Endbedingungen bewiesen. Im rellwertigen Fall (n = 1) zeigte
Kobylansky in [Kob00] die Existenz und Eindeutigkeit der Losung, fir eine
beschrankte Endbedingung und einen Generator g;(y, z), der quadratisches
Wachstum in z aufweist. Briand und Hu erhielten dies auch fiir unbe-
schriankte Endbedingungen (siehe [BH06] und [BHOS8]). Fiir Generatoren
mit superquadratischem Wachstum ist die Wohlgestelltheit im allgemeinen
jedoch nicht mehr gegeben, selbst wenn die Endbedingung beschrankt
ist. Dies zeigten Delbaen et al. in [DHB11]. Auch fiir mehrdimensionale
quadratische BSDEs (n > 1) lassen sich Beispiele finden, fiir die keine



globale Losung existiert (siehe etwa [FdR11]). Tevzadze konnte jedoch die
Wohlgestelltheit im mehrdimensionalen fiir kleine Endbedingungen zeigen
(siehe [Tev08]).

Fiir den reellwertigen Fall werden auch Superlésungen von (1.2) untersucht.
Eine Superlosung ist ein Paar (Y, Z) von R x R'*%wertigen Prozessen,
welche die Ungleichungen

t t
Y, —/ 9u (Yo, Zo)du +/ ZudWu2 Vi fs 0SsSUST), o

YT Z f fs.

erfilllen. Erstmals erwihnt wurde das Konzept einer Superlosung in
[EKPQ97]. Peng bewies in [Pen99] ein Resultat iiber monotone Grenz-
werte von Superlésungen von BSDEs mit Lipschitz-Generatoren und L?-
Endbedingungen. Drapeau et al. zeigten in [DHK13] fiir BSDEs mit Gene-
ratoren, die konvex in z, monoton in y, halbstetig von unten und durch eine
affine Funktion von unten beschrinkt sind, die Existenz einer eindeutigen
minimalen Superlésung, das heifit einer Superlésung (Y, Z ), so dass fiir
jede weitere Superlosung (Y, Z) die Ungleichung Y, <Y, fiir alle t € [0, T
f.s. gilt.

Die Theorie der hilbertraumwertigen stochastischen Integration (siehe etwa
[PRO7] Kapitel 2) erlaubt uns eine BSDE der Form (1.2) auch auf Hilbert-
rdumen zu betrachten. Dazu fixiere zwei separable Hilbertrdume (H, (-, -) i)
und (K, (-, ) k) sowie einen Ig-zylindrischen Wiener Prozess W. In diesem
Fall ist der Generator eine Funktion g : @ x [0, 7] x K x S2(H, K) — K und
die Enbedingung ¢ eine K-wertige Zufallsvariable. So(H, K) ist dabei der
Raum der Hilbert-Schmidt-Operatoren von H nach K. Eine Losung ist nun
ein Paar (Y, Z) von K x So(H, K)-wertigen stochastischen Prozessen. Fiir
Lipschitz-Generatoren wird die Wohlgestelltheit einer solchen Gleichung
etwa in [HP90] bewiesen. Von Superlosungen zu sprechen ergibt hier einen
Sinn, wenn wir den Hilbertraum K mit einer Halbordnung versehen, so dass
K ein Banachverband wird. In dieser Arbeit wird dazu eine Orthonormalba-
sis (ex)ren von K fixiert. Fiir k € N und z € K setze dann 2% := (z,e;)x
und definiere die Halbordnung <y auf K durch

r<gy:oVkeN:zF<y¥ (z,y€K).

Es lésst sich leicht nachvollziehen, dass (K| - ||k, <k) tatsdchlich ein
Banachverband ist. Eine hilbertraumwertige Superlésung einer BSDE mit
Generator g : 2 x[0,7] x K x S3(H, K) — K und Enbedingung ¢ : Q@ — K



ist fiir uns also ein Paar (Y, Z) von K x Sy(H, K)-wertigen stochastischen
Prozessen, das

t t
Voo [ ouVasZodu+ [ ZuaWuzi Vi ts. (05 <t<T), »

YT ZK f f.s.

oder dquivalent

(Y)k — (/t gu(Yu,Zu)du>k + (/t Zuqu>k > (Y)* fs. (0<s<t<T),

YE>¢* fs. (keN)

v

(1.5)

geniigt. Zusétzlich werden wir fordern, dass Y fast sicher cadlag Pfade
besitzt und Z in L?(2 x [0,7T],S2(H, K)) liegt, das stochastische Integral
[ ZdW also ein stetiges L?-Martingal ist.

In der vorliegenden Arbeit beschéftigen wir uns einerseits mit der Existenz
einer minimalen Superlésung fiir einen bestimmten Typ von Generatoren
und andererseits mit monotonen Limiten von Superlésungen von BSDEs mit
Lipschitz-Generatoren. Dabei bauen wir auf den reellwertigen Resultaten in
[DHK13] und [Pen99] auf. Die Kapitel 2-4 dienen zur Darstellung wichtiger
Begriffe und Resultate, die wir benétigen, um stochastische Analysis mit
Werten in Banachverbédnden zu betreiben. In den Kapitel 5 und 6 werden
dann Superlésungen von BSDEs untersucht. Konkret ist die Arbeit wie
folgt gegliedert:

In Kapitel 2 werden einige Resultate zur stochastischen Analysis in (se-
parablen) Banachrdumen weitgehend ohne Beweise wiedergegeben. Die
wichtigsten Punkte sind dabei das Bochnerintegral, die Radon-Nikodym-
Eigenschaft, banachraumwertige Martingale sowie das hilbertraumwertige
Ito-Integral.

In Kapitel 3 beschéftigen wir uns mit Banachverbédnden. Zunéchst werden
grundlegende Begriffe eingefiithrt. Anschliefend betrachten wir ordnungs-
stetige Banachverbédnde etwas genauer, insbesondere mit Hinblick auf die
Radon-Nikodym-Eigenschaft. Auch hierbei wird mehrheitlich auf Beweise
verzichtet. Fiir das weitere Vorgehen ist der Abschnitt iiber banachver-
bandwertige LP-Raume zentral. Wir werden beweisen, dass fiir p € [1, 00)
und einen ordnungsstetigen separablen Banachverband E auch E-wertige



LP-Réume ausgestattet mit der punktweisen Ordnung ordnungsstetige
Banachverbénde sind.

Kapitel 4 hat banachverbandwertige Submartingale zum Thema. Dieses
Konzept wurde erstmals in [Sca61] erwdhnt. Zuerst wird bewiesen, dass
jedes Submartingal in diskreter Zeit mit Werten in einem separablen Ba-
nachverband, welcher die Radon-Nikodym-Eigenschaft besitzt, konvergiert,
falls es L'-beschriankt ist und zu jedem Zeitpunkt f.s. positive Werte an-
nimmmt. Dieses Resultat geht auf Heinich (siehe [Hei78]) zurtick. In dieser
Arbeit wird allerdings ein anderer Beweis gefithrt, der auf den Ergebnissen
in [DGL81] beruht. Wir verwenden dies anschliefilend, um die Regularitét
banachverbandwertiger Submartingale in kontinuierlicher Zeit zu untersu-
chen. Gezeigt wird hierbei folgendes: Ist E ein separabler Banachverband
mit der Radon-Nikodym-Eigenschaft und (X¢);cjo,7) ein E-wertiges Sub-
martignal, welches f.s. positive Werte annimmt, so existieren die Grenzwerte
Xy = limgy seq X fiir alle ¢ € [0,77] f:s. und der Prozess (X )sc(o.17 ist
ein cadlag Submartingal mit X;; > X;. Dabei folgen wir dem Vorgehen in
[Fra85].

Kapitel 5 widmet sich schliellich Superlosungen, die (1.4) erfiillen. Wir
definieren dazu die Menge

A&, 9) == { (Y, 2) € S(K) x L} x [0,T], S2(H, K)) : (Y, Z) exfiillt (1.4) },

wobei S(K) die Menge alle K-wertigen cadlag Prozesse ist, und werden
zeigen, dass unter bestimmten Annahmen an den Generator und die End-
bedingung ein eindeutiges Paar (f/, Z ) € A(E, g) existiert, sodass fiir alle
(Y, Z) € A(€, g) bereits Y; <f¢ Y; gilt, (1.4) also eine eindeutige minimale
Superlosung besitzt. Im gesamten Kapitel betrachten wir dabei Genera-
toren, die nur positive Werte in K annehmen und eine Diagonalstruktur
beziiglich der gewéhlten Basis von K aufweisen. Mit letzterem ist gemeint,
dass fiir alle k& € N eine messbare Funktion g* : Q x [0, 7] x R x H' mit

(909, 2))" = gf(¥",2") (t€[0.T],y € K,z € S2(H, K))

existiert, wobei wir fiir z € So(H, K) das Funktional 2% € H' durch 2% :=
(ze,er) ¢ definieren. Wir gehen folgendermaflen vor: Zuerst werden wir
sehen, dass der Werteprozess jeder Superlosung ein K-wertiges Supermar-
tingal und die Menge A¢(&, g) :={Y;: (Y, Z) € A(£, g)} im Banachverband
LY(2, K) von unten beschrinkt ist. Da L!(Q, K) ordnungsvollstindig ist,
existiert somit fiir alle ¢ € [0, 7] die Zufallsvariable £7(¢) := inf As(¢,g). Es



stellt sich heraus, dass auch der Prozess £9(¢) := (£ )te[o, 7] €in Supermartin-
gal definiert und mit dem Hauptresultat aus Kapitel 4 ergibt sich, dass das
cadlag Supermartingal £/ (€) := limg ¢ seq £9(¢) existiert und E7 (&) < £7(¢€)
fir alle ¢ € [0, T erfiillt. Dieser Prozess ist nun ein natiirlicher Kandidat fur
den Werteprozess der minimalen Superlésung. Um einen Kontrollprozess
Z € LX(Q % [0,T],S:(H, K)) mit (£9(£),Z) € A(€,g) zu finden, konstru-
ieren wir zunéchst eine Folge von Superlosungen (Y™, Z"),cn € A(&,9),
so dass (Y"),en auf einer dichten Teilmenge von [0,7] f.s. von oben ge-
gen ég(f ) konvergiert. Die Supermartingal-FEigenschaft liefert uns zudem,
dass (Y")neny P ® dt fast iiberall gegen £9(&) konvergiert. Mit Methoden
der stochastischen Anlysis ergibt sich, dass die zugehorige Folge der Kon-
trollprozesse (Z™)nen in L2(Q2 x [0,T),So(H, K)) beschrinkt ist. Unter
Verwendung von Kompaktheitsargumenten erhalten wir daraus, dass eine
Folge in der asymptotischen komplexen Hiille (einer Teilfolge) von (Z™),en
P ® dt fast iiberall und in L?(Q x [0,7],S2(H, K)) gegen einen Prozess
A konvergiert. Stellen wir weitere Forderung an den Generator, ldsst sich
schlieBlich nachweisen, dass (£9(€), Z) tatsichlich eine Superlésung von
(1.4) ist. Daraus folgt unmittlebar, dass £9(¢) eine Modifikation von £9(¢)
und (£9(£), Z) minimale Superlésung von (1.4) ist.

In Kapitel 5 wenden wir uns monotonen Grenzwerten von Superlésungen
zu. Wir lassen dabei die Positivitdt-und Diagonalbedingung an den Gene-
rator fallen, fordern aber, dass dieser gleichméfig Lipschitz-stetig in x und
y ist. AuBerdem betrachten wir [Pen99] folgend das Problem

T T
Yt:YT—k/ gS(Y;,ZS)ds—i—(AT—At)—/ ZdW,,  (16)
t t

welches zu zu (1.4) dquivalent ist, wenn man nur Superlésungen mit Yy = ¢
zuléisst und (A¢)iejo 7] ein K-wertiger monoton wachsender cadlag Prozess
mit Ag = 0 ist. Wir behandeln nun Folgen von Prozessen (Y, 7', A") €
L2(Q2x [0,T],K) x L2 x [0,T],82(H,K)) x L*(2 x [0,T], K), die (1.6)
erfiillen, wobei die Folge von Werteprozessen (Y*);cy an jedem Zeitpunkt
monoton von unten gegen einen Prozess Y € L?(Q x [0, 7], K) konvergiert.
Gezeigt wird dann folgendes: Ist (A%);cy sogar eine Folge stetiger Prozesse
und erfiillt Y die Bedingung

< 00,

E|Y sup [y
keN t€[0,7]

so existiert ein Kontrollprozess Z € L%(Q x [0, 7], Sa(H, K)) und ein mono-
ton wachsender cAdlag Prozess A € L2(Q x [0,T], K), so dass (Y, Z, A) (1.6)



erfiillen. Der monotone Grenzwert Y ist also ebenfalls der Werteprozess
einer Superlésung.



2 Stochastische Analysis auf Banachraumen

Wir beginnen diese Arbeit mit der Darstellung einiger Resultate zur sto-
chastischen Analysis in Banachrdumen. Im ersten Abschnitt wird die Kon-
struktion des Bochnerintegrals wiedergegeben. Der zweite Abschnitt fasst
die wesentlichen Begriffe zu banachraumwertigen stochastischen Prozessen
zusammen. Im dritten Abschnitt werden schliellich hilbertraumwertige
Wiener Prozesse und das [t6-Integral beziiglich solcher Prozesse eingefiihrt.
Alle drei Teile dienen vor allem der Fixierung der Notation und dazu, auf
wichtige Resultate spiter innerhalb der Arbeit verweisen zu kénnen. Wir
verzichten deshalb darin weitestgehend auf Beweise. Fine ausfiihrlichere
Behandlung des Bochnerintegrals bietet zum Beispiel [AB06] (Kapitel 11.8).
Fiir eine detailierte Darstellung des It6-Integrals in Hilbertrdumen siehe
etwa [PROT].

Zunéchst wollen wir aber einige Dinge beziiglich der Notation, die wahrend
der gesamten Arbeit verwendet wird, anmerken.

2.0.1 Notation. Fiir zwei Banachverbiande (E,| - ||g) und (U, | - ||v)
sowie T' € [0,00) und eine beliebige Menge 2 verwenden wir folgende
Bezeichnungen:

e B(E) sei die (bzgl. der Normtopologie) Borelsche o-Algebra auf
(&, le)-

e [’ sei der topologische Dualraum von E.

o L(E,U) sei der Raum der linearen beschrankten Operatoren von E
nach U. Ist U = E schreiben wir L(E).

e Fir eine Folge (z)neny € E und z € E| schreiben wir z,, — z, falls
(Zn)nen in E schwach gegen x konvergiert.

e (C([0,T], E), [l lc(o,1),E)) sei der Raum der stetigen Funktionen von
[0,T] nach E versehen mit der Supremumsnorm

Ifllcqor,ey = sap [[f(®)le (f € C([0,T], E)).
t€[0,T]



e )\ sei das Lebesgue-Maf} auf ([0, 77, B([0,T])).

e Fiar B C Q sei 15 : 2 — R die Indikatorfunktion

R PN

2.1 Banachraumwertige Integrale und Malle

2.1.1 Das Bochner-Integral

Wir beschrianken uns hier auf die Integration von Funktionen auf einem
endlichen Mafiraum mit Werten in separablen Banachraumen. Resultate
iiber das relle Lebesgue-Integral setzten wir dabei als bekannt vorraus.

Fixiere im Folgenden einen endlichen Mafiraum (€2, F, 1) und einen sepa-
rablen Banachraum (E, || - ||) ausgestattet mit der Borelschen o-Algebra
B(E). Mit L((2, F), E) bezeichnen wir den Raum der F — B(E) messbaren
Funktionen und mit £((92, F)) den Raum der F-messbaren reellwertigen
Funktionen. Falls offensichtlich ist, beziiglich welcher o-Algebra auf € die
Messbarkeit betrachtet wird, schreiben wir nur £(Q2, E') bzw. £(Q).

Wie 1iiblich sagen wir, dass eine Eigenschaft £ von Elementen von € pu-fast
iiberall (p-f..) gilt, falls eine p-Nullmenge N € F mit {w erfillt £} C N
existiert.

Ist U ein weiterer Banachraum, G : E — U eine B(E) — B(U) messbare
Funktion und f € £(Q, E') dann setzen wir G(f) := G o f.

Als erstes definieren wir das Integral fiir E-wertige Stufenfunktionen.

2.1.1 Definition. (i) Eine (E-wertige) Stufenfunktion s : Q@ — E ist
eine Funktion der Gestalt

n
s = Z a;l 4,
i=1

mitn € N,a; € Fund A; € F fir 1 <4
Sufenfunktionen bezeichnen wir mit S(2, E).

< n. Die Menge aller
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(ii) Fir s € S(2, E) definieren wir das Integral bzgl. des Mafies o durch

/Sdﬂ = ;aiu(Ai)-

2.1.2 Bemerkung. Es lisst sich leicht nachvollziehen, dass S(€2, E) ein
Unterraum von L(£2, F) ist und das Integral unabhéngig von der Darstel-
lung der Stufenfunktion s € S(, F) ist. Aulerdem lésst sich immer eine
Darstellung von s € S(€2, E) finden, bei der die Familie (A4;)1<i<n paarweise
disjunkt ist. Dies wollen wir im Folgenden deshalb ohne Einschrénkung
immer annehmen.

Die Erweiterung des Integrals auf eine breitere Klasse von Funktionen
liefern folgende Sétze.

2.1.3 Satz. f:Q — E ist genau dann messbar, falls eine Folge (sy,)nen C
S(Q, E) ezistiert mit lim, o0 sp(z) = f(x) fir alle x € Q.

Beweis: Siehe [DPZ92] (S.16 Lemma 1.1.1). O
2.1.4 Satz. Sei f € L(Q, E), dann sind dquivalent:

(i) Es gibt eine Folge (fn)nen C S(2, E) mit f,(x) — f(z) fir alle
x € Q und

J = flld =0 (0= o0).

(ii) [N flldp < oo.
In diesem Fall existiert lim, oo [ fndp in E und fir jede weitere Folge
(gn)neny C S(Q, E), welche (i) erfillt, gilt

Jm [ = i [ Sud.

Beweis: Siehe [DU77] (S.45 Theorem, 11.2.1) fiir die Aquivalenz und [ABO6]
(S.425 Lemma 11.41) fir die zweite Aussage. O

Damit koénnen wir das Bochnerintegral fiir alle Funtkionen f € L£(2, F)
definieren, die [ || f]|dp < oo erfiillen.

11



2.1.5 Definition. Sei f € L(Q, E) mit [||f|ldp < oo und (fn)neny C
S(Q, E) eine Folge wie in Satz 2.1.4 (i). Dann heifit f integrierbar (bzgl. )
und das (Bochner-) Integral von f bzgl. u ist definiert durch

wtlf] i= [ fu = Jim [ fad
SchlieBllich setze
£H(@.F . B) = { £ € LQE): [ 17]du < o0}

Oft schreiben wir stattdessen auch einfach £1(2, E) oder £!(u; E).

2.1.6 Definition. Fiir A € F und f € £L(Q, E) mit fl4 € L}(Q, E) setze

/Afdu :Z/fﬂAdu-

Die folgenden Lemmas gelten offensichtlich fiir Stufenfunktionen, und fiir ein
beliebiges f € L1(, E) folgen sie dann durch Ubergang auf den Grenzwert.
Wir verzichten deshalb hier auf die Beweise.

2.1.7 Lemma. L1(Q, E) ist ein Unterraum von L(Q, E)und die Abbildung
Int : £LY(Q, E) — E ist linear mit || Int[f]|| < [ || f]ldp-

2.1.8 Lemma. Fiir eine Nullmenge N € F und f € LY (2, E) gilt

/Nfdu:().

2.1.9 Lemma. Sei U ein weiterer separabler Banachraum, T € L(E,U)
und f € LYQ, E). Dann ist Tf € LY(Q,U) und

T/fdu:/deu.

Nun kénnen wir banachraumwertige LP-R&ume definieren.

2.1.10 Definition. Fiir p € [1,00) und f € £(, E) setze

sy = ([ 15100)°

und LP(Q, E) :={f € LIQ, E) : | fllr(,p) < oo}

12



2.1.11 Bemerkung. Per Defintion gilt fiir f € £(Q, E)
fell(QE) < |f| e LP(Q).

Deshalb ist £P(£2, E) analog zum reellen Fall ein Unterraum von £(€2, E)
und || - || zp(q,5) eine Seminorm auf LP(Q, E).

2.1.12 Definition. Setze
N:={felP(QE): f=0pu-fi}
und definiere die Quotientenrdume
LY, E) := L(Q, E)/N

bzw. fir p € [1, 00)
LP(Q, E) = LP(Q, E)/N.

2.1.13 Bemerkung. Genau wie im Reellen ist die Funktion

H : ||LT’(Q,E) : LP(Q7E) - [07 OO)

71 (f15100)’

wohldefiniert und eine Norm auf LP(Q, E) (p € [1,0)).

Auch der folgende Satz liasst sich wie im Reellen beweisen.

2.1.14 Satz. Fir p € [1,00) dst (LP(S%, E), || - [ zr(0,p)) ein Banachraum
und S(Q, E)/N st dicht in LP(Q), E).

2.1.15 Notation. Wir unterschieden in diesem Kapitel in der Notation nun
nicht mehr zwischen der Funktion f € £(2, E) und der Aquivalenzklasse
[f] € L%, E). Desweiteren sagen wir, dass eine Folge (f,)nen C LY(Q, E)
p-fii. gegen f € L°(9, E) konvergiert, wenn dies fiir eine (und damit jede)
Wahl von Vetretern der Folge und des Grenzwertes gilt.

Die Konvergenz in LP(Q, E) ist weder stérker noch schwécher als die
punktweise Konvergenz f.ii.. Wie im rellen Fall gilt jedoch ein Satz tiber
majorisierte Konvegenz.

13



2.1.16 Satz. Seien (fn)nen C L°(Q E) und f € LY(Q, E) mit f, — f
p-f.ii.. Ezistiert eine Funktion g € LY(Q) mit sup,ey | fall < lg| p-fii.,
dann ist (fp)neny C LY(Q, E), f € LY(Q, E) und

[ faun =l [ fudp.

Beweis: Wende den Satz iiber majorisierte Konvergenz fiir relle Funktionen
auf die Folge (|| fn. — fll)nen, welche die Majorante 2|g| besitzt, an. O

2.1.17 Korollar. Sei f € LY(Q,E) und A = U;en Ai mit (Ai)ien C F
paarwesse disjunkt. Dann gilt

/ fdp

A;

[ ran=3
A ieN
Umgekehrt folgt aus der LP-Konvergenz einer Folge die Existenz einer u-f.ii.
konvergenten Teilfolge.

2.1.18 Satz. Seip € [1,00) und sei f € LP(), E) und (fn)nen C LP(Q, E)
eine Folge mit limy, oo || fn — fllzr(0,5) = 0. Dann existiert eine Teilfolge
(fnk)k;EN von (fn)nEN mit fnk — f M‘f'ﬁ' (k — OO)

Beweis: Wieder wende das entsprechende Resultat iiber reelle Funktionen
auf die Folge (|[fn — fl|l£)nen an. O

Zuletzt wird in diesem Abschnitt noch der Begriff der uniformen Integrier-
barkeit eingefiihrt.

2.1.19 Definition. Eine Menge H C L'(€, E) heiBt uniform integrierbar
(u.i.), falls

lim sup/ | flldw = 0.
nTree fer JIflI>n}

Eine Menge H C L'(2, E) E-wertiger Funktionen ist offensichtlich genau
dann u.i., falls die Menge {||f|| : f € H} reeller Funtkionen u.i. ist. Die
folgenden Resultate iiber F-wertige uniform integrierbare Funktionen lassen
sich damit genau wie im Reellen beweisen.

2.1.20 Lemma. H C L'(Q, E) ist genau dann w.i., falls H in L'(Q, E)
beschrdinkt ist und folgendes gilt:

Ve>035>0VAeJ-"Vf€H:(M(A)<6:>/Hf\|du<e>.
A
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2.1.21 Definition. Wir sagen eine Folge (f,)nen € L°(€, E) konvergiert
gegen f € L°(Q, E) beziiglich des MaBes y, falls

Ve>0Vo>03INeNVn>N:u(l|fn—fll=9) <e

2.1.22 Bemerkung. Da das Maf} endlich ist, ldsst sich leicht nachvollzie-
hen, dass die Konvergenz p-f.ii. die Konvergenz bzgl. des Mafles 1 impliziert.

2.1.23 Lemma. Seien (fn)nen C LY, E) und f € LY(Q, E) mit f, — f
bzgl. des Mafes p. Dann sind dquivalent:

(i) (fn)nen ist u.i,
(i) f € LYQ,E) und f,, — f (n — o) in LY(Q, E).

2.1.24 Lemma. Seip € (1,00] und H C LP(Q, E) beschrinkt. Dann ist

2.1.2 VektormaBe und die Radon-Nikodym-Eigenschaft

Im letzten Abschnitt hatten die Integranden Werte in Banachrdumen, das
Maf3 war jedoch rellwertig und positiv. In diesem Anschnitt sollen nun
banachraumwertige Mafle eingefiihrt werden. Eine ausfiihrliche Behandlung
solcher Mafle findet sich zum Beispiel in [DUT77].

In diesem Abschnitt sei A eine Algebra auf einer Menge Q und (E, || - ||)
ein Banachraum.

2.1.25 Definition. (i) Eine Funktion F' : A — E heifit ein endlich
additives Vektormaf} oder schlicht Vektorma$, falls fiir alle disjunkten
Mengen Ay, As € A stets F(A; U Ay) = F(A;) + F(Ay) gilt.

(ii) Ein Vektormafl F': A — E heifit o-additiv, falls fiir alle paarweise
disjunkten Folgen (Ap)neny C F mit U, ey An € A die Gleichheit

F (UnEN An> =3 nen F(Ay) bzgl. der Normtopologie auf E gilt.
2.1.26 Bemerkung. Beachte, dass fiir ein Vektormafl F' : A — E und

A,B € Amit B C A stets F(A) = F(B) + F(A\ B) also F(A\ B) =
F(A) — F(B) gilt. Insbesondere ist F(f)) = 0.
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2.1.27 Definition. Sei F': A — E ein Vektormaf. Die Funktion || F|y :
A — [0, 00| definiert durch

i=1

N N
[ F[[v(A) = sup {Z IF(A)| : Aie F,A=J Ai}
=1

heifit Variation von F. Ist ||F||y(2) < oo, nennen wir F' ein Mafl mit
endlicher Variation.

2.1.28 Definition. Sei F': A — E ein Vektorma$ und p : A — [0, 00) ein
endliches positives reelles Maf3 auf (€2, .4). Dann heifit F' u-stetig, falls

lim F(A)=0
n(A)—0

gilt, das heifit
Ve>030 >0VAe A: u(Ad) <d= F(A) <e.

In diesem Fall schreiben wir F' < pu.

2.1.29 Satz. Sei F eine o-Algebra auf Q, F : F — E ein o-additives
Vektormafl und pn: F — [0,00) ein endliches o-additives positives reelles
Mafs. Dann gilt F < p genau dann, falls fir alle B € F aus u(B) = 0
auch F(B) =0 folgt.

Beweis: Siehe [DU77] (S.10, Theorem 1.2.1) O

2.1.30 Lemma. Sei i ein endliches reelles positives o-additives Maf$ auf
A und F: A — E ein p-stetiges Vektormafl. Dann ist auch F o-additiv.

Beweis: Seien p und F' wie im Lemma. Weiter sei (A, )neny C A eine
abzéhlbare Familie paarweiser disjunkter Mengen mit A = {J,,cy 4n € A.
Fiir N € N folgt dann aus der endlichen Additivitdt von F' und Bemerkung

2.1.26
N
n=1

(Yl

N
HF(A) - ZF(AH)

n=1
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Da p o-additiv und endlich ist, erhdlt man zudem

Aus F < p folgt damit schliellich auch

0= lim HF < U An>H — lim HF(A) . XN:F(AR)

N—oo o N N—oo 1

F' ist also o-additiv wie behauptet. O

Ist p ein reelles positives o-additives Mafl auf dem Messraum (2, F),
dann koénnen wir jeder bzgl. i integrierbaren Funktion f € L'(u; E) ein
Vektormaf vy wie folgt zuordnen.

2.1.31 Satz. Sei u: F — [0,00) ein relles o-additives positives Mafi auf
dem Messraum (Q,F). Zu f € L' (u, E) definiere vy : F — E durch

vi(A) = /Afdu-

Dann ist vy ein o-additives p-stetiges Vektormaj$ mit
gl (4) = [ 1f]Lmd 2.1)
Beweis: Siehe [DU77] (S.46 Theorem I1.2.4) O

Im reellen Fall gilt nach dem Satz von Radon-Nikodym auch die Umkehrung:
Fiir jedes u-stetige signierte Mafl v mit endlicher Variation, exsistiert eine
Funktion f € L'(u) mit v(A) = [, fdu (A € F). Fiir Banachridume gilt
dies jedoch im Allgemeinen nicht. Dies motiviert folgende Definition.

2.1.32 Definition. Sei (2, F, ) ein endlicher Mafiraum. Wir sagen E
besitzt die Radon-Nikodym-Eigenschaft (RNE) bzgl. p, falls fiir jedes o-
additive u-stetige Vektormafl F': F — E mit beschrankter Variation ein
g € L' (u, B) existiert, sodass fiir alle A € F

F(E) = | gdn

gilt. Falls F die Radon-Nikodym-Eigenschaft bzgl. allen endlichen Maf}-
rdumen besitzt, nennen wir E einen Banachraum mit Radon-Nikodym-

Eigenschaft (RNE).
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Folgende Aussagen iiber Banachrdume mit (RNE) werden in dieser Arbeit
bendtigt.

2.1.33 Satz. Jeder reflexive Banachraum beistzt die Radon-Nykodim-
FEigenschaft.

Beweis: Siehe [DU77] (S.76, Corollary II1.2.13). O

2.1.34 Satz. Fulls E ein Banachraum mit (RNE) ist, so auch jeder abge-
schlossene Unterraum von E.

Beweis: Siehe [DU77] (S.80, Theorem II1.3.2). O

2.1.35 Satz. Der Banchraum cq aller reellen Nullfolgen ausgestattet mit
der Supremumsnorm besitzt die (RNE) nicht.

Beweis: Siehe [DU77] (S. S.60 Example I1.1.1). O

Aus den letzten beiden Sétzen erhalten wir unmittelbar folgendes Korol-
lar.

2.1.36 Korollar. Ist E ein Banachraum mit RNE, so ist kein Unterraum
von E isomorph zu cy.

2.2 Banachraumwertige stochastische Prozesse

In diesem Abschnitt wird die Notation beziiglich stochastischen Prozes-
sen festgelegt, die wir im weiteren Verlauf der Arbeit verwenden werden.
(Q, F, P) sei im Folgenden ein vollstdndiger Wahrscheinlichkeitsraum und
(E,|| - |I) ein separabler reeller Banachraum. Eine F — B(E) messbare
Funktion nennen wir auch (E-wertige) Zufallsvariable.

Wir sagen eine Eigenschaft £ von Elementen aus Q gilt fast sicher (f.s.), falls
P({w e Q:werfillt £}) = 0 (Beachte dabei, dass (€2, F, P) vollstindig
ist).

Sei J eine Indexmenge. Ein (E-wertiger) stochastischer Prozess mit Pa-
rameterbereich J ist eine Familie von E-wertigen Zufallsvariablen X =
(Xj)jes C L(Q, E). Fir w € Q heifit die Abbildung j — X;(w) ein Pfad
von X.
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Zwei Prozesse X und Y heiflen ununterscheidbar, falls

P{X; =Y, fiuralle j € J}) =1.

Wir nennen zwei Mengen A, B C € x J gleich bis auf Ununterscheidbarkeit,
falls
P({1a(w,j) = 1p(w,j) firalle j €}) = 1.

Wir nennen einen Prozess X eine Modifikation oder Version eines Prozesses
Y, falls
P(X;=Y)=1 (jeJ).

Ist U ein weiterer Banachraum, f : E — U eine B(E) — B(U) messbare
Abbildung und X = (X;);en ein E-wertiger Prozess. Dann schreiben wir
f(X) fiir den U-wertigen Prozess (f o X;)jen.

In dieser Arbeit betrachten wir nur J € {[0,7],N}, wobei T" € [0, 00) ein
endlicher Zeithorizont ist. Prozesse mit Parameterbereich N nennen wir auch
Prozesse in diskreter Zeit, Prozesse mit Parameterbereich [0, 7] Prozesse in
kontinuierlicher Zeit. Auf (2, F, P) sei stets eine Filtrierung F = (F;) e
gegeben. Fiir j € J setze LY(Q, E) := LP((Q, F;, P), E). Wie iiblich nennen
wir einen Prozess X adaptiert, falls X fiir alle j € J F; — B(E) messbar
ist.

Die Menge aller Stoppzeiten 7 : Q@ — [0,7] bzw. 7 :  — N U {co} der
Filtrierung (F)iec(o,1) b2W. (Fn)nen bezeichnen wir mit 7" bzw. Ty, und fiir
7 € T oder 7 € Ty definieren wir die o-Algebra der Stoppzeit 7 durch

Fr={AeF:An{r<j}eF (e )}

Fiir zwei Stoppzeiten o,7 € T mit ¢ < 7 f.s. definiere das halboffene
stochastische Intervall

(0,7 ={(w,t) e 2 x[0,T] : 0(w) <t < T(w)}.
Analog definiere [0, 1), (0,7), [0, T].
Fiir p € [1, 00) setze schliellich LP(S2, E) := LP((Q2, 5, P), E)).

Bis zum Ende dieses Abschnitts betrachten wir nur noch Prozesse in
kontinuierlicher Zeit.

2.2.1 Definition. Eine Filtrierung F = (F});c[o,7) heiit normal, falls F
folgende Bedingungen erfiillt:
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(i) Fo enthélt alle P-Nullmengen aus F (F ist vollstandig).
(i) Fir alle t € [0,T) gilt F; = Ny Fs (IF ist rechtsstetig).

2.2.2 Definition. Sei £ eine Eigenschaft von Funktionen f :[0,7] — FE
(z.B. Stetigkeit, Rechtsstetigkeit usw.). Dann sagen wir ein E-wertiger
Prozess (Xt).e[o,r] hat Eigenschaft & (ist z.B. stetig, rechtsstetig usw.), falls

PlweQ:t— Xy(w) erfiillt £) = 1.

2.2.3 Lemma. Sei X ein E-wertiger Prozess und Y eine Modifikation
von X. Falls X und Y beide rechtsstetig sind, sind sie ununterscheidbar.

Beweis: Setze Nx 1= {w € Q: t — X;(w) ist rechtsstetig} und Ny := {w €
Q : t — Yi(w) ist rechtsstetig}. Dann gilt nach Vorrausetzung P(Nx N
Ny) = 1. AuBlerdem definiere Qr = QN [0, 7] U {T} und N, = {X, =
Y,} fir ¢ € Q7. Da Y eine Modifikation von X ist, folgt P(N;) = 1
(¢ € Qr), und da Qr abzihlbar ist, auch P((,cq, Ng) = 1. Setze nun
N = Nyeor Ng N Nx N Ny. Ist w € N, so folgt nach Definition von N
Xr(w) =Yr(w). Fur t € [0,T) beliebig wahle eine Folge (t)nen C Q7 mit
tn L t. Aus w € N ergibt sich

Xiw) = lim X, () = lim ¥;, @) = Vi
Somit ist N C {X; =Y, fiir alle t € [0,T]}. Wegen P(N) =1 sind X und
Y ununterscheidbar. O

Wir setzen nun Qr = Q x [0,7] und betrachten den Mafiraum (Qr, F ®
B([0,T]), P ® A). Einen Prozess (X;);cjo,r] konnen wir auch als Abbildung
X :Qr — E, (w,t) = Xi(w) betrachten. Dadurch ergeben sich verschiedene
Messbarkeitsbegriffe.

2.2.4 Definition. Sei (X;)ic[o,1] ein E-wertiger Prozess, dann heifit X

(i) messbar falls die Abbildung X : Qr — E F ® B([0,T]) — B(E)
messbar ist,

(ii) progressiv messbar oder schlicht progressiv, falls fiir alle t € [0, 7],

die Abbildung Q x [0,t] = E, (w,s) — Xs(w) Fr @ B([0,t]) — B(E)

messbar ist.
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2.2.5 Bemerkung. Wir nennen eine Menge B € {27 progressiv, falls der
Prozess X = 1 progressiv ist. Die Familie aller progressiven Mengen ist
eine o-Algebra auf Q7 und heifit die progressive o-Algebra, die wir mit
Prog bezeichnen. Setze L%(Qr, E) := LP((Qr, Prog, P), E).

2.2.6 Definition. Die o-Algebra
P=oc({(s,t) x Fs:0<s<t<T,Fse Fs}U{{0} x Fo: Fy € Fp}).

heifit o-Algebra der vorhersagbaren Mengen. Ein P — B(FE) messbarer
Prozess heifit vorhersagbar. Wir setzten LY, (Qr, E) := LP((Qr, P, P), E)
p € [1,00).

2.2.7 Lemma. Jeder linksstetige oder rechtsstetige adaptierte Prozess ist
progressiv messbar.

Beweis: Siehe [KS05] (S.5 Proposition 1.1.13). O

Messbarkeitsaussagen liber F-wertige Prozesse lassen sich mit folgendem
Resultat auf Messbarkeitsaussagen iiber reellwertige Prozesse reduzieren.

2.2.8 Lemma. Es gilt B(E) = o(A) mit
A={s71(4): 9 B, AcBR)}.

Insbesondere ist X : Q — E genau dann F — B(E) messbar, falls '(X) fir
alle ' € E' F — B(R) messbar ist.

Beweis: Siehe [DPZ92] (S.17 Proposition 1.1.3). O

2.2.9 Korollar. Ein E-wertiger Prozess X : Qp — E ist genau dann
adaptiert (messbar, progressiv, vorhersagbar), falls x'(E) fir alle ' € E’
adaptiert (messbar, progressiv, vorhersagbar) ist.

2.3 Banachraumwertige Martingale

In diesem Abschnitt sowie auch in dem darauf folgenden, werden wir
weitestgehend der Argumentation aus [PR07] folgen und auch die Beweise
grofitenteils aus diesem Artikel zitieren.
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Fiir die Definition von E-wertigen Martingalen bendtigen wir zunéchst
den Satz tiber die Existenz des bedingten Erwartungswertes fiir E-wertige
Zufallsvariablen. Dazu sei im folgenden Fy C F' eine Unter-o-Algebra von

F.

2.3.1 Definition und Satz. Sei X € L'(Q, E). Dann existiert ein ein-
deutiges
Z € LY((Q, Fo, P), E)) mit

/XdP:/ ZdP (A€ Fo). (2.2)
A A

Wir nennen Z den bedingten Erwartungswert von X (bzgl. Fy) und setzen

Z =:E[X|F). Es gilt

IEX[Folll < B[ X Fo] fs.- (2.3)

Beweis: Siehe [PRO7] (S.17 Proposition 2.2.1). O

2.3.2 Lemma. Fir alle p € [1,00) ist die Abbildung

E,: LP(Q, E) — LP((Q, Fy), E)
f = E[f|Fo]

wohldefiniert, linear und stetig mit Norm kleiner 1.

Beweis: Fiir X € LP(Q, E) folgt aus (2.3)

IBIX I FollI70 (0,5 = E IEX]Fo][17]
< E[(E[IX]/[F0]))"] (2.4)
< EE[IX]71F0]] = X117 q,p):

wobei wir die Monotonie und die Jensensche Ungleichung fiir den reellen be-
dingten Erwartungswert ausgenutzt haben. Damit ist £, wohldefiniert. Die
Linearitét folgt direkt aus der Definition des bedingten Erwartungswertes
und die Abschétzung fir die Norm von E, aus (2.4). O

2.3.3 Lemma. Ist U in weiterer Banachraum und T : E — U ein linearer
stetiger Operator, so gilt fir alle X € LY(Q, E)

TE[f|Fo] = E[T f|Fo].
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Beweis: Dies folgt direkt aus Lemma 2.1.9 und der Eindeutigkeit des
bedingten Erwartungswertes. a

Wir kommen nun zur zentralen Definition dieses Abschnitts.

2.3.4 Definition. Ein E-wertiger stochastischer Prozess X = (Xj);cs C
L($2, E) heifit (E-wertiges) Martingal, falls

(i) X adaptiert ist,
(i) X; € L\Q,E) (j € J),
(il) E[Xj,|Fj] = Xj, (J1,J2 € J mit j1 < ja).

Wir erhalten folgenden Bezug zu reellen Martingalen.

2.3.5 Lemma. Seip € [1,00) und X = (X;)jes C LP(Q, E) ein E-wertiges
Martingal. Dann ist || X||P ein reellwertiges Submartingal.

Beweis: Siehe [PRO7] (S.20 Proposition 2.2.6). O

Fiir rechtsstetige Martingale in kontinuierlicher Zeit gilt somit eine Doobsche
Maximal-Ungleichung wie im reellen Fall.

2.3.6 Lemma. Seip € [1,00) und M = (My).ejo,r) ein E-wertiges rechts-
stetiges Martingal mit Xp € LP(Q, E). Dann gilt

P

p p_ P p1
< sup E[[[M[]P]» = ——E[[[Mr[["]7.
P — 1o

p—1

E l sup || My||P
te[0,T

Beweis: Dies folgt direkt aus Lemma 2.3.5 und der Anwendung der Doob-
schen Maximal-Ungleichung fiir reelle Submartingale auf den Prozess || M ||
(fiir dieses Resultat siehe etwa [KS05] S.14,15 Theorem 1.3.8 (iv)). O

Wir konnen einen stetigen Prozess (Xi)co7) auch als Abbildung in
L9, C([0,T], E)) auffassen. Ist M ein stetiges Martingal, folgt aus Lemma
2.3.6, dass M € L?(2,C([0,T], E)) dquivalent zu M7 € L?(f2, E) ist. Dies
motiviert folgende Definition.

2.3.7 Definition. Wir definieren M2 (E) als den Raum aller stetigen
Martingale M € L?(92,C([0,T], E)).
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2.3.8 Lemma. (M7(E),]| - z2(0,c(0,11,E)) st ein Banachraum und
|- ||M%(E) definiert durch

1Mz ) = 1Ml p2(osm)

ist eine zu || - [|L2(q,c(0,1],E)) dquivalente Norm.

Beweis: Siehe [PRO7] (S.21, Proposition 2.2.9). O

2.4 Stochastische Integration auf Hilbertraumen

In diesem Abschnitt werden wir das stochastische Integral beziiglich eines
hilbertraumwertigen Wiener Prozesses einfithren. Dazu seien (H, (-, -)x)
und (K, (-,-) k) separable reelle Hilbertraume. Zuerst bendtigen wir einige
Begriffe iiber Operatoren in L(H, K).

2.4.1 Spurklasse- und Hilbert-Schmidt-Operatoren

Fir T € L(H,K) sei T* € L(K, H) der zu T adjungierte Operator. Fiir
T € L(H) schreiben wir T > 0, falls (T'z,z)g > 0 fiir alle z € H. Nach
dem Spektralsatz fiir beschrankte selbstadjungierte Operatoren existiert
fir jeden Operator T' € L(H, K) mit T* =T > 0 ein eindeutiger Operator
S € L(H,K) mit S* =S > 0und S? = T. Diesen Operator bezeichnen wir
mit 72. Desweiteren ist fiir alle 7' € L(H, K) der Operator T*T > 0 und
selbstadjungiert.

Zuerst fithren wir den Begriff des Hilbert-Schmidt-Operators ein und zitieren
die wichtigsten Eigenschaften.

2.4.1 Lemma. Sei T € L(H, K). Konvergiert die Reihe Y en || T fxll% fiir
eine Orthonormalbasis (fi)ken von H, so konvergiert die Reihe fiir alle
Orthonormalbasen von H und der Grenzwert ist unabhdngig von der Wahl
der Basis.

Beweis: Siehe [PRO7] (S. 111, Remark B.0.6 (i)). O

Fixiere Im Folgenden eine Orthonormalbasis (fi)reny von H und eine
Orthonormalbasis (ex)gen von K.
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2.4.2 Definition. Fir T € L(H, K) setzte

[NIE

keN

1T |21, 5) == (Z ”TkaK)

Der Raum
Sy(H, K) := {T € L(H,K) : |||, 11.60) < o0}
heifit der Raum der Hilbert-Schmidt-Operatoren von H nach K.

2.4.3 Lemma. (i) Die Abbildung

(V8o 1 So(HK) x So(HK) = R, (T,8) = > (T fr, Sfr) i
keN

definiert ein Skalarprodukt auf So(H, K) und (S2(H, K), (-, )s,(H,K))
ist ein separabler Hilbertraum mit Orthonormalbasis (e @ f;)k jeN,
wobei e, @ fj = (-, fj)mer (j,k €N).

(i) Sei K1 ein weiterer Hilbertraum und T € Sa(H, K). Dann ist fir
alle S € L(K,K;) ST € Sy(H, K;) und fir alle Q € L(Ky,H) ist
TQ € Sg(Kl,K).

Beweis: Siehe [PRO7] (S.112 Proposition B.0.7 und S.111 Remark B.0.6
(ii)). O

2.4.4 Bemerkung. Fiir k € Nund T' € Sy(H, K) definere T% = (T, e},) k
Dann ist 7% € H' und es gilt

I3, 1,00) = D 1T 1
keN

2.4.5 Bemerkung. Sei T' € H'. Dann folgt aus dem Satz von Riesz

TN Z = Y NTAIP = 1T llsy o )
IeN

Insbesondere ist H' = So(H, R).

Wir kommen nun zu Spurklasse-Operatoren.
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2.4.6 Lemma. Sei T € L(H) mit T* =T > 0. Konvergiert die Reihe
T o= > (Qfk fia,

keN

so konvergiert die Rethe fiir alle Orthonormalbasen von H und der Grenz-
wert ist unabhdngig von der Wahl der Basis.

Beweis: Siehe [PR07] (S.110 Remark B.0.4 und S.113 Remark B.0.9). O

2.4.7 Definition. Fir T' € L(H) mit 7% =T > 0 setze
IT\ls, () = tr T.
Der Raum
Su(H) = {T € L(H) : T* =T > 0,||T||s, ) < o0}

heiflit der Raum aller Spurklasse-Operatoren iiber H.

Beweis: Siehe [PRO7] (S.9 Proposition 2.1.5) O

2.4.8 Bemerkung. Wegen HSH?%(HK) = HS*SH?Sl(H) (S € L(H,K),
S > 0) als Gleicheit in [0,00], ist S genau dann ein Hilbert-Schmidt-
Operator, falls S*S ein Spurklasse-Operator ist. In diesem Fall ist S* €
So(K, H) mit ||S*||ss,(x,11) = ISl 55 (71,5)-

Andererseits ist S € L(H) mit S* = S > 0 genau dann ein Spurklasse-

Operaltor7 ﬁalls S3 ein Hilbert-Schmidt-Operator ist. Denn in diesem Fall
ist (S2)*S2 = S.

Zuletzt bendtigen wir noch den Begriff der Pseudo-Inversen.

2.4.9 Definition. Sei T' € L(H, K) dann heifit die Abbildung

= (Tlgeryr) RT) — H
die Pseudoinverse von 7.
2.4.10 Bemerkung. Sei T € L(H,K) und Hy = R(T). Dann definiert
(@,y,)mo = (T2, T )
ein Skalarprodukt auf Hyp und (Ho, (-, ) i,) ist ein Hilbertraum.

Ist (en)nen eine Orthonormalbasis von (ker T)", so ist (T, )nen eine Or-
thonomralbasis von Hj.
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2.4.11 Lemma. Sei T € L(H,K) und Q = TT* € L(K). Dann ist
1 _1 _
R(T) = R(Q%) und |Q 22|k = [T~ 2|l = |z||n, (x € R(T)).

Beweis: Siehe [PRO7] (S.117 Corollary C.0.6). O

2.4.2 Hilbertraumwertige Wiener Prozesse

Wir beginnen mit der Definition von Gauimafien auf einem Hilbertraum.

2.4.12 Definition. Ein Maf§ 4 auf (H, B(H)) heifit Gaufima8, falls fiir
alle ¢ € H' j10 ¢! ein reelles GauBmaf ist.

Es gilt folgende Charakterisierung von Gaufimaflen auf Hilbertrdumen.
2.4.13 Satz. Ein Maf p auf (H,B(H)) ist genau dann ein Gaufmaf, falls
einm € H und ein Q € S1(H) existieren, so dass fir alle v € H

jle) = [ explite.phm)da(y) = exp (il m) — 5(@v.)n ).

In diesem Fall sind m und Q eindeutig bestimmt und wir schreiben u =
N(m, Q).
Beweis: Siehe [PRO7] (S.9, Theorem 2.1.2). O

2.4.14 Definition. Eine Zufallsvariable X : Q — H heifit (H-wertige)
GauBsche Zufallsvariable, falls ein m € H und ein Q € S;(H) existieren, so
dass Po X~1 = N(m, Q). In diesem Fall sagen wir X ist N(m, Q) verteilt.

Nun kénnen wir H-wertige Wiener-Prozesse definieren.

2.4.15 Definition. Sei Q € S1(H). Ein H-wertiger Prozess W = (Wy)e(0,7)
heifit Q-Wiener Prozess, falls

(1) W() =0 f.S.,
(ii) W ein stetiger Prozesse ist,

(iii) firalle 0 <t; <te <...<t, <T,n € N die Zufallsvariablen
{Wt17Wt1 - Wt17 v th - th—l}

unabhéngig sind,
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(iv) Wy — W, N(0, (t — s)Q) fur alle 0 < s < t < T verteilt ist.
2.4.16 Definition. Ein Q-Wiener-Prozess heifit (Q-Wiener-Prozess bzgl.

einer Filtrierung F = (F)¢cjo,r) auf (2, F, P), falls W adaptiert ist bzgl. F
und W; — Wy unabhéngig von Fg ist (0 < s <t <T).

Zu einem (Q-Wiener Prozess konnen wir auf kanonische Weise eine solche
Filtrierung definieren, die dariiberhinaus normal ist.

2.4.17 Definition und Satz. Sei W ein Q- Wiener Prozess. Setze N :=
{N € F: P(N) =0} sowie

.7:? =o({Ws:0<s<t}), (2.5)
Fii=a(FLUN), (2.6)
Fi = ﬂ ./—t:g (t S [O,T)), Fr = FT. (27)

Dann ist (Ft)ejo,r) eine normale Filtrierung auf (2, F, P) und W ist ein Q-
Wiener Prozess bzgl. (Ft)ejo,r)- Wir nennen (Fi)icpo,1) die von W erzeugte
normale Filtrierung.

Beweis: Siehe [PRO7] (S.16, Proposition 2.1.13) O

2.4.18 Lemma. Sei W ein Q-Wiener Prozess bzgl. einer Filtrierung
(Fo)iepo,r)- Dann ist W € MZ(H).

Beweis: Siehe [PRO7] (S.21, Proposition 2.2.10). O

Ein H-wertiger Wiener-Prozess kann eindeutig iiber abzéhlbar viele unab-
héngige reelle Wiener Prozesse charakterisiert werden.

2.4.19 Satz. Sei QQ € S1(H) und (en)nen eine ONB von H bestehend aus
Figenvektoren von QQ mit zugehdrigen Eigenwerten (Ap)nen. Fin H-wertiger
Prozess W ist genau dann ein Q-Wiener Prozess, falls

Wy = Z V )\nﬁfem
neN

wobei {f" :n € {k : A\ # 0}} eine unabhingige Familie reeller Wiener-
Prozesse ist. Dabei ist die Gleichheit sowie die Konvergenz der Reihe in
L?(9,C([0,T), H)) gegeben. Insbesondere existiert zu jedem Q € Sy(H) ein
Q-Wiener Prozess.

Beweis: Siehe [PRO7] (S.13, Proposition 2.1.10). O
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2.4.3 Das It6-Integral

Nun sind wir in der Lage das stochastische Integral beziiglich eines QQ-Wiener
Prozesses zu definieren. Dazu fixiere eine normale Filtrierung F = (F3),c(0,1),
einen Spurklasseoperator ) = Q* > 0 auf H und einen Q-Wiener Prozess
W beziiglich der Filtrierung F. Wir setzen Hy := R(Q%) und versehen
diesen mit der Norm aus Bemerkung 2.4.10.

2.4.20 Definition. Sei ¢ = (¢)¢cpo,1] ein L(H, K)-wertiger stochastischer
Prozess. Dann heifit ¢ einfach, falls

k-1

¢ = Z ¢m1(tm7tm+ﬂ7
m=0
wobei Kk € N, O =ty < t1... <t = T und ¢"™ : Q — L(H,K) eine
Ft,, — L(H, K) messbare Stufenfunktion ist (0 <m <k —1).
Die Menge aller einfachen Prozesse bezeichnen wir mit £(H, K).
Fiir ¢ € £(H, K) definiere den stochastischen Prozess (Int[¢]¢)e[o,r) durch

t k—1
Int[@]; := /0 GsdWs := > "™ (Wit — Weon,)-

m=0

Diesen Prozess nennen wir das stochastische Integral (It6-Integral) von ¢
(bzgl. W).

2.4.21 Satz. Sei ¢ € E(H, K). Dann ist Int[¢] € M2(K), Int : E(H, K) —
M2(K) ist linear und es gilt
1
I It [P][| iz () = 10Q | 2027 5511, 50)) (2.8)

Beweis: Siehe [PRO07] (S.23 Proposition 2.3.2 und S.25 Proposition 2.3.5).
g

Nach Bemerkung 2.4.8 ist Q% € S2(H, K) und nach Lemma 2.4.3 ist fiir
alle T € L(H, K) auch TQ% € S2(H, K). Sei (en)nen eine Orhonormal-

1
basis von (ker Q%) . Dann ist nach Bemerkung 2.4.10 (Qéen)neN eine
Orthonormalbasis von Hy und es gilt

1 1
ITQ> 5,100 = 2 ITQ2enll%e = T 1o lly 10,16 -
neN
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(Beachte dabei, dass wir (e;,)nen durch ein Basis von ker Q% zu einer Basis
von H erweitern kénnen.) Indem wir 7' € L(H, K) mit der Aquivalenzklasse
{Se€L(H,K): Sx =Tz (v € Hy)} identifizieren, konnen wir L(H, K) als
Teilmenge von Sy(Hy, K) auffassen. Insbesondere betrachten wir £(H, K)
als eine Teilmenge von L?(Qr,S2(Ho, K)) ohne die Notation zu édndern.
(2.8) lautet damit

[ It [®] || vz 7y = 2Nl 2(07,85 (H0, ) -

Wir kénnen also Int : £(H,K) — MA(K) eindeutig zu einer Isome-
trie Int : £(H,K) — M3 (K) fortsetzten (wobei der Abschluss bzgl.

|- ||L2(QT,82(HO7K)) gemeint ist).

2.4.22 Satz. Beziglich || - ||s,(m,,x) gilt

E(H,K) = L%(Qr, Sa(Hy, K)).

Beweis: Siehe [PRO7] (S.29, Proposition 2.3.8). O

2.4.23 Definition. Die eindeutige isometrische Fortsetzung von Int zu

einem Operator £(H, K) — M?(K) bezeichnen wir ebenfalls mit Int und
fiir einen stochastischen Prozess Z € L% (Qr, So(Ho, K)) heifit

t
Int[Z]; =: / ZsdWs
0
das stochastische (It6-) Integral von Z bzgl. W und die Gleichheit

I It [Z] ]| ez, () = NNl 27,82 (10, 50))

nennen wir Ito-Isometrie.

Wir wollen nun die Klasse der Integratoren erweitern. Dazu fithren wir den
Begriff eines Q-zylindrischen Wiener-Prozesses ein, wobei () = @Q* > 0 ein
beliebiger injektiver Operator in L(H) ist.

Fixiere im folgenden ein solches () und wéhle ein Orthonormalbasis (éx)ken
aus Eigenvektoren von () mit zugehorigen Eigenwerten (A )xen. Setze weiter
Hy = R(Q%) versehen mit dem Skalarprodukt aus Bemerkung 2.4.10. Dann
ist (eg)ren definiert durch ey, := /A,€) eine Orthonormalbasis von Hy.
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2.4.24 Bemerkung. In obiger Situation existiert stets ein Hilbertraum
H; und eine Hilbert-Schmidt-Einbettung J € Sa(Hy, H1). Wir kénnen
zum Beispiel H1 = Ho und Jz := Y oy pk(®, ex) Hy€r mit pg > 0 und
(1 )keN € ¢? wihlen.

Wir fixieren nun einen solchen Hilbertraum H; und eine Hilbert-Schmidt-
Einbettung J € So(Hy, Hy).

2.4.25 Bemerkung. Definiere @)1 = JJ*. Dann ist Q1 € S1(H;) mit
Q1 = Q7 > 0 (siche Bemerkung 2.4.8), es gilt J(Hp) = R(Q%) und
(Jek)ken ist eine Orthonormalbasis von R(Q%) (sieche Bemerkung 2.4.10 und
Lemma 2.4.11). Daraus folgt unmittelbar, dass 7' € Sa(Hp, K) dquivalent

1
T € S(RQP),K) ist mit [Ty = ITT Lo
1/

Mit folgendem Satz kénnen wir @Q-zylindrische Wiener Prozesse definie-
ren.

2.4.26 Satz. Seien QQ € L(H), Hi, J € Sa(Hy, H1) und Q1 wie oben
definiert. (™)nen sei eine Familie unabhdingiger reeller Wiener Prozesse
bzgl. der Filterierung F. Dann konvergiert die Reihe

Wy =Y Bi'Jen (2.9)

neN

in M%(Hl) und definiert einen Q1-Wiener Prozess auf Hy bzgl F. Diesen
Prozess nennen wir Q-zylindrischen Wiener Prozess (in H ).

Wir werden nun das Integral eines Prozesses Z € L (Qr, S2(Ho, K)) be-
ziiglich des @-zylindrischen Wiener Prozesses definieren. Nach Bemerkung

1
2.4.25ist Z € L% (Qr, So(Ho, K)) dquivalent zu Z € L3 (Qr, So(R(Q3 ), K)).
Damit ergibt folgende Definition Sinn.

2.4.27 Definition. Fiir Z € L} (Qr, S2(Hy, K)) definiere das stochastische
Integral beziiglich eines Q-zylindrischen Wiener Prozesses W durch

t t
Int[Z]; = / ZydWg = / ZJ AW, (2.10)

0 0
wobei die rechte Seite als Integral im Sinne von Definition 2.4.23 zu verstehen

ist.
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2.4.28 Bemerkung. Da fiir W die Darstellung (2.9) gilt, folgt fiir einfache
Prozesse unmittelbar, dass das Integral aus (2.10) unabhéngig von der Wahl

von H; und J ist. Durch den Ubergang auf den Grenzwert gilt dies fiir alle
Z € L3(Qr,S2(Ho, K)).

Wegen ||T']|s,(m,,x) = IITJ 1 fir alle T' € Sa(Ho, K) (siehe

|

S2(R(QF),K)
Bemerkung 2.4.25) erhalten wir auch fiir das Integral beziiglich eines Q-
zylindrischen Wiener Prozesses die It6-Isometrie

I It[Z] [ p20,0) = It 2] ar2 5y = 1 Z]| 22021, (R0, ) -

2.4.29 Definition. Sei Z € L% (Qr, S2(Ho, K)). Fiir den Prozess Int[Z]
schreiben wir auch [ ZdW. Aulerdem setzten wir fiir 0 < s <t <T

t t s
/ ZydW ::/ Zuqu—/ Zny dW,,.
s 0 0

Zuletzt werden wir einige Eigenschaften des stochastischen Integrals zitieren,
die wir im Verlaufe der Arbeit bendtigen. Dazu sei W ein @Q-zylindrischer
Wiener Prozess bzgl. der Filtrierung (Fi),co,r) (Q € L(H) injektiv mit
Q=Q"=>0).

2.4.30 Lemma. Sei K ein weiterer separabler reeller Hilbertraum und
T e L(K, Kl) Fir Z € L%(QT,SQ(HO,K» st TZ € L%(QT,SQ(Ho,Kl))
und die Prozesse Int[TZ] und T Int[Z] sind ununterscheidbar.

Beweis: Siehe [PRO7] (S.35, Lemma 2.4.1). O

2.4.31 Satz. Sei Z < L%(QT782(HO7K)) und 7 € T. Dann st auch
L2 € L%, S2(Ho, K)) und es gilt

t TAE
/ 10, ZsdWs = / Z,dWs,
0 0

fiir alle t € [0,T] fast sicher. Das heifit die Prozesse Int[1 (g Z] und
Int[Z];re sind ununterscheidbar.

Beweis: Siehe[PRO7] (S.31, Lemma 2.3.9). O
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2.4.32 Bemerkung. Mit denselben Argumenten wie im Beweis von 2.4.31
lasst sich fir Z € L% (Qr, Sa(Ho, K)), 7 € T und B € F; zeigen:

t t
| stz = 15 [ 1 Zaaw,
0 0

fir alle ¢ € [0, T, fast sicher.

Insbesondere ergibt sich mit der Notation aus Definition 2.4.29 sowie
Zl ;) = Zs — Zs1 (o) (als Gleichheit P ® A fast iiberall) folgendes:
tNVT

t
/ gl ZsdWs =1 | Z,dW,

sVT

fur alle 0 < s <t < T, fast sicher.

2.4.33 Definition. Sei Z € L% (Qr, S2(Ho, K)) und M := Int[Z]. Dann
heifit der Prozess (M) definiert durch

t
(M)e = [ 1200, 000 (€ 0.7)).
die quadratische Variation von M.

2.4.34 Lemma. Sei Z € L%(QT,SQ(HO,K) und M := Int[Z]. Dann ist
M der eindeutige stetige monoton wachsende Prozess, so dass || M||*> — (M)
etn Martingal ist.

Beweis: Siehe [PRO7] (S.37, Lemma 2.4.3). O

2.4.35 Bemerkung. Insbesondere stimmt fiir Z € L% (Qr, H) die quadra-
tische Variation des reellen Martingals Int[Z] im Sinne von Definition 2.4.33
mit jener im Sinne von reellen Semimartingalen iiberein (siehe [Pro04], S.66
Defintion I1.6.1 und S.71 Theorem 27).

2.4.36 Satz. Sei (-’rt)te[[),T] die von einem zylindrischen Wiener Prozess
erzeugte Filtrierung (siehe Satz 2.4.17). Dann besitzt jedes reellwertige
lokale Martingal beziiglich (Ft)iepo,r) eine stetige Version. Auferdem ist
jede Zufallsvariable X € L((2, Fo, P), E) fast sicher konstant.

Beweis: Siehe [EKO08] (S. 126, Theorem 2.4 und S.127 Proposition 3.1) O

Wir haben das Ito-Integral bis jetzt fir vorhersagbare Integranden be-
trachtet. Wegen der It6-Isometrie sind die Integranden aber nur P ® A-f.ii.
eindeutig bestimmt. Folgender Satz erlaubt uns daher das It6-Integral auch
fiir progressiv messbare Integranden zu betrachten.
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2.4.37 Satz. Sei Ky ein separabler Hilbertraum und Z : Qp — Kq ein
progressiv messbarer Prozess (oder sogar ein adaptierter F @ B([0,T]) —
B(K)-messbarer Prozess). Dann existiert ein vorhersagbarer Prozess Z
QT — K7 mit

Z =27 P® \fii.

Beweis: Siehe [CW14] (S.65 Theorem 3.6 und S.66 Theorem 3.7). O

2.4.38 Bemerkung. Satz 2.4.37 impliziert insbesondere, dass fiir einen
separablen Hilbertraum K die Hilbertriume L%(Qp, K1) und L3 (Qr, K1)
iibereinstimmen. Das heif3t insbesondere, dass wir bei der Konstrukti-
on des stochastischen Integrals als Abschluss der einfachen Funktionen
E(H, K) auch L%(Qr, S2(Hp, K)) betrachten und das Ité-Integral analog
fiir progressiv messbare Integranden definieren kénnen. Diese Version des
Integralbegriffs werden wir in dieser Arbeit verwenden.
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3 Banachverbande

In diesem Kapitel werden wir zunéchst eine kurze Einfithrung in die Theorie
der Banachverbande geben. Fiir eine ausiihrliche Darstelllung der Theorie
siehe etwa [AB06] (Kapitel 8 und 9) oder [LT79]. AnschlieBend werden wir
uns mit den Eigenschaften der Radume LP (S, E') beschéftigen, wobei E ein
separabler Banachverband ist.

3.1 Grundlagen und Notation

3.1.1 Definition. Sei (M, <) eine partiell geordnete Menge. Fiir A C M
schreiben wir

(i) A>v (A <w), falls A von unten (oben) durch v beschriankt ist, das
heifit, falls a > v (a < v) fir alle a € A.

(ii) AJ (A1), falls A nach unten (oben) gerichtet ist, das heifit, falls fur
alle a,b € A ein ¢ € A existiert, so dass ¢ < a,b (¢ > a,b).

(iii) A > v (A1< v), falls A nach unten (oben) gerichtet ist und A < v
(A >v).

(iv) v =inf A (v =sup A), falls A > v (A <) und fiir alle w € M aus
A>w (A <w) schon w < v (w > wv) folgt. v heiflt in diesem Fall
das Infimum (Supremum) von A.

(v) Alv (Atw), falls A} (A1) und inf A = v, (sup A = v).
Speziell setzen wir inf{a,b} =: a A b und sup{a, b} =:a Vb fir a,b € A.

Fiir eine Folge (an)nen schreiben wir ay, | (an 1), falls apy1 < an (any1 >
ap) fir alle n € N; in diesem Fall nennen wir (a,),en monoton fallend
(monoton wachsend).

3.1.2 Definition. Eine partiell geordnete Menge (M, <) heifit Verband,
falls fur alle a,b € M auch a Abund a Vb in M existieren.
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3.1.3 Definition. Ein reller Vektorraum V ausgestatten mit einer Halbord-
nung < heifit ein Vektorverband oder Riesz-Raum, falls (V, <) ein Verband
ist und die partielle Ordnung mit der Vektorraumstruktur kompatibel ist,
das heif3t, falls

Ve,y,zeV:z<y=z+z<y+z, (3.1)
Ve,yeV, ae€R, a>0: 2<y=azr<ay. (3.2)

Fir x € V setze:

zt =2z Vo0,
z =—xVO0,
x| :=2V —x.

In der folgenden Bemerkung werden einige niitzlliche Identitdten und Un-
gleichungen in einem Vektorverband zusammengefasst (siehe etwa [AB06],
S.318, Theorem 8.6).

3.1.4 Bemerkung. Sei (V, <) ein Vektorverband, dann gilt fir alle x, y, z €
V und o € R:

(i) z=at —a,
(ii
(iii) zVy = —((=2) A (=y)),

lz| =2t + a7,

)

)

)

(iv) 2 Ay = 5(@+y+|z—yl),

(v) z+(yAz)=(z+2)A(z+2),
)
)
)

(vi) Jox| = |affz],

(vil) [z +y[ <[z + 1y,
(viid) || = |yl| <]z —yl,

Insbesondere folgt daraus, dass ein partiell geordneter Vektorverband (V, <),
dessen Halbordnung (3.1) und (3.2) erfiillt, bereits ein Vektorverband ist,
falls fiir alle z € V' |z| = 2 V —x existiert.

Wir werden in dieser Arbeit folgende Begriffe aus der Theorie der Vektor-
verbdnde verwenden.
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3.1.5 Definition. Sei V ein Vektorverband. Ein Untervektorraum U C V
heifit Unterverband falls fiir z,y € U auch x Ay € U sowie z Vy € U.

Ein Unterverband U C V heifit Ideal in V, falls fiir alle g € U und f € V
mit |f| < |g| auch f € U gilt.

3.1.6 Definition. Sei (V, <) ein Vektorverband. Dann heiit die Menge
aller positiven Elemente von V

Vti={veVjy>0}
der positive Kegel von V.

3.1.7 Definition. Seien V und W zwei Vektorverbande. Ein linearer
Operator T': V — W heif}t

(i) positiv, falls fiir alle z € V* auch Tow € W,

(ii) ein Verbands-Homomorphismus, falls T'(z A y)=T(x) A T'(y) und
T(xVy)=T(x)VvT(y) fiur alle z,y € V.

3.1.8 Definition. Ein Vektorverband (V, <) heifit ordnungsvollsténdig
(o-ordnungsvollstidndig), falls jede von unten beschréinkte Menge A C V
(jede von unten beschriankte Folge (ap)neny C V') ein Infimum besitzt.

3.1.9 Bemerkung. Fiir A C V definiere
Sa =A{inf{a1,...,an} :neN, a1,...,a, € A}.

Dann gilt offensichtlich S4 | und fiir v € V gilt S4 > v, genau dann wenn
A > v. Damit besitzt A genau dann ein Infimum, falls S4 ein solches
besitzt. Der Vektorverband (V, <) ist also genau dann ordnungsvollsténdig,
falls jede nach unten gerichtete, von unten beschriankte Menge ein Infimum
besitzt.

3.1.10 Definition. Eine Norm || - || auf einem Vektorveband V heifit
Verbandsnorm, falls folgendes gilt:

Vo,y € Vil <yl = [lz] < [lyl-

Damit kénnen wir nun den Begriff des Banachverbandes definieren.

3.1.11 Definition. Ein Banachverband ist normierter Vektorverband
(E,|l - II, <), so dass || - || eine Verbandsnorm auf (E,<) und (E,| - )
ein Banachraum ist.
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Im folgenden sei (£, || - ||, <,) stets ein Banachverband.

3.1.12 Notation. Um Verwechslungen zu vermeiden, nennen wir eine im
Sinne von Definition 3.1.1 von oben bzw. unten beschrénkte Teilmenge von
E auch ordnungsbeschrinkt von oben bzw. von unten. Eine Menge A C F,
fir die {||a]| : @ € A} in R beschrénkt ist, nennen wir normbeschrankt.

3.1.13 Lemma. Die Abbildungen E x E — E, (x,y) — x ANy, EX E —
E, (z,y)— axVyund E — E : x> |x| sind bzgl. der Normtopologie stetig
und der positive Kegel ET ist abgeschlossen.

Beweis: Fiir alle z,y € F gilt ||z| — |y|| < | — y| (siche Bemerkung 3.1.4
(viii)). Da || - || eine Verbandsnorm ist, folgt unmittelbar

Il =Tyl < [l —yll-

Das heifit die Abbildung x — |z| ist stetig. Die Stetigkeit der anderen
Abbildungen ergibt sich dann aus den Identitdten in Bemerkung 3.1.4.
Die Abbildung f : E — E, x — |z| — x ist daher ebenfalls stetig. Da
x > 0 dquivalent zu = = || ist, erhalten wir E+ = f~1({0}). E* ist damit
als Urbild einer abgeschlossenen Menge unter einer stetigen Abbildung
abgeschlossen. O

3.1.14 Lemma. Sei (xy)neny C E eine Folge mit x,, |.. Konvergiert (x,)nen
gegen ein x € E, so gilt

r = lim x, = inf z,.
n—o0 neN

Beweis: Sei (2,)neny C E eine nach unten gerichtete Folge. Ist n € N

beliebig, dann gilt x; < z, fiir alle ¢ > n. Aus der Abgeschlossenheit

von ET folgt daher auch z = lim; ,o z; < z,,. Der Grenzwert ist also

tatsachlich eine untere Schranke von (z,)pen. Ist y € E mit y < x,, fiir alle

n € N, dann folgt wieder aus der Abgeschlossenheit des positiven Kegels

y < lim,, o x,, = x. Daher ist x die kleinste untere Schranke der Folge.
O

3.1.15 Lemma. Seien E,U Banachverbinde, D C E ein dichter Unter-
verband und T : E — U ein linearer, stetiger Operator. Falls fiir alle
x € DNET auch Tz € UT gilt, ist T positiv.
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Beweis: In der Situation des Lemmas sei x € ET. Dann existiert eine Folge
(Tn)neny C D mit lim,_,o z, = . Nach Lemma 3.1.13 folgt daraus auch
lim,, o0 |25 = || = 2. Da D ein Unterverband ist, ist (|z,|)nen C D, also
T)z,| > 0 (n € N). Mit der Abgeschlossenheit von E* und der Stetigkeit
von T ergibt sich schlielich

0 < lim T|zy| =Tx.
n—00
O

3.1.16 Definition. Den topologischen Dualraum E’ versehen wir mit
folgender Halbordnung:

¥ <py eVre BT (x) <y (x), (@,y cFE).

3.1.17 Satz. Sei (E, <) ein Banachverband. Dann ist auch (E',<g/) ein
Banachverband.

Beweis: Siehe [AB06] (S.350 Lemma 9.4). O
Der positive Kegel von E lasst sich nun iiber den positiven Kegel von E’
charakterisieren.

3.1.18 Satz. Sei E ein Banachverband und x € E. Dann ist x € ET genau

dann, falls 2'(z) > 0 fir alle 2’ € (E")*.

Beweis: Siehe [AB06] (S.332 Corollary 8.35 und S.337 Theorem 8.48). O

3.2 Ordnungsstetigkeit und die
Radon-Nykodim-Eigenschaft

Eine wichtige Figenschaft, die einen niitzlichen Zusammenhang zwischen
der Topologie und der Ordnungstruktur auf einem Banachverband herstellt,
ist die Ordnungsstetigkeit.

3.2.1 Definition. Ein Banachverband (E, || - ||, <) heifit ordnungsstetig,
falls aus A | 0 in E stets {||z| : z € A} | 0 in R folgt und o-ordnungstetig,
falls dies lediglich fiir Folgen (z,)nen C E gilt.
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Jedoch haben nicht alle Banachverbidnde diese Figenschaft wie folgendes
Beispiel zeigt.

3.2.2 Beispiel. Sei /,, der Banchraum aller reellwertigen beschrinkten
Folgen ausgestattet mit der Supremumsnorm

| (ak)ken|loo = sup |ag].
keN

Definiere folgende Halbordnung auf £:

(ar)ken < (bk)ken & VE € N ay < by ((ag)ken, (bk)ren € loo)-

Es ist unmittelbar klar, dass £, beziiglich dieser Ordnung ein Vektorverband
und || - ||oc eine Verbandsnorm auf /o ist. Damit ist ¢, ein Banachverband.
Definiere nun die Folge (a"),en C loo durch

1 k>n,
aZ:{ -

0 k<n.

Offensichtlich ist ™! < @™ und a™ > 0 fiir alle n € N. Ist b € I, eine
weitere Folge mit a™ > b fiir alle n € N, so gilt by, < aﬁ“ =0 firalle k € N
und damit b < 0. Insgesamt erhélt man also a™ | 0 in l,. Andererseits ist
la™||c = 1 fiir alle n € N. Das heifit (a"),en konvergiert nicht gegen 0.
Damit ist [, nicht ordnungsstetig.

Direkt aus der Definition der Ordnungsstetigkeit ergibt sich das nichste
Resultat

3.2.3 Lemma. Sei (E,||-||, <) ein ordnungsstetiger Banachverband A C E,
x € FE und gelte A | x. Dann existiert eine Folge (xy)neny C A mit

Tyl T, nhﬁ\rgoscn =x.

Beweis: In der Situation des Lemmas definiere
A—xz={a—x:ac A}

Aus A | x folgt offensichtlich A —z = {a —x :a € A} | 0. Aus der Ord-
nungsstetigkeit erhalt man somit {||a — z|| : @ € A} | 0 in R. Insbesondere
existiert eine Folge (Z,)nen C A mit ||Z, —z|| — 0 (n — o0). Definiere nun
x1 = 21 und wahle fiir alle n € N rekursiv z,11 < 2y A Tp41. Ein solches
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Tpy1 existiert jeweils, da A nach unten gerichtet ist. Dann gilt =, | per
Definition. Auflerdem folgt aus z < z,, < I,

|z — x| =20 —x < & —x = |Tpy — z|.
Da || - || eine Verbandsorm ist, ergibt sich so
[ — || < [[Zn — x|

Somit konvergiert auch (x,)nen gegen x. x, | x folgt unmittelbar aus
Lemma 3.1.14. O

Es gibt einige aquivalente Charakterisierungen fiir die Ordnungsstetigeit
eines Banchverbandes. Die fiir uns wichtigen werden in folgendem Satz
aufgelistet.

3.2.4 Satz. Sei (E,| - ||, <) ein Banachverband. Dann sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

(i) E ist ordnungsstetig.
(ii) E ist o-ordnungsvollstindig und o-ordnungsstetig.

(iii) Jede nach unten gerichtete von unten beschrinkte Folge in E kon-
vergiert.

(iv) E ist ordnungsvollstandig und ordnungsstetig.
(v) Es existiert kein Unterverband von E, der zu lo Verbands-isomorph
18t.

Beweis: Siehe [LT79] (S.28). O

Daraus ergibt sich insbesondere, dass jeder Banachverband mit (RNE)
ordnungsstetig ist.

3.2.5 Korollar. Sei E ein Banachverband mit (RNE). Dann ist E ord-
nungsstetig. Insbesondere ist jeder reflexive Banachverband ordnungsstetig.

Beweis: Sei E ein Banachverband mit (RNE). Nach Satz 2.1.35 hat ¢y die
(RNE) nicht. Wegen Satz 2.1.34 ist damit kein Unterraum von £ isomorph
zu cg. Offensichtlich kann dann auch kein Unterraum isomorph zu I, sein,
woraus mit Satz 3.2.4 die Ordnungsstetigkeit folgt. Die zweite Aussage
ergibt sich unmittelbar aus Satz 2.1.33. a
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In einem ordnungsstetigen Banachverband konvergiert jede monoton wach-
sende von oben ordnungsbeschriankte Folge. Das néchste Resultat gibt ein
Kriterium dafiir, wann dies sogar fiir monoton wachsende normbeschrankte
Folgen gilt. Dies ist offensichtlich eine stdrkere Aussage, da jede monoton
wachsende Folge (z,,)nen in einem Banchverband, die durch ein z von oben
ordnungsbeschrénkt ist, durch ||z|| + ||1|| normbeschrénkt ist.

3.2.6 Satz. Fir einen Banachverband E sind dquivalent:
(i) Kein Unterraum von E ist isomorph zu cy.

(ii) Jede monoton wachsende normbeschrinkte Folge in E konvergiert.

Beweis: Siehe [LT79] (S.34). O

3.2.7 Bemerkung. Da in einem Banachverband mit RNE kein Unterraum
isomorph zu ¢y sein kann, konvergiert in jedem Banachverband mit RNE,
jede monoton wachsende beschrinkte Folge.

Zuletzt zitieren wir noch den folgenden Renormierungs-Satz fiir separable
ordnungstetige Banachverbande aus [LT79).

3.2.8 Satz. Sei (I, |- ||, <) ein separabler ordnungsstetiger Banachverband.
Dann ezistiert eine zu || - || dquivalente Verbandsnorm || - || auf E und eine
abzihlbare Menge D C (E')t mit

(i) llz]l = suppep @'(l2]) ( € E),

(ii) Fir alle (xp)neny C E o € E st limy, oo ||2n — 2| = 0 dquivalent zu
limy, o0 @' () = 2/ () fiir alle 2’ € D und limy, o ||z, || = ||z]|-

Beweis: Siehe [LT79] (S.535 Corollary 1.2 und S.536). O

3.3 Banachverbandwertige L”-Raume

In diesem Abschnitt sei (2, F, 1) ein endlicher Mafraum. In Kapitel 1 haben
wir das Bochner-Integral fiir Funktionen mit Werten in einem (separablen)
Banachraum (E, || - ||) vorgestellt. In diesem Kapitel sei nun (£, | - ||, <)
ein separabler Banachverband.
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Zunéchst betrachten wir den Vektorraum aller Funktionen F(Q, E) =
{f:Q — E} von Q nach E. Diesen statten wir mit folgender partieller
Ordnung aus:

f<rapg & Vwe: flw) <gWw), (f,g€F,E)).

Es lasst sich numittelbar verifizieren, dass F'(2, E') mit dieser Halbordnung
ein Vektorverband ist und fir f, g € F(2, F) folgende Gleichheiten gelten:

() fAg=wr (flw)Aglw)),
w) v g(w)),

+

)

(ii) fvg=wr(f(
(iif) [T =wr (f(w)
(iv) f7=wr (fw)
V) [fl=w = [f(w)].

Nun betrachten wir den Raum £(€2, E') der F —B(FE) messbaren Funktionen
als Unterraum von F'(§2, E). Mit < (g bezichnen wir die Einschrénkung der
Halbordnung <pq g) auf £(€2, ). Man erhélt folgende Resultate beziiglich
des Raumes (L(€2, E), <. (g))-

3.3.1 Lemma. Die Riume (L(Q, E), <, g)) und (S, E), <pE)) sind
Vektorverbdnde.

)
)"

)

Beweis: Nach Bemerkung 3.1.9 geniigt es zu zeigen, dass fiir f € L(, F)
bzw. f € S(, E), auch |f| € L(Q, E) bzw. |f| € S(Q, E) gilt.

Wir beweisen dies zunéchst fir S(Q2, E). Sei dazu s = > 1" ; a;14, mit
n €N, a; € B, A; € A paarweise disjunkt eine Stufenfunktion. Dann gilt

l
[sl(w) = Is(@)] =D lail L,
i=1

Also ist |s| ebenfalls eine Stufenfunktion.

Sei nun f € L(Q, E). Da E separabel ist, existiert nach Satz 2.1.3 eine
Folge (sp)neny € S(Q, F) mit f(w) = lim, 00 Sp(w) fiir alle w € Q. Nach
dem ersten Teil des Beweises ist auch (|s,|)neny € S(£2, E). Aus Lemma
3.1.13 erhalten wir fiir alle w €

[snl(w) = [sn(W)| = [f(W)] = [fl(w) (n = o0).

(|sn|)nen ist also eine Folge von Stufenfunktionen, die punktweise gegen | f]
konvergiert. Damit ist | f| nach Satz 2.1.3 messbar. O
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3.3.2 Korollar. Fir f,g € L(2, E) ist die Menge {f < g} messbar.

Beweis: Es gilt:

{f<gt={f-9<0}={((f —9)vV0) =0}

Nach Lemma 3.3.1 ist ((f—g)V0) € L(, E) und damit ist {((f — g) V 0) = 0}
messbar. ]

3.3.3 Lemma. Fulls E ordnungsstetig ist, ist L(Q, E) o-ordnungsvollstindig.

Beweis: Sei E ein ordnungsstetiger Banachverband und (f,)neny C L(Q, E)
eine Folge mit f, |>,(g) g fiir ein g € L(£2, E). Das heift fiir alle w € Q
gilt fn(w) > g(w) in E. Da E ordnungsstetig ist, existiert nach Satz 3.2.4
fir alle w € Q ein f(w) € F mit f(w) = lim;,—o0 frn(w). Nach Lemma 3.1.14
gilt dann auch

flw) = f fuw) (weD). (3-3)

Die Abbildung f : w — f(w) ist nun als punktweiser Grenzwert messbarer
Funktionen messbar und da die Ordnung auf £(£2, E) punktweise definiert
ist, folgt aus (3.3) sofort f = inf,cn fr, in £(2, E). Jede nach unten ge-
richtete von unten beschrinkte Folge besitzt also ein Infimum in £(Q2, E).
Nach Bemerkung 3.1.9 ist dies gerade dquivalent zur o-Ordnungstetigkeit
von L(Q, E). O

Auch die Rédume LP(Q, E) (p € [1,00)) versehen wir mit der punktweisen
Ordnung </(g).

3.3.4 Lemma. Firp € [1,00) ist (LP(QY, E), <. (g)) ein Vektorverband
und ein Ideal in L(Q, E).

Beweis: Da E ein Banachverband ist, gilt fir alle f € £(Q2, E), || f(w)| =
If(@)]]] (w € Q) und damit [|f]| = || [f]|| in £(2). AuBerdem ist f €
LP(Q, E) dquivalent zu ||f|| € LP(Q2). Insgesamt folgt aus f € LP(Q, E)
also stets |f| € LP(€2, F). Nach Bemerkung 3.1.4 ist (LP(S2, E), </(g)) ein
Vektorverband.

Dass LP(2, E)) ein Ideal ist, sicht man wie folgt. Fiir alle f,g € £(, E)
folgt aus |f| <z(g) |g] auch || f|| <z(g) llgl|- Aus der Monotonie des reellen
Integrals ergibt sich damit || f||zr(0,z) < [|9llzr(,E)- Ist also g € LP(Q, E),
gilt dies auch fiir alle f mit |f| <, (g |gl- O
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Sei nun p € [1,00) U{0}. [f] bezeichne im Folgenden eine Aquivalenzklasse
in LP(Q), E) mit Vertreter f € LP(Q, E). Auf LP(S2, E) definieren wir die
Halbordnung <;og durch:

[f] <o) [9] & p(f < g) =1

Man kann leicht nachvollziehen, dass diese Halbordnung wohldefiniert ist
und folgende Identitdten gelten:

[T (9] Lf Nl (3.4)
[fIvigl = [fVvadl, (3.5)
= 1f1 (3.6)

Damit erhalten wir folgendes Resultat.

3.3.5 Satz. (L°(Q, F), <ro(my) ist ein Vektorverband, und firp € [1,00) ist
(LP(Q, E), || - |l Lr(g), <ro(r)) €in Banachverband und ein Ideal in L°(, E).
Beweis: Die Verbandseigenschaft der Raume LP(Q2, E) (p € [1,00) U{0})
folgt sofort aus (3.4) und (3.5).

Sei nun p € [1,00). Dass (LP(2, E), || - | zr(0,z)) ein Banachraum ist, haben
wir schon in Satz 2.1.14 festgestellt. Dass || - [[1»(q,E) eine Verbandsnorm
ist, folgt wie im Beweis der Ideal-Eigenschaft von £P(Q, E). O

Fiir p =1 gilt insbesondere dieses Resultat.
3.3.6 Lemma. Der Operator
Int: LY(Q,E) - E
[f] = / fdu

ist wohldefiniert, linear, stetig mit Norm nicht grofler als 1 und positiv.

Beweis: Die Wohldefiniertheit folgt unmittelbar aus Lemma 2.1.8. Die Linea-
ritdt und die Abschétzung fiir die Norm aus Lemma 2.1.7. Da S(Q2, E) /N
ein dichter Unterverband von L({, E) ist, geniigt es nach Lemma 3.1.15
die Positivit fiir s € S(2, E)/N nachzuweisen und damit fiir s € S(£2, E).
Sei also s € (S(Q, E))*, das heifit

n
s = Z a;la,
i=1
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fir n € N, (A4;)1<i<n C F paarweise disjunkt sowie (a;)1<i<n € ET. Dann
gilt

Int[s] = z”: a;pt(A;).
i=1

Wegen a; € ET (1 < i < n) ist auch Y1 ; a;u(a;) € ET und damit die
Aussage gezeigt. O

Das letzte Resultat in diesem Abschnitt ist zentral fiir das weitere Vorgehen
in unserer Arbeit.
3.3.7 Satz. Sei E ein ordnungsstetiger separabler Banachverband. Dann

ist fir p € [1,00) auch LP(), E) ordnungsstetig.

Beweis: Nach Satz 3.2.4 geniigt es zu zeigen, dass in LP(£2, F) jede nach un-
ten gerichtete von unten beschriankte Folge konvergiert. Sei also ([f]n)nen C
LP(Q, E) mit [fln {>rog) [g] fiir ein [g] € LP(€2, E). Das heifit fiir alle
n € N gilt fo+1 < fo p-fi. und f,, > g p-f.i.. Da dies abzdhlbar viele
Eigenschaften sind, konnen wir durch geeignete Wahl von Représentanten
ohne Einschriankung davon ausgehen, dass

g(w) < fn-‘rl(w) < fn(w) (3'7)

sogar fiir alle w €  gilt. Das heifit nichts anderes als f,, |> g in LP(Q, E)
und damit in £(2, E'). Im Beweis von Lemma 3.3.3 haben wir gesehen,
dass in diesem Fall ein f € L£(2, E) existiert mit

f(w) = lim f,(w)= %Iégfn(w) (weQ).

n—oo

Mit (3.7) gilt somit fiir alle w € Q und n € N
g(w) < f(w) < fu(w) < fi(w). (3.8)
Insbesondere erhalten wir daraus

[fW)] < lg)] + [ fi(w)] (we Q).

Wegen g, f1 € LP(Q, F) und da LP(, E) ein Ideal in £(Q2, E) ist, folgt
somit f € LP(Q, E). Auflerdem ergibt sich aus (3.8)

[fn(w) = F@I < 1f1(w) = g(@)]-
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Demnach erhalten wir aus dem Satz iiber majorisierte Konvergenz und der
punktweisen Konvergenz

lim || fo = fllLr,m) = 0

n—oo
Dies ist gleichbedeutend mit [f],, — [f] in LP(Q, E). O

3.3.8 Notation. Im weiteren Verlauf der Arbeit schreiben wir fir eine
Aquivalenzklasse [f] € LP(Q, E) stets lediglich f.

3.3.1 Hilbertraumwertige LP-Raume

Sei (K, (-,-)) ein separabler Hilbertraum, || - || die durch das Skalarprodukt
induzierte Norm und (ey)gen eine Orthonormalbasis von K.

3.3.9 Definition. Fir x € K definiere die Projektionen
Tk - K — R
r = (l’, €k>

und setze 2 := mp.(z).

3.3.10 Definition. Auf K sei folgende Halbordnung gegeben:
r<gyeVkeN: :):kgyk (r,y € K).

Diese Halbordnung nennen wir die Halbordnung bzgl. der Basis (ej)ken-

Mit dieser Halbordnung wird K zu einem Banachverband, der sogar ord-
nungsstetig ist.
3.3.11 Satz. (K, | - ||, <k) ist ein ordnungsstetiger Banachverband.

Beweis: Dass oben definierte Halbordnung (3.1) und (3.2), erfillt ist un-
mittelbar ersichtlich. Fiir z,y € K und k € N definere

2% =P A yk.
Dann gilt [2*| < |2%| + [y*| und damit ist

zZ = Z zkek

keN
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in K wohldefiniert. Aus der Definition der Ordnung <y folgt direkt
2= Ny

in K. Genauso kann man z V y definieren. K ist also ein Vektorverband
und es gilt trivialerweise

|z| = Z |2 ex.
keN

Sind nun z,y € K mit |z| <g |y|, so erhélt man daraus

1 =D 12" < D 1* P = lly)*.

keN keN

| - || ist damit eine Vebandsnorm und (K, || - ||, <k) ein Banachverband.

Die Ordnungsstetigkeit folgt, da K reflexiv ist, aus Korollar 3.2.5. O

Sofort aus Satz 3.3.7 erhilt man folgendes Resultat fiir die Banachrdume
LP(Q, K).

3.3.12 Korollar. Firp € [1,00) ist LP(, K) ein ordnungsstetiger Bnach-
verband.
Die Ordnung in L°(2, K) (und damit in LP(Q, K)) lisst sich auch folgen-
dermaflen charakterisieren.
3.3.13 Lemma. Seien f,g € L°(Q, K) dann gilt

f <o) 9 Vk eN: fF <pom) gF
Beweis: Seien f,g € L%(Q, K) mit f <1o(k) g- Nach Definition von <ro(g

ist dies gerade dquivalent zu p(f <g g) = 1, was wiederum aquivalent zu
w(Vk € N: fF < ¢g¥) =1 ist. Da N abzéhlbar gilt das genau dann, falls

Ve N:u(ff <g® =1
Dies enspricht nach Definition der Ordnung in L°(2) genau der behaupteten

Aquivalenz. O

Daraus ergibt sich unmittelbar folgendes Resultat.

3.3.14 Korollar. Sei F' C LP(Q, K) mit inf F = g fir ein g € LP(Q, K).
Dann gilt inf F* = gk in LP(Q) fiir alle k € N, wobei F¥ = {f* . f € F}
1st.
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3.4 Banachverbandwertige monotone Funktionen

Mit einem Abschnitt zu monotonen Funktionen auf Banachverbénden
schlieffen wir den Grundlagenteil zu Banachverbdnden ab. Im Folgenden sei
I = [a,b] fiir a,b € R, a < b ein abgeschlossenes Intervall und (E, || - ||, <)
ein Banachverband.

3.4.1 Definition. Eine Funktion f : [a,b] — E heifit monoton wachsend,
falls
th,tg € [a, b] 1t <ty = f(tl) < f(tg)

und monoton fallend, falls
iy, by € [a,b] : t <to = f(t1) > f(ta)
3.4.2 Definition. Fiir eine Funtkion f : I — FE definieren wir
D(f):={t e I: f ist nicht stetig in ¢}
als die Menge aller Unstetigkeitsstellen von f.
Die folgenden Resultate gelten analog auch fiir monoton fallende Funktionen
(betrachte — f statt f).

3.4.3 Lemma. Sei E ein ordnungsstetiger Banachverband und f: 1 — E
monoton wachsend. Dann existiert fir alle t € [a,b) der rechte Grenzwert

(t+) = tim £(6)
und fir alle t € (a,b] der linke Grenzwert

f(t=) = lim f(s)

bzgl. der Normtopologie von E.

Beweis: Sei f : I — [a,b] monoton wachsend und ¢ € [a, b) beliebig. Dann
ist {f(s) : s > t} nach unten gerichtet und von unten beschriankt. Da
E ordnungsstetig ist, existiert f(t4+) = inf{f(s) : s > t} und es gilt
{IIf(s) = f(t+)]| : s > t} | 0 in R. Das heifit gerade f(t+) = lim,; f(s).
Die Existenz linker Ggenzwerte folgt analog. a

3.4.4 Lemma. Sei E ein ordnungsstetiger Banachverband und f: 1 — E
monoton wachsend. Dann ist D(f) abzdhlbar.

49



Beweis: Nach Lemma 3.4.3 existieren fiir alle ¢t € I die Genzwerte f(t+)
und f(t—) (setzte f(a—) = f(a) und f(b+) = f(b)). Das heifit die Menge
der Unstetigkeitstellen ist gegeben durch

D(f) ={t el |f(tH)—ft-)ll >0} = J{t e I [l f(t+) = f(t)] > 3}

neN

Nehmen wir an, dass D(f) tiberabzéhlbar ist, so muss also schon eine der
Mengen aus obiger abzéhlbarer Vereinigung iiberabzéhlbar sein. Das heifit
es existiert ein € > 0, so dass

De(f) ={t € [0,T]: lf(t+) = f(t=)] > €}

iiberabzahlbar ist. Als iiberabzahlbare Menge besitzt D.(f) einen Haufungs-
punkt to € I. Sei (tn)nen C De(f) eine Folge, die gegen ¢y konvergiert. Ohne
Einschréankung gelte dabei t,, | to (sonst betrachte eine Teilfolge oder eine
Folge mit ¢, 1 t). Fiir alle n € N gilt || f(tp+) — f(t,—)|| > € nach Defintion
von D.(f). Da f monoton wachsend ist, ergibt sich auch f(¢,) > f(t,+) >
f(tn—) > f(tn+1). Insgesamt erhalten wir also || f(t,) — f(tns1)| > €. Also
konvergiert (f(t,))nen nicht gegen tg, was im Widerspruch zu Lemma 3.4.3
steht. O

Wir benétigen noch ein Resultat iber monoton wachsende Funktionen mit
Werten in einem Hilbertraum (X, (-, -)), wobei wir K mit der Halbordnung
beziiglich einer Orthonormalbasis (e )ren austatten.

3.4.5 Lemma. Sei (K, ||-||) ein Hilbertraum ausgestattet mit der Halbord-
nung beziiglich einer Orthonormalbasis (e )ken und f : [a,b] — K monoton
wachsend. Dann gilt

Yo AFOIP < f(a) = FO)

teD(f)

mit Afy = f(t+) = f(t-)

Beweis: Nach Defintion der Ordnung auf K ist f : [a,b] — K genau dann
monoton wachsend, falls f* : [a,b] — R fiir alle k € N eine reelle mono-
ton wachsende Funktion ist. AuBerdem gilt (Af(¢))* = Af¥(t). Fiir eine
monoton wachsende Funtkion ¢ : [a,b] — R, erhdlt man bekanntermafien

> Ag(t) < gla) = g(b).

teD(f)

50



Zusammen mit A f¥(t) > 0 ergibt sich daraus

Y larmik= Y X (artm)

teD(f) teD(f) keN

=X 3 (arw)

keN teD(fk)

< Z( 3 Af’“(t))2

keN \teD(f*)

<3 (£ - ) =

keN

1F(b) =

fa)l.
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4 Banachverbandwertige Submartingale

Mit den Resultaten aus den Kapiteln 1 und 2 sind wir nun in der Lage,
stochastische Prozesse mit Werten in Banachverbédnden zu untersuchen. Im
gesamten Kapitel sei (€2, F, P) ein vollstandiger Wahrscheinlichkeitsraum
und (E, | - ||, <) ein separabler Banachverband.

4.1 Grundbegriffe

Die Halbordnung auf einem Banachverband erlaubt uns zusétzlich zu dem
Begriff des E-wertigen Martingals auch den Begriff des E-wertigen Sub-
martingals bzw. Supermartingals analog zum reellen Fall zu definieren.

Zunéchst erhalten wir folgende wichtige Aussage iiber den bedingten Er-
wartungswert als Abbildung zwischen den Banachachverbéanden LP(Q), E)
und LP((Q2, Fo, P), E). Dabei sei Fy eine Unter-c-Algebra von F.

4.1.1 Lemma. Fir alle p € [1,00) ist der Operator E, : LP(Q,E) —
LP((Q, Fo, ), E), X — E[X|Fo] positiv. Desweiteren gilt fir alle X €
LY(Q,E)

E[X,) [ Fo] > (B[Xn|Fo])*

als Ungleichung in L'(Q, E).

Beweis: Wir haben in Lemma 2.3.2 schon gesehen, dass E, linear und
stetig ist. Nach Satz 2.1.14 liegt der Raum der (Aquivalenzklassen von)
Stufenfunktionen S(Q, E)/N dicht in LP(2, E). Da E,, stetig ist, miissen
wir die Positivitdt nach Lemma 3.1.15 nur fir s € S(Q, E) zeigen. Sei
also s = Y a;la, € (LP((Q, Fo), E))" eine Stufenfunktion mit n € N,
(ai)1<i<n C E7T, (Ai)1<i<n C F paarweise disjunkt. Wegen der Monotonie
des reellen bedingten Erwartungswertes ist E[1 ,|Fo] € (LP((Q, Fo, 1)) "
(1 <i<n),und mit a; € ET (1 < < n) folgt daraus unmittelbar

E[s|Fo] = i a;E[1a,|Fo] € (LP((Q, Fo, P), E))* .
=1
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Auch die zweite Aussage beweisen wir zunéchst fir Stufenfunktionen. Sei
s=imqa;ila, (neN, (a;)i<i<n C E ,(Ai)i<i<n C F paarweise disjunkt).
Dann gilt als Ungleichung auf dem Banchverband L'(Q), E)

n +
(ElsalFo]) " = (Z aiE[ﬂAi|f0]>

=1

<Y afE[L4,|F

=1

= E[s"|F).

Sei nun X € LY(, F) und (sy)nen eine Folge von Stufenfunktionen, die
in L'(Q, F) gegen X konvergiert. Nach Lemma 3.1.13 ist Y + YT, als
Abbildung von L!(€, E) nach L'(Q, E) stetig. Da auch E; : L'(Q, E) —
LY(9Q, E) stetig ist, konvergiert in L'(Q, E) (E[s;|Fo])nen gegen E[X T |Fo)]
und ((E[sn|}'o])+)neN gegen (B[X|F])". Damit folgt die Aussage fiir

beliebige X € L'(Q2, E) aus der Abgeschlossenheit des positiven Kegels in
LY, E). O

Sei nun T € [0, 00) ein fester Zeithorizont, J € {[0,T],N} und F = (F})jes
eine Filtrierung auf (92, F, P).

4.1.2 Definition. Sei X = (Xj);cn ein E-wertiger Prozess. Dann heifit X
ein Sub- bzw. Supermartingal, falls

(i) X adaptiert ist,
(i) X; € LYW E) (j € J),
(iii) E[ng‘fjl] > le bzw. E[XjQ‘fjl] < le f.s. (jl,jg € Jmit j; < jg)
Auflerdem bendétigen wir noch den Begriff des riickwéarts-Submartingals in
diskreter Zeit.

4.1.3 Definition. Sei (F,)ncn eine absteigende Familie von o-Algebren
auf (Q,F), das heifit es gelte F D F; D Fa,... und X = (X,,)pen ein E-
wertiger stochastischer Prozess. Dann heifit X ein riickwérts-Submartingal,
falls

(i) X adaptiert ist,
(i) X, € LY, E) (n € N),
(iii) E[Xn|Fnt1] > Xnt1 5. (n € N).
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4.1.4 Definition. Ein E-wertiger Prozess X heifit positiv, falls X; > 0 f.s.
fiir alle j € J gilt.

Positive Submartingale spielen auf Banachverbénden eine besondere Rolle,
da ihre Norm ein reelles Submartingal ist.
4.1.5 Lemma. Sei X ein E-wertiges Submartingal. Dann gilt:

(i) X ist ein E-wertiges Submartingal.

(ii) o' (X) ist fiir alle 2’ € (E')" ein reellwertiges Submartingal.

(iii) || X|| ist ein reellwertiges Submartingal, falls X positiv ist.

Beweis: Sei X ein F-wertiges Submartingal und j, j1, jo € J mit j; < ja.

Zu (i): Dass Xt adaptiert und integrierbar ist, folgt sofort aus der Stetigkeit
der Abbildung z — 2 und der Ungleichung ||z ™| < ||z| fiir z € E. Nach
Lemma 4.1.1 gilt auflerdem

B[X ] > (BIX5|FD) T > X7 fs.

Dabei wurde bei der zweiten Ungleichung die Submartingaleigenschaft von
X benutzt und, dass fiir z,y € E mit 2 < y auch 27 < y* in E gilt.

Zu (ii): Sei 2’ € E'. Die Adaptiertheit von z/(X;) erhalt man unmittel-
bar aus der Stetigkeit von 2/, die Integrierbarkeit aus Lemma 2.1.9. Aus
E[X;,|Fj]—X,, € ET fs..und aus 2’/ € E'" folgt o/ (E[X,,|Fj,]—X;,) >0
f.s.. /(X) ist also tatsichlich ein reellwertiges Submartingal.

Zu (iii): Sei nun X zusétzlich positiv. Die Adaptiertheit und Integrierbarkeit
von || X || sind offensichtlich gegeben. Aus

E[X,,|Fj] > X, >0 fs.
erhdlt man, da || - || eine Verbandsnorm ist und X positiv ist,
IELXG | F]ll = 1 X501 Es..
Mit Lemma 2.3.2 ergibt sich schliellich
B[ X5l F5] = 1EX e[ Fulll = [ Xl fs..

| X || ist damit ein Submartingal. O
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Fir E-wertige Submartingale in diskreter Zeit (d.h J = N) benétigen wir
noch den Satz iiber optionales Stoppen. Fiir reelle Submartingale ist dieses
Resultat wohlbekannt und der Beweis fiir den E-wertigen Fall funktioniert
vollkommen analog, weshalb wir hier auf ihn verzichten.

4.1.6 Satz. Sei X = (X,,)nen ein E-wertiges Submartingal. Sind 7,0 € Ty
mit N > 71 > o f.s. fir ein N € N. Dann gilt

E[X,|F,] > X,.

Auflerdem ist fiir eine beliebige Stoppzeit 7 : Q@ — N U {00} (Xnuar)nen
ebenfalls ein Submartingal.

4.2 Konvergenz banachverbandwertiger
Submartingale in diskreter Zeit

In diesem Abschnit betrachten wir eine diskrete Filtrierung (F,)nen auf
(Q, F, P) und setzten ohne Einschrankung F = o (U, ey Fn) vorraus.

Unser Ziel ist es, ein Konvergenzresultat fiir positive L!-beschrinkte Sub-
martingale mit Werten in einem Banchverband mit (RNE) herzuleiten. Fur
ein E-wertiges Submartingal (X, ),en betrachte die Bedingungen

supE[X,f] <y fiireiny € E, (4.1)
neN
sup B[ X; ] < oo. (42)
neN

Fir E = R entsprechen diese beiden Bedingungen gerade

sup E[X,] < o0. (4.3)

neN
Es ist wohlbekannt, dass jedes reellwertige Submartingal (X, ),en, das (4.3)
erfiillt, punktweise f.s. gegen eine integrierbare Zufallsvariable konvergiert.
Weder (4.1) noch (4.2) gentigen jedoch, um dieses Resultat auch fir E-
wertige Submartingale zu erhalten, selbst wenn F ein Banachverband mit
(RNE) ist. Dazu beachte zunéchst, dass (4.1) in einem Banachverband mit
(RNE) bereits aus (4.2) folgt.

4.2.1 Lemma. Sei E ein Banachverband mit (RNE) und X = (Xp)nen
ein E-wertiges Submartingal. Falls X (4.2) erfillt, so auch (4.1).
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Beweis: Fiir ein Submartingal X = (X,,)nen ist nach Lemma 4.1.5 (X, ),en

ebenfalls ein Submartingal. Damit ist ((E[X;]))nen eine monoton wachsen-
de Folge, die normbeschrénkt ist, falls X (4.2) erfiillt. Ist E ein Banachver-
band mit (RNE) so konvergiert diese monoton wachsende normbeschrankte
Folge in E und nach Lemma 3.1.14 ist der Grenzwert gerade das Supremum
beziiglich der Halbordnung auf F. O

Wir geben nun ein Beispiel eines Submartingals mit Werten in einem Banch-
verband mit (RNE) an, das (4.2) erfiillt und sogar in L?($, E') beschrinkt
- also uniform integrierbar - ist, aber nicht punktweise f.s. konvergiert. Die
Idee zu diesem Beispiel stammt dabei aus [SW76] (S.466 Example 3.1).

4.2.2 Beispiel. Sei (K, (-, -)) ein separabler Hilbertraum, (ej)xen eine ONB
von K und < die Ordnung bzgl. der Basis (eg)gen. Fiir ¢ € N definiere
Q; =[0,1), B; = B([0,1)). \; sei das Lebesgue-Maf} auf [0, 1). Definiere nun
den Wahrscheinlichkeitsraum (€, F, P) durch Q := [T;en Qi, F = Qien Bi,
P = ®i€N )\1

Auf diesem Wahrscheinlichkeitsraum definieren wir fiir ¢ € N folgende
K-wertige Zufallsvariablen

YZ(w) = Z T, 1 an )(wi)ezi—LH (w EQ).

2t—1791—1

und betrachten die Filtrierung (F,)nen definiert durch F,, := o(Y1,...,Y,).
Offensichtlich ist Y, unabhéngig von F, und

IYi(w)] =1

fir alle ¢ € N und w € Q. Weiterhin sezte fir n € N

A, = Zyi und X, := E[A"] - Y.
i=1

Dann ist X = (X,,)nen ein K-wertiges Submartingal. Denn fiir alle n € N
ist X, ist per Definition F,, — B(E) messbar und als Summe integrierbarer
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Zufallsvariablen auch integrierbar. Aus der Unabhéngigkeit von Y, 11 von
Frn bekommt man dariiberhinaus

n+1

E[Xn+1|-Fn] = Z E[ifz] - E[Yn-i-l“/?n]
i=1
n+1

= 3" EYi) — ElYo]

= E[4,] > E[4,] — Y, = X,., fs..

Zusitzlich ist (X, )nen sogar in L2(Q, K) beschriinkt. Dazu betrachte, dass
fiir alle s € N

EYi]= Y 2"7ep1y (4.4)

und damit
2i—1_1

HE ”2 Z 221 i) — 1—2

gilt. Insbesondere erhalten wir mit dem Satz von Pythagoras fiir alle n € N
X1 = Z IE[Y]I? + |B[Ya] - Yal®
= Z B + IE[Ya)ll® - 2(E[Yal, Ya) + [ Yall.
Somit ergibt sich fiir die L?-Norm von X,

B[l X% ZHE 12 = 1BV + E[l Y]] 22_ EREE

Also gilt tatséchlich sup,ey || Xnlr20,x) < 00. Wegen [ X520, x) <
[ Xnll22(0,K) erfilllt (Xy)nen auch (4.2).

Jedoch konvergiert (X, )nen fur kein w € Q. Aus (4.4) folgt namlich einer-

seits
2i—1_1

nlggl()E Z Z 21- 622‘714_[

€N =0
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bzgl. der Normtopologie auf K. Andererseits ist nach Definition der (Y},),en
fir alle w € Qund n € N

[Yns1(w) = Yo(w)|% = 2-

Daher konvergiert die Folge (Y, (w))nen fir kein w € Q. (X, (w))nen kon-
vergiert somit als Differenz einer konvergenten und einer divergenten Folge
ebenfalls nicht.

Dieses Beispiel zeigt, dass Bedingung (4.2) nicht geniigt, um fast sicher
punktweise Konvergenz eines F-wertigen Submartingals zu erhalten. Dar-
iiberhinaus haben wir gesehen, dass fiir diese Konvergenz noch nicht einmal
L?-Beschrinktheit und damit uniforme Integrierbarkeit hinreichend ist.

Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dass die Positivitdt zusammen mit
(4.2) - dies ist in diesem Fall gerade die Beschrinkheit in L'(Q, E) - ein
hinreichendes Kriterium fiir die punktweise fast sichere Konvergenz eines
E-wertigen Submartingals sind, falls £ die (RNE) besitzt. Dieses Resultat
findet man zum Beispiel in [Egg84] (S.72 Theorem II1.2.2). Wir geben hier
aber einen etwas anderen Beweis, der sich an den Beweisen in [Egg84] fiir
die punktweise fast sichere Konvergenz von Martingalen mit Werten in
einem Banachachraum orientiert (S.27, Theorem I1.2.2.1 fiir u.i. Martingale
und 11.2.4.8 fiir L'-beschrinkte Martingale).

Dabei werden wir folgendermaflen vorgehen: Zunécht betrachten wir zu
einem positiven E-wertigen Submartingal X = (X,,)nen jeweils die reellen
Submartingale /(X)) fiir 2 € (E’)T. Falls X nun in L' (£, E) beschriinkt ist,
gilt das offensichtlich auch fiir 2/(X). Das heiit diese reellen Submartingale
konvergieren jeweils fast sicher. Die (RNE) erlaubt uns, diesen Grenzwert
als /(X)) fiir eine E-wertige Zufallsvariable X, zu identifizieren. Mit
einem Resultat von Neveu (siehe [Nev75]) iiber abzahlbare Familien reeller
Submartingale zusammen mit dem Renormisierungs-Satz 3.2.8 kénnen wir
dann aus der fast sicheren Konvergenz von z/(X) gegen x'(X) fiir alle
2’ € (E")* jene von X gegen X, in F folgern.

Beginnen werden wir mit einem funktionalanalytischen Resultat.

4.2.3 Lemma. Sei X € L(Q,E) mit 2/ (X) > 0 f.s. fiir alle 2’ € (E")*.
Dann ist X >0 f.s..
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Beweis: Sei B1(0) die Einheitskugel in E’. Nach dem Banach-Alaouglou-
Theorem ist Bj(0) schwach-+-kompakt. Da E separabel ist, ist die schwach-

x-Topolgie auf Bj(0) metrisierbar. Damit ist B;(0) versehen mit der
schwach-*-Topologie als kompakter metrischer Raum separabel . B1(0) N
(E')" versehen mit der schwach-x-Topologie ist als Teilmenge eines sepa-
rablen metrischen Raumes ebenfalls separabel. Das heifit es existiert eine

abzihlbare Menge D C B1(0) N (E')™", so dass fiir alle 2’ € B1(0) N (E")*
eine Folge (2] )neny C D existiert mit z),(x) — 2/(z) (n — oo, z € E).
Fixiere eine solche Menge D.

Sei nun X € L(Q, E) eine Zufallsvariable wie im Lemma. Fiir alle 2’ € D
sei Ny eine Nullmenge mit z/(X(w)) > 0 fiir alle w € Q\ N,/. Setze
Np = Upep No. Da D abzihlbar ist, ist Np ebenfalls eine Nullmenge.
Ist nun 2’ € B1(0) N (E’)" beliebig, existiert eine Folge (x,)nen C D mit
2L (X (w)) = /(X (w)) (n = 00, w € Q). Fiir w € Q\ Np gilt insbesondere

n

0< lim 2 (X(w)) = 2/(X ().

Also ist 2/(X (w)) > 0 fiir alle 2’ € B1(0) N (E")* und w € Q\ Np. Fiir
beliebige ' € (E')T folgt diese Aussage durch Skalierung. Es gilt also
2 (X(w)) > 0 fiir alle 2’ € (E')" und w € 2\ Np. Mit Satz 3.1.18 erhlt
man daraus X (w) > 0 fur alle w € Q\ Np. O

4.2.4 Korollar. Sei X € L'(Q, E) mit
/XszO (B e F).
B
Dann ist X >0 f.s..

Beweis: Aus | g XdP >0 fiir alle B € F ergibt sich mit Lemma 2.1.9

0<a (/B XdP) - /Bx’(X)dP

fiir alle 2’ € (E')" und B € F. Damit ist 2/(X) > 0 f.s. fiir alle 2/ € (E")*.
Nach Lemma 4.2.3 ist also auch X > 0 f.s.. O

Fiir reelle Submartingale gilt folgender Satz.

4.2.5 Satz. Sei I eine abzihlbare Indexmenge und {(X})nen :i € I} eine
Familie reeller Submartingale mit

sup/ sup(X)TdP < oo.
neNJQ el
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Dann existieren (X%);e; C LY(S2), so dass fiir alle i € I (X!)nen f.5. gegen
X% und (sup;e; X2) f.5. gegen sup;ey X' konvergiert.

Beweis: Siehe [Nev75] O

Zusammen mit dem Renormierungs-Satz 3.2.8 erhalten wir nun ein zentrales
Lemma iiber positive E-wertige Submartingale.

4.2.6 Lemma. Sei (X,)nen ein E-wertiges positives Submartingal mit
sup,en E[| Xn|]] < 0o. Ezistiert ein Xo € LY(Q, E), so dass fir allex’ € X'
(' (Xn))nen fast sicher gegen x'(X o) konvergiert, so konvergiert (X,,)nen
fast sicher gegen X bzgl. der Normtopologie auf F.

Beweis: Seien (X, )nen und Xoo wie im Lemma. Beachte zunéchst, dass fiir
alle 2’ € (E")* folgendes gilt:
0 < lim 2/(X,) =2/(X) fs..

n—oo

Nach Lemma 4.2.3 ist daher X, > 0 f.s..

Da E die (RNE) besitzt, ist F nach Korollar 3.2.5 ordnungsstetig. Nach
Satz 3.2.8 existiert eine zu || - || fiquivalente Verbandsnorm || - || und eine
abzéahlbare Menge D C (E')*, welche die Eigenschaften (i) und (ii) aus
Satz 3.2.8 erfillen. Dann ist nach Lemma 4.1.5 (ii) 2/(X) fiir alle 2’ € D
ein reelles Submartingal, das ebenfalls positiv ist, und wir erhalten aus
Satz 3.2.8 o

sup Esup #'(Xn)] = sup B[l Xa]] < oo,

neN  z’eD neN
wobei wir X,, = | X,| f:s. (n € N) verwendet haben. Wegen lim,, o 2'(X,,) =
7' (Xoo) fs. fiir alle 2/ € D folgt aus Satz 4.2.5 aulerdem

Az, [ Xall = lim, sup (X

= sup /(X)) = || Xol, fs.,
z'eD
wobei in der letzten Gleichheit X, > 0 f.s verwendet wurde. Insgesamt
ergibt sich also | X,|| = || Xl f:s. und 2/(X,,) = 2/(X) f8. (n — oo,
2’ € D). Wieder mit Satz 3.2.8 folgt daraus X,, = X f.s. (n = o00) in E
wie behauptet. O

Nun kénnen wir ein Konvergenzresultat fiir positive uniform integrierbare
FE-wertige Submartingale beweisen.
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4.2.7 Satz. Sei X = (X,)nen C LY(Q, E) ein E-wertiges positives uniform
integrierbares Submartingal. Dann ezistiert ein Xo € LY(Q, E) mit X,, —
X (n— o0) f.s. und in L'(Q, E).

Beweis: Sei X = (X, )nen ein E-wertiges positives uniform integrierbares
Submartingal. Nach Lemma 2.1.23 geniigt es die Konvergenz fast sicher
nachzuweisen.

Fiir n € N definiere zunéchst u, : F — E durch
1in(B) = / X,dP (B € F).
B

Dann ist (pn)neny nach Satz 2.1.31 eine Familie o-additiver P-stetiger
Vektormafle auf F. Ist A € F,, fiir ein ng € N, so folgt fiir alle n > ng aus
der Submartingaleigenschaft von X

,U/n-i-l(A) = /AXTH—ldP > /AXndP = Mn(A)'
AuBerdem ist X u.i. also insbesondere beschriinkt in L!(2, E), das heifit

H/ XndPH <sup E[|| Xy,]|]] < oc.
A neN

Demnach existiert fiir alle A € Ay := U,enFn €in ng € N, so dass
(tn(A))n>n, eine monoton wachsende normbeschrénkte Folge in F ist.
Nach Bemerkung 3.2.7 existiert also lim,, oo i, (A) fiir alle A € Ax.

Sind nun B € F = 0(Ax) und € > 0 beliebig, so existiert wegen der
uniformen Integrierbarkeit von X nach Lemma 2.1.20 ein § = §(¢) > 0, so
dass fiir alle M € F mit P(M) < §

sup/ | Xn||dP < <
neNJM 4

Wiéhle ein solches §. Wegen F = o(As) existiert weiterhin ein A =
A(B,¢) € Ao mit P((B\ A)U(A\ B)) <. Insbesondere ergibt sich fiir
dieses A also

sup

/ 1 XalldP <
neN J(B\A)U(A\B) 4
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Schlieflich wihle ng = no(A, €) mit ||, (A) —pm(A)|| < § fiir alle n, m > ny.
Indem wir die triviale Gleichheit B = ((B\ A) U A) \ (A \ B) ausnutzen,
bekommen wir schliellich fiir alle n,m > ng
[0 (B) = pim (B)| = [lpn (B \ A) + pn(A) = pn(A\ B)
— (tm(B\ A) + pm(A) — pm(A\ B))|

<osup [ XUAP + aa(A) = (B
leN J(B\A)U(A\B)
€ €

Das heifit (i, (B))nen ist eine Cauchyfolge in E und damit konvergent.
Wir kénnen also p : F — E durch p(B) = limy, o0 pin(B) defnieren. Es ist
unmittelbar klar, dass p ein Vektormaf ist. Aulerdem ist die Variation von
o endlich, denn fiir eine endliche paarweise disjunkte Zerlegung (B;)1<i<n C
F von €} erhélt man

N N
> luB = Jim | [ X.ap|
i=1 =1 g
< sup E[[| Xa|[)
neN

Ist auflerdem ¢ > 0 dann existiert wegen der uniformen Integrirbarkeit von
X ein 6§ > 0 so, dass fir alle B € F aus P(B) < §

(Bl < sup [ 1Xa]ldP < e
neNJ B

folgt. Das heifit p ist P-stetig und nach Lemma 2.1.29 damit auch o-
additiv.

Insgesamt ist p ein o-additves P-stetiges Vektormafl mit endlicher Variation.
Aus der (RNE) folgt somit die Existenz eines Xo, € L'(£, E) mit

M(B):/BXOOdP, (B e F).

Wir zeigen nun, dass dieses X, der fast sichere Grenzwert von (X, )nen
ist. Dazu beachte zunéchst, dass fiir alle 2/ € (E')" 2/(X) ein reelles u.i.
Submartingal ist. Das heifit es existiert jeweils eine reelle Zufallsvariable
Too(z') € LY, E) mit 2/(X,) — Zoo(2') (n — o00) fs. und in LY(Q).
Insbesondere gilt fiir alle B € F

/B Too(2') = lim [ 2/(X,)dP

n—o0 B

_x’(lim / XndP) :/ 7' (X0 )dP.
n—oo /B B
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Das heifit fiir alle 2’ € (E')T ergibt sich
lim 7'(X,) = 7oo(2') = /(X&) fs..

n—oo

Nach Lemma 4.2.6 folgt daraus tatsichlich X,, - Xoo (n — o0) fis.. O

Fiir positive L'(Q, E)-beschrinkte aber nicht unbedingt uniform integrier-
bare Submartingale konnen wir die fast sichere Konvergenz durch Lokali-
sierung beweisen.

4.2.8 Satz. Sei X = (Xp)nen C LY, E) ein positives E-wertiges Sub-
amrtingal mit sup, ey E[| Xy||] < C fir ein C > 0. Dann existiert ein
X € LYQ, E) mit X, = Xo f5. (n — 00).

Beweis: Sei X ein Submartingal wie im Lemma. Fiir [ € N definiere die
Stoppzeit o7 : @ — NU {oo} durch o; := inf{n € N: || X,,|| > [}, wobei wir
inf () := oo setzen. Da X ein positives Submartingal ist, ist nach Lemma
4.1.5 (iii) || X|| ein reelles Submartingal. Das heifit fiir alle A > 0 gilt

1 C
P sup || X[ > A ) < < sup E[[| X,[]] < -
neN AneN A

Daraus folgt

P (U{az = oo}) = lim P (Sgg [ Xl < l)

leN

zl—lim%Czl.

l—00

das heiit P (U;en{or = oo}) = 1. Aus Satz 4.1.6 folgt, dass fiir alle [ € N
Xt:= (Xnao, )nen ebenfalls ein Submartinal ist.

Sei nun [ € N beliebig. Da || X || ein Submartingal ist, ergibt sich aus Satz
4.1.6 E[|| Xo[[] = E[[[ Xnpe Il (n € N). Auf {o; < oo} ist [| Xy <1< [|Xo, |
fiir alle n < ;. Daher gilt auf dieser Menge

Sup [ Xor| = 1Koy | = Jim, [ Xoncr
Mit dem Lemma von Fatou erhalten wir daraus

sup | oo [ AP < liminf/ X nor | AP
/{ h =0 J{o<oo} ho

01<o0} neEN
< sup E[[| Xnaq (] < sup E[[| X |].
neN neN
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Auf {07 = oo} ist
sup || Xpno, || = sup [ Xy | < L.
neN neN

Insgesamt bekommen wir also

/supHXn/\ngP / supHXnAolHdP+/ Sup || Xpnoy || AP
{o1=

=00} n€N {o1<0} neEN

< I+ sup E[|| Xn[] < oo
neN

Damit ist X' fiir alle | € N ein uniform integrierbares positives Submartingal.
Nach Satz 4.2.7 existiert daher eine Nullmenge N € F, so dass (X% (w))nen
fur allew € Q\ N und ! € N eine Cauchyfolge in E ist. Ist w € {07 = 00} \ N
fiir ein [ € N, aso ist (X, (w))nen = (XL (w))nen ebenfalls eine Cauchyfolge,
also konvergent in E. Wegen P (|;en{o1 = o00}) = 1, konvergiert (X;,)nen
somit fast sicher gegen eine Zuffalsvariable X, € £(2, E). Dass X, auch
integrierbar ist, erhélt man schliefilich mit dem Lemma von Fatou aus der
LY(9), E)-Beschrinktheit von X:

E[[| Xoo|] < Tim inf B[ X[|] < ilelgE[lanll] <00
O

Zuletzt beweisen wir in diesem Abschnitt ein Konvergenzresulat iiber
riickwérts-Submartingale.

4.2.9 Satz. Sei (Fp)nen eine absteigende Folge von o-Algebren auf (Q, F, P)
und X = (Xy)nen €in positives E-wertiges rickwdrts-Submartingal. Dann
exisiert eine F_o—B(E) messbare Zufallsvariable X oo € L*((Q, F oo, P), E)
mit X, = X (n — o) f.s. und in LY, E). (Dabei ist F—oo := ey Fn-)

Beweis: Sei X ein riickwérts-Submartingal wie im Lemma. Analog zu
Lemma 4.1.5 (iii) folgt, dass || X|| ein reelles riickwérts-Submartingal ist.
Jedes positive reelle riickwérts-Submartingal ist nun uniform integrierebar
(siehe [KSO05] S.15, Problem 1.3.11), das heit ||X || und damit X ist uniform
integrierbar. Zu n € N definiere u, : F_o — E durch

pn(B) = [ XdP (B e Fos)
B
Da X ein riickwérts-Submartingal ist, gilt fiir alle n € N und B € F_«

Mn(B):/BXndPZ/BXn+1dP:Nn+1(B)

64



und ||un(B)]] < E[||X,]]] < E[||X1]]]]- Das heifit fir alle B € F_ ist
(tin(B))nen eine monoton fallende normbeschrinkte Folge in E. Damit
existiert lim, o pn(B) fiir alle B € F nach Korollar 3.2.7 (beachte, dass
(—tin(B))neny monoton wachsend und normbeschrankt ist). Die Abbildung
U Fooo = E, B lim, oo pn(B) ist offensichtlich ein Vektormafl auf
(Q, F_oo). Wie im Beweis von Satz 4.2.7 ergibt sich aus der uniformen Inte-
grierbarkeit von X, dass u P-stetig, o-additiv und von endlicher Variation
ist. Das heifit es existiert eine Zufallsvariable X, € L*((, F-w), E) mit

M(B):/BXOOdP (B e Fou).

Genau wie im Beweis von Satz 4.2.7 erhalten wir X,, = X (n — o0) f.s.
und in L'(, E). 0

4.3 Banachverbandwertige Submartingale in
kontinuierlicher Zeit

In diesem Abschnitt fixieren wir ein 7" € [0, 00) und betrachten eine konti-
nuierliche normale Filtrierung F = (F¢).¢(0,7) auf (€2, F, P). Dabei gehen
wir ohne Einschrankung von F = Fp aus.

Spéter in der Arbeit wird es zentral sein, zu einem gegebenem banachver-
bandwertigen Supermartingal (X;)ico,7] den Prozess Xiy = limg; seq X
zu definieren. Fiir reellwertige Submartingale ist dies stets moglich, wie
folgender Satz zeigt (siehe [KKS05] S.16, Proposition 1.3.14).

4.3.1 Satz. Sei (X¢)co,r) ein reelles Submartingal. Dann existiert eine
Nullmenge N C F, so dass fir alle w ¢ N die Grenzwerte X (w) =
limg s seq Xs(w) bzw. Xi—(w) = limg seq Xs(w) fiir alle t € [0,T) bzw.
t € (0,T) existieren.

Desweiteren ist der Prozess X" definiert durch

ein cidlag Submartingal, mit X[ > Xy f.s. fir alle t € [0,T].

X7 :=Xr

Dass dies fiir banachverbandwertige Submartingale im allgemeinen nicht
gilt, zeigt folgendes Beispiel.
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4.3.2 Beispiel. Sei (2, F, P) der Wahrscheinlichkeitsraum aus Beispiel
4.2.2. Auch die Filtrierung (Fp,)nen, die Zufallsvariablen (Y;,)nen und das
Submartingal (X,,),en seien definiert wie in Beispiel 4.2.2. In kontinuierli-
cher Zeit ¢ € [0,1] definiere nun die Filtrierung (F;)se(o,1) durch

1 1
Ft:: .Fn, te[l—ﬁ,l—m),
Foot=1

und die Zufallsvariablen (Xt)te[o,l} durch

1 1
X, = {X"’ tell—ul-a)
ZiGNED/iL t=1.

Da (X,,)nen ein Submartingal bzgl. der Filtrierung (F,)nen ist und

n

X, =Y ElY;] - Y, <Y E[Yj
i=1 ieN

gilt, ist (Xt)te[o,l] ein Submartingal in kontinuierlicher Zeit bzgl. der Filtrie-
rung (ﬁt)tE[O,T]- (Xn(w))nen konvergiert aber fiir kein w € © in E. Damit
existiert auch der Grenzwert limgr seq Xs(w) fiir kein w € Q.

Wir werden sehen, dass man fiir positive E-wertige Submartingale ein
zu Satz 4.3.1 analoges Resultat erhélt. Bewiesen wird dies unter Verwen-
dung der Konvergenzsétze 4.2.8 und 4.2.9. Dabei folgen wir hauptséchlich
der Argumentation in [Fra85]. Zunichst benotigen wir einige Begriffe zu
Stoppzeiten.

4.3.3 Definition. Sei 7 € T eine Stoppzeit. Wir sagen eine Folge von
Stoppzeiten (7,,)nen

(i) kiindigt 7 an, falls 7, < 7,41 < 7 fur alle n € N auBer auf {r = 0}
und lim,, oo 7, = 7 gilt,

(ii) ruft 7 ab, falls 7,, > 7,41 > 7 fiir alle n € N aufler auf {7 = 7'} und
limy, o0 7 = T gilt.

Weiterhin definiere 7(Q) als die Menge aller Stoppzeiten 7 € T, die nur
endlich viele Werte in [0,7] N Q annehmen.

4.3.4 Lemma. Fir alle Stoppzeiten T € T existiert eine Folge (Tp)nen C
T(Q), die T abruft.
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Beweis: Siehe [RY99] (S.45, Proposition 1.4.11). O

Aus [Fra85] sind fiir uns die folgenden Sétze wichtig, deren Beweis wir hier
nicht ausfiithren.

4.3.5 Satz. Sei (Xy)icjo1] C LH(Q, E) ein E-wertiger Prozess, dann gelten
folgende Aussagen:

(i) Ist T eine Stoppzeit, so dass fiir alle Folgen (,)nen C T(Q), die T ab-
rufen limy,_, ., X, fast sicher existiert, dann existiert eine Nullemge
N; € F, so dass fiir alle w € Q\ Ny der Grenwert lim (., scq Xs(w)
existiert.

(ii) Sei T eine Stoppzeit, die von einer Folge (75 )nen C T(Q) angekiindigt
wird. Existiert fiir alle Folgen (Tn)nen € T(Q), die 7 ankiindigen,
limy, o0 X7, fast sicher, dann existiert eine Nullemge N, € F, so
dass fiir alle w € Q\ N der Grenwert limg, () seq Xs(w) existiert.

Beweis: Siehe [Fra85] (S.986, Theorem 2.2). O

4.3.6 Satz. Sei (Xi)icpo1) ein E-wertiger Prozess. Dann gelten folgende
Aussagen:

(i) Existiert fiir jede Stoppzeit T der Grenwert limg| () scq Xs(w) fiir
allew € Q\ N; mit P(N. =0), dann existiert fir allet € [0,T) auch
der Grenzwert lim,|; seq Xs, f.5..

(it) Es existiere fir jede Stoppzeit T, die von einer Folge (7y)nen C To
angekiindigt wird, der Grenwert limg, () scq Xs(w) fiir alle w €
Q\ N; mit P(N; = 0). Dartiberhinaus existiere fir alle t € [0,T")
der rechte Grenzwert limg; Xy, f.s.. Dann existiert fiir alle t € (0,7
auch der Grenzwert limgy scq Xs, f.5..

Beweis: Siehe [CS] (S.90 und S.93). O

Bevor wir zu dem zentralen Satz dieses Kapitels kommen, bendtigen wir
noch zwei Lemmas, iiber deterministische Funktionen f : [0,7] — E.

4.3.7 Lemma. Sei f : [0,T] — E eine Funktion, so dass fir allet € [0,T")
der Grenzwert f(t+) := limgs seq f(s) existiert. Dann ist die Funktion
fr 00, T] =V definiert durch

fr) = f(t+) (¢ <0,1), fAT)=f(T)
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rechtsstetig.

Beweis: In der Situation des Lemmas seien ¢ € [0,7") und € > 0 beliebig.
Wegen f7(t) = limg; seq f(s), existiert ein § > 0 mit

Vse (t,t+8)NQ: | fr(t) — f(s)| < %

Sei nun v € (t,t + ) beliebig. Dann existiert analog ein 0, € (0, + 0 — v)
mit

Vs € (v,u+6,)NQ:|f(s) = W)l < 5.

Wihle nun ein s € (v,v+3d,) NQ C (¢,t+ ) NQ. Dann folgt aus den obigen
Abschétzungen offensichtlich

17 (@) = fr @) < W) = fI +11f(s) = frw)]] <e
Da t € [0,7] und € > 0 beliebig waren, haben wir gezeigt
Vte[0,T)Ve>030 >0Vve (t,t+0):||f(t) — ff(v)| <e.
f7 ist also tatséchlich rechtsstetig. O

4.3.8 Lemma. Sei f : [0,T] — E rechtsstetig und fir alle t € (0,T]
ezistiere der Grenzwert f(t—) :=limgy seq f(s). Dann ist f cadlag.

Beweis: Sei f :[0,7] — E wie im Lemma. Sei ¢t € (0,7] und € > 0 beliebig.
Nach Voraussetzung existiert ein 6 € (0,t) mit
€
Vs (t-0.0)NQ: [f(t) - f(s)] < 5.
Sei nun v € (t—9,t) beliebig. Da f rechtsstetig ist exsitiert ein d,, € (0,t—v)
mit

Vs € (vo+8,) 1 [ f(s) = F)] < 5

Wihle nun ein beliebiges s € (v,v + d,) NQ C (¢t — 6,¢) N Q. Dann gilt.

(=) = F@)I < 1) = F6) 4+ I176) — F@)ll < 5+ 5 =«

2
Damit ist f(t—) = limg f(s) (¢t € (0,7]). Demnach besitzt f linke Grenz-
werte und ist, weil die Rechststetigkeit vorausgesetzt war, cadlag. O

Zunichst erhalten wir daraus folgenden Satz iiber rechtsstetige positive
Submartingale.
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4.3.9 Lemma. Sei X = (Xi)e(o,1) ein rechtsstetiges positives E-wertiges
Submartingal. Dann ist X cadlag.

Beweis: Sei 7 € T eine Stoppzeit, so dass eine Folge (7,)neny € T(Q)
existiert, die 7 ankiindigt. Nach Satz 4.1.6 ist (X, )nen dann ein positi-
ves Submartingal bzgl. der Filtrierung (F, )nen. AuBlerdem folgt aus der

Positivitat von (X, )nen fir alle n € N sowie Satz 4.1.6

E[[| Xz[] = E[E[| X7[[|F7,]]
> E[|[E[X7|F7,]l]
> E[[[ X7, 1]

Das postitive Submartingal (X, )nen ist also in L!(2, E) beschrinkt. Nach
Satz 4.2.7 existiert damit ein X7, € LY(Q, E) mit X,, — XZ (n — o0)
f.s.. Da X nach Vorausetzung rechtsstetig ist, also insbesondere rechte
Grenzwerte besitzt, folgt damit aus Satz 4.3.5 (ii) und Satz 4.3.6 (ii), dass
fir alle t € (0,7] der Grenzwert limgy; seq X existiert, f.s.. Mit Lemma
4.3.8 ergibt sich schliefllich, dass X f.s. linke Grenzwerte besitzt und somit
cadlag ist. a

Schlielich kommen wir zum zentralen Resultat dieses Kapitels.

4.3.10 Satz. Sei X = (Xi)icpo,1) ein positives E-wertiges Submartingal.
Dann ezistiert fir alle t € [0,T) der Grenzwert Xy = limg)s scq X, f-5.
und der Prozess X" definiert durch

X[ =X, (te[0,T)), Xp:=Xp

ist ein postives cidlag Submartingal mit X7 > X (t € [0,T]) f.s..

Beweis: Sei X ein positives E-wertiges Submartingal. Wir zeigen zunéchst,
dass die Grenzwerte Xy existieren. Dazu sei 7 € T eine Stoppzeit und
(Tn)nen € T(Q) eine 7 abrufende Folge. Nach Satz 4.1.6 ist (X, )nen
ein positives E-wertiges riickwarts-Submartingal bzgl. der absteigenden
Folge von o-Algebren (F;, )nen. Aus Satz 4.2.9 folgt die Existenz eines
X7 € LYQ,E) mit X, = X7 (n — o) f.s.. Da dies fiir alle Stoppzeiten
7 € T gilt, existiert nach Satz 4.3.5 (i) und Satz 4.3.6 (i) fiir alle t € [0, 7))

der Grenzwert lim,|; seq X, f.5.. Der Prozess X" ist also wohldefiniert.

Nun zeigen wir, dass X" ein Submartingal ist. Sei dazu ¢ € [0,T") beliebig
und (tn)neny C (¢, 7] N Q eine Folge mit ¢, | t. Dann ist (Xy, )nen ein
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positives rickwérts-Submartingal beziiglich (F, )nen, das f.s. gegen X7
konvergiert. Als fast sicherer Grenzwert positiver Funktionen ist X| selbst
fast sicher positiv. Auflerdem ist X; fiir alle s > ¢ als fast sicherer Grenzwert
Fs — B(E) messbarer Funktionen selbst F5 — B(E) messbar, da die Filtrie-
rung normal also insbesondere vollstéindig ist. Aus der Rechtsstetigkeit der
Filtrierung folgt somit die F; — B(E) Messbarkeit von X]. Weiter beachte,
dass (X, )nen als positives riickwérts-Submartingal uniform integrierbar
ist (siehe Beweis von Lemma 4.2.9). Damit folgt X7 € L'(f), F) aus Lemma
2.1.23. X" ist also adaptiert und integrierbar. Fixiere nun ein s € [0,¢) und
eine Folge (sp)neny C (s,8) NQ mit s, | s. Auch (X, )nen ist dann ein
positives riickwérts-Subamrtingal. Da (X, Jneny und (X, Jneny damit beide
uniform integrierbar sind, folgt aus Lemma 2.1.23, dass X;, — X/ und
X, — X! (n — 00) sogar in LY(Q, F) gilt. Da der bedingte Erwartungs-
wert als Abbildung von L'(Q, E) nach L'(§, E) stetig ist (sieche Lemma
2.3.2), ergibt sich daraus E[ X}, |F5] — E[X]|F,] und E[ X, |Fs] — E[X]|F]
(n — o0) in LY(Q, E). Wegen t,, > s,, fiir alle n € N und da X ein Submar-
tingal ist, bekommt man schlieBlich (als Ungleichung in L!(Q, E))

> lim E[Xsn’fs]

n—o0

= E[X([Fy] = X,

wobei in der letzten Zeile die bereits gezeigte Adaptiertheit von X" ausge-
nutzt wurde. Insgesamt ist X" tatsédchlich ein Submartingal.

Die Rechtsstetigkeit von X" folgt direkt aus der Definition von X" und Lem-
ma 4.3.7. Daher ist X" nach Lemma 4.3.9 als rechtsstetiges Submartingal
auch cadlag.

Fiir die Ungleichung X] > X; betrachte wieder ein ¢ € [0,7") und ein Folge
(tn)nen C (£, T] N Q mit ¢, | t. Aus der L'(92, E)-Konvergenz X;, — X}
(n = o0) und der Submartingaleigenschaft von X erhalten wir fiir alle
B e ft

X = lim / X, /Xth

n—oo

Dies hat wegen der ft — B(E) Messbarkeit von X" nach Korollar 4.2.4
X7 > X, f.s. zur Folge. |
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5 Minimale Superlosung einer
hilbertraumwertigen BSDE

In diesem Kapitel werden wir die Existenz und Eindeutigkeit einer mini-
malen Superlésung einer bestimmten Klasse von stochastischen Riickwérts-
Differentialgleichungen mit Werten in einem Hilbertraum beweisen. Wir
orientieren uns dabei an einem Artikel von M. Drapeau, G. Heyne und M.
Kupper, die in [DHK13] ein dhnliches Problem fiir den reellwertigen Fall
gelost haben.

5.1 Grundlagen und Notation

Im folgenden seien (H, (-, )gr) und (K, (-,-) k) separable Hilbertraume und
(er)ken eine Orthonormalbasis von K. Wir statten K mit der Halbordnung
beziiglich (eg)ren aus.

Fixiere auflerdem einen vollstdndigen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P),
einen endlichen Zeithorizont T" € [0, c0) und einen Ig-zylindrischen Wiener
Prozess W = (Wy)ejo,r) auf (2, F, P) (Iy sei dabei die Identitédt auf H).
(Ft)iefo,r) sei die von W erzeugte normale Filtrierung auf (€2, F, P) (siehe
Satz 2.4.17) und ohne Einschrankung sei F = Fr.

Alle Ungleichungen und Gleichungen von K-wertigen oder reellen Zufalls-
variablen gelten in diesem Kapitel ohne weitere Erwidhnung jeweils fast
sicher.

Fiir einen Generator g : Qp x K x So(H, K) — K, welcher Prog @B(K) ®
B(S2(K; H)) — B(K) messbar ist, sowie eine Endbedingung ¢ € £(2, K)
suchen wir nun Prozesse (Y%, Zt)e[o,r) mit Werten in K x So(K; H), welche
folgende Ungleichung in K fir alle 0 < s <t < T erfiillen:

t t

Y, —/ gu<Yu,Zu)du+/ Z,dW, > Vi,
S S

Yr >¢.

(5.1)
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S(K) sei der Raum aller adaptierten K-wertigen cadlag Prozesse. (Y, Z) €
S(K) x L%(S:(H, K)), welche (5.1) erfiillen, nennen wir Superlésungen
von (5.1). Dabei heifit Y der Werteprozess, Z der Kontrollprozess.

Definiere damit

A, g) = {(Y, 7) € S(K) x L%(So(H, K)) : (Y, Z) erfiillt (5.1)} .

Unser Ziel wird es sein, zu zeigen, dass unter geeigneten Vorausetzungen an
g und ¢ eine minimale Superlésung von (5.1) existiert. Eine Superlosung
(Y, Z) € A(£, g) heiBt dabei minimal, falls fiir alle (Y, Z) € A(£,9) V; > Y;
f.s. fiir alle ¢ € [0, T gilt.

Wir beginnen die Diskussion von (5.1) mit einigen einfithrenden Bemerkun-
gen.

5.1.1 Bemerkung. Nach Wahl der Filtrierung (F)icpo,7] gilt mit Satz
2.4.36, dass jede Fy — B(K') messbare Funktion fast sicher konstant ist. Ins-
besondere ist fiir eine Superlosung (Y, Z) € A(§, g) Yo fast sicher konstant.

5.1.2 Bemerkung. Seien (Y, Z) € A(¢, g). Setzt man Y := Yo +§1im
so ist YV ebenfalls cddlag und fiir 0 < s < ¢ < T erfiillt (Y, Z) offensichtlich
(5.1). Wegen Y (w) = Y (w) M. fir alle w € Q gilt

T T
/ gu(YmZu)du :/ gu(YmZu)dU'

Da auBerdem Y7 > ¢ :jfT gegeben ist, erfiillt (Y, Z) (5.1) fiir alle s € [0, 7]
und ¢t = T'. Das heifit (Y, Z) ist eine Superlosung mit Y = £. Wir nehmen
deshalb im folgenden ohne Einschriankung an, dass jede Superlésung Y7 = £
erfiillt.

5.1.3 Bemerkung. Sind (Y, Z) € A(¢, g), so folgt aus (5.1) die Existenz
einer F-Nullmenge N, so dass (Y, Z) (5.1) fur alle w € Q\ N und s,t €
[0, 7N QU {T} mit s < ¢t erfiillen. Aus der Rechtsstetigkeit von Y und
der Stetigkeit von [ ¢(Y, Z)du, [ ZdW sowie der Abgeschlossenheit des
positiven Kegels in K folgt daraus wiederum, dass (Y, Z) fiir alle w € Q\ N
(5.1) fiir alle 0 < s <t < T erfiillt. Insbesondere gilt fiir alle Stoppzeiten
c<tmite<7<T

YU—/ gu(Yu,Zu)du+/ ZudWy > Vi (5.2)
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Zunéchst wollen wir die K-wertige Ungleichung (5.1) fiir Prozesse (Y, Z) €
S(K) x L%(Qr, S2(H, K)) auf abzihlbar viele reelle Ungleichungen fiir eine
Familie von Prozessen (Y%, Z*).cn reduzieren. Dazu betrachte folgende
Bemerkung.

5.1.4 Bemerkung. Fir Z € L%L(Qr,S:(H,K)) und k € N setze
ZF .= 7F o Z (7% wie in Defintion 3.3.9). Nach Bemerkung 2.4.4 ist
Zk € L%(Qr, H') und

2 _ k
”Z|’L2f(QT,52(H,K)) - Z 1z ||L_2F(QT,H’)'
keN

Auflerdem ergibt sich aus Lemma 2.4.30

t t
</ ZSdWS,ek> :/ ZEaw,.
0 K 0

Insbesondere ist [ Z*dW € M2 (R).
Auflerdem werden wir uns auf Generatoren mit folgender Eigenschaft
beschranken.

5.1.5 Definition. Ein Generator g von 5.1 heifft kompatibel (mit der
Basis (er)ken), falls fiir alle k € N Prog @B(R) @ B(H') — B(R) messbare
Funktionen ¢* : Qr x R x H' — R existieren, so dass fiir alle (y,z) €
K x So(H,K), ke N

gilt.

Ist nun g ein kompatibler Generator, £ € L(£, K) eine Endbedingung und
(Y,Z) € S(K) x L%(Q7,S2(H, K)) zuliissig, so folgt aus obigen Uberle-
gungen, dass (Y, Z) € A(&, g) dazu dquivalent ist, dass fiir alle £ € N die
Prozesse (Y*, Z%) € S(R) x L%(Q, H') die reellwertige Ungleichung
t t
vk —/ gF vk ZFydu +/ Zkaw, > YVF, 0<s<t<T, (5.4)
Y = ¢k,

erfiillen.
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5.2 Eigenschaften von A(¢, g)

Wir fixieren nun einen Generator g und eine Endbedingung &, die folgende
Bedingungen erfiillen:

(HL.1) Fiir alle (Y,2) € S(K) x L%(Qr,S2(H,K)) ist t — (Y3, Z;) €
LY([0,T], K) fs..

H1.2) g ist kompatibel.

(H1.2)

(H1.3) Fir alle (w,t,y,2) € Qr x K x So(K, H) ist g(y, z) > 0.
(H1.4) € € LY(Q, K).

(H1.5) A

5.2.1 Bemerkung. H1.4 stellt sicher, dass das Bochner Integral
It 9u(Yu, Z,) fast sicher existiert. Dies ist etwa gegeben, wenn (t,y, 2) ~
gi(y, z) fast sicher beschrinkt ist. Da Int : L1([0,7],K) — K ein posi-
tiver Operator ist, folgt aus Hypothese (H1.3) stets [ g,(Vy, Zy)du > 0

und nach Lemma 2.3.2 auch B[ [! g, (Y, Z,)dulF,| > 0 fiir alle (V, Z) €
S(K) x L%(9,82(H,K)) und 0 < s <t < T.

Wir erhalten folgendes Lemma.

5.2.2 Lemma. Sei (Y,Z) € A(&,g). Dann ist Y ein K-wertiges Super-
martingal und fir alle t € [0,T] gilt folgende Abschdtzung in K.

t
Yo+ [ Z.dW. > Y; > Bl¢IF. (5.5)
0

Beweis: Wir beginnen mit dem Beweis von (5.5). Da [ ZdW ein Martingal,
g positiv und Y adaptiert ist, erhdlt man aus (5.1) fiir alle ¢ € [0, T]

T
Y: =E[Y)|F] > -E l/"/ ZudWy|Fy | + E[Yr|F] = E[§|F] (5.6)

und ebenso

t t t
V<Y [ Vi Zodut [ ZudW, < Yot [ ZudW,
0 0 0
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Nun zur Supermartingal-Eigenschaft von Y. Y ist per Definition adaptiert
und aus den vorigen Abschitzungen folgt sofort

i< |[ zaw|+ ml+ EER] cep.T). 6D

[y ZsdWs, Yo, B[¢|F] € LY(Q, K) gilt fiir alle ¢ € [0, 7] nach Voraussetzung
(beachte, dass Y; fast sicher konstant ist). Da L(€2, E) ein Ideal in L°(2, E)
ist, folgt aus (5.7) somit auch Y; € L}(Q, K) fiir alle ¢ € [0, T).

Dartiberhinaus ergibt sich aus (5.1) mit der Positivitdt von g fir 0 < s <
t < T und der Martingal-Eigenschaft von [ ZdW:

t
E[Y;|F.] < Y, +E U Zuqu|]-'S] _v..

Damit ist Y also tatséchlich ein Supermartingal.

5.2.3 Bemerkung. Fiir ¢ € [0, 7] setze

A€, 9) =1{Y1: (Y, Z) € A(£,9)}

Nach Lemma 5.2.2 ist A;(¢,g) in L'(Q, K) durch E[¢|F;] von unten be-
schriinkt. Da L'(£2, K) nach Korollar 3.3.12 ordnungsstetig und damit
insbesondere ordnungsvollstiandig (siche Theorem 3.2.4) ist, existiert

E7(€) == inf Ay(&, 9)
in L}(Q, K) fiir alle ¢ € [0, T].
5.2.4 Lemma. Sei (Y, Z) € A(&,g). Dann hat Y die Darstellung
yzyo—A+/ZdW, (5.8)
wobei A ein vorhersagbarer monoton wachsender cidlag Prozess mit Ag =0

ist. Dabei ist A bis auf Ununterscheidbarkeit eindeutig bestimmt. Insbeson-
dere ist Z eindeutig bestimmt (als Element von L%(Qr,S2(H, K))).

Beweis: Da (Y, Z) (5.1) fir alle 0 < s < T f.s. erfiillen, ist K definiert
durch

t t
K, =Y, +Y, 7/ 9u(Ya, Z)du +/ ZudW,
0 0
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ein monoton wachsender Prozess mit Ky = 0. Da Y cadlag ist, ist auch K
cadlag. Damit gilt (5.8) fur

t
A =K, —|—/ gu(Yu, Zy)du.
0

Wegen der Positivitét von g ist auch A monoton wachsend. Offensichtlich ist
A auch cadlag und es gilt Ag = 0. Da (F¢),[o,7) von einem I-zylindrischen
Wiener Prozess erzeugt wird, besitzt beziiglich dieser Filtrierung jedes reelle
lokale Martingal eine stetige Version (siehe Satz 2.4.36). Nach [RY99] (S.
173, Korollar 1V.5.7) ist jeder cadlag Prozess sogar vorhersagbar. Das heift
A erfiillt die geforderten Eigenschaften.

Sei nun k£ € N beliebig. Da Y ein K-wertiges Supermartingal ist, ist fiir belie-
biges k € N Y* ein reelles Supermartingal. Nach der Doob-Meyer-Zerlegung
(siche [Pro04] S.114 Theorem III.13) existiert ein monoton wachsender vor-
hersagbarer Prozess A* mit fl’g = 0 und ein lokales Martingal M*, mit

Yk =vF - AF + M*.

Diese Darstellung ist eindeutig bis auf Modifikationen. Das heifit A* ist
eine Version von A¥ und M* eine von [ Z*aW. Da bzgl. der gewihlten
Filtrierung jedes lokale Martingal eine stetige Version besitzt und Y*
cadlag ist, besitzt auch A* eine cAdlag Version A*. Da A* eine Version
von AF ist und beide Prozesse cadlag sind, sind sie nach Lemma 2.2.3
ununterscheidbar. Da fiir alle k € N A* also bis auf Ununterscheidbarkeit
eindeutig ist, gilt dies wie behauptet auch fiir A. Damit ist aber auch
| ZdW bis auf Ununterscheidbarkeit eindeutig bestimmt. Und aus der
Ito-Isometrie folgt, dass Z als Element von L%(Q7,S2(H, K)) eindeutig
ist. O

Nach Bemerkung 5.2.3 existiert £7(€) = inf A (€, g) fiir alle t € [0, T]. Mit
den folgenden beiden Lemmas zeigen wir, dass A;(§, g) auch nach unten
gerichtet ist und somit dieses Infimum durch eine Folge in A¢(€, g) von
oben approximiert werden kann.

5.2.5 Lemma. Fir k € N und ein N € N sei 7% : Q — [0,T] eine
Stoppzeit und (B**)1<i<ny C F,x eine Partition von §). Betrachte weiter
Prozesse (Y, Z%) C A(&,9),(i = 1,...,n) mit YTl,;k]lBi,k > Yf,gk]lBi,k fir
alle ke N,i =1,...,N. Fir jedes k € N definiere dann
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N
?k = Yl’k]l[oﬂ.k) + Z Yi’k]l[Tk7T}]lBi,k,
i=1

N
Zk = Zl’k]l[oﬂ.k] + Z Zi’k]l(TkyT]]lBi,k,

i=1
sowre
Y =) Yhe, (5.9)
keN
Z =Y ZFe, (5.10)
keN

Dann gilt (Y,Z) € A(&, 9).

Beweis: Zunichst zeigen wir (Y,Z) € S(K) x L%(Qr,S2(H, K)). Offen-
sichtlich ist Y* fiir alle k € N adaptiert. Da die Prozesse Lo 7kps L g
offensichtlich rechtsstetige Pfade haben und nach Lemma 2.2.7 damit
progressiv-messbar sind, ist Z¥x fiir alle z € H progressiv-messbar. Damit
ist nach Korollar 2.2.9 auch Z* progressiv-messbar. Als niichstes beachte,
dass fiir alle (w,t) € Qr

N
> & ik
VE )] < [V W)+ 3 1V ()]

i=1

N
= 1,k i,k
1ZE @)l < 1255l + Y1205 (@)l
i=1

also

[N

N
<Y @)k + DY (w)llx
i=1

(Z |Ytk(w)’2)

keN

ol

N
<12 W)l sy rsr0) + DN ZEW) sy (2156

i=1

(Z HZ’“(w)II?{/)

keN

gilt. Damit konvergieren die Reihen (5.9) bzw. (5.10) fiir alle (w,t) €
absolut und Y bzw. Z ist als punktweiser Grenzwerter adaptierter bzw.
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progressiv messbarer Prozesse selbst adaptiert bzw. progressiv-messbar.
Aus 7' € L%(QT_, S2(H,K)) (1 <i < N) und obiger Abschétzung, folgt
schliefllich auch Z € L%(Q, S (H, K)).

Beweise nun, dass Y ein cadlag Prozess ist. Nach Voraussetzung ist Y fiir
i=1,...N ein cadlag-Prozess. Demnach existiert eine Menge (2 C {2 mit
P(2) =1,sodass firallew € Q2,4 =1,..., N die Abbildungen (¢ — Yi(w))
cadlag sind. Sei w € Q beliebig. Fiir k € N sei jeweils 7 (w) =: t¥ und
ir € {1,..., N} so gewihlt, dass w € B"* gilt. Das heifit
V(w) =3 (Y (@) Ty + Y @)l 1) e
keN
Im Folgenden seien alle auftretenden Funktionen an obigem fest gewéhlten

w € ) ausgewertet, ohne dies explizit zu erwédhnen.

Sei nun ¢t € [0,7) und (sp)nen C (t,T] eine Folge mit s, | t fiir n — oo.
Dann gilt:

||}_/t o YSHHK — ( Z |Yt17k o }/;n,k 2 + Z |}/;’Lk7k o }/8747]:,143
{k:sn<ti} {k:tk >t}

2

1

+ > e veRR)
{kit<tk<sp}

N
<Y = Yol + D I1Y = Yo llxe
=1

[N

+ ( > (- vk

g 1 2
S ARES S )
{kit<tk<sp}

N
<Y = Yo lle +23 1Y) =Y llx
i=1

+ ( Z |}/tl,k 2) : + i ( Z |}/ti,k|2) :

{kit<tk<sp} =1 \{kit<tk<s,}

Da (Y%)1<;<n cAdlag-Prozesse sind, erhalten wir

lim [[Y; = Ys, [ =0

n—o0

aus

N
. 1k 2 iki2)

{kit<tk<sp} =1
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Um dies zu zeigen, sei € > 0 beliebig. Wegen

N
ZQWW+Zmﬂﬁ<m

keN i=1

existiert ein K € N, so dass
N .

> (IYJ”“I2 +Z|Yi”“\2> <e

E>K i=1
gilt. Zu einem solchen K definiere dann

D ={keN:k< K t">t}.
Falls Dg = 0, gilt fiir alle n € N

k al k 1,k al k
17 ‘7 b "
S (e ) < 3 (e e <
{kit<th<s,} i=1 k>K i=1
Falls Dk # 0, definiere
0 = min{tk —t: ke DK}
Wegen s, | t existiert ein L € N, so dass fiir alle n > L
Sp—t < 0k.
Das heif3t fiir alle n > L, k < K gilt
Sy < tk,
woraus unmittelbar
> QﬁW+ZmWﬁsZQﬁW+ZmWﬁ<e
{kit<tF<s,} i=1 E>K i=1

fir alle n > L folgt.

Da e > 0 beliebig war, gilt also tatséchlich

N
. 1,k2 k2| _
lim (\Yt 2+ 1Y |>—0-

{kit<tk<sp} 1=1
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Und damit
i [¥i(w) = Y, (@) = 0.

Da dies fiir jedes w € Q fiir alle ¢ € [0,7] und Folgen s, | t gilt, hat der
Prozess Y f.s. rechtsstetige Pfade. Durch analoge Argumente erhalten wir
auch, dass die Pfade von Y f.s. linke Grenzwerte besitzen, Y also tatséchlich
ein cadlag-Prozess ist.

Es bleibt zu zeigen, dass (Y, Z) tatsichlich (5.1) erfiillen. Dazu geniigt es
offensichtlich zu beweisen, dass (Y*, Z¥) fiir alle k € N (5.4) geniigen. Sei
also k € Nund 0 < s <t < T beliebig. Beachte zunéchst, dass aus Satz
2.4.31 und Bemerkung 2.4.32

tvrk

t taTk N )
/ Z{deu:/ k fo’lqu+Z]lBi/ Zkiqw, (5.11)
s SAT i=1 s

vk

folgt. Damit ergibt sich auf der Menge {7 > ¢}

_ ¢ -
Yf_/ gﬁ(Yf,Z{j)dH/ Zkaw,
S S
t t
= vbe = [ gh zt e+ [z,
S S

> Y;l’k _ ?k;

Genauso bekommen wir, dass (Y*, Z¥) (5.4) auf der Menge {7 < s} erfiillt.
Betrachte nun die Menge {s < 7 <t} N B; fir ein i € {i,..., N}. Hier folgt
aus (5.11)

_ t t
Yj—/ gﬁ(yj,zf)du+/ Zkaw,
S S
k

k
T T
=y [ gzt au s [ zitaw,
S S

t ) ) t
- [, iz [z,
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Mit (5.2) sowie YTI,;k]I B; > Y:,;kll B, ergibt sich daraus
_ 3 o t _
11~cS Y okpyik ik S b ik
’ 7” Z7 7’7
> YT - /Tk g (YR, 20" )du + /rk Zy AWy,

Tk

. t X . t .
Vi [ ki ziau s [ zikaw,
T T

> ik yk.

Da (B;)i<i<n eine Partition ist, erfiillen (Yk, Zk) (5.4) also tatséichlich

auf
n

Us<7<t}nB)u{r<stu{r >t} =0

fast sicher. Da dies fiir alle k € N gilt, ist (Y, Z) € A(&, g). O

5.2.6 Lemma. Sei t € [0,T], dann gilt Ai(€,g) | E(€) in L'(Q, K)
und es existiert eine Folge von Superlosungen (Y™, Z™)pen C A(E, g) mit
YL EL(E) in LY (Q, K) und

I(6) = V'l > 0 fs. (5.12)
Beweis: Aus Lemma 5.2.2 ist bekannt, dass A¢(&, g) von unten beschrankt
ist. Zu zeigen ist also noch, dass A;(&, g) nach unten gerichtet ist. Seien

dazu (Y1, ZY), (Y2, Z2) € A(£,g). Zu zeigen ist Y A Y2 € A(&, g) bzgl.
der Ordnung in L'(Q, K). Fiir k € N definiere

™ = inf{s >t: YIRS Y;Q’k} NT.
und

Yk = Yl’k]l[QTk) + Y27k]].[Tk’T}7
Zk = Zl’k]l[oﬂ.k] + Z2’k]1(7_k7T].

Da Y1* Y2F cadlag Prozesse sind, ist 7 eine Stoppzeit und es gilt Yle’k >
Yfk’k auf {7, < T}. Da wir Y} = Y2 = ¢ angenommen haben (siehe
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Bemerkung 5.1.2), gilt YTl,;k > Yfk’k auf {7 = T} trivialerweise. Nach

Lemma 5.2.5 ist daher (Y, Z) definiert durch

Y o= ) Ve, (5.13)
keN

Z = szek (5.14)
keN

in A(£, g). Sei k € N beliebig. Nach Definition der Stoppzeiten ist 7% > ¢.
Auf {7F =t} gilt
vE=y2 <yt (5.15)

Auf {7% > ¢} ist dagegen ;""" < V;**, d.h.
VF = vk < vk,
Insgesamt erhélt man somit
TF = ybk Ay 2k
in L'(9). Nach der Definition der Ordnung auf L!(2, K), folgt daraus
I (5.16)
in LY(Q, K). Ai(€,g) | E7(€) ist somit gezeigt.

Fiir die zweite Aussage beachte, dass L!(Q, K) nach Korollar 3.3.12 ord-
nungsstetig ist. Wegen A;(€,g) | €7 (&) existiert nach Lemma 3.2.3 eine
Folge (Y", Z")uen C A(&,g) mit ;" | £(¢) und

Jim 7" = E9(€)l ) = 0

Durch Ubergang auf eine geeigente Teilfolge erhalten wir nach Satz 2.1.18
auch Y — &7(€) f.s. (n — 00). O

&9 (&) wiére nun der natiirliche Kandidat fiir den Werteprozess der mini-
malen Superlésung. Allerdings ist £7(€) fiir jedes t € [0,T] nur fast sicher
eindeutig bestimmt, das heiBt iiber die Regularitit der Pfade t — £7(€)
kénnen wir nichts aussagen. Wir werden deshalb zeigen, dass £9(€) eine
cadlag-Modifikation besitzt, die tatséchlich der Werteprozess der minimalen
Superlésung ist. Das folgende Lemma ist ein erster Schritt dazu.
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5.2.7 Lemma. Der Prozess fg(f) ist ein Supermartingal und fir alle
t € [0,T) ist der Prozess £9(§) definiert durch

£(€) = lim &4(¢) (t€[0,T]), E4(&)=¢

slt,s€Q

ein wohldefiniertes cadlag Supermartingal mit

PN

(&) = &/(8),
fir alle t € [0,T7].
Beweis: Sei zunéchst s € [0, 7] beliebig. Nach Lemma 5.2.6 existiert zu

diesem s ein Folge (Y™, Z™)pen C A(§, g) mit

lim Y = E£9(¢) fs..

n—oo

Da Y* fiir alle n € N Fy — B(E) messbar und die Filtrierung vollstandig
ist, gilt das auch fiir £9(¢). AuBerdem folgt aus der Definition von £9(¢)
und (5.5)

Y > &{(§) = E[¢]F]

und damit
1EINr < 1Y I + [EEIFs) k-

Wegen Y, E[¢|F,] € LY(Q, K), folgt daraus £9(€) € L}(, K).

Sei nun noch ¢ € [0,7] mit ¢ > s fest gewdhlt. Dann ergibt sich fiir
(Y, Z) € A(&, g) aus der Positivitiat von g und (5.1)

~ t t
E9(¢) <Y, <Y, — / u(Y, Zu)du + / ZdW,
t
<Y, +/ Z.dW, .

Da [ ZdW ein Martingal ist, folgt daraus mit der Positivitat des bedingeten
Erwartungswertes und der Adaptiertheit von Y

E[€](6)1Fs] < Y.
Da dies fiir alle (Y, Z) € A(¢, g) gilt, erhélt man daraus insbesondere

E[E](&)|Fs] < inf{Y; : (Y, Z) € A€, 9)} = E4(€).
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Da 0 < s < t < T beliebig gewiithlt waren, ist £9(¢) also tatsichlich ein
Supermartingal.

Um die Existenz des Grenzwertprozesses £9(§) nachzuweisen, bemerken
wir zundchst, dass nach Lemma 5.2.2 und der Defintion von £9(¢) fiir alle
te[0,7) und (¥, 2) € A(¢,g)

. ¢
$@§E§%+/Zﬂmp (5.17)
0
gilt. Wir betrachten nun den Prozess
X = —E9(&) + Yo+ /ZdW.

Da [ ZdW ein Martingal, Y; f.s. konstant und £9(£) ein Supermartingal
ist, ist X ein Submartingal, dass nach (5.17) positiv ist. Da K als reflexiver
Banachverband die (RNE) besitzt, existiert nach Satz 4.3.10 damit der
Prozess

X':= lim X, (tel0.T Xr=X
t Su{gé@ S(G[, ))7 T T

und ist ein cddlag Submartingal mit X; > X; fir alle ¢t € [0,7]. Da
Yo + [ ZdW ein stetiger Prozess ist, folgt weiter, dass

" t
E(€) = lim E0O =X +Yo+ [ Zuaw,

fiir alle ¢t € [0,T) ebenfalls existiert. Desweiteren ist £9(§) ein cidlag
Submartingal, weil X" ein caddlag Supermartingal und Yy + [ ZdW ein
stetiges Martingal ist. Schlieflich folgt fiir alle ¢ € [0,7] aus X{ > X,

t
&) = X[ +Yo+ [ ZudW,
t A
g—&+m+/zmm=$@.
0

Damit ist die Behauptung bewiesen. O

5.3 Existenz der minimalen Superlosung

Ziel dieses Abschnitts ist es zu zeigen, dass ein Z € L%(Qr, S2(H, K))
existiert, so dass (£9(€), Z) eine Superlosung von (5.1) ist. Per Definition
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von &Y (¢) gilt in diesem Fall £7(¢) > £7(¢). Da in 5.2.7 bereits £/ (£) < E9(¢)
gezeigt wurde, ist £9(¢) dann eine Version von £9(§) und nach Defintion
von &9(§) somit eine minimale Superlosung von (5.1).

Dazu konstruieren wir zunéchst eine Folge (Y™, Z™) € A(, g), so dass fiir
alle ¢ € S, wobei S eine dichte Teilmenge von [0, T7,

lim Y' = €4(6) Es.
und fiir alle n € N, alle ¢ € [0, 7]
Y <y fs.
gilt.
Dazu dienen die folgenden Lemmas.

5.3.1 Lemma. Seil € N, 0=ty <t; <...<t;<T und (Y, Z%p<i<i C
A(&,g). Dann existiert ein (Y, Z) € A(§, g) mit

Y, <Y (0<i<l). (5.18)

Beweis: In der Situation des Lemmas definiere
yo.=y° Z29.=20
und rekursiv fur 1 <7</ und k € N
YO = Y g o + Y e g
2 = 2 g g+ 25 W
mit

7F .= inf {t >t ﬁi_l’k > Y?’k} NT.

(2

Auflerdem setze

Yi.= Z YiFep
keN
Z' = Z Zbkey.
keN
Wenn wir fiir ein ¢ € {0,...,1}
(Y"1, 271 e Al 9), (5.19)
V<Y (0<i<i-) (5.20)
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annehmen, so erhalten wir wie im Beweis von Lemma 5.2.6, dass 7F

10 \ 5 7;_eine
Stoppzeit ist und YT’,: 1< Y’ gilt. Aus Lemma 5.2.5 folgt nun (Y, Z") e

A(&,9). Aus 7F > t; > t; fiir (0 < j <i—1) und (5.20) ergibt sich zudem
i yri—l J S
)/tj_}/tj S}/;,J (OSJSZ_]‘)
Nach Definition der Stoppzeiten folgt wie im Beweis von Lemma 5.2.6
auch - ‘ ‘
Vi=ViTAY <Y
Insgesamt gilt also
LX) n,J . .
Da (5.19) und (5.20) fiir + = 1 laut Definition erfiillt sind, folgt induktiv,
dass (Y!, Z!) € A(¢, g) (5.18) erfiillen. O

5.3.2 Lemma. Seil e Nund 0=ty <t1 <...<t; <T. Dann existiert
eine Folge (Y™, Z™)nen C A(€, g) mit

. n__ 59 o .
lim [ - &gk =0 fis, (1<i<), (5.21)
Y <V (neN1<i<). (5.22)
Beweis: Schritt 1: Fir ¢ =0, ..., existiert nach Lemma 5.2.6 jeweils eine

Folge (Y™, Z™")nen C A(€, g) mit
. n,. AT 3
nhﬁrroloﬂY;fl Elll=0 fs.
Wihle zunéchst zu jedem i € {0, ... [} eine solche Folge.

Schritt 2: Sei nun n € N beliebig. Nach Lemma 5.3.1 existiert zur Familie
(Y™i Zm), <j<; Superldsungen (Y™, Z™) € A(&, g) mit

VI <Y (0<i<l).
Schritt 3: Ist (Y, Z") fiir ein n € N wie oben konstruiert. Dann wihle
fir i = 0,...,01 (YnThi Znthi)y ¢ A(¢, g) mit

Da A, (€, g) nach Lemma 5.2.6 nach unten gerichtet ist, existiert ein solches
Y +hi Fiir die Familie (Y"1 Znt1), ;) existieren wieder nach Lemma
5.3.1 (Y™ Zntl) e A(€, g) mit

Y;:L+1 S i/t:L+1,i (0 S i S l)
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Insbesondere folgt aus (5.23) auch
Y <y (0<i<l),
Schritt 4.: Konstruiere nun (Y!, Z') wie in Schritt 2 und fiir n > 2

(Y™, Z™) rekursiv nach Schritt 3. Dann erhalten wir eine Folge (Y™, Z™)pen C
A(E, g), die (5.22) und

Y <YM (0<i<lneN)

erfiillt. Aus letzterem erhalten wir nach Defintion von £9(¢, g) insbesonde-
re

0< Y — &) <Y —EL(€) (0<i<lneN)

Wegen ‘

1Y = EL©Ollx =0 (n—00,0<i<])
und, da || - ||k eine Verbandsnorm ist, folgt somit auch, dass (Y, Z"),en
(5.21) geniigt. O

5.3.3 Satz. Seize Dyad := {% :1eN,i=0,...,2" —1}. Dann existiert
eine Folge (Y™, Z™) € A(&,g), so dass

vt € Dyad : lim [|V;" = E/(€)llk =0 fs., (5.24)
Vn e Nt € [0,T]: Y,/ <Y/ (5.25)

Beweis: Im folgenden sei té = ’2—7; (leN,i=0,...,2"

Schritt 1: Sei | € N beliebig. Nach Lemma 5.3.2 existiert ein Folge
(Ybn Ztn),en C A(€, g), so dass fiir alle i = 0,...,2" — 1

. l, 4
dim [V, = Eillx =0 fos,
l l
Yt{?’l-‘rl S }/;i,n (n c N)
Schritt 2: Ist (Y7, Z3") fiir ein | € N und alle j < [ auf diese Weise

definiert, so wahle fir r :=1+1,n € Nund ¢ =0,...,2" — 1 eine Folge
(Yyrmi zrmt) € A(E, g) so, dass

||f/g"ﬂ' — &l =0 fos. (5.26)

87



und (Y™, Z7) € A(€, g) mit
Yt <Y Ainf{YE"  j <1} (neN). (5.27)

Wie im Beweis von Lemma 5.3.2 erhalt man aus dieser Familie von Folgen
eine Folge (Y™™, Z"")en C A(E, g) mit

rn N,
}/;7? S }/tf_‘, ) ,
1 1

ot <YP" (i=0,...,27 — 1, neN)

k3

Aus (5.26) und (5.27) folgt daraus fir ¢ =0,...,2" — 1, auflerdem
lim [|Y" — é%nK =0 f-s., (5.28)
Y <YE (j<rmeN). (5.29)

Schritt 3: Konstruieren wir zunéichst (V5" Z1m), cy wie in Schritt 1 und
(yhn Zl’")neN fiir [ > 2 rekursiv nach Schritt 2, so erhalten wir eine Familie
von Folgen (Y1", Zbm), e C A(, g), die folgendes erfiillt

. I, 5 .
lim HY%" - gﬁi“K =0 f-s. (leN,i=0,...,2 = 1) (5.30)
Y <y (neNi=0,...,2' - 1) (5.31)

Yti" < Yt{" (nleNi=0,... 2% —1;j<0). (532

Beachte aulerdem, dass aus (5.32) mit {t%, . ~t§j,1} c{th,... tlzz,l} (1>7)
auch ‘
fgi”giftg” (n,leN,i=0,...,2'—1,5 <). (5.33)

folgt. Definiere nun die Diagonalfolge (Y™, Z") := (Y™™, Z™"). Ist nun
l1€N,i=0,...,2" — 1 beliebig, so folgt aus (5.33) fiir n > 1

=
£

Da nach (5.30) (Ytll_’")neN fast sicher gegen EE (&) konvergiert, gilt das auch
fir (Y!')nen und da t! € Dyad belibig gewihlt war, eriillt (Y™, Z")en
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somit (5.24). Fiir den néchsten Schritt ist zudem wichtig, dass fiir alle

neN,i=0,...2" —1,j<n

) J =
n __ ymn Jm JJ — v
Vi = VA" < VI < YR =Y

Dies folgt unmittelbar aus (5.31) und (5.32).

(5.34)

Schritt 5: Um eine Folge zu erhalten, die zusatzlich (5.25) erfiillt, definie-

re
}_/1 = Yl Zl = Zl
Sowie rekursiv fir n > 2, j=1,...,2" — 1 und k € N (setze im folgenden
5, :=T)
P | i
Sk . k vn—1,k VLR
e Zo (Yn Ligp gy +17 ]l[ff"kvt?u)) R
i
2”71 k‘ k,
7 7k .— ,k 7 717k Al T
i=0
mit
e ing {0 2 R S T AR, (=0, 2 1),
sowie

}_/n = Z )_/n’kek
keN

70 =Y Zike,
keN

Dann ist (Y™, Z")nen C A(€, g) und erfiillt fiir alle n € N
Y =Yg (i=0,...,2" = 1),
i >V, (1>ni=0,...,2" 1),
Y/ <y (te 0, T)).

(5.35)
(5.36)
(5.37)

Zunichst zeige induktiv (Z7,Y™) € A(¢,g) und (5.35), (5.36) fiir alle

n € N.

Fir n = 1 ist nichts zu zeigen.
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Nehme nun an, dass fiir ein n € N (Y"1, Z7"71) € A(¢, g) sind und (5.35),
(5.36) erfiillen. Sei k € N beliebig. Aus der Darstellung von Y"™* ergibt sich
direkt Y% € {¥;"7"* v} (¢ € [0,T]). Ist I > nund j = 0,...,2! — 1,
folgt aus (5.34) Y;Zk > Yél‘C und aus der Induktionsvorausetzung (5.36) folgt
auch Ytz_l’k > Ytlék Das heifit Yt?k > Ytlék Somit erfiillt auch (Y™, Z™),en
(5.36).

Sei k e N;i=0,...,2" — 1 beliebig. Beachte zunéchst
By > 7 > 87, (5.38)

Da Y 1% nach Induktionsvorausetzung und Y™* nach Definition cadalg
sind, ist Ti"’k eine Stoppzeit. Auferdem gilt direkt per Definition von Y™*

i

n,k n,k
Yn,k: _ thf 7t? <T
= on—
Yok =R

Aus 7 = 7% folgt aber Y, "% < V¥ und mit (5.36) folgt draus wieder-
rum }_/tﬁ*l’k = Ytﬁk Insgesamt ergibt sich Y2 = Y;%. (5.35) ist also auch

fiir (Y™, Z™)nen gezeigt. Es bleibt (Y™, Z™) € A(€, g) nachzuweisen.

Definiere dafiir
k k

Dann ist offensichtlich sz € FT@,k und mit der Rechtsstigkeit von yn—1
und Y™ erhalten wir '

Vi > Vi e (keN). (5.39)
Setze nun
v0n,k K on—1,k k
Y n = Yn ]]. n,k) + ]l[T(;L’k,T] (Yn ]].B(I)c + Yn ]].Q\B(I)c) 5

[077'()

Z0nk . pnkq i + ﬂ(frg‘k,T] (Zn—l,k]lBg + ka]lQ\Bg> )

[O,TO
YO,n = Z Yl,n,kek7
keN
ZO,n = Z Zl,n,kek‘
keN
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AuBerdem defniere rekursiv firi =1,...,2" — 1
Y= VI g gy + Y g,
Zi,n = Ziil’n]l[o,tm + Zn]l(t?,T}
sowie

v ‘» 7k R ‘7 7k \/ 71,"3 ¥ ', ,k‘
e i TSRS VR G P s PR

0,7,
Zink . ink 7n—1,k Zin,k
f/i,n — Z }A/i,n,kek’
keN
7 = Z Zimke,
keN

Wir behaupten, dass fiir alle s = 0,...,2" — 1 (f/i’”, Z”L) € A(£,g) und
folgendes fiir k € N gilt
i—1
ri,n.k k vn—1,k
vk =% (Y” L ey + Y700
§=0

[T

J Jj+1

i )) Y g oty

+ Lk gy (Y L + VI g i) (5.40)
i—1

Fin,k __ n,k ~7n—1,k n

A z(:) <Z Lign gny + 2 ]1(7;,k7t7+1]) + 2™ iy
J:

gy (27 Mg + 200 g ) 2™ = 25R (5.41)

Da wir fiir alle (Y, Z) € A(€, g) stets Y = § voraussetzen, folgt aus dieser
Darstellung insbesondere (Y4, Zbm) = (Y™ Z") € A(E,g) fir | = 2" — 1
und dies ist in der Induktion noch zu zeigen.

Fiir ¢ = 0 ist diese Darstellung per Definition gegeben. Da nach Indukti-
onsvorausetzung (Y"1, Z"~1) € A(¢, g) gilt, folgt aus (5.39) mit Lemma
5.2.5 auch (YOn Z0n) € A(E, g).

Gelte nun (V=17 Zi=Ln) oy C A(E,g) und (5.40), (5.41) fiir ein 7 €
{1,...,2" — 1}. Sei k € N beliebig. Dann ist

n,k n n,k

gi—lnk _ Yir it <
tm - ?n—l,k mo_ n,k
tn g =T
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Nach (5.36) ist Yr" < ViM%, Somit ist Vi ™" < Y;¥. Aus Lemma 5.2.5
folgt daher (f” n Zi ) € A(&, g). Fiir k € N ergibt sich aus der Darstellung
von Yimlmk pmk < ynyng BE | = {7 <y}

1—2

Ori—1,n,k _ k n—1,k

P g = 3 (V" gty T )
Jj=0

+Y"1

i—1

n—1,k
oty T Lk )Y

n,k n—1,k
J:O (Y lltn nk) Y ]1[ n,k n+1)>

Das heifit

Y”'i,n,k _ ?ifl,n,k]l[ojt?) + Yn,k]l[tny]

i—1
= 3 (YL ey VR e ) Y
i=0 [£775") 7 +)
J:
Analog ergibt sich
i—1
~'7 7k — 7k 1 k 7k
Zim —Z(Zn Ly + 27 D 1]>+Zn Lpm),
j=0

ZAi,n,k _ Zn,k:
o =40 -
Insbesondere folgt Ylnnkk = Y o k. Mit (5.39) ergibt sich wiederum
an”kk]l Bk = Y’; s | B

Mit Lemma 5.2.5 folgt dann (Y#mk Zink)y (yin ziny ¢ A(¢, g). Die
Darstellungen (5.40), (5.41) erhdlt man durch Einsetzen unter Beachtung
von ¢ < 7" ® Damit ist die Induktion iiber i und nach obigen Bemerkungen
auch jene iiber n abgeschlossen.

Zn)nEN
0,7] zu

Aus der Giiltigkeit von (5.35) folgt insbesondere, dass auch (ym,
(5.24) erfiillt. Es bleibt noch ;"™ < Y} fiir alle n € N, t € |
zeigen.

Sei alson € N, i €{0,...,2"t" —1} und k € N beliebig. Auf [r/*"" k,t?jll)
ist YU = ynk o Auf [75"+1 "R folgt aus der Definition von 7/t
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und der Definition von Y™+ direkt l_/tn’k > Ytn+1’k = }_/thrl’k. Da dies fiir
alle k € N gilt, gentigt (Y, Z")pnen auch (5.25).

Bevor wir den Beweis der Existenz einer minimalen Superlésung kommen,
benétigen wir noch ein Resultat aus der Theorie der reellen Semimartingale.
Die Definition eines Semimartingals, der quadratischen Variation und
Kovariation sowie des stochastischen Integrals eines adaptierten caglad
Prozesses (Pfade sind f.s. linksstetig mit rechten Grenzwerten) beztiglich
eines Semimartingals sind dabei wie in [Pro04] (Kapitel II) zu verstehen.
Beachte, dass die Menge aller Semimartingale einen Vektorraum bilden,
der cadlag L?-Martingale und adaptierte cadlag Prozesse von endlicher
Variation enthélt (siehe [Pro04] S.53 Theorem 1 und S.55 Theoreme 7,
8). Desweiteren ist die quadratische Variation eines Semimartingals ein
monoton wachsender adaptierter cadlag Prozess, also insbesondere von
endlicher Variation (siehe [Pro04] S.66 Theorem 22). Auflerdem verwenden
wir folgende Notation.

5.3.4 Notation. Sei (X¢)c[o,7] ein cadlag Prozess, dann definieren wir fiir
alle t € [0,T) den Prozess (X )ie[o,7] durch

Xy = lings (te€l0,7)), Xo-:=0
S

und den Sprungprozess AX durch
ANXy =Xy — Xy

Mit [X, X] bezeichnen wir die quadratische Variation eines Semimartingals
und mit [X, Y] die quadratische Kovariation zweier Semimartingale.

5.3.5 Bemerkung. Da die betrachtete Filtrierung vollstandig ist, ist zu
einem Semimartingal X der Prozess X;_ adaptiert und per Definition
caglad.

Nun erhalten wir folgendes Lemma.

5.3.6 Lemma. Sie C = (Cy)ico) C L*(Q) ein reeller adaptierter cidlag
Prozess von endlicher Variation mit Co =0, z € L%—(QT, H') und Yy € R.
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Setze M := [ zdW wund betrachte das Semimartingal Y := Yy — C + M. Ist
supgeqo,r |Ys| € L%(Q), dann gilt fir alle Stoppzeiten 7 € T

S (acy)?

B| [ elods] ds = Vi) - (45)? ~ B
0 s€(0,7]

+2E U YS_dAS] .
0

Beweis: Seien C, z, M und Y wie im Lemma definiert und 7 € T beliebig.
Nach der Definition der quadratischen Variation von Y (siehe [Pro04],
Definition auf S.66 ) gilt

(5.42)

Y2=[Y,Y], - / Y,_dYs. (5.43)
0

Da die quadratische Kovariation zweier Semimartingale bilinear und sym-
metrisch ist (siehe [Pro04] S.66), ergibt sich aus der Gestalt von Y

[V,Y] = [Yo + M, Yy + M] —2[Yy + M, C] + [C, C].

A ist nun adaptiert, cddlag und von endlicher Variation mit Ag = 0. Daher
erhalten wir fiir jedes Semimartingal X

X, = Y ACAX,
s€(0,7]

(siche [Pro04] S.71, Theorem 26 und S.75 Theorem 28). Insbesondere ist
[C,Clr = ¥se(0,1] (ACy)? und wegen der Stetigkeit von M ist [Yo+M, C] =
0. Wir setzen dies in (5.43) ein und bekommen

(YT)2 = (Y0)2 + [M, M]T + Z (ACS)Z
. s<(0] (5.44)
— 2/ Y._dM, — 2/ Y._dA;.
0 0

Da M ein Martingal ist, ist der stochastische Integralprozess ¢t — f(f Ys—dM
ein lokales Martingal (siehe [Pro04] S.63 Theorem 20 ). Fiir die quadratische
Variation dieses lokalen Martingals gilt nach [Pro04] (S. 75 Theorem 29)

{/YS_dMS,/Ys_dMS} :/ Y,_d[M, M,.
- Jo

94



Da [M, M| von endlicher Variation ist, ist der Integral-Prozess [ Ys_d[M, M],
ununterscheidbar von dem pfadweisen Lebesgue-Stieltjes Integral (siehe
[Pro04] S.61 Theorem 70). [M, M] ist dabei sogar monoton wachsend, das
heiBt d[M, M] ist fast sicher ein (positives) Ma8 auf [0, 7]. Daraus folgt

T
| YedIM M) < sup Vo ldIM,M)(0.7]) < sup [Y.|Mr.
0 s€[0,T s€[0,7]
Nach Voraussetzung sind Mz, sup,ejo 71 |Ys| € L?(9). Daher ergibt sich mit
der Holderschen Ungleichung

EH/stMs?/YSdMS] }S sup [ Vall ooy | Mrll 2y < oo
T s€[0,T]

Die quadratische Variation des lokalen Martingals ( f(f Ys—dM )te[o 7 ausge-

wertet an T ist also in L!(£2). Damit ist [ Y, dM sogar ein Martingal (siehe
[Pro04] S.73 Korollar 3). Insbesondere ist wegen ([ Ys—dM)o = Yo_My =0

und dem Satz iiber optionales Stoppen auch

E {/ YSdMS} =0.
0

Demnach folgt aus (5.44)

IYrlZ2i) = Y5 + E[M, ML ]+ E | 3 (AC)?

5€(0,7] (5.45)
-
—2E {/ Ys_dAS] .
0
Nach Definition 2.4.33 und Bemerkung 2.4.35 ist
T
(M M)y = [ 2] s
und die Behauptung ergibt sich durch Umstellen von (5.45). 0

Nun kénnen wir folgendes Resultat iiber K-wertige Prozesse beweisen.

5.3.7 Lemma. Sei (Z")peny C L%(Qr,S2(H, K)), (A")nen C L?(, K)
eine Folge K -wertiger monoton wachsender adaptierter caidlag Prozesse mit
0 =0 (neN)und (Y§")nen C K. Fir n € N definiere M, := [ Z"dW

und
Y" =Yy - A"+ M". (5.46)
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Ezistiert ein v > 0 mit

B [z sup Y72 <y (neN), (5.47)

LeN t€[0,T]

dann ist (Z™)nen in L%(Qp,S2(H,K)) und (A™)pen in L?(Qr, K) be-

schrankt.

Beweis: Seien (Z")nen, (A" )nen, (Yo" )nen, (M™)nen und (Y™),en wie im
Lemma definiert. Fiir alle n € N ist A™ cddlag und damit insbesondere
F @ B([0,T]) messbar. Weiter ist A™ monoton wachsend und positiv. Da
| - ||k eine Verbandsnorm ist, ist somit auch ||A"||x monoton wachsend.
Daher folgt mit der Hélderschen Ungleichung

1A™ | 20 1) < VTN AR 220, 1) -

Fiir die Beschrinktheit von (A™),ecy in L?(Qr, K) geniigt es also, die

Beschriinktheit der Folge (A%),en in L?(€2, K) zu zeigen. Sei n € N beliebig.

Zunéchst folgt unmittelbar aus (5.46) mit (5.47) und der Ito-Isometrie
1A%NZ2 0.5 < 41Y0l% + 4IYF | 20,1y + 20 M7 2(0,)

o : (5.48)
< C1 4 2ME2(0,0) = Or + 121123 2 sa(1.10))

fiir ein C; = C1(7y) > 0. Sei nun auch k € N beliebig. Dann erfiillen Y
Z™k und A™* die Bedingungen aus Lemma 5.3.6. Danach gilt

> (aazy

s€(0,t]

12|

2 7k 2 ’k 2
LZ(Qr,H') — 1" ||L2(Q) —(Yy"")* —E

b onk
+2E [ / Y dA’;’k]
0
T
/ n@degvk].
0

Da A™F sogar monoton wachsend mit Ag’k = 0 ist, definiert dA™* fast sicher
ein (positives) MaB auf [0, 7] mit dA™*([0,T]) = A%’k. Daraus erhalten wir
unter Verwendung der Ungleichung von Cauchy

p
< Y7 172 ) + 2B

| Zmk||2 < Y 120 0q) + 2B | sup YR AR
I iy < IV ey + 28 | sup 1474145
k 1 k
<N Y72 + 4B SBPT]VY"’W +ZHA:7F’ 22()-
se|0,

96



Da dies fiir alle k € N gilt, ergibt sich mit monotoner Konvergenz und
(5.47)

> sup [YURP

12712, < Y7172 () +4E
L3 (Qr,S2(H,K)) LK) e s€l0,T]

1, (5.49)
+ ZHATH%%Q,K)

1 k
<Cy+ ZHA% I72(0,1)
fiir ein Cy = C3(7y). Durch Einsetzen in (5.48) bekommen wir insgesamt
1
HA?“”%R(Q,K) <C1+20; + §||A%H%2(Q;K)'

(A%),en ist also tatséchlich in L2(Q, K) beschriinkt und aus (5.49) folgt
somit, dass (Z")pen in L%(Qr, S2(H, K)) beschriinkt ist. O

Um die Existenz einer minimalen Superldsung zu beweisen, bendtigen wir
folgende Eigenschaften an den Generator. Wir nennen einen kompatiblen
Generator

(con) konvex, falls g.(y, Az + (1 — X2)) < Age(y, 2) + (1 — N ge(y, 2') fir
allet € [0,T],y € H, 2,2/ € So(H,K) und X € (0,1) gilt.

(wac) monoton wachsend, falls g:(y, z) > g:(v/, 2) fiir alle t € [0, T, y,y’ €
H mit y > ¢/ und z € S3(H; K) gilt.

(fal) monoton fallend, falls g:(y, z) < g:(v/, 2) fir alle t € [0,T], y,y € H
mit y > ¢ und z € So(H; K) gilt.

(hvu) halbstetig von unten, falls fiir alle k € N, t € [0, T] (v, 2) — gF(y, 2)
halbstetig von unten ist.

Auflerdem benétigen wir folgende Defintion.

5.3.8 Definition. Sei V ein reeller Vektorraum. Fiir eine Teilmenge D C V
nennen wir
N

N
convD := {Z)\sz :NeNzx, €D )\ € [0, 1],2)\1' = 1}
i=1 i=1

die konvexe Hiille von D. Wir sagen eine Folge (xy,)neny C V ist in der
asymptotisch konvexen Hiille von (y)nen C V, falls

yn € conv{x; : i >n} (neN).
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Damit konnen wir nun das Existenztheorem formulieren.

5.3.9 Theorem. Sei g ein positiver kompatibler Generator, der (con),(hvu)
und (wac) oder (fal) sowie (H1.1) erfillt, ¢ € L*(Q, H) eine Endbedingung
und A(€,g) # 0. Dann ezistiert eine minimale Superlisung Y,Z € A(E, g),
wobei der Werteprozess durch Y = £9(€) gegeben ist. Ist (Y, Z) € A(€,g)
eine weitere minimale Superldsung, so sind Y und Y ununterscheidbar und
Z = Z als Gleichheit in L%(Qp, Sa(H, K)).

Beweis: Schrittl: Zunéchst zeigen wir die Eindeutigkeit. Wir nehmen an,
dass ein Z € L%(Qr; So(H; K)) existiert, so dass (9(€), Z) € A(€, g) ist.
Da £9(¢) eine Modifiaktion von £9(€) ist, gilt fiir alle (Y, Z) € A(€, g) und
t € [0, T] bereits Y; > E7(€). (£9(€), Z) ist also tatsiichlich eine minimale
Superlésung. Ist (Y, Z) € A(€, g) eine weitere, so gilt aber auch Y; < £7(€)
fiir alle ¢ € [0, 7). In diesem Fall ist Y also eine Version von £9(¢). Da
beides per Definition von A(&, g) cadlag Prozesse sind, sind Y und £9(¢)
damit ununterscheidbar. Die Eindeutigkeit von Z folgt dann aus Lemma
5.2.4.

A

Es bleibt also zu zeigen, dass es tatsédchlich einen Kontrollprozess Z €
L3(Qr, So(H; K)) mit (€9(€), Z) € A&, g) gibt.

Schritt2: Wegen A(&, g) # 0 exsitiert nach Satz 5.3.3 eine Folge (Y™, Z™) C
A(€,g), die (5.24) und (5.25) erfiillt. Nun ist & € L?(Q, K) und damit
(E[E]FiDtejor) € L*(Q,K). Da (Fy)sepo,r] die von W erzeugte normale
Filtrierung ist, erhalten wir mit einem erweiterten Martingaldarstellungssatz
aus [HP90] (S.167, Corollary 3.2), dass das Martingal (E[§|Fi])¢c[o,7) eine
stetige Version hat. Diese betrachten wir im Folgenden. Nach Lemma 5.2.2
und (5.25) gilt

Y > Y > E[E|F) fs.

fir alle n € N und ¢ € [0, T]. Da alle Prozesse in dieser Ungleichung cadlag
sind, existiert sogar eine Nullmenge N € F, so dass fiir alle ¢ € [0,7] und
allew € Q\ N

Y (w) > Y (w) > B¢ F](w) (5.50)

gilt. Fiir (w,t) € Q\ N x [0,T7] ist (Y;"(w))nen also eine monoton fallende
von unten beschrinkte Folge in K. Da K ordnungsstetig ist existiert nach
Satz 3.2.4 fiir (w,t) € Q\ N x [0,7] ein Y;(w) € K mit

Yi(w) = lim Y*(w).
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Setzen wir noch Y;(w) := 0 fiir w € N, so ist -unter Beachtung der Voll-
stindigkeit der Filtrierung- fiir alle ¢ € [0, 7] Y; als fast sicherer Grenzwert
Fi — B(K) messbarer Funktionen selbst F; — B(K') messsbar, also adaptiert.
Aus (5.50) und der Abschétzung (5.5) in Lemma 5.2.2 ergibt sich fiir alle
n € Nund t € [0,T]

ElglF) <Y <Y <Y+ | Zlaw,, (5.51)
Daraus folgt unmittelbar
0 <Yy - Bl < ¥ + [ 20w, ~ Bl
und da || - ||k eine Verbansdnorm ist schlieBlich

t
I~ BlEF i < NEEFN + 1%+ | [ 23w

Da alle Zufallsvariablen auf der rechten Seite in L?(Q, K) liegen, folgt
mit majorisierter Konvergenz auch Y;* — Y; (n — oo) in L?*(Q, K) fiir
alle t € [0,T]. Da die Abbildung = — E[z|Fs] ein beschréankter Ope-
rator von L?(Q, K) nach L2(f, K) ist (sieche Lemma 2.3.2), gilt auch
E[Y"|Fs] — E[Y3|Fs] (n — oc) in L2(Q, K) fiir alle 0 < s <t < T. Mit der
Abgeschlossenheit des positiven Kegels in L2(Q2, K) erhalten wir daraus
zusammen mit der Supermartingaleigenschaft von Y fiir 0 < s <t <t

E[ViF] = lim E[Y'|F] < lim Y7 =¥,

als Ungleichung in Lg (Q, K). Damit ist Y also ebenfalls ein Supermartingal
und erfiillt wegen (5.51) die Abschéitzung

B t
E[¢|F) <V, < Y} +/ ZLaw,.
0

Mit denselben Argumenten wie bei der Konstruktion von £9(¢§) im Beweis
von Lemma 5.2.7 kdnnen wir das cadlag Supermartingal Y durch

Y= lm Y (b€ [0.T]). Yr=¢

definieren. Da (Y;,)nen(5.24) erfiillt, gilt Y; = E7(¢) fiir alle t € Dyad und
somit Y = £9(¢). Es ist nun a-priori aber nicht klar, dass (Y"),en in
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einem fiir uns niitzlichen Sinne gegen E9(£) konvergiert. Dazu miissen wir
zunachst auch die Folge (Z™),en betrachten.

Schritt 3: Fiir alle n € N besitzt Y die Darstellung
Y=Yy — A"+ M (5.52)

mit M = fg ZdWy fiir einen K-wertigen monoton wachsenden adaptier-
ten cadlag Prozess A™ mit Aj = 0 nach Lemma 5.2.4. Aus (5.51) folgt fur
allen,k € N

t
/ Zhkaw,
0

1,k
+ Yo

sup ¥ < sup [B[¢"F)|+ sup
t€[0,T te[0,7) te[0,7

Wie oben schon angemerkt sind E[¢¥|F;] und [ Z'* beides stetige reelle L2-
Martingale. Aus der Doobschen Maximalungleichung und der Ito-Isometrie
ergibt sich so fiir ein v > 0
y , 1,k
B [ oup [V | < (1€ sz + 17 g + 193 P)

€ )

Dies gilt fiir alle k£ € N. Mit monotoner Konvergenz erhélt man daraus

k 1,k
E [Z sup [Y;" |2 <7 (Hf”%%Q,K) + ||Z1H%2J__(QT,82(H’K)) + Y5 ||)

keN t€[0,7]

Damit erfullt (Y"),en die Voraussetzungen aus Lemma 5.3.7. Also ist
(Z™nen in LE(Qr, So(H, K)) beschrinkt. Da L% (Qp, So(H, K)) ein sepa-
rabler Hilbertraum ist, existiert eine Teilfoge von (Z"),cn, die wir ebenfalls
mit (Z")pen bezeichnen, und ein Z € L% (Qr, So(H, K)), so dass (Z™)pen
schwach gegen Z konvergiert. Somit existiert eine weitere Folge (Z™),cn aus
der asymptotischen konvexen Hiille von (Z"),en, die in L%(Qr, So(K, H))
stark gegen ein Z € L%(Qr,S2(H, K)) konvergiert. Durch Ubergang zu ei-
ner weiteren Teilfolge -ohne die Notation zu &ndern- erhalten wir nach Satz
2.1.18 eine Folge (Z"),en die P ® A-fast iiberall und in L% (Q, So(H, K))
gegen Z konvergiert. Setze nun fiir n € N

i i= [ zaw, i = [ zaw.
Aus der Ito-Isometrie ergibt sich
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in M2 (K) und damit in L*(Q, C([0,T], K)). Wieder erhalten wir durch
Ubergang auf eine Teilfolge eine Folge (M™),cn so dass (M"),en in
C([0,T), K) fast sicher und in M2(K) gegen M konvergiert. (Z"),en
bezeichne von nun an die zu (M™),cy gehdrende Folge der Integranten.

Wir werden zeigen, dass Z der Kontrollprozess zu £9(&) ist.

Schritt 4: Dazu beweise zunachst

E9(E) =Y = lim Y" P® M s..

n—oo

Betrachte dafiir die zu (Z"),en korrespondierende Folge (_?n)nEN in der
asymptotischen konvexen Hiille von (Y, )nen. Das heift ist 2" = SN fiir
N">n,n<¢< N™und A} > 0 mit ZNn Al =1, so setze

i=n "\
N’n
Ve R N™~ 1
Y= AV
i=1

Beachte, dass fur alle ¢ € [0, 7] fiir jedes n € N

IV = Yilx < sup||Y{ - Yi|lx.
I>n

Da fast sicher gilt, dass (YI”),LGN fiir alle t € [0,7] gegen Y konvergiert,
trifft das somit auch auf (Y"),en zu. Aus der Darstellung (5.52) fiir Y
erhalten wir die Zerlegung

fiir eine entsprechende Folge von Prozessen (A™),cn aus der konvexen Hiille
von (A™),en, die als Konvexkombinationen offensichtlich auch monoton
wachsend cadlag, adaptiert sind und A™ = 0 erfiillen. Nach der Argumenta-
tion in Schritt 2 und Schritt 3 gilt fast sicher, dass (Y;*)nen bzw. (M]")nen
fir alle t € [0, 7] gegen Y; bzw. M; konvergieren. Daher konvergiert (A?)neN
fir alle ¢t € [0, T gegen

A=Yy - Y + M, fs. (5.53)

Wegen der Abgeschlossenheit des positiven Kegels in K, ist auch A =
(f_lt)te[o,T} ein monoton wachsender Prozess. Da K ordnungsstetig und A
monoton wachsend ist, gilt fast sicher, dass fiir alle t € [0,T") bzw. t € (0, T
die rechten und linken Grenzwerte

fltJr = léirtl A, bzw. A = lﬁ? A,
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existieren und die Menge {t € [0,T] : A;y # A} abzéhlbar ist (siehe
Lemma 3.4.3 und Lemma 3.4.4). Nach Defintion von A gilt

Y=Yy-A+M

und in Schritt 2 haben wir

&) = sfti?é@y‘*

festgestellt. Da M ein stetiger Prozesse ist, folgt daraus
ENE) =Yo— Ay + M, (t€][0,T))

und somit

ENO -V, =A — Ay (t€]0,T)),

Genauso erhalte

AEL(§) = E/() - lm E() = Ay — A (L € [0, T]).

Insgesamt ergibt sich mit A, > A; > A,_ folgende Gleichheit von Teil-
mengen von {27 bis auf Ununterscheidbarkeit

{£0(6) # Vi) = {Ary > A} C{A > A} = {AEL(€) # 0.

Da Y fiir jedes k € N ein reeller cadlag Prozess ist, existieren fir alle
k € N Folgen von Stoppzeiten (pé“) jen, die {AY® # 0} ausschopfen (siehe
[Nik06] S.354 Proposition 2.43), das heifit bis auf Ununterscheidbarkeit
gilt

{(wt) € Qr: A (E(€)" (w) #0} = U {(w, () :w e},

jEN

Als Graphen von F — B([0,T]) messbaren Funktionen, sind die Mengen
{(w,pg?(w)) :w € Q} offensichtlich P ® A-Nullmengen. Daher ist auch

{AE7 (&) # 0} = Upen{D (é’tg(ﬁ))k # 0} eine P ® A\-Nullmenge. Insgesamt

gilt also ~
€)=Y = lim Y" P® M s..

n—o0

Schritt 5 Nun konnen wir verifizieren, dass (£9(§), Z) tatséchlich (5.1)
erfiillen. Da der Generator kompatibel ist, gentigt es, fiir jedes k zu zeigen,
dass ((£9(€))", Z¥) (5.4) geniigen. Wihle zuniichst eine Menge B C F ®
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B([0,T]) mit P(B) = 1 so dass Z(w) = limy, oo Z™(w) und lim, o =
Y™ = EJ(¢) fiir alle (w,t) € B gilt. Fiir w € Q setze dann I(w) = {t €
[0,T] : (w,t) € B}. Nach dem Prinzip von Cavalieri existiert dann eine
Menge D € F mit P(D) = 1, so dass fir alle w € D A(I(w)) = T gilt.
Setze auflerdem
S:={weQ:VneNte[0,T]:Y">Y >,
Q={weQ:Vte0,T]: My(w) = Jim M (w)},
R={weQ:YneN,te[0,T]:(Y",Z")nen erfiillt (5.1)}.
Nach Schritt 2 des Beweises ist P(S) = 1, nach Schritt 3 P(Q) = 1 und
nach Bemerkung 5.1.3 P(R) =1

Im folgenden betrachten wir Ungleichungen fir w € DNQNSNR, s,t € I(w)
mit s < ¢. Aus Griinden der Lesbarkeit unterdriicken wir die Abhéngigkeit
von w in der Notation. k£ € N sei beliebig gewéhlt und wir setzen

(&))" = &% (¢).

Da g (hvu) erfiillt, erhalten wir aus Z; = lim,, oo Z* M-f.il.
s k(cg ~7n,k k(ecgk 74 £
lim inf g7’ (€7 (€), Z™") = g"(€77(¢), Z) M.

Da g auflerdem positiv ist, folgt daraus mit Fatous Lemma fiir alle 0 < s <

t
t

_ t _
liminf | gi(EP%(€), Z")du > / gh(EL*(€), Z¥)du. (5.54)

n—oo s

Daraus ergibt sich

t _ t _
ert [ ghiegt Zhyau+ [ Ziaw,

_ t ~ ¢

> lim sup (Y” - [ kst ey + [ Z{}’deu> . (5.55)
n—00 S S

Dabei ist (Y™, Z"),en eine Folge aus der asymptotischen konvexen Hiille

von (Y™, Z™")pen C A(§, g). Fiir alle n € N existieren also ein N > n und

AP >0,n<i< NPmit 2N A =1, 50 dass (Y", 2") = SN A (Y, Z7).

Da g (con) erfiillt, erhalten wir aus (5.55)
t _ t_
erk— [ ghieg, Zhau+ [ Zhaw,
S S

N™ ) t . t
> limsup 3° A7 (Yk— [ dkest zitsau+ | Z;”“qu>. (5.56)
i=1 S S

n—oo T
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Nehmen wir nun an, dass g (wac) erfiillt, so erhalten wir aus Y,»* > £9:*
fiir alle i € N und u € [0, T] sowie der Eigenschaft, dass (Y, Z%);cn eine
Folge von Superlésungen ist

t _ t_
erk = [ ghieg, Zhyau+ [ Zhaw,

N . t o 6
> lim supz AP <Y;’k - / gr Yk Z0RY du, / ZfL’deu)
S S

n—o0

i=1
ol ik k k
> lim su g MY = lim YV =&, (5.57
- naoopi:1 vt nsoo  t ¢ ( )

Fiir s,t ¢ I(w), konnen wir wegen A(I(w)) = T, Folgen (s, )neN, (tn)nen C
I(w) mit s, <t, (n € N)und s, | s, t,, | t wihlen. Ungleichung (5.57) gilt
dann mit s,, und ¢, fiir alle n € N. Da alle Prozesse in (5.57) rechtsstetig
sind, gilt (5.57) dann auch fiir s,t. Der Beweis unter der Vorraussetzung
(wac) ist damit abgeschlossen.

Falls wir (fal) statt (wac) vorraussetzen, erhalten wir aus (hvu) und Z =
lim, oo 2™, 9 = limy 00 Y™ A-fid.

t _ t _
timint [ by, 2Ry = [ ghent, 28
und damit
t _ t
g9k _ / GE(ES, ZF)du + / ZEdw,
S S

_ t _ t
> lim sup (YS”— / gh(ymk Zmky 4 / Zﬁ’deu). (5.58)
0 s

n—oo
Aus V" > Y fiir alle n,i € N mit n < 4, folgt aus (fal) auBerdem

t _ t L
- [ gt 2y = — [ gy, 20 du.
S

s

Da Z" eine Konvexkombination aus Elementen Z¢ mit i > n ist, ergibt
sich aus (5.58) wieder Ungleichung (5.57) und der Beweis geht von da an
analog weiter.

Insgesamt existiert unter den Vorausetzungen (kon), (hvu) und (wac) oder
(fal) ein Z € L% (Qp, S2(H; K)) mit (£9(€), Z) € A(E, g). Der Beweis ist
damit abgeschlossen.

a
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6 Hilbertraumwertige Superlosungen von
BSDEs mit Lipschitz-Generatoren

Die Argumentation in diesem Kapitels beruht grofienteils auf dem Artikel
[Pen99], in dem das hier vorgestellte Problem im reellwertigen Fall behandelt
wird. Wir werden hier wie schon in Kapitel 4 den hilbertraumwertigen Fall
untersuchen.

Die Situation sei dieselbe wie in Kapitel 4. Wir betrachten eine K-wertige
stochastische Riickwérts-Differentialgleichung der Form

T T
y;:g+/ gs(Ys,Zs)ds—i—(AT—At)—/ Z.dW,. (6.1)
t t

Dabei sind die Endbedingung & € L?(2, K), ein PR B(K)® B(S2(K; H)) —
B(K) messbarer Generator g : Qp X K X So(H; K) — K und ein monoton
wachsender cadlag Prozess A mit Ag = 0 gegeben. Wir betrachten den Fall,
dass g uniform Lipschitz ist, d.h. g erfiille folgende Bedingungen:

(H2.1) Es existiert ein > 0, so dass

lge(ys, 1) = ge(y2, 2l < 1 (Il = wellie + 21 — 22l s0a1:10))
fir alle (w,t) € Qr und alle (y1,21), (y2,22) € K x So(H; K)
(H2.2) Es gilt (w,t) — ¢(0,0) € LE(Qr, K).
Insbesondere folgt aus (H2.1) und (H2.2)
(w, ) = g:(Ys, Z4) € L%(Qr, K)
fiir alle Prozesse (Y, Z) € L%(Qr, K) x L%(Qr, S2(H; K)).

Wir erhalten folgenden Existenz-und Eindeutigkeitssatz.
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6.0.10 Satz. Sei &€ € L*(Q, K), A ein K -wertiger adaptierter monoton
wachsender cddlag-Prozess mit Ay = 0 und Ay € L*(Q, K) sowie g ein
Generator, der (H2.1) und (H2.2) erfillt. Dann existiert eine eindeutige
Losung (Y, Z) € (L*(Qr, K) N S(K)) x L*(Qp, S2(H; K)) von (6.1) mit

E [Z sup |Y¥)?| < oo. (6.2)

keN tE[O,T]

Beweis: Im Falle A = 0 folgt die Existenz und Eindeutigkeit einer eindeuti-
gen Losung (Y, Z) € L?(Q7, K) x L?(Qr, So(H; K)) aus [HP91]. Fiir nicht
verschwindendes A betrachte die Gleichung

8 T T
Yy = §+/ 9s(Ys — As, Zs)ds — / ZsdW, (6.3)
t t

Definiere nun g : Qp x K x Sa(H; K) — K durch §s(y, 2) := gs(y — As, 2).
Da A cadlag, also insbesondere progressiv messbar ist, ist § P ® B(K) ®
B(S2(K; H)) — B(K) messbar. Offensichtlich erfiillt § auch (H2.1). Da A
monoton wachsend und positiv ist, ist auch ||A||x monoton wachsend. Aus
Ar € L*(Q, K) folgt daher A € L%(Qp, K). Damit erfiillt § auch (H2.2).
Nach Definition von ¢ existiert wieder nach [HP91] eine eindeutige Losung
(Y,Z) € L*(Qr, K) x L*(Q7,So(H; K)) von (6.3) und (Y + A, Z) ist die
eindeutige Losung von (6.1). Die cadlag-Eigenschaft des Werteprozesses
lasst sich direkt aus der der Gleichung ablesen.

Um (6.2) zu zeigen, sei (Y, Z) die eindeutige Losung von (6.1). Betrachte
zunichst ein beliebiges k € N. Da A¥ monoton wachsend ist, gilt

[

Daraus erhalten wir mit Holder-Ungleichung, Doobscher Maximalunglei-
chung und Ito-Isometrie fiir ein C' > 0

gf(YS, Zs)|ds + sup

t€[0,T]

T
sup [V < ¢4+ |
t€[0,7) 0

T
E[sup !Y’“l]<0\£’“up +0EV !gf(}@,zs)!?ds]
0

t€[0,T]
T
+CE/ 1Z52,ds | -
0
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Mit monotoner Konvergenz ergibt sich schliefllich

E [Z sup |YF?| < CllellZ2 0,100 + Cllge (Yo, Zo)lI22 00 1)

kLeN te(0,T

+ Cl 2220y 50115

Nach den Voraussetzungen (beachte insbesondere (H2.1), (H2.2)) sind alle
Normen auf der rechten Seite der Ungleichung endlich. Damit erfiillt Y
(6.2). O

Wir fixieren nun ein g, dass (H2.1), (H2.2) erfillt. Dazu betrachte eine
Folge von Superlésungen (Y, Z%);en C L2(Qr, K) x L% (Qr, So(H; K)), die
jeweils folgende Gleichung erfiillen

) ) T o ) ) T
V= [ gV Zids+ (A - A) - [ Ziaw,.  (64)
t t
Dabei gelte (£9);eny C L%(€, K). und die Folge (A%);cn geniige folgender

Bedigung:

(H3.1) A?ist stetig monoton, wachsend mit A* = 0 und A% € L*(Qr, K)
(1 € N).

Weiterhin erfiille (Y*);ey C L% (4, K) folgende Bedingungen:
(H4.1) Fiir alle i € N gilt V™! < Y} fiir alle ¢ € [0, T, f.s. und

E [Z sup V|

< 0.
keN t€[0,T]
(H4.2) Es existiert ein Y € L% (7, K) mit
B3 sup V2| < oo,
kEN tE[O,T}

so dass Y}! — Y; (i — oo) fiir alle ¢ € [0, 77, fs..

Unser Ziel ist nun, zu zeigen, dass auch Y der Werteprozess einer Super-
l6sung von (6.1) ist. Wegen (6.2) aus Satz 6.0.10 ist Bedingung (H4.1)
notwendig dafiir. Zunachst betrachte folgende einfache Resultate.
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6.0.11 Bemerkung. Es ldsst sich unmittelbar aus der Gleichung ablesen,
dass die Stetigkeit der A’ die Stetigkeit der Y impliziert. Dariiberhinaus
folgt aus (H4.1) und (H4.2) auch

1Y Nl 2005 < 1Y N z20p k) + 1Y 22000 1) < 00-
Mit majorisierter Konvergenz gilt deshalb
1Y* =Yl r20p00) = 0 (i — 00). (6.5)

Fiir jede Stoppzeit 7 € T erhélt man

B|Y|[%] <E [ sup ||V} [|%
t€[0,T]

<E [ sup (2] V| + 2HYtH%<)] < oo.

te[0,T
Damit ergibt sich erneut mit majorisierter Konvergenz

1Y? = Yrllzz@i) = 0 (i = o0). (6.6)
Um zu bewiesen, dass Y tatsédchlich der Werteprozesse einer Superlésung
ist, bendtigen wir zundchst zwei Lemmas aus [Pen99] fiir den reellen Fall.

6.0.12 Lemma. Sei A ein monoton wachsender reeller cidlag Prozees mit
Ao =0 und Ar € L3(2). Dann existieren fiir alle €,6 > 0 ein N € N und
eine Familie von Stoppzeiten (oy,7)1<i<n C T mit0 <o, <7 (1 <1< N),
so dass

(i) (05, 7] N (03,7:) =0 fiir alle 1 < i,j < N, i # j,
(i1) YL Bl — o] > T — e,

(m) Z{il E [Zte(amd AAt} <o

Beweis: Siehe [Pen99] (S.481, Lemma2.3) O

6.0.13 Lemma. Fir alle i € N sei z; : [0,T] — R cadlag mit x;(t) <
xiy1(t) fur allet € [0,T). Auflerdem existiere ein x : [0,T] — R, so dass fiir
alle t € [0,T] z;(t) — z(t) (i — o0). Desweiteren gelte x = b — a fiir eine
cadlag Funktion b und eine monoton wachsende Funktion a mit a(0) = 0.
Dann sind auch x und a cidlag.

Beweis: Siehe [Pen99] (S.481 Lemma 2.2) O

Es lasst sich leicht folgern, dass dies auch fiir den K-wertigen Fall gilt.
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6.0.14 Korollar. Fir alle i € N sei x; : [0,T] — K cadlag mit x;(t) <
xir1(t) fir alle t € [0,T). Auferdem existiere ein x : [0,T] — R, so dass fir
alle t € [0,T] x;(t) — x(t) (i — o0) in K. Desweiteren gelte x = b — a fiir
eine cidlag Funktion b : [0,T] — K und eine monoton wachsende Funktion
a:1[0,T] - K mit a(0) = 0. Dann sind auch a und x cadlag.

Beweis: Es gentigt offensichtlich zu zeigen, dass a cadlag ist. Da a mo-
noton wachsend ist, existieren nach Lemma 3.4.3 die rechten und lin-
ken Grenzwerte von a. Es bleibt also zu zeigen, dass fir alle t € [0,7)
a(t) = limgy as =: a(t+) gilt. Fir jedes k£ € N erfiillen z¥, a* die Vorau-
setzungen von Lemma 6.0.13. Das heifit a* ist cAdlag. Damit ist fiir alle
t €[0,7) und k € N a*(t+) = a*(t), also a(t+) = a(?). 0

Zunéchst betrachten wir den Fall, dass g nicht von Y oder Z abhangt. Das
heifit wir betrachten eine Folge von Prozessen der Form

. . T ) ) T
Vi=Yi+ [ gids+ (4 - A - [ Ziaw.,
t t

Dies ist offensichtlich dquivalent zu der vorwérts Formulierung

. . t ) t
w:m7/¢¢74+/4wm (6.7)
0 0
Wir erhalten folgenden Satz.

6.0.15 Satz. Sei (Y');en C L%(Qr, K) eine Folge, die (H2.1), (H2.2)
erfillt, und (A");en C L%(Qr,K) eine Folge, die (H3) erfiillt. Aufer-
dem seien (g')ien C L%(Qr, K) und (Z%)ien C L%(Qr, S2(H, K)) jeweils
beschrinkt. Fir alle t € [0,T] gelte

. . t ) t .
wzm—/¢@—4+/&mg (6.8)
0 0

Dann existieren ein ¢° € L%(Qr,K), ein monoton wachsender adap-
tierter cddlag Prozess A mit Ag = 0 und Ar € L*(Q, K) sowie ein
Z € L%(Qr,S2(H; K)), so dass

t t
n:m-/ﬂm-m+/4m& (6.9)

0 0
Dariiberhinaus konvergiert (Z*);en fiir alle p € [1,2) in L% (Qp, S2(H, K))

gegen Z.
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Beweis:

Da (¢")ien bzw. (Z%);en in L% (Qr, K) bzw. in L%(Q, So(H; K)) beschréinkt
sind, existieren Teilfolgen, die wieder mit (g*);en bzw. (Z¢);en bezeichnet
werden, und ¢° € L% (Qr, K) bzw. Z € L%(Qr, S2(H; K)) mit g' — g bzw.
Zt— Z.

Sei 7 € T beliebig. Die Abbildungen
X / X dWs, LiE(Qr,So(H; K)) — L2(Q, K)
0
o / fuds, L%(Qp, K) — L2(Q, K)
0

sind linear und stetig. Also erhalten wir die schwachen Konvergenzen

/ggds—\/ ¢°ds, /Z;dWsé/ ZdW,
0 0 0 0

in L2(Q, K). Nach Bemerkung 6.0.11 gilt Y — Y, in L2(Q, K). Damit
konvergiert

AL =-Y!'+Y] —/0 g'ds +/0 ZedW
in L2(€2, K) schwach gegen

AT:—YT+YO—/ ggds+/ Z.dW..
0 0

Insbesondere erhalten wir fiir alle B € F und k € N
/ 1pA*dP — / 15A%dP (6.10)

in K. Da fiir alle i € N A’ ein monoton wachsender Prozess ist, gilt fiir
zwei Stoppzeiten 0,7 € T mit o < 7 stets ALF < ALK, Mit (6.10) folgt
daraus A% < AF. AF ist also monoton wachsend. Da dies fiir alle k € N
gilt, ist auch A monoton wachsend. Ay = 0 sowie Ar € L?(Q, K) folgen
direkt aus der Definition von A. Y ist also tatsdchlich von der Gestalt
(6.9). Da — [ g%ds+ [ Z;dWj ein stetiger Prozess und A monoton wachsend
ist, ergibt sich aus Korollar 6.0.14, dass A und Y céddlag Prozesse sind.
Beachte weiterhin, dass Y als Grenzwert von (Y*);cy eindeutig bestimmt ist.
Daher ist nach Satz 6.0.10 Z in der Darstellung (6.9) eindeutig bestimmt.
Das heifit jede schwach konvergente Teilfolge der urspriinglichen Folge
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(Z");en konvergiert schwach gegen dieses Z. Damit konvergiert aber die
urspriingliche Folge und nicht nur eine Teilfolge schwach gegen Z.

Es bleibt noch zu zeigen, dass (Z*);en fiir p € [1,2) sogar in LP(Qr, K) gegen
7 konvergiert. Dazu zeigen wir, dass (Z¢);en bzgl. des Mafies P® \ gegen Z
konvergiert. Da (Z%);ey in  L?*(Qpr,K) beschrinkt ist, ist
(112 = Z||% )ien fiir alle p € [1,2) in LI(Qr, K) mit ¢ = % > 1 beschrankt.
Damit ist || Z° — Z||%, nach Lemma 2.1.24 uniform integrierbar und mit Lem-
ma 2.1.23 folgt dann [|Z* — Z|| s, k) — 0 (i — 00) aus der Konvergenz
beziiglich des Mafles.

Setze zuniichst M := [ Z'dW, und M := [ ZdW. Dann gilt fiir alle i € N
und k € N

yik _yk = yik oyl /gi,k — Ok ds — (AWK — AR) 4 M — MF
Da A"* und A*¥ monoton wachsende Prozesse sind, ist
gk .— /gi,k _ Okds 4 APk AK

ein Prozess von endlicher Variation. Da Y* (6.8) und Y (6.9) erfiillt, folgt
aus Satz 6.0.10 auBerdem

< 00.

E [ sup |Yi’kYk|2] < 2K Z sup |Yti’l|QqL sup |YY?
te[0,7) leN t€[0,T] te[0,7)

Damit erfiillt Y** — Y* die Voraussetzungen von Lemma 5.3.6. Somit
erhalten wir fir jede Stoppzeit 7 € [0, T

B| [M12i - 28| = [yt - v, g, - (- )’
0

2
L*(9)

E| % (o) n

s€(0,7]

2B | (@ - v,

Betrachte zunéchst den Integralprozes (fg YslidSé’k)te[O o Da S** von

endlicher Variation ist, stimmt dieser Prozess mit dem pfadweisen Lebesgue-
Stieltjes-Integral iiberein. Nun ist nach Voraussetzung A%* stetig. Da auch
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[ g%k — g**ds stetig ist, folgt AS?F = —~AA*. AuBerdem erfiillt Y (6.9)
und M sowie [ gsds sind stetige Prozesse. Daraus folgt

AYF=YF—vE =AF —AF = —pAF = ASHE (te[0,T))

Weiterhin sind die Unstetigkeitsstellen von A¥ und damit auch jene von
Y* abziihlbar (Siehe Lemma 3.4.4). Daraus erhilt man fiir ¢ € [0, 7]

t ) t . t .
/ Yk dsik — / vhdgik — / AYFdgiH
0 0 0

t i .
- / YrASH — 3 AYFASHE
0 s€(0,t]

t ) 2
- /0 vEdsi — 3 (nak)

s€(0,¢]

(6.12)

Diese Gleichheit gilt im Sinne ununterscheidbarer Prozesse. Da Y** nach
Voraussetzung stetig ist, ergibt sich somit aus (6.11)

B| ["12i% - 24| = Vi - VA, o - (0 - )
-B| ¥ (a(a)
s€(0,7]

oe | (i -y - g2 (O
0

- ) ‘
+2E /0 yyvk—yjdAg’f]

—2F /0 yik deA’;]
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Damit bekommen wir fiir zwei beliebige Stoppzeiten o,7 € T mit o < 7
f.s.

T . . 2 . 2
ik 7k|2 — ik vk o ik vk
E |:/0' ||Zs Zs||H’dS:| ‘YT YT L2(Q) HYO' YO"LQ(Q)
2

+E| > (n4h)
s€(o,7]
i T . .

28 | [M vt - gt
LJ O

+2E Yk — YS’“dA’;’“}
|/ (o7]

—2E Yik — Ys’fdA’;]
|/ (o7]

Da A%* ein monoton wachsender Prozess ist, ist dA"* pfadweise ein (posi-
tives) MaB auf [0, 7). Mit Y;** — Y} < 0 fiir alle ¢ € [0, T] folgt daraus

/ Yok —yEdAik < 0
(0,7]

Insgesamt erhalten wir folgende Abschitzung (beachte, dass auch dAF ein
(positives) Maf} auf [0, 7] ist)

2
L2(Q)

3 (AA§)2

s€(o,7]

T
i,k kil 40,k k
2B | [Tk - vHlgit - gt

o

T . .
B| [[12:¢ - Z8fpas] < [y - v

+E

(6.14)
28 [ |- Ys’“|dA’;]
(o,7]
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Da dies fiir alle k € N gilt, folgt mit monotoner Konvergenz

T , . 2
E U |z - ZSH?SQ(H;K)ds] < ’ Yi_Y.

T L2(Q,K)

2
> % (AA’;)
keN se(o,7]

2 | [Ty = Vil bk — o8l

S [ it vhdal
ken ’ (:7)

+E

(6.15)

+2E

Aus der Beschrinktheit von (¢°);en in L2(Qr, K) und ||Y? — Y2k — 0
(i — o0) (siehe (6.5), Bemerkung 6.0.11), folgt

T 4
B V <D/;—Y5|,|g;—gg|>}<d5] 50, firi—oo.  (6.16)
0
Da (Y?);eny (H4.1) und (H4.2) erfiillen, gilt |Yi* — YF| < |YIE — YF|

(i,k € N). Wegen YF — YF (i — oo) fiir alle s € [0,T] k € N, f.s, folgt
daraus mit majorisierter Konvergenz fiir alle k € N

T
/ Y+ — VAR =0 fs. (i = o0).
0

Aus (H4.1) und (H4.2) folgt zudem

T
Y [ it vhaal
ken 0

(v

Wenden wir nochmals majorisierte Konvergenz an, erhalten wir deshalb

T
B|Y [ v - vaal
keN 0

Y sup [V v
keNsG[O,T}

bl
) HATHLQ(Q,K) < 0.

— 0, firi— oo. (6.17)

Mit (6.5), Bemerkung 6.0.11 gilt auflerdem

Y -Y;

T

2
K} — 0, fiir i — oo. (6.18)

114



Wiire Y und damit A stetig wiirde aus (6.15) nun Z* — Z in L?(Qr, So(H; K))
folgen. Da dies im allgemeinen jedoch nicht der Fall ist, miissen wir statt-
desssen Lemma 6.0.12 benutzen.

Seien nun €, > 0. Nach Lemma 3.4.5 gilt

E[Z > (248 < B4l < .

keN s€(0,T]

Das heifit es existiert ein L € N mit

E [Z > (aar)

k>L s€(0,T)

Aus den Konvergenzen (6.16), (6.17), (6.18) ergibt sich die Exsitenz eine
lp € N, so dass fur alle 7 > [

4 2 A .
Bl vl ] +e|f <|w—m,|g;—98>;<ds]
, 4]
+E Z/ ik yRgal| < €
kGN (OvT] 8
Mit (6.15) erhélt man also
T ik k|2 e
B / S N1Zik — ZEfds| < S izl
O k>L
Daraus ergibt sich wiederrum
ik k2 0 €
PoX| Y |z —ZS||H,25 <3 izl (6.19)
E>L

Fiir k < L, existieren nun nach Lemma 6.0.12 jeweils ein N* € N und eine

Familie von Stopzeiten (o%

k : k k
T T ) 1<j<ne mit of < 77 und

(i) (oF, 7810 (oF, 7] = 0 fir alle 1 < i* < j* < NF,

.o k €
(ii) Z{i1 E[le — alk] >T— 47,
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(111) Z{ikl E |:ZSE(O’ Wl AAk] 15?2 :

Aus (6.14) sowie den Konvergenzresulaten (6.16), (6.17), (6.18), folgt die
Existenz eines [, € N mit

Nk 9 s
ZEV |Zi* — Zf||%{,ds]§ZE > (AA’;’) +ﬁ, (i > I)

Jj=1 s€(ok,T

also mit (iii)

ZE[/ 125 28 s | < oy (=) (6:20)

Damit ergibt sich
N ) €
Pax(Uehrdin{izit - 282 5} < 5 az )
20 2L, AL

Aus (i) und (ii) erhalten wir zudem

Nk:
k _k €
P®)\<U(O’J,TJ]) ZT_E'

=1
Insgesamt bekommen wir

P®)\<|Z§k zZF > 0 >

2L
NF 5
<pex|Uehrin{izit - 24> o7
j=1
Nk
+T—-P®A U(Uf,TJk]
j=1
<= (1 > 1x)
ap> V=

Setze nun | = maxo<p<x . Dann gilt fir ¢ > {
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PoA(12] = Zold, ) > 6) < P@A ( S 1z = ZF ) > 2)
k>K+1

K
A )
P ||zbk — zF 2,>)
+k§:1 ® (II s SIIIIH_QK

K
€ €
< — _ =
2+kZ:12K ¢

Da €, > 0 beliebig gewihlt waren, gilt also tatsichlich Z° — Z bzgl. des
MaBes P ® A\. Mit der Beschrinktheit von (Z%);en in L%(Qr, S2(H, K))
folgt daraus wie oben schon angemerkt die Behauptung.

Nun kénnen wir das Hauptresultat dieses Kapitels formulieren.

6.0.16 Satz. Sei g ein Generator, der (H2.1),(H2.2) erfillt. (€");en C
L?(Q, K) eine Folge von Endbedingungen und (A%);en eine Folge von Pro-
zessen, welche (H3) erfillt. Fir alle i € N sei (Y, Z%) € L%(Qr, K) x
LE(Qr,S2(H, K)) die Lésung von (6.4). (Y);en konvergiere dabei gemdfs
(Hj.1),(H{.2) gegen ein' Y € L%(Qr,K). Dann existieren ein monoton
wachsender cadlag Prozess A mit Ay = 0 und Ar € L*(Q, K) sowie ein
Prozess Z € L%(Qr,S2(H, K), so dass

T T
Yt:YT+/ gS(YS,ZS)ds+AT—At—/ Z.dW,. (6.21)
t t

Um dieses Resultat mit Hilfe von Satz 6.0.15 beweisen zu kénnen, benétigen
wir zundchst folgendes Reusltat

6.0.17 Lemma. In der Situation von Theorem 6.0.16 sind (A");en bzw.
(ZYien in L2(Qr, K) bzw. L*(Qr,So(H; K)) beschrinkt.

Beweis: Beachte zunéchst, dass 6.4 zur vorwérts Formulierung

. , t . ) t .
V=Y - [ (i Zds - A [ Ziaw,
0 0
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dquivalent ist. Sei ¢ € N beliebig. Nach Bemerkung 6.0.11 und (6.2) existiert
ein v > 0 mit

B[S sup V4P
kEN te[0,T

<2E |3 sup [P+ VAP <
kGNte[O’T]

Zunéchst erhalten wir mit der Lipschitzstetigkeit von ¢ (siehe (H2.1))
folgende Abschétzungen fiir A%,

) . ) T ) .
AT & < Yo llx + Y7l x +/0 1Yk + 1 Zgll sy 1)) + 1195(0,0) [ x ds
T
/ Zidw,
0

Daraus folgt mit der Holder Ungleichung und der Ito-Isometrie

+

K

|4l 20, 50) < 237 + VTl9(0,0)ll 227 10) + 1V T
+ VTN Z| 120y sorr:)) + 1 2| L2 (0 82 (1K)

woraus
AT Z20.50) < C1 + allZ° 720 5y (a0 (6.22)
fiir ein Cy = C1(v,T, g, ) und ein o = a(p, T') > 0 folgt.

Sei nun 4, k € N beliebig. Dann erfiillt Y** die Voraussetzungen aus Lemma
5.3.6. Unter Beachtung der Stetigkeit von A»* ergibt sich daraus

T
Bl 1z
0

lzﬁl’dS] = Y7 2y — Yo"

T o
+2E / Yikgk(vi z)ds| + 2E
0

T )
/ Y*Sz,de?k‘| )
0

Mit der Abschétzung

ik
AT

[ 4 4
/ }/sz,de;,k < sup ’Yz,k
0 s€[0,T7]
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folgt

1Z7* 13200 5y < 1Y 7* 11220 + 2B

I

+2E l sup |Y”’“|AEI] .
s€[0,7

k(Y2 Z%)|d5]

Mit monotoner Konvergenz ergibt sich weiter

12117200 s arxy) < NY IT20,) + 2B

T . . .
/ <m\gs<ng>r>f<ds]

+2E sup |YF| AL

keN s€ [O,T]

Mit der Lipschitz-Stetigkeit von g sowie der Ungleichung von Cauchy
erhalten wir daraus

L (12
1Z* 22 80 (H:K))

" 4
< v+ 2aE [Z sup |YtZ 1| + a“AlT|’%2(Q,K)

keN t€[0,T]

[T . ) .
+28 | [ 1Yl (Y2 + 122 s20000) + 19200, 0) 1) ds]

1
<yH+ 2074 - %0 ||ATHL2 (2,K)

v oo
28 | [ IR + {12 + 0.0 et

Durch Umstellen und Zusammenfassen aller in 7 beschrankten Terme
bekommen wir schliellich

122122 0 sa(11:10)) < C2 t 5 ||A 1720,5)- (6.23)

fiir ein Cy = Co(y, a, p, g) > 0. Eingesetzt in (6.22) folgt somit

4132 0,1 <01+a(02+ 45132 0,1 )

<C+3 HA 720,7)-
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(AL)ien ist also beschrinkt in L?(Q, K). Nach (6.23) ist auch (Z%);en
beschrinkt in L*(Qr; So(H; K)).

a

Nun konnen wir Theorem 6.0.16 beweisen.

Beweis: Fiir i € N setze g% := g5(Y?, Z). Nach Lemma 6.0.17 ist (Z);en
in L?(Q7, So(H; K)) und nach Bemerkung 6.0.11 ist (V;);en in L2(Qr, K)
beschrankt. Aus (H2.1) und (H2.2) folgt

19° 1220 10) = 190 (Ve Zi)l 2000756
< pllY' L2, i) + 1271 2200 80 (1)) + 11900, 0) || 22, ) -
Also ist auch (g%);en in L?(Qr, K) beschriinkt. Nach Satz 6.0.15 existieren

dann ein monoton wachsender cidlag Prozess A mit Ay € L?(2, K) und
Ayg =0, ein ¢° € L%(Q7, K) und ein Z € L%(Qr, So(H; K) mit

t t
Yt:YO—/ ngs—At—F/ ZsdWs.
0 0

zu zeigen bleibt also noch ¢? = g,(Ys, Zs). Nach Bemerkung 6.0.11 konver-
giert (Y%);en in L2(Qr, K) gegen Y. (Z%);en konvergiert nach Satz 6.0.15
in LP(Qp,S2(H; K)) gegen Z fir p € [1,2). Damit folgt fiir p € [1,2) aus
der Lipschitz-Stetigkeit von g auch

g6 (Y, Z) = go(Yes Zo) Lr(ap. i) — 0, (i = o)
Da ¢° bereits der L?(Qr, K )-schwache Grenzwert einer Teilfoge von (g%);en =

(9e(YZ, Z%))ien ist (siehe Satz 6.0.15), gilt also tatsichlich ¢° = ¢(Y, 2).
a
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