A Einiges iiber Algebren

Bisher hatten wir uns mit Vektorrdumen und ihren Homomorphismen beschéftigt.
Wir wollen nun Vektorrdume untersuchen, die noch eine weitere Struktur, herriih-
rend von einer weiteren Operation “Multiplikation” tragen. Wir kommen so zum
Begriff der “Algebra”, der schon in Kapitel Z angeklungen ist.

Definition A.1 (K-Algebra mit Eins) Eine K-Algebra mit Eins besteht aus ei-
ner Menge A mit zwei ausgezeichneten Elementen 0, e, einem Koérper K und Ope-
rationen: “Addition” + : Ax A — A, “Multiplikation mit Skalaren” a- : K x A — A,
“Multiplikation in A” - : A x A — A, sodal gelten

Al: (A,0,+, ) ist K-Vektorraum,

A2: /\x,y,zeA (55 Y)z=x- (y - z) (assoziativ)
A3 Noyzea(@ty)-z=a-24y -2 x-(y+2)=z-y+a-z (distributiv).

A4: /\aEK /\m,yeA Oé(x : y) = (O['I) : y =T (Oly)
Ab5: N\ycae-x=1z-e=x (e Einselement).

Das Wort “Algebra” bezeichne im ganzen Kapitel stets ein K-Algebra mit Eins-
element, verschiedene gleichzeitig betrachtete Algebren haben den selben Grund-
kérper. Das Operationszeichen - fiir die Multiplikation werden wir im allgemeinen
weglassen oder auch durch spezielle Zeichen wie ® oder A ersetzen.

Beispiele fiir Algebren sind etwa der Korper K selbst, die Polynomalgebra K[X],
die n x n - Matrizen K"*".

Homomorphismen sind Abbildungen, die die algebraische Struktur respektieren.
Somit ergibt sich als sachgerechte Begriffsbildung folgende

Definition A.2 (K-Algebra-Homomorphismus) Es seien A, A’ Algebren mit
Einselementen e bzw. ¢ und ¢ : A — A’ eine Abbildung. Dann heifst © ein Algebra-
Homomorphismus, wenn gelten

(i) o ist Homomorphismus fiir die Vektorrdume A, A',
(ii) N, yea(@-y) = (@) oY),
(iii) p(e) = €.
Die Gesamtheit der Algebra-Homomorphismen ¢ : A — A’ bezeichnen wir mit A —

Hom(A, A"), wihrend Hom(A, A’) fiir die Vektorraum-Homomorphismen reserviert
bleibt.

Betrachten wir Algebren und deren Homomorphismen, so kénnen wir natiirlich
auch von der Multiplikation absehen und landen dann bei Vektorrdumen und deren
Homomorphismen. Somit bleibt (fast) alles iiber Vektorriume Gesagte auch fiir
Algebren anwendbar.

Wir konnen hier nur wenige Aspekte von Algebren untersuchen. Zunéchst kon-
struieren wir uns das Urbild aller Algebren, die freie Algebra. Hieraus gewinnen
wir einmal die Verallgemeinerung der schon in Kapitel Z betrachteten Algebra der
Polynome, nun fiir mehrere Variable. Zum anderen benutzen wir diese freie Alge-
bra, um tiefere Einsichten {iber die schon im Zusammenhang mit Determinanten
aufgetretenen multi-linearen Abbildungen zu gewinnen.
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Definition A.3 (Freie Algebra)

Es sei A eine Algebra, B eine Menge. Dann heifit A freie B A
Algebra iiber B, wenn es eine Funktion n : B — A gibt, sodafs \
gilt: Zu jeder Algebra A’ und jeder Funktion \ : B — A’ gibt " ] A
es genau einen Algebra-Homomorphismus ¢ € A — Hom(A, A") -7
mit pon =\ A

Ersetzt man hier {iberall “Algebra” durch “Vektorraum”, so geht diese Definition
in die des freien Vektorraumes iiber.

Wir hatten gesehen, daft jeder Vektorraum frei ist. Fiir Algebren ist dies falsch!
Ein Beispiel ist etwa die R-Algebra der reellen 2 x 2-Matrizen: A := R?*2. Wir
zeigen, daR es iiberhaupt keinen Algebra-Homomorphismus ¢ : R?*? — A’ := R
gibt, wihrend ein solcher ja bei einer freien R-Algebra vorhanden sein miifste.

Dazu betrachten wir in R?*? die vier Matrizen:

10 0 1 00 0 0
El'_(o 0)’ E2'_(0 0)’ E3'_(1 0)’ E4'_(o 1)’

1 1
1:=( 0)=E1+E4, J:z(O )=E2+E3.

ferner

0 1 1 0

Es ist I das Einselement im R?*2, ferner haben wir
J-J=1 FE-Ey=F-E3s=Fy-FE; =0.
Wiire nun ¢ : R?*? — R ein Algebra-Homomorphismus, so miifite folgendes gelten:
0=¢(0) = (Er - Ea) = (Er) - p(Es).
Also miifste einer der Faktoren verschwinden, etwa ¢(F4) = 0. Dann wére aber
1=o(I) = @(E1 + Ea) = ¢(E1) + p(E4) = @(E1), dh. o(Ey) = L.

Nun ist Fy - E5 = Ey - E1 = 0, also ¢(E1)p(E3) = p(E2)e(E1) = 0 und wegen
©(F1) = 1 wire also p(F2) = ¢(E3) = 0. Dann wére aber auch ¢(J) = ¢(F2 +
Es) = o(E2)+p(F3) = 0, was zu folgendem Widerspruch fithren wiirde: 1 = (1) =
(T - T)=9(T) e(T) =0.

Hatten wir oben ¢(FE;) = 0 angenommen , hétte dies den selben Widerspruch
ergeben.

Ehe wir freie Algebren konstruieren, zeigen wir die Eindeutigkeit.

Satz A.4 Je zwei freie Algebren iiber der selben Menge B sind isomorph, die zuge-
hoérigen Funktionen n,n' stets injektiv. Damit kénnen wir insbesondere stets B C A
annehmen.

Beweis: Wir benutzen nochmal die schon 6fter bei universel-
len Eigenschaften angewendete Schlufiweise: Es seien A, A’ frei B

iiber Bund n: B — A, n' : B — A’ die zugehorigen Funktio- / X,
nen. ,
©

A ist frei. Wihle ) := 7. Dies liefert einen Algebrahomomor-
phismus ¢ € A — Hom(A, A") mit pon =1'. A S A
A’ ist frei. Wahle A := 7). Dies liefert einen Algebrahomomor- ®
phismus ¢’ € A — Hom(A’, A) mit ¢’ o/ = 1.

Dann ist ¢’ 0o p € A — Hom(A4, A), po ¢’ € A—Hom(A’, A’) und

opon=y¢on =n gopon =pon=1.
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Nun wihlen wir in Definition A.3 als A’ gerade A und A = 7. Dann gibt es genau
einen Homomorphismus ¢ € Hom(A, A) mit ¢ o = 7. Der Homomorphsmus ¢’ o ¢
erfiillt dies, ebenso id 4 . Also ist ¢’ oy = id 4 . Durch Rollentausch folgt vollig analog,
dafl auch p o ¢’ =idys ist und somit ¢ und ¢’ zueinander inverse Isomorphismen
sind.

Nun sind also ¢ und ¢’ Isomorphismen mit ¢’ on’ =71 und pon = 7’. Ist somit
71 injektiv, so notwendig auch 7’ und umgekehrt. Bei der folgenden Konstruktion
werden wir eine freie Algebra iiber B mit injektivem 1 konstruieren. Somit miissen
stets diese 7 injektiv sein. O

Konstruktion einer freien Algebra

Zu einer Menge B sei B" := {w = by...b, | b; € B} die Menge aller Folgen
der Lange n aus Elementen von B. Wir setzen B* := |-, B". Insbesondere fiir
endliche Mengen B nennt man B* auch die Menge aller Worte {iber dem Alphabet
B. Fiir n = 0 erhalten wir die “leere Folge” € € B*.

In B* ist auf natiirliche Weise eine Multiplikation * durch das Hintereinander-
héngen von Folgen gegeben:

by...bpx by .. b i=by...byb) .. 0.

Dabei ist offenbar die Linge der Produktfolge die Summe der Liangen der Fakto-
ren. Man sagt auch, daff (B*,*,¢) ein “Monoid” sei. Beachten Sie, dafl B* immer
mindestens das Element ¢ enthilt, auch im Falle B = (.

Wir bilden nun den freien von B* (nicht nur von B!) erzeugten Vektorraum
A(B). Seine Elemente sind alle endlichen Linearkombinationen der Elemente der
Basis B*, (schauen Sie notfalls nochmal nach Definition und Satz Q.14!), d.h.

A(B) = z:Z Z . b, 01 .. by

n=0by,....b,€B

oder dquivalent geschrieben

A(B) = {xi > aww}.

n=0weB"

Die Raume

An(B) == {x = Z aww} = span(B"™)

weBn

sind offenbar freie von B™ erzeugte Unterrdume von A(B), auf die die Situation von
Satz Q.13 pafit. Wir halten diese fest als

Lemma A.5 B" ist Basis von A, (B),

A(B) = @, e An(B),

speziell sind

Ao(B) ={zx =« €| a € K} = K der Grundkérper und

A1(B) ={x =) pcpap-b| ay € K} der freie von B selbst (nicht B*!) erzeugte
Vektorraum.

Die Réume A, (B) heiffen “homogene Raume vom Grad n”, ihre Elemente “homogen
vom Grad n”.
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In A(B) erkiren wir nun eine Multiplikation ® : A(B) x A(B) — A(B) durch

(Z aww> ® < > a@w’) =1 Y owd,w |,

weB* w'€B* w,w €B*

wobei ww’ die oben definierte Multiplikation * in B* also das Hintereinanderhingen
der Folgen w,w’ bedeutet. Damit ist insbesondere fiir w,w’ € B* : w @ w' =
ww’. Rechnen sie selbst nach, dafs die eben definierte Operation ® assoziativ und
distributiv ist und ¢ als Einselement hat. Dagegen ist ja, wenn B wenigstens zwei
Elemente by, by besitzt, dann b1bs # byby, d.h. diese Operation ist im allgemeinen
nicht kommutativ.

Wir fassen zusammen:

Satz A.6 Es seien B eine Menge, B™ die Folgen der Linge n iiber B und B* =
U,—, B", ferner A(B) der freie Vektorraum iiber B* und A, (B) die von B" er-
zeugten (homogenen) Unterrdume von A(B). Dann ist A(B) = @,y An(B).

Mit der eingefiihrten Multiplikation ® wird A(B) zu einer Algebra mit Einsele-
ment ¢, dem einzigen Element von B°. A(B) enthélt den Grundkdrper K = Aq(B)
den freien von B erzeugten Vektorraum A;(B) und damit natiirlich auch B selbst.
Aus der Homogenitit der Unterrdume und der Definition der Multiplikation folgt
zudem

An(B) ® Ap(B) C Anym(B).

Diese Algebra A(B) erweist sich nun als freie Algebra. Genauer gilt

Satz A.7 Mit der durch die Inklusion B C A(B) definierten kanonischen Funktion
n:B — A(B): n(b) =0b(be B) ist A(B) freie Algebra iiber B.

Beweis: Sei A’ irgend eine Algebra, A : B — A’ eine gegebene Funktion. Gibt
es tUberhaupt einen Algebra-Homomorphismus ¢ : A — A’ mit p oy = A\, fir
den also fiir alle b € B stets ¢(b) = A(b), so muf fir alle x,y € A gelten, daft
oz ®y) = o(x)p(y). Somit ist insbesondere fiir w = b; ® ... ® b, € B* dann
olw) = b1 @ ... @ by) = @(b1) - ... @(by) = A(b1) - ... - A(b,), und da e das
Einselement von A(B) ist ist auch ¢(e) = €', also das Einselement von A’. Folglich
muf ¢ auf B* folgende Werte annehmen:

wle) =€, p(b) = Ab), @(by---by) =Ab1) ... - A(bn), (b,b1,...,b, € B).

Da A(B) der freie Vektorraum iiber B* ist, 146t sich diese Vorgabe auf genau eine
Weise zu einem Vektorraum-Homomorphismus ¢ : A(B) — A’ fortsetzen. Der ist
dann aber auch schon ein Algebra-Homomorphismus; denn auf B* ist ¢(w)-p(w’) =
p(ww’) und somit

A ) o) = (2 ewp(w) - (Sl
—Zawa rp(w Zaw ' ro(ww”)

Z ot ww') < Zaww (Z aﬁ,,w’))

Damit ist ein ¢ € A—Hom(A(B), A’) mit ¢ on = A gefunden und die Konstruktion
zeigt, daf es nur diesen einen geben kann. Die benutzte Funktion 7 war die Einbet-
tung von B € A(B) und damit trivialerweise injektiv. Also ist auch Satz A.4 jetzt
vollstindig gezeigt. O
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Wir haben nun zu jeder Menge B eine freie Algebra A(B) konstruiert, damit aber
anders als bei Vektorrdumen noch nicht alle Algebren erfafst. Es gilt jedoch

Satz A.8 Jede Algebra ist homomorphes Bild einer freien Algebra, d.h. zu jeder
Algebra A’ gibt es eine Menge B und einen surjektiven Algebra-Homomorphismus
p: A(B) — A

Beweis: Wihle als Menge B die ganze Algebra A’, d.h. B:= A’und als A\: B — A’
gerade \ := id4s . Da A(B) frei ist iiber B gibt es dann einen Homomorphismus
v A(B) = A(A") — A, der X fortsetzt. Da A surjektiv ist, mufl es ¢ ebenfalls
sein. O

Diese hier benutzte freie Algebra A(A’) ist selbst fiir “kleine” Algebren A’ ein riesiges
Objekt und Sie sollten gar nicht versuchen, sich dies elementweise vorzustellen.
Deutlich ist aber, dafs der eben konstruierte Homomorphismus ¢ keineswegs injektiv
sein kann. Da jeder Homomorphismus von Algebren auch ein Homomorphismus
von Vektorrdumen ist, (wir brauchen ja nur die Multiplikation in den Algebren
zu vergessen und erhalten Vektorraume,) fithrt uns dies auf die Untersuchung der
Kerne von Algebra-Homomorphismen. Hierzu folgende

Definition A.9 (Ideal) Es sei A eine Algebra. Eine Teilmenge U C A heifit ein
(zweiseitiges) Ideal in A, wenn

(i) U ein Unterraum von A und

(ii) fiir allew € U, x,y € A stets zuy € U ist oder abgekiirzt AUA C U. Da wir ein
Einselement der Multiplikation haben bedeutet dies: Ist von einem Produkt
ein Faktor in U, so schon das ganze Produkt.

Der Ideal-Begriff ist fundamental fiir alle Untersuchungen im Zusammenhang mit
Algebren und verwandten Strukturen. Ein Beispiel hatten wir schon in Kapitel Z
betrachtet, ndmlich die Menge J(f) aller Polynome in K[X], die von einem festen
Polynom — dort dem Minimalpolynom zu f — geteilt werden.

Satz A.10 Ist ¢ € A — Hom(A, A’) also ein Algebra-Homomorphismus, und ist
U:={x € A|p(x) =0} der Kern von ¢, so ist U ein Ideal in A.

Beweis: Da ¢ auch ein Vektorraum-Homomorphismus ist, ist U insbesondere ein
Unterraum. Ferner ist fiir u € U ja p(u) = 0 und damit fiir beliebige 2,y € A dann

p(ruy) = p(x)p(u)p(y) = ¢(x) - 0-¢(y) =0,
sodaf auch zuy € ker(¢) = U ist. O

Dieser Satz léfit sich umkehren und diese Umkehrung wird sich als ungeheuer wirk-
sames Instrument zur Konstruktion neuer Algebren mit vorgegebenen Eigenschaften
erweisen.

Zunichst jedoch ein paar Beispiele fiir Ideale:

In der freien Algebra A(B) sind alle Unterrdume U,, := @,,~,, An(B), (m =
0,1,...) Ideale; denn fiir jedes Element kann der Grad durch eine Multiplikation
mit einem anderen Element héchstens wachsen.

Ist ferner A eine beliebige Algebra, darin S C A eine beliebige Menge, so gibt es
stets ein Ideal, das S enthélt, ndmlich A selbst. Da der Durchschnitt von beliebig
vielen Idealen stets wieder ein Ideal ist (warum?), kénnen wir also den Durchschnitt
aller S enthaltender Ideale in A bilden und erhalten das Ideal

UuS)= (1 U

SCUCA
U Ideal
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Definition A.11 Dieses eben konstruierte Ideal heifst das von S erzeugte Ideal.

Zeigen Sie selbst, dafs dieses Ideal U(S) aus allen endlichen Summen von Elementen
der Art xsy besteht, wobei s € S, z,y € A sind.
Nun kommen wir zu der angekiindigten Umkehrung von Satz A.8

Satz und Definition A.12 (Quotienten-Algebra) v
Es sei A eine Algebra, U C A ein Ideal. Dann gibt U CkeroC A — A

es eine Algebra A/U, genannt “Quotienten-Algebra” - 1 //
und einen surjektiven Homomorphismus w : A — S
AJU, genannt “ kanonischer Epimorphismus” mit AU

kerm = U, sodak die Algebra A/U die folgende sie bis auf Isomorphie charakte-
risierende universelle Eigenschaft besitzt:

Fiir jede Algebra A’ und jeden Homomorphismus ¢ : A — A’ mit U C ker ¢ gibt es
genau einen Homomorphismus ¢ : AJU — A’ sodall ¢ = o .

Beweis: Wir hatten einen analogen Satz fiir Vektorrdume bewiesen, auf den wir
nun zuriickgreifen. Zundchst vergessen wir in unseren Algebren die Multiplikati-
on, sodaf nur noch Vektorrdume und Vektorraum-Homomorphismen iibbrigbleiben.
Insbesondere ist U ein Unterraum von A. Dann haben wir aber genau die schon bei
Vektorrdumen betrachtete Situation. Dies bedeutet, daf es einen Vektorraum A/U
und einen Vektorraum-Epimorphismus 7 : A — A/U gibt, mit dem alles in unserem
Satz behauptete gilt, solange wir nicht die Algebra-Multiplikation ins Spiel bringen.
Wir haben also nur noch folgendes zu leisten:

1. Definiere in A/U eine Multiplikation, die die schon vorhandene Vektorraum-
Struktur zu einer Algebra mit Fins erweitert, und zwar so, dafi ™ zu einem
Algebra-Homomorphismus wird.

2. Zeige, daff damit auch ¢ : A/U — A’ ein Algebra-Homomorphismus wird.

Zu 1.:Sei T,y € A/U. Da 7 surjektiv ist, gibt es 2,y € A, sodaf 7(z) =Z,n(y) = 7.
Nun definieren wir eine Multiplikation in A/U durch

7.7 :=7(vy), dh. 7(z) - 7(y) = 7(vy). (%)

Da 7 ja eine nichttrivialen Kern hat, gibt es verschiedene x, die alle von 7 auf =
abgebildet werden, sodafs wir priifen miissen, ob mit (x) iiberhaupt eine verniinftige
Operation definiert ist:

Sei also w(z) = n(2') =7, n(y) = 7(y') =7. Dann ist 7(x —2') = n(z) —7w(2’) =
0 und ebenso w(y — y’) = 0. Folglich ist u := © — 2’ € U = kerw und ebenso
vi=y—y €U =kerm. Also ist

=2 +u, y=y +ovmitu,vecU=kern.
Dann erhalten wir aber mit dem Einselement e von A
xy = (' +u)y +v) =2y +2v+uy +uv =2y + (2've + euy’ + euv)
und im letzten Term ist die ganze Klammer in U = ker 7. Wir haben also zy =
'y’ + w mit w € ker 7, sodaf 7(zy) = w(z'y’) + 7(w) = 7(z'y’).
Damit ist also durch (x) jedenfalls eine Operation in A/U definiert. Priifen wir

die Axiome:
A2: assoziativ:

(zy) -z =m(zy) -7m(2) = m((xy)2) = m(zx(yz)) = n(2) 7(yz) =T - (y2).



A3: distributiv:

@) 7= nl(z +y)2) = wl@z +y2) = n(w2) + 7(y2) = (82) + (¥2).

und analog die andere Formel.
A4:

Ab5: Sei € := 7(e) fiir das Einselement e von A. Dann ist
e-T=mn(ex)=n(x) =T =7(x) =n(re) =T e,

sodafs also € := 7(e) das Einselement von A/U ist.

Mit der durch (x) mittels 7 von A auf A/U iibertragenen Multiplikation ist also
A/U eine Algebra und dabei trivialerweise auch 7 ein Algebra-Homomorphismus.
Damit ist 1. gezeigt.

Zu 2. : Wir wissen, daf es einen Vektorraum-Homomorphismus v gibt, sodafs
p=1vom dh. firallex e A:

p(x) = (Yor)(x) = ¢(n(z)) = b(T),

wobei wieder Z := mw(z). Dann ist insbesondere

(@ - Y) = P(r(2y)) = p(zy) = ¢(2) - p(y) = P(T) - ¥(y) und
P(€) = (m(e)) = ¢(e) = Einselement von A’.

Also ist 9 ein Algebra-Homomorphismus. Damit ist Satz und Definition A.12 ge-
zeigt. O

Wir werden diese Konstruktion mehrfach auf freie Algebren A(B) anwenden. Fiir
die Diskussion der erhaltenen Quotienten-Algebra wird der folgende Satz helfen,
der die Zerlegung in homogene Unterrdume benutzt.

Satz A.13 Es sei A(B) freie Algebra, U C A(B) ein Ideal, fiir das mit einem
m € N gilt, dak U C 6p,,~,,, An(B), ferner sei m : A(B) — A(B)/U der kanonische
Epimorphismus. Dann ist 7 eingeschrénkt auf @,, _,, An(B) injektiv. Insbesondere
enthélt im Falle m > 2 die Quotientenalgebra ein isomorphes Bild von K @span(B).

Beweis: Es geniigt zu zeigen, daf kerm N ,,_,, An(B) = (0) ist. Dies ist aber
trivialerweise so; denn nach Voraussetzung ist ja kerm = U C €,,~,,, An(B) und
(B An(B)) N (B>, An(B)) = (0), da es sich um Summanden einer direkten
Summe handelt. O

Als néchstes wollen wir liber diese Quotientenkonstruktion die sogenannten kom-
mutativen Algebren gewinnen.
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Definition A.14 (Kommutative Algebra)
Eine K-Algebra A heiit kommutativ, wenn ihre Multiplika- B A

tion komutativ ist, d.h. fiir alle x,y € A gilt xy = yzx. \
Es sei B ein Menge, A eine kommutative Algebra. Dann heifit A " ] A
freie von B erzeugte kommutative Algebra, wenn es eine Funk- _- 1;

tionn : B — A gibt, sodaf gilt: Zu jeder kommutativen Algebra A
A’ und jeder Funktion )\ : B — A’ gibt es genau einen Algebra-Homomorphismus
Y:A— A mit \=1on.

Beispiele fiir kommutative Algebren sind etwa der Korpe K selbst oder die von
einem Element erzeugte freie Algebra, d.h. die Polynome in einer Unbestimmten.
Dagegen sind fiir n > 2 die Matrizen-Algebren K"*" nicht kommutativ.

Freie kommutative Algebren werden wir gleich konstruieren. Zunéchst wieder
deren Eindeutigkeit:

Satz A.15 Je zwei freie, von der selben Menge B erzeugte kommutative Algebren
sind isomorph.

Der Beweis ist eine wortliche Wiederholung des Beweises von Satz A.4 und sei
deshalb {ibergangen.

Nun zur Konstruktion einer freien kommutativen Algebra:

Sind A, A’ Algebren, davon A’ kommutativ und ¢ : A — A’ ein Homomorphis-
mus, so ist notwendig fiir alle x,y € A :

p(zy) = p()e(y) = e(y)p(x) = p(yx), d.h.
0= p(zy) — p(yr) = p(zy — yx), also vy — yx € ker .

Damit ist also ker ¢ ein Ideal in A, das alle Elemente der Form xy — yx enthélt. Das
kleinste Ideal mit dieser Eigenschaft nutzen wir nun:

Satz A.16 Es sei B eine Menge, A := A(B) die freie von B erzeugte Algebra,
U:=U(S)dasvon S := {zy—yx | x,y € A} erzeugte Ideal. Dann ist K[B] :== A/U
eine freie von B erzeugte kommutative Algebra.

Der kanonische Epimorphismus 7 : A — K|[B] ist auf B injektiv.

Beweis: Wir haben die universelle Eigenschaft aus Definition A.14 nachzuweisen.
Wir haben folgende Situation:
A ist frei iiber B. Somit ist B C A und zu B

jedem )\ : B — A’ gibt es genau einen Ho- N \
momorphismus ¢ : A — A’ mit g = A

U=U(S)c A =A(B) A
Die Algebra A’ ist kommutativ, somit ent- /f -7
hélt ker ¢ alle Elemente der Form zy — yz. T l Ty
d.h. ganz S und somit auch U = U(S). -7

Also gibt es genau ein ¢ : A/U — A’; so-

daff mit dem kanonischen Epimorphismus

m:A— A/Udann pom =, dh. Yomp=¢pp=A\
K[B] = A/U ist selbst kommutativ; denn die Multiplikation in A/U ist definiert
durch 7(z)7(y) = m(ay) und wegen zy — yx € U = kern ist w(ay) = n(yx), d.h.
m(x)7(y) = m(y)m(x).

Damit ist K [B] die gesuchte freie kommutative Algebra.

Das Ideal U wird erzeugt von S := {xy — yx | z,y € A} und diese Elemente liegen
allein @, An(B). Damit ist auch U = U(S) C ,,55 An(B) und nach Satz A.13
ist dann 7 eingeschrankt auf Ag(B) @ A;(B) injektiv, woraus unmittelbar die letzte
Behauptung folgt.
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Dieses Hexen mit universellen Eigenschaften klingt natiirlich furchtbar abstrakt.
Was wir dabei erhalten ist aber gar nicht so gespenstisch. Untersuchen wir zwei
typische Fille fiir K[B] :

B habe genau ein Element, B = {b} : Wir schreiben statt A({b}) kurz A(b).
Diese freie Algebra A(b) ist erzeugt von {b}*, der Menge aller endlichen Folgen aus
{b}. Hier hat jede solche Folge w die Form w = bb...b. Sind dies genau n Exemplare
von b, so schreiben wir dafiir kurz w = b™. Somit ist {b}* = {b" |n=0,1,...} und
A(D) besteht aus allen Elementen der Form

T = Z anb”, a, € K, # 0 nur endlich oft.
n=0

Diese Algebra ist trivialerweise schon selbst kommutativ. Damit ist fiir alle z,y €
A(b) stets xy — yr = 0. Wir haben also S = {0} und damit auch U(S) = 0.
Wegen U(S) = ker7 ist also 7 ein Isomorphismus A(b) — K [b]. Benennen wir noch
7(b) =: X, so haben also alle Elemente von K[b] die Gestalt

T = Z an X", ay, € K, # 0 nur endlich oft,
n=0

d.h. wir haben genau die Algebra der Polynome in einer Unbestimmten erhalten.

Die Situation dndert sich, wenn B mindestens zwei Elemente besitzt. Betrachten
wir den Fall

B = {b,b'} : Wir schreiben wieder A(b,b') statt A({b,b'}). Die freie Algebra
A(b,b") besteht aus allen endlichen Linearkombinationen von endlichen Folgen aus b

und b’. Diese Algebra 1st nicht mehr kommutativ, da ja etwa bb’ und b'b verschiedene
Elemente sind. Beim Ubergang 7 : A(b,b') — K|[b,b'] wird aber insbesondere

7(b)w (V') = n(bb) = 7 (t'b) = n(b')7(b),

d.h. die Bilder X := 7(b) und Y := #(V’) in Kb, '] diirfen wir vertauschen. Ist also
w € B* eine Folge, die genau i-mal b und genau j mal b’ enthilt, so ist

(w) = (b)) (x(t))) = X'V,

Damit besteht Kb, V'] aus allen Elementen der Form

Z ainina a;; € K, # 0 nur endlich oft,

,J=0

d.h. aus allen “Polynomen in den beiden Variablen X,Y” iiber K.
Der homogene Unterraum A, (b,b') wird von allen Folgen der Lingen n in B*
erzeugt. Die Bilder seiner Elemente unter 7 in K[b, '] haben somit die Gestalt

Z ainin, Q5 € K,

i+j=n

was man {iblicherweise als “homogene Polynome vom Grad n in den beiden Variablen
X,Y” bezeichnet.

Fiir groferer Mengen B enthélt man entsprechend “Polynome” in mehr Varia-
blen. — Man beachte, daf selbst, wenn B unendlich viele Elemente besitzt, jedes Po-
lynom nur endlich viele Terme und damit auch nur endlich viele Variablen enthilt.—

Man nennt K[B] auch die “Polynom-Algebra mit den Unbestimmten B.”



A-10 A EINIGES UBER ALGEBREN

Wir werden noch ein weiteres Beispiel einer Quotienten-Algebra untersuchen und
dabei die dufiere Algebra zu einem Vektorraum gewinnen, die in engem Zusammen-
hang mit Determinantentheorie steht. Determinanten haben etwas mit n-linearen
Abbildungen zu tun, und diese hdngen eng mit der schon konstruierten freien Al-
gebra A(B) zusammen.

Schauen wir zunédchst die freie Algebra A(B) von einem anderen Standpunkt an.
Wir hatten A(B) in eine direkte Summe der homogenen Unterrdume zerlegt (Satz
A.6), d.h. dargestellt als

A(B) =P An(B).
n=0

Hier war insbesondere Ay = K, A; = span(B), d.h. ein Vektorraum mit Basis B.
Man rechnet leicht nach, daf die Rdume A,,(B) genau aus allen (endlichen) Summen
von Produkten von genau n Elementen aus A (B) bestehen. Damit ist also der von
B erzeugte Vektorraum V := A;(B) in A(B) enthalten und legt auch schon alle
Raume A,,(B), d.h. ganz A(B) fest. Somit konnen wir statt von der Menge B auch
von dem Vektorraum V' aus die freie Algebra gewinnen, d.h. ohne Riickgriff auf eine
Basis B von V. Dieser Standpunkt wird gerechtfertigt durch

Satz A.17 Es sei V ein (endlich dimensionaler) Vektorraum, B, B’ seien Basen
von V und A(B) bzw. A(B’) die von B bzw. B’ erzeugten freien Algebren. Dann
gelten:

(i) Es gibt einen Algebra-Isomorphismus ¢ : A(B) — A(B’),
(i) dessen Einschrdnkungen ¢, := ¢|4,p) auf die homogenen Rédume A, (B) sind

Vektorraum-Isomorphismen A, (B) — A, (B').

Beweis: Zu (i) : Da B und B’ Basen deselben Raumes
sind, gibt es eine Bijektion A : B — B’. Ferner seien
n:B — A(B) und n : B — A(B’) die Inklusionen. Da B B’

A(B) und A(B’) frei sind, haben wir Homomorphismen A ,
¢: A(B) — A(B’) mit pon=1n"oXund ¢ : A(B') — !
A(B) mit 1 on’ = noA~L. Dafiir ist dann oy : A(B) — Kf\
A(B):popon=1tonol=nor tol=nbzw. po: A(B) A(B")
A(B') — A(B') : potpon’ = ponor™t =n'oXoA" =1/, \f
woraus wie bei Satz A.4 folgt, dafs ¢ und 1) Isomorphismen

sind.

Zu (ii): n = 0 : Sind € bzw. € die Einselemente von A(B) bzw. A(B’), so ist
Ap(B) = {ae | @ € K} und Ag(B’) = {a€ | @ € K} und somit notwendig
o(ae) = ap(e) = ae’, woraus man abliest, daft ¢ ein Isomorphismus ist.

n = 1 : Da ¢ insbesondere B auf B’ bijektiv abbildet und beides Basen von
A1(B) =V = A1 (B’) sind, ist ¢; ein Vektorraum-Isomorphismus A; (B) — A;(B’).

n > 1 : Wie oben bemerkt wird A, (B) von den n-fachen Produkten von Ele-
menten aus V erzeugt. Damit {ibertrigt sich die Aussage vom Fall n = 1 auf den
allgemeinen Fall. O

Das Wesentliche an der freien Algebra A(B) ist also garnicht die Menge B,
sondern der von ihr erzeugte freie Vektorraum V, zu dem B eine Basis ist und
der selbst wiederum in A(B) als homogener Raum A;(B) enthalten ist. Dieser
Standpunkt fiihrt uns zu folgender Festsetzung:

Definition und Satz A.18 (Tensoralgebra) Es sei V ein (endlich dimensiona-
ler) Vektorraum, B eine Basis von V und A(B) die freie Algebra iiber B. Wir
nennen dann auch T(V) := A(B) die “Tensoralgebra iiber V” und die homogenen
Unterrdume T, (V) := A, (B) auch “Tensorrdume”.



A-11

Es ist To(V) = K der Grundkérper, T1(V) = V und ferner fiir n > 2 stets
T, (V) =span{x1 ® ... x,, | x; € V'}, und damit dann

T(V) =P T.(V).
n=0

Die Tensoralgebra T'(V') und ihre Tensor-Unterrdume sind durch V' bis auf Isomor-
phie eindeutig bestimmt. T,,(V') nennt man auch das Tensorprodukt von n Exem-
plaren des Raumes V. Wir schreiben dafiir auch

T,V)=V®..eV (n mal.)

Warnung! Durch die zuletzt notierte Schreibweise lasse man sich nicht zu der
irrigen Meinung verleiten, daf alle Elemente von V®...QV die Gestalt 11 ®...Qx,
hitten. Alle solchen Elemente liegen drin und erzeugen diesen Raum, aber er besteht
aus allen Linearkombinationen solcher Elemente.

Diese Tensorrdume besitzen nun eine universelle Eigenschaft im Zusammenhang
mit multilinearen Abbildungen, die schon bei Determinanten (n-linear) und reellen
Skalarprodukten (bilinear) aufgetreten waren.

Definition A.19 (n-linear) Esseien Vi,...,V,, W Vektorrdume iiber dem selben
Korper K. Eine Abbildung

FVixVax...xV,=>W: (x1,29,...,2,) — f(x1,22,...,2Zn)
heift n-linear, wenn fiir jedes i € {1,2,...,n} gilt: Fixiert man alle Argumente bis

auf das mit Nummer i, so ist die entstehende Funktion V; — W ein Vektorraum-
Homomorphismus, also

f(mla ey Li—1,00T + ﬁyaxi-i-h e ,(En) =

= Oéf(ll?l, sy Li—1, Ly Li41, - - - ,ZL'n> +,8f(l’1, sy Li—1, Y, Tit 1, - - - azn>'
Ist speziell Vi = ... = V,, =V, so spricht man von n-linearen Abbildungen von V
nach W.

Die 1-linearen Abbildungen sind offenbar genau die gewohnlichen Vektorraum-Ho-
momorphismen.
Zu jedem Vektorraum V ist die Abbildung

R:VX. ... xVoT,(V):(21,...,20) m, 21 ®...Q Ty

eine n-lineare Abbildung, da ja in der freien Algebra, d.h. in unserer Tensoralgebra
das Distributivgesetz fiir die Multiplikation ® gilt und skalare Faktoren vor das
Produkt gezogen werden diirfen, (Axiome A2, A3, A4). Wir werden sehen, daft
damit eigentlich schon das Wichtigste {iber n-lineare Abbildungen gesagt ist.

Zunichst noch ein paar Vorbereitungen. Lineare Abbildungen sind durch ihre
Werte auf einer Basis bestimmt. Ahnliches gilt fiir n-lineare Abbildungen:

Satz A.20 Esseien Vi, ...,V, endlich dimensionale Vektorrdume jeweils mit Basen
B, = {bgi), .. .,b&i{.}, ferner W ein Vektorraum und X\ : By x ... x B,, — W eine
Funktion. Dann gibt es genau eine n-lineare Abbildung f : V; x ... x V,, — W mit
f\le...xBn =A
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Beweis: Wir behandeln nur den Fall n = 2 und nennen die Basen B = {by,..., by}
und C = {c1,...,cn}. Ist f: V] x V5 2-linear mit fipxc = A, so haben wir also fiir

m n
= E aiby, T2 = E Bjc;,
i=1 j=1

flan,ma) = FOQaibi, Y Bicy) =Y aif (bi, Y Bicy)
=1 j=1 i=1 j=1

=Y aiy Biflbic) = Y aiBA(bi,cp).
i=1  j=1 i=1,5=1

Somit bestimmen die A(b;,c;) schon die Werte von f, d.h. es gibt hochstens eine
Abbildung mit diesen Werten. Andrerseits definiert obige Formel auch eine bilineare
Abbildung, womit alles gezeigt ist.

Die Ausdehnung auf n > 2 kénnen Sie wohl selbst! O

Nun konnen wir die angekiindigte Eigenschaft des Tensorproduktes zeigen.

Satz A.21 f
Es seien V,W Vektorrdume, f : V x ... xV — W eine V x...xV — A

n-lineare Abbildung. Dann gibt es genau einen Vektorraum- ® l _ /’;

Homomorphismus ¢ : T,,(V) — W, sodag fiir alle z; € V s

gilt, daks f(x1,...,2n) = p(z1 ®...® x,), dh. f=poR. To(V)

Beweis: Es sei B eine Basis von V. Dann ist {b; ® ... ® b, | b; € B} Basis von
T,,(V). Somit gibt es genau einen Homomorphismus ¢ : T,(V) — W mit

b1 ®...®b,) = f(b1,...,by,) fir alle (by,...,b,) € Bx...Xx B.
Die Abbildung
R:VXx..xV-oT,(V):(x1,...,2p) m 1 Q... T,
ist m-linear. Somit ist auch
po®: (T1,. ., xn) — (r1 ® ... xy,)

n-linear und stimmt auf B X ... x B mit f {iberein. Damit ist diese Abbildung nach
Satz A.20 identisch mit f. O

Jede n-lineare Abbildung V x ... x V. — W laft sich also in folgende zwei
Teilabbildungen zerlegen:

— Flihre zundchst die “universelle” n-lineare Abbildung ® : V x ... xV — T, (V)
in den Tensorraum aus und anschlieffend

— eine (im gewohnlichen Sinne) lineare Abbildung ¢ : T,,(V) — W.

Wir hatten n-lineare Abbildungen aus einem Produkt im allgemeinen verschie-
dener Raume definiert. Dies fiigt sich hier zwanglos ein. Seien V7,...,V,, beliebige
Vektorrdaume. Wir bilden einen Raum V| der alle diese Rdume als Unterrdume ent-
hilt, etwa die direkte Summe V := @ | V;. Nun bilden wir den Tensorraum 7,(V')
und betrachten darin den Unterraum

M.V, :=span(z1 ® ... Qx, | x; € Viyi=1,...,n) C Tp(V).
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Definition A.22 Der eben eingefiihrte Raum V; ® ... ® V,, heit das “Tensorpro-
dukt” der Rdume V1, ...,V,.

Die Rechtfertigung fiir diese Definition liegt in folgendem

Satz A.23 (i) Zu jeder n-linearen Abbildung f : V1 x...xV,, — W gibt es genau
einen Vektorraum-Homomorphismus ¢ : Vi ® ... ® V, — W mit

flxe, ... zn) = (1 @ ... @ xy).

(ii) Das Tensorprodunkt ist durch die universelle Eigenschaft (i) bis auf Isomor-
phoie eindeutig bestimmt.

(iii) Fiir jede Permutation m der Indizes 1,...,n sind die Rdume V; ® ...®V,, und
V) ® ... ® Vy(y isomorph.

Beweis: Zu (i): Die Existenz von ¢ : Wir wihlen einen Raum V, sodal V; C V
fiir alle i. Dann gibt es zu jedem V; einen komplementidren Raum U; in V| sodaf$
V =V, @ U;. Dazu seien 7; : V — V; die Projektoren nach Satz Q.15. Wir erweitern
die n-lineare Abbildung f : V5 x ... x V;, — W zu einer Abbildung

g:VXx...xV—-o>W:g(x,...,z,) = f(m(z1),...,7n(zn)),

die offenbar wieder n-linear ist, da ja die m; Vektorraum-Homomorphismen sind.
Nach Satz A.21 gibt es zu g (genau) einen Homomorphismus ¢ : T,,(V) — W,
sodaf} stets

9 @1, ) =YP(1 @ ... Q@)

ist. Ist nun sogar x; € V;, so ist 7(x;) = z; und damit in dieser Situation sogar

g(xlv"'azn) = f(xla"'azn)'

Also ist die Einschrankung von ¢ auf den Unterraum V; ® ... ®@ V,, C T5,(V) der
gesuchte Homomorphismus .

Durch die Bedingung f(x1,...,2,) = ¢(z1 ® ... ® x,,) ist dieser Homomorphis-
mus ¢ auf einem Erzeugendensystem von V; ® ... ® V,, festgelegt, sodaft es auch
hochstens einen solchen geben kann.

Zu (ii): Zum Tensorprodukt P := V4 ®...® V,, gehort die “natiirliche” n-lineare
Abbildung

n:Vix...xVy,—>P (21,...,2,) — 21 Q... Q Xn,

sodaf sich jede n-lineare Abbildung f : V4 x ... x V,, — W mit einem eindeutig
bestimmten Homomorphismus ¢ als f = ¢ o) schreiben 14£t.

Sei nun noch so eine Situation gegeben, d.h. eine weiterer Raum P’ und eine
n-lineare Abbildung n' : Vi x ... x V,, — P’ sodaf$ sich jede n-lineare Abbildung
f Vi x...xV, - W mit einem eindeutig besimmten Homomorphismus v als
f =1 on schreiben 14ft.

Dann, so wird behauptet, sind P und P’ isomorph. Dies geht wieder mit der
schon mehrfach benutzten Methode:

— Wiahle W := P’ f :=1n'. Dies liefert einen Homomorphismus ¢ : P — P’ mit

n =¢on.
— Wahle W := P, f :=n. Dies liefert einen Homomorphismus v : P’ — P mit
n=torn.

Daraus erhilt man

Yopon=1on =nundebenso popon =pon=1,
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woraus ¢ o ¢ = idp und ¢ o) = idps folgen, sodaf ¢ und ¢ zueinander inverse
Isomorphismen sind.

Dieser Beweis zeigt tiberdies, dafs der als gemeinsamer Oberraum der V; gewéhlte
Raum V fiir das erhaltene Tensorprodukt vollig belanglos ist.

Zu (iii): Wir zeigen dies exemplarisch fiir zwei Rdume V3, V5 und verwenden
dabei (ii).
Dazu sei

P =Vo@Viundn : Vi x Vo — P (21,22) — 22 @ x1.

Man rechne nach, daf 1’ bilinear ist.
Nun betrachten wir f : V3 x Vo — W, bilinear und bilden dazu

g:Vax Vi = W:g(ae,z1) = f(x1,22).
Mit f ist auch g bilinear und damit gibt es einen Homomorphismus
P =Vo@ Vi — W :g(ry,x1) = (12 @ 21).
Dann ist aber

(Yo ) (w1, 22) = (x2 @ 21) = g(22,21) = f(21,72),

d.h. f =4 on' und, wie oben gesehen, kann es {iberhaupt nur einen solchen Homo-
morphismus 1) geben. Also erfiillt P’ := Vo ® V4 mit 7’ die universelle Eigenschaft
des Tensorproduktes von V; und V5 und ist damit isomorph zu V; ® V5. O

Mit diesem Satz kénnen wir auch zu einer konkreten Darstellung von Tensorpro-
dukten kommen. Betrachten wir exemplarisch das Tensorprodukt

Km ®Kn®K€ .
Wir bilden
K™= LA = (an) | aun €K1 <p<m,1<v<n,1<\< (),

womit die Bildung von Matrizen auf hoherer Stufe, hier dreidimensional, verall-
gemeinert ist. Solche “Tensoren” genannte “Kisten voll Zahlen” sind historisch der
Zugang zur Tensorrechnung iiberhaupt.

Als Vektorraum ist natiirlich der K™*"** auf natiirliche Weise isomorph zum
K™ — bzw. analog fiir hthere Dimensionen — und die Tensoren, die an genau
einer Position eine 1, sonst iiberall 0 haben, bilden eine Basis; denn bis auf die
Schreibweise sind sie ja gerade die kanonischen Einheitsvektoren. Die Abbildung

& 1 C1
ni K™ x K" x K¢ — Kmxnxt 2 I I I e I S (/SN
Em Tn Ce

ist offenbar trilinear. Sie bewirkt fiir die kanonischen Einheitsvektoren mit dem
KRONECKERsymbol d;; :

n(ei,ej,ex) = (dui - Ouj - Oxk),

was als Bilder also gerade die kanonische Basis im K™*"*¢ ergibt. Mit Satz A.20
erhalten wir also fiir K™*™*¢ mit 7 die universelle Eigenschaft des Tensorproduktes,
sodafs (bis auf Isomorphie)

K™ ®Kn ® KZ — Kmxnx@



ist.
Die Verallgemeinerung auf zwei bzw. auf mehr als drei Faktoren ist wohl klar.
Ein wichtiger Spezialfall sei noch explizit erwdhnt.
Zu dem Vektorraum V sei V* := Hom(V, K') der Raum der linearen Funktionale
auf V. Wir setzen

Vi=Ve.. VeV ... V",

S

T S

das Tensorprodukt aus r Exemplaren von V und s Exemplaren von V*. Solche
Tensoren nennt man r-fach kontravariant und s-fach kovariant, was auf ihr Verhalten
bei Koordinatentransformationen zuriickgeht. Es ist sinnvoll V;y := K zu setzen.

Zwischen solchen Riumen gibt es eine wichtige natiirliche Abbildung, genannt
“Verjlingung”.

Satz und Definition A.24 (Verjiingung) Fiir r,s > 1 gibt es genau einen Ho-
momorphismus 1, genannt Verjiingung, mit folgenden Eigenschaften:

YV = VI

S

T1IR... O RY Q... QY — Y (Tr) TR OT,_1 QY ® .. QY.

Beweis: y¥ ist ein Funktional auf V, somit y*(z,) € K. Zum Nachweis, daf es einen
Homomorphismus mit den behaupteten Eigenschaften gibt, nutzen wir Satz A.23.
Zunéchst kommt es demnach nicht auf die Reihenfolge der Faktoren an, sodaff wir
auch

‘/Sr — V ® V* ® ‘/:__11
schreiben kénnen. Die Abbildung
[V xVEx VIt s vt
(z,y% 1) =y (z) - £
ist offenbar trilinear (nachrechnen!), bestimmt also eindeutig einen Homomrphismus
YV =VeV eVl - vt
mit
YRy ®t) = f(z,y",t) =y"(x) - t,

und der ist der gesuchte. O

Man beachte wieder, daf$ die Elemente der Form x ® y* ® t nicht schon ganz
V@ V*® V! bilden, sondern erst deren Linearkombinationen!

Betrachten wir diese Verjiingung noch fiir den Fall r = s = 1, d.h. V! ! = K.

Dazu wihlen wir eine Basis B = (b1,...,b,) in V und dazu die duale Basis
B* = (b3,...,b%) in V*. Es ist dann also

Es bildet (b; @ b5 | i,j =1,...,n) eine Basis von V ® V* = V! und jedes Element,

s von Vi! hat damit die eindeutigen Darstellung

ii=1
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Mit dem Verjiingungshomomorphismus ¢ ist dann

n

B(s) =63 b @) = 3 ayi((b @ b))

i,7=1 i,7=1
n n n
*
= E aijbj(bi): E aijéij = E Q.
i,j=1 1,j=1 =1

Es ist also 9(s) = spur(A(s)), wobei A(s) die Matrix der Koeffizienten in der Dar-
stellung von s {iber duale Basen ist.

Da die Verjiingung selbst ja ohne Basen definiert und eindeutig bestimmt ist,
folgt so etwa die Unabhéngigkeit der Spur der Darstellungsmatrix A(s) von der
gewahlten Basis.

Kommen wir nun zur angekiindigten dufieren Algebra:
Schon bei Determinanten hatten wir n-lineare, alternierende Abbildungen be-
trachtet. Dies greifen wir nun wieder in einem allgemeineren Rahmen auf.

Definition A.25 Es seien V,W Vektorrdume. Wir nennen eine n-lineare Abbil-
dung f : Vx...xV — W “alternierend”, wenn f(x1,...,x,) =0, sofern (z1,...,z,)
linear abhéngig sind.

Wie bei den Determinantenfunktionen beweist man

Satz A.26 Essei f:V x...xV — W n-linear.

(i) Ist immer f(x1,...,2,) =0, sofern zwei Argumente gleich sind, so ist f alter-
nierend.

(ii) Ist f alternierend, so dndert f den Wert nicht, wenn man zu einem Argument
eine Linearkombination der anderen addiert.

(iii) Ist f alternierend, so dndert der Wert von f beim Vertauschen von zwei Ar-
gumenten das Vorzeichen.

Die n-linearen Abbildungen hatten zur Tensor-Algebra gefiihrt, die — bis auf die
Betrachtungsweise — die freie Algebra war. Die zusétzliche Forderung des Alter-
nierens fithrt uns auf die AuRere Algebra, die ein Quotient der freien, also der
Tensor-Algebra ist.

Beim Ubergang von der freien Algebra zur kommutativen Algebra hatten wir
benutzt, daff dort xy — yx = 0 ist, und daher das von allen Elementen der Form
xy—yz in A(B) erzeugte Ideal herausfaktorisiert. Mit der urspriinglich eingefiihrten
Schreibweise hitten wir fiir diese Elemente x ® y — y ® x schreiben miissen.

Den Zugang zu den alternierenden Abbildungen bekommen wir analog durch
Herausfaktorisieren aller Elemente der Form z ® x.

Definition A.27 (AuRere Algebra) Es sei V ein endlichdimensionaler Vektor-
raum, T'(V') die Tensor-Algebra iiber V und U = U(S) dasvon S := {z®2x | x € V}
in T(V) erzeugte Ideal. Dann heifst

die “Gukere Algebra” iiber V.
Der kananonische Epimorphismus T (V) — E(V') sei wieder mit m bezeichnet,
sein Kern ist U.
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Die Multiplikation in E(V') bezeichnet man mit dem Symbol A, es ist damit also
(@ ®y) =m(x) An(y).

Die m-Bilder der homogenen Riume T,,(V') werden mit E,, (V') bezeichnet.

Da Satz A.13 wieder anwendbar ist, sind V, T1(V'), E1 (V') wieder isomorph sodafs
wir im weiteren

V=Ty(V) = B (V)
setzen. Damit ist dann fiir x € V auch x = 7(x) und entsprechend
(X1 ® ... Q%) =21 A A .
Damit ist also auch
E,(V)=span(z1 A... ANz, | z; €V).

Diese Raume E,, (V) = n(T,,(V)) kdnnen wir nun auch anders gewinnen und erhal-
ten damit die Verbindung zu den n-linearen Abbildungen.

Die Abbildung 7, := 77, vy : Tn(V) — E, (V) ist insbesondere ein Vektorraum-
Homomorphismus, der nach Konstruktion surjektiv ist. Sein Kern ist offenbar

kerm, =kerm NT,(V)=UNT,(V)=U,
und dies ist ein Unterraum von 7,,(V). Wir bilden damit den Quotienten
Q. :=T,(V)/U,, zu dem der kanonische Epimorphismus =/, gehore.

Nach Konstruktion ist dann ker 7/, = U, = kerm, und {iber Definition und Satz
Q.5 folgt, dak @,, und F), isomorph sind. Wir haben also

Lemma A.28 Esist E,(V) =T,(V)/(UNT,(V)).

Damit bekommen wir nun

Satz A.29 Es seien V,W Vektorrdume, f : V x ... x V — W sei n-linear und
alternierend. Dann gibt es genau einen Homomorphismus ¢ : E,(V) — W, sodaf
stets

flxe, .. xn) =@ Ao A xp)

ist.
Die Rdume E, (V') sind hierdurch bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Beweis:

Da f n-linear ist, gibt es genau einen Homo-
morphismus ¢ : T,,(V) — W mit f(z1,...,2,) =
(T ® ... % xy,). Nun liegt UNT,(V) in ker); denn VX
UNT,(V) besteht aus Linearkombinationen von Ele- ®

f
menten der Form z; ® ... ® x,, in denen zwei be- l X
nachbarte Faktoren gleich sind. Fiir solche ist aber T, (V) g W
Y@ ®...0x,) = f(r1,...,2,) =0, da ja f alter- wl -7
nierend ist. Wir haben damit, daf ker 77, () C kery -7 ¥
und wegen Lemma A.28 existiert genau ein Homomor- En (V)

phismus ¢ : E,(V) — W mit ¢ = p o m, sodaf also
VX1 Ao Axy) =9P(@1 @ ... Qxy) = f(T1,...,Tn).

Der Nachweis, dafs die E,, (V') dadurch auch eindeutig charakterisiert werden, sei
iibergangen. O
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Die Struktur dieser dufieren Algebra E(V') bzw. der Raume E,, (V) sei noch genauer
untersucht.

Dazu betrachten wir eine Basis B = (by,...,by,,) von V, die insbesondere den
kanonischen Isomorphismus A : V. — K™

Vozr= Zaibi — Az) =
i=1 O
bestimmt.
Nun fixieren wir n < m und wéahlen Indizes 1 < i; < i3 < ... < i, < m und

dazu den Projektor

(€3] Ay

Pil...l K™ 5 K" —
(6779 (673

n

Bildet man fiir n solcher Vektoren z; € V nun

(Piy.in A1), -+ oy Piy i (M(T0)))

so ist dies eine n x n-Matrix, deren Determinante wir mit
Ai1...in (,CCl, . ,,CCn)

bezeichnen. Dafiir gilt offenbar

Satz A.30 Fiir einen K-Vektorraum V mit Basis B = (by,...,b,) und Indizes
1<y <ig <...<i, <m ist die eben definierte Abbildung

Ail---in, Vx...xV —=K: ($1,...,$n) — Ai1...in($1)"')$n)

n-linear und alternierend.
1 (1.evin) =1 Jn)

Fiir die Basiselemente gelten A;, ;. (bj,,...,b;, ) = ) ) ] )
v (O i) {0 (i1« in) # (J1---Jn)

Nach Satz A.29 besitzt jede dieser n-linearen Abbildungen A;, ; eine Darstellung
als

Ay (@1, xn) = @i (T A AT,

wobei ¢;, 4.+ En(V) — K, also ein lineares Funktional auf E,, (V) ist. Mit diesen
Funktionalen erhalten wir nun die folgenden Aussagen iiber die Raume E, (V).

Satz A.31 Es sei V' ein m-dimensionaler K-Vektorraum, B = (b,...,b,,) eine
Basis von V. Dann gelten

(i) Die Abbildung
VXx...xV—oE,(V): (x1,...,2p) = T1 A ... A2y
ist n-linear und alternierend.
(ii) E,(V) = (0) fir n > m.

(iii) dim E, (V) = (") und (b A...Ab;, |1 < iy <... <4, <m) ist Basis von

n
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(iv) Mit den oben konstruierten Funktionalen y;,. ; auf E,(V) ist

TIA . ATy = Z iy (@1 Ao AN xg) - (biy A A D).
1< <...<in<m

(v) Die Rdume E, (V) und E,,_, (V) sind isomorph.
Insbesondere ist E,,,(V) = K, E,,—1(V) = V.
(vi) Es sind (z1,...,x,) linear abhéngig genau, wenn x1 A ... Axy, =0 € E, (V).

Beweis: Zu (i): Dies folgt direkt aus der Konstruktion.

Zu (ii): Es ist E,(V) = span(z1 A ... Axy | ; € V). Ist nun n > m, so
sind notwendig (21, ..., ;) linear abhingig und wegen (i) ist dann nach Satz A.26
1 A ... Az, = 0. Damit ist notwendig auch E, (V) = (0).

Zu (iii): Esist (b;; ® ... ®b;, | 1 <i1,...,i, < m) eine Basis von T,,(V) und
damit

erzeugend fiir 7(7,,(V) = E,(V).) Vertauscht man in einem solchen Term zwei
Indizes, so dndert sich nach Satz A.26 nur das Vorzeichen, sodafy schon

(bil/\.../\bin|1§i1<...<in§m)

ganz E, (V) erzeugt. Von solchen Tupeln gibt es genau (") viele. Zu jedem solchen
wachsend angeordneten Indextupel haben wir das Funktional ¢;, _;, , fiir das ja

U (ireevin) = (J1---7n)

ist. Damit bilden diese Funktionale auf E, (V') zusammen mit der Familie der (b;, A
oAby, |1 <1 < ...< j, < m) ein Biorthonormalsystem. Dann sind aber
beide Systeme linear unabhingig und somit nach dem oben Gezeigten insbesondere
(bjy Ao ADbj, |1 <j1 <...<j, <m) eine Basis von E, (V).

Zu (iv): Dies folgt nun unmittelbar aus der eben gezeigten Tatsache, daf die
©is...i, zusammen mit den b;, A ... Ab; biorthonormale Basen sind.

Zu (v): Wegen (') = (,™,) haben E,, (V) und Ey,_,(V) die selbe Dimension.

Zu (vi): Sind (x1,...,z,) linear abhingig, so ist nach (i) mit Satz A.26 auch
1 A...ANxy =0.

Andrerseits kann man eine unabhéngige Familie (z1, ..., z,) stets zu einer Basis
(X1, oy Tpy Tig1y -+, ) vOn V ergénzen. Dann ist 1 A ... A z,, nach (iii) (das
einzige) Element einer Basis von E,, (V) und damit jedenfalls # 0. Da andrerseits
AN ATy, = (1A AT ) A (Zpg1 A Ay, ) ist, muf dann auch 29 A .. Az, # 0
sein. 0

(ID/LIZTI (b.]l /\ tt /\ b]n) = {

Wenden wir dies nun auf den Raum V := K™ mit den kanonischen Einheits-
vektoren e; als Basis an. Jedes x € V ist dann ein Spaltenvektor

&1
xr =
Em
und die Funktionale sind einfach
§i11 €i12 ER €i1n
Piryosin (TN A TR) = Dy (T, ) = det | : : :
i1 &2 oo &inm
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Man erhélt sie also, indem man zunichst die x1,...,x, als Spalten einer m X n-

Matrix notiert, daraus alle Zeilen mit Nummern ¢ ¢ {i1,...,%,} herausstreicht und

dann die Determinante der entstehenden quadratischen (Unter)-Matrix berechnet.
Insbesondere ist dann

01, m@I A AER) = A1 (T, ) = det(T1, .., T),
die gewohnliche Determinante.
Nun ist fiir jedes n < m ja
1IN ATy = (I A ATR) A (g1 A AT,

ferner haben wir als Darstellung geméfs Satz A.31.(iii) hier fiir kK <m :

s AT = Y e (@ A Az (e AL Aey).
1<i1<...<ip.<m

Also gilt

det(z1,...,2m) (e1 A ... Nem)
=1 .m@IA L AT) (1A A em)
=TI N...\NZpy
=@ A ANZR) A (Tt Ao A Ty)

= Z @ilﬂ___yin(xl/\.../\xn)(eil /\/\61n>
1<i1<...<ip,<m

N Z (PinJrl’__,yim(anrl /\.../\‘Tm)(ein+1 /\.../\eim)
1<ip41<...<im<m

= Z Pirreoin (TN AT iy (Tt A A T

i1<...<in
in41<---<im

(e, N Nei, Ne o N Ne;).

Sind unter den Indizes i1, ..., %, zwei gleiche, so verschwindet das zugehdrige Pro-
dukt der e;,. Sind dagegen alle m Indizes verschieden, so stellen sie also eine Per-
mutation der Zahlen 1,...,m dar und demnach ist

(€iy Ao Nei, Nej oy Ao Neg,) = (et Ao Aem),

wobei sich das richtige Vorzeichen ¢ aus der Anzahl der zur Herstellung der natiirli-
chen Ordnung notwendigen Vertauschungen von zwei Elementen, d.h. dem Vorzei-

chen der dargestellten Permutation zu
€= (_1)i1+...+¢n+%

bestimmt, wie wir unten zeigen werden.
Damit ist dann

Z @ilw'win (1‘1 VAN .Tn> . (pinJrlym’im (.TnJrl VAP Z'm>

i1<...<in
i1 <---<im

(e, N Nei, Neg o N Neq)
: . n(n+1)
= Z (_1)11+...+zn+72 iy i (T A AT

i1<... <in
int1<---<im
{ig,os imy={1,...,m}

Pinitsnim Tl Ao AT) - (€1 AL Ae).
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Gehen wir nun zum Anfang dieser Gleichungskette zuriick und ersetzen die Funk-
tionale durch die entsprechenden Unterdeterminanten, so haben wir folgenden Ent-
wicklungssatz fiir Determinanten, der die LAPLACE-Entwicklung verallgemeinert

Satz A.32 Fiir jede m x m-Matrix mit Spalten x1, . .., z,, ist fiir jedes feste n < m

det(xl, .. .,ZL'm) =

; ; n(nt1)
= Z (_1)ll+...+ln+ 2 'Ail,...,in,(xla-'-axn) : Ain,+1,...,im(-rn+la---axm);

wobei iiber alle wachsend angeordneten Tupel (iy,...,i,) und (ipt1,...,4m) 2u
summieren ist, die zusammen genau {1, ..., m} ergeben.

Fiir n =1 ist dies die iibliche LAPLACE-Entwicklung.

Uberlegen Sie selbst, wie die Formel zu modifizieren ist, wenn man die Spalten auf
andere Weise in Pakete zu n bzw. m — n Spalten einteilen will.

Wir haben noch die Vorzeichenformel abzuleiten, d.h. zu bestimmen, mit wieviel
Vertauschungen von jeweils zwei Elementen sich die Liste

(eilv'-'veinvein+1a"-7eim)

in die natiirlich angeordnete Liste

(e1,+ s €nyEntlye -y Em)

transformieren 18ft. Dazu geniigt es, dieselbe Frage fiir die Indexlisten
(T1y ey lmy Gty - - v m)

und
(1,...,n,m+1,...,m)

zu behandeln. Hierfiir betrachten wir folgende Situation: Gegeben seien r < s < m
und eine Anordnung der Zahlen {1,...,m} als Liste

(@1, o1,y brgrs oo bs, Cog1 oo ).

Vertauscht man dann a, sukzessive s — r mal mit seinem jeweiligen rechten Nach-
barn, so ergibt sich die Anordnung

(a1, s @r_1,brg1, 0 bsy Gy Csg1 o5 Cn)-

Hierbei hat sich links auf den Positionen 1 bis » — 1 und rechts auf den Positionen
s + 1 bis m nichts geéndert, die b,41,...,bs sind als Block um eine Position nach
links gewandert.

Nutzen wir dies fiir unsere Indexlisten. Es ist iy < ... < 4,, somit notwendig
in > n, sodaf wir r := n, s := i,, wahlen konnen. Ferner ist 4,41 < ... < 45,. Der
Index i, ist der grofite der ersten Gruppe, alle grofieren liegen also in der zweiten
Gruppe. Solche gibt es aber genau m — i,, viele. Also sind alle i, mit Nummern
k > i, selbst grofer als i,, und weil dann mit diesen und i,, selbst alle Werte von
{in,in +1,...,m} belegt sind, sind also alle ibrigen Indizes i; < i,

Wenn wir also den Index i,, von Position n auf Position s = i,, schaffen, ent-
steht eine Anordnung, fiir die die Gruppen mit den Nummern 1 bis n — 1 und mit
den Nummern n bis m je monoton wachsend geordnet sind. Wir haben also die
Ausgangssituation wieder, allerdings fiir n — 1 statt fiir n.
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Damit brauchen wir also insgesamt

o n n(n+1
;(lk—k)Z;lk—7(2 )

k=1
viele Transpositionen. Damit ergibt sich als Vorzeichen

n(n+1) n(n+1)
2 2 .

€ = (_1)i1+...+in— — (_1)i1+...+in+

Eine weitere Anwendung von Satz A.31 ist

Satz A.33 Der Rang einer m x k-Matrix ist gleich der Reihenzahl der grofsten
nichtverschwindenden Unterdeterminante.

Beweis: Es seien z1,...,x, irgendwelche Spalten der Matrix. Dann ist
SClA.../\JCn: Z Ail 777 in(xl,...,xn)(eil/\.../\ein).
1<iy<...<ip<m
Sind (z1,...,z,) unabhingig, so ist z1 A... Az, # 0 und damit wenigstens eine
der n-reihigen Determinanten A, . ; (z1,...,2,) # 0.
Sind (z1,...,2,) linear abhingig, so ist 1 A ... A2, = 0. Da es sich um eine

Basis-Darstellung handelt, miissen dann alle Koeffizienten verschwinden, d.h. alle
ANy i@, zn) =0

sein. O

Es sei noch eine weitere Anwendung erwihnt, die fiir die (projektive) Geometrie
wichtig ist.

Satz A.34 Es sei V ein Vektorraum, U C V ein Unterraum und z,...,x, sowie
Y1, ..., Yn Seien Basen von U. Dann gibt es eine Konstante v € K,# 0 sodafs

TIN ATy =7 (Y1 Ao  AYn).

Beweis: (i): Enthalten die beiden Basen die selben Elemente nur in verschiedenenr
Reihenfolge, so stimmen die beiden Produkte bis auf das Vorzeichen iiberein.

(ii): Jedes x; 18t sich als Linearkombination der y, schreiben. Setzen wir diese
ein und rechnen distributiv aus, so erhalten wir eine Darstellung vom Typ

n

TIN . ANTy = Z Qiyroin - (Yir Ao A YL

i1,..in =1

mit gewissen Koeflizienten o, , . ;. € K.
Fiir die auftretenden y-Produkte gilt:

— entweder sind zwei Indizes gleich, dann ist das Produkt = 0;

— oder alle sind verschieden. Dann handelt es sich nach (i) bis auf das Vorzeichen
um das Produkt y; A ... A yp.

Also folgt
TIN AT =7- (Y1 Ao Ayn)

und da beide Prodkte # 0 sind, muf} auch ~ # 0 sein. O
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Gehen wir nun hierbei aus von V' = K™ mit der kanonischen Basis ey, ..., e,
so haben wir ja

TIA .. ATy = > Aiyoin (@1, ) (e, Al Nei). (%)
1<i1<...<ip<m

Der eben bewiesene Satz besagt: Sind z1,...,x, und y1,...,y, Basen desselben
Unterraumes, so gibt es eine Konstante v #£ 0, sodafs

1IN ATy =7 (Y1 Ao AYn).

Das heifst aber hier, dafs fiir alle Indextupel 1 <i; < ... <1, <m gilt

Ail,...,in (301, ceey ZCn) =" Ail,...,in (y1, ceey yn)

Definition und Satz A.35 (PLUCKER-Koordinaten) Das ()-Tupel
(Aihm,in(q}l, A ,ZCn) | 1<y <...< ’Ln < m)

zu einer Basis x1,...,x, eines Unterraums U C K™ nennt man die homogenen
oder PLUCKER-Koordinaten von U. Sie sind durch U bis auf einen Zahlenfaktor
v # 0 eindeutig bestimmt. PLUCKER-Koordinaten zu verschiedenen Unterrdumen
sind linear unabhingig.

Dazu zwei Beispiele:

U = span(z;): Die PLUCKER-Koordinaten sind (A;(z1) | 1 < i < m), also
bestehend aus allen 1-reihigen Unterdeterminanten der einen Spalte x;. Dies liefert
x1 selbst.

U = span(z1,x2): Wir haben die zweireihigen Unterdeterminanten der Matrix
(21, 22) zu betrachten. Tun wir dies explizit fiir m := 3 : Dann haben wir

[STRESD)
(r1,22) = | {21 20
&31 €32

und

Aqo(x1,x2) = det (gi 22) . Agz(xy,x2) = det <§i 22) ’

A23($1,$2) = det (221 gzz) .

Bis auf das Vorzeichen der mittleren Determinante sind dies genau die drei
Komponenten des Vektorproduktes der beiden Vektoren x; und xs.

Diese PLUCKER-Koordinaten sind natiirlich nichts anderes als Basisdarstellun-
gen der Elemente von 1 A ... Az, in E,(V). Uber (¥) kann man dann auch die
Multiplikation A in E(V') {iber ein “Produkt” der PLUCKER-Koordinaten darstellen.
Dies kann man insbesondere im Zusammenhang mit folgendem Satz nutzen:

Satz A.36 Zwei Unterrdume X und Y von V haben genau dann einen nichttri-
vialen Unterraum gemeinsam, d.h. X N'Y # (0), wenn das dufiere Produkt ihrer
PLUCKER-Koordinaten oder dquivalent von Basen von X und Y verschwindet.
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Beweis: Nach der Dimensionsformel gilt dim X +dimY = dim(X NY") + dim(X +
Y), wonach dim(X NY) > 0 genau wenn dim(X +Y) < dim X + dimY. Sind

nun xi,...,&, und yi,...,y, jeweils Basen von X bzw. Y, so ist dim(X +Y) <
dim X +dim Y = n+£k genau, wenn x1,...,x,,y1, .- ., Yi linear abhéingig und genau
dann ist

TIN AT AYPA LAYy = (@1 A AT) A AL Ayk) = 0.
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BA Beispiele zu Algebren

BA1: Die komplexen Zahlen C bilden mit den iiblichen Operationen eine R-Algebra.
Das Konjugieren ist ein Algebra-Homomorphismus C — C.

BA2: Die Polynomalgebra R[t] ist eine R-Algebra. Ist A’ eine weitere R-Algebra,
etwa A’ = C, oder A’ = R"*™ und a € A’ ein beliebig gewihltes Element, so ist

p:R[t] = A" :p(t) = Zaiti — ¢(a) :=p(a) := Zaiai
i=0 i

ein R-Algebra-Homomorphismus, der “Einsetz-Homomorphismus”.
Studieren sie dies fiir verschiedenen Algebren A’ im Detail. (Siehe auch BA9).
Weiter bis

BA3: Die freie K-Algebra iiber der leeren Menge 0 ist der Korper K selbst.
Zeigen Sie dies einmal iiber unsere Konstruktion der freien Algebra — die leere Folge
e wird hier wichtig — und studieren Sie dann diese Aussage an der universellen
Eigenschaft.

BA4: Nach BA3 ist somit R eine freie R-Algebra, C eine freie C-Algebra, ferner
nach BA1 C eine R-Algebra. C ist aber als R-Algebra nicht frei, da es keinen R-
Algebra-Homomorphismus ¢ : C — R gibt. Um letzteres zu sehen, nehmen Sie
an, es wire ¢ einer und dann bestimmen Sie mal den Wert von (i)?, wobei i die
imaginédre Einheit ist.

BAS5: Es sei f € K[t] ein fest gewdhltes Polynom. Dann besteht das von f
erzeugte Ideal (f) aus allen durch f teilbaren Polynomen. Wiahlen Sie nun speziell
f(t) :== t™*1 konstruieren Sie sich dieses Ideal (t"*!) und vergleichen Sie mit BQ3.

Wie sieht die Algebra K[t]/(t™*1) aus? als Vektorraum? wie multipliziert man
darin? Uberlegen Sie das Gleiche fiir ein beliebiges Polynom f.

BAG: Ein Element a einer Algebra heifst “Einheit”, wenn es ein b € A gibt, sodaft
ab = 1. Zeigen Sie: Ist U C A ein Ideal und enthélt U eine Einheit, so ist U = A.
Wie sehen die Einheiten in der Polynom-Algebra K|t] aus, wie allgemein in einer
freien Algebra A(B)? (Losung: Genau die Korperelemente ohne die 0.)

BAT: Fiihren Sie die Konstuktion von BA5 durch fiir die freie Algebra R]t]
und das Polynom f(t) := ¢ + 1. Es bezeichne 7 den kanonischen Epimorphismus
R[t] — C := R[t]/(t* + 1). Bezeichnen Sie 7(1) = 1, 7(t) = i. Zeigen Sie

— Esist i2 = —1;
— jedes u € C hat eine eindeutige Darstellung als u = apl + 1.

— Setzen wir U := agl — aqi, so ist vt = wu = (a + a?)1, sodak jedes u # 0
eine Einheit ist.
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— Die Algebra C' ist kommutativ.

Diese Algebra ist also ein Korper (Axiome priifen!) — Sollten Sie den etwa schon
kennen?

BAS8: Reelle Quaternionen: Bilden Sie die freie Algebra A(X,Y, Z) zu drei Ele-
menten X,Y, Z und darin das Ideal U := (X2 +¢,Y? +¢, 22 + ¢, XY Z + ¢€), wobei
e das Einselement der Algebra bezeichne. Man nennt H := A(X,Y, Z)/U die Alge-
bra der “Quaternionen” iiber R. Es sei wieder 7 : A(X,Y,Z) — H der kanonische
Epimorphismus. Wir bezeichnen speziell

we) =1L, 7(X)=z,7Y)=y,n(Z) = 2.

— Zeigen Sie dafiir die Multiplikationstabelle

11wy

111 =z y =z
zlr -1 2z —y
yly -2 -1 —=x
zlz oy —x -1

und schlieffen Sie daraus
— jedes u € H hat eine eindeutige Darstellung als

u=apl +az+ ay+asz (a; €R).

— Setzen wir
u=qapl —a1r — oy — azz,
so ist u = uu = (o + a2 + a3 + a3)1, d.h. jedes u # 0 ist Einheit. Damit ist
H eine nichtkommutative vierdimensionale reelle Divisionsalgebra.

Diese sog. HAMILTONschen Quaternionen treten etwa bei der Beschreibung der
Bewegungen starrer Korper auf.
Weiter bis

Kommutative Algebren zeichnen sich durch die zusédtzliche Eigenschaft aus, daft
bei der Multiplikation die Reihenfolge der Faktoren unerheblich ist. Dies vererbt
sich unter Homomorphismen.

BA9: Ist A eine kommutative Algebra, B eine beliebige Algebraund ¢ : A — B
ein Algebra-Homomorphismus, so ist das Bild ¢(A) C B eine kommutative Unter-
algebra von B. Denn fiir b1,bs € ¢(A) gibt es ja a1,a2 € A, sodak b; = p(a;) und
dann ist

biba = p(a1)p(az) = p(araz) = p(aza1) = p(az)p(ar) = babi.

Somit sind insbesondere alle Quotienten von kommutativen Algebren stets selbst
kommutativ. Beispiele haben wir schon oben gesehen. Ein weiteres ist

BA10: Es sei A := K[t],A’ = K"*",b € A’ fest gewdhlt und ¢ : A — A :
p(t) — p(b) der Einsetzhomomorphismus. ¢(A) besteht dann aus allen Linearkom-
binationen von Potenzen der Matrix b und dies ist eine kommutative Unteralgebra
aller Matrizen.
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BA11: Benutzen Sie BA10, um sich klar zu machen, daf eine Unteralgebra einer
Algebra A im allgemeinen kein Ideal ist. Denn eine Unteralgebra ist ein Unterraum,
der auch alle Produkte aus zwei seiner Elemente enthilt. Beim Ideal braucht dagegen
nur einer der Faktoren aus dem Ideal zu sein.

Weiter bis

BA12: Zunichst einige Beispiele fiir n-lineare Abbildungen.

1. Ist A eine Algebra, so ist die Multiplikation in A, (a,b) +— a - b eine bilineare
Abbildung. Analoges gilt fiir Produkte von 3,4, ... Faktoren.

2. Es seien K ein Korper und dazu P,,[t] die Polynome vom Grad < m {iber
K. Dann ist die gewohnliche Polynommultiplikation eine bilineare Abbildung
P [t] x Pp[t] — Pay[t]. Betrachten wir hierbei, wie sich — falls 2m > 17 —
der 17-te Koeflizient des Produktpolynoms aus den Koeffizienten der beiden
Faktoren ergibt, so finden wir eine bilineare Abbildung K™t x K™*+! — K.
Es ist etwa

(ao + alt)(bo + blt) = agbo + (a0b1 + albo)t + a1b1t2

und beispielsweise der mittlere Koeffizient agb; + a1bg ist bilinear in (ag, a;)
und (bo, bl)

3. Bei der gewdhnlichen Matrixmultiplikation AB = C' ist jedes Element der
Produktmatrix C bilinear in den Elementen von A und von B.

BA13: Fiir jede nxn- Matrix A = (ay;) ist 27 Ay = >4 j—1 @ij&inj eine bilineare
Abbildung K™ x K™ — K, 1afst sich also als lineare Abbildung K" ® K" — K
beschreiben. Dafiir kann man etwa so vorgehen:

Sei T':= K™*™, die Menge der n x n - Matrizen, ® : K™ x K™ — T definiert
durch (z,y) — r®y = x - y7, d.h. also Spalte x Zeile = (n,1)-Matrix x (1,n)-
Matrix. Nun zeigen Sie mal, dafy diese Abbildung ® bilinear ist, und daf 7', ® ein
Tensorprodukt ist. Dann ist #®y = z -y die Matrix mit den Eintréigen (;7;), und
somit ist z7 Ay = >4 j—1 @ij&iny ein lineares Funktional auf T’ betrachtet im Punkt
r®y.

Gleichzeitig sieht man hieran wieder, daf 7', d.h. K™ ® K™ weit mehr Elemente
als die von der Gestalt x ® y besitzt.

Zeigen Sie in diesem Kontext etwa

1. Der Rang der Matrix x ® y ist < 1 und = 1 genau, wenn x # 0 und y # 0.
2. Der Rang von >\, z; ® y; ist < 7.
3. Hat eine Matrix C den Rang r, so gibt es eine Darstellung als C' = > z;®y;.

Versuchen Sie nach obigem Muster Darstellungen fiir die in BA12 genannten bili-
nearen Abbildungen iiber die zugehorigen Tensorrdume zu finden.
Weiter bis
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BA14: Wir haben eine Verallgemenierung des LAPLACEschen Entwicklungssat-
zes hergeleitet. Am Beispiel einer 4 x 4 - Matrix lautet dies etwa

a1 fi M 0

as fo 2 02 ay B 73 03 ay B (72 52>
= det det — det det
det as B3 3 03 ¢ (az ﬁz) ¢ <74 4 “Naz 85)

ay Ba Y4 04
et (0 I det (292 4 det (2 52) det <71 51)
ag P V3 03 ag [ Ya O4

— det [ 2 Pa det (7 0 + det as s det (T 0
ag By Y2 02

ag P V3 03

Dies gilt natiirlich allgemeiner; wir konnen fiir eine m x m - Matrix die Determi-
nante darstellen als Summe von Produkten von aus den ersten n Spalten gebildeten
Determinanten und den dazu komplementéren aus den letzten m —n Spalten, wobei
noch das Vorzeichen richtig zu wéhlen ist.

Da eine Determinante hdchstens das Vorzeichen dndert, wenn man Spalten ver-
tauscht, kann man also analoge Formeln erhalten, wenn man sich irgendwelche n
Spalten wéhlt und daraus bzw. aus den {ibrigen Spalten gebildete Determinanten
betrachtet. Analog kann man alles mit Zeilen machen.

Fiihren Sie dies etwa an der oben notierten 4 x 4 - Matrix aus.

BA15: Zum Abschlufy seien noch ein paar Hinweise auf die Bedeutung des adu-
feren Produktes fiir die Geometrie gegeben.

Wir nehmen den R? mit den kanonischen Einheitsvektoren eg, e1, e2 als Modell
fiir den geometrischen Euklidischen Raum mit kartesischem Koordinatensystem.
Jeder Punkt = # 0 erzeugt eine Gerade durch 0, je zwei unabhéngige x, y eine Ebene
durch 0, je drei unabhéngige x, y, z den ganzen Raum. Nun betrachten wir die dufiere
Algebra E(R?). Hierin ist E1(R?) = R? mit Basis eg, €1, €. Ferner ist dim Ey(R3) =
(g) = 3 und in diesem Raum sind etwa €p := e1 A e, €1 := €3 Aeg und €3 := eg A e
eine Basis. Nach Satz A.34 beschreiben die ¢; zweidimensionale Unterrdume, also
Ebenen durch den Nullpunkt und zwar sind dies gerade die Koordinatenebenen.

Dies gilt nun sinngemif fiir alle Elemente von Fa(R3) :

Ist ndmlich Y := ngeg + n1€1 + m2ea € Eo(R3) und etwa 19 # 0, so gilt mit
T1 = M1eg — Noe€1, T2 1= N2€qg — Noe2 dann

x1 A xo = (m1eo — noer) A (n2e0 — 1oe2)
= mmn2(eo0 A eo) — mmno(eo A e2) —nonz(er A eo) +nomo(er A ez)
=no(no(er Aez) +ni(e2 Aeg) +m2(e0 Aer) =mnoY.

Somit beschreibt jedes Element (# 0) von F(R?) eine Ebene durch den Nullpunkt.
Um sie als Punktmenge zu charakterisieren rechnen wir zunéchst nach, daff mit dem
KRONECKER-Symbol

€ Nej = (Sij(eo Ner A 62)

gilt.
Nach Satz A.36 liegt der Punkt = = Z?:o &ej in der Ebene Y = Z?:o i€,
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genau wenn Y Az = 0, d.h. wenn

YAz = (Z ni€i) A (Z &ies)
=0

J=0

= Z n;&i(ei Aej)
ij

= (Z n;&idij)(eo Ne1 A es)

ij

= (Z ni&i)(eo A e1 A e).

Somit ist Y A x = 0 genau wenn ), 7;&; = 0.

Wir haben also:

Ordnen wir der Ebene Y := 5 n;e; den Punkt y := > n;e; zu, so liegt z in Y
genau, wenn die Vektoren x und y orthogonal sind, sodaf sich y als der Norma-
lenvektor der Ebene 7 erweist. Finden Sie hier irgendwo das Vektorprodukt im R?
wieder?

Versuchen Sie sich einmal damit auch in der geometrischen Anschauung klar
zu machen, was die Addition in F(R?), die also eine Addition von Ebenen ist,
bedeutet. Die obigen Uberlegungen zeigen auch, daf die Abbildung

0:R3 = FE(R%) :zx = ijej = p(x) = ijej

jedem Vektor z die dazu orthogonale Nullpunktsebene (z) zuordnet. Schalten wir
noch eine Abbildung R®* — R? mit einer symmmetrischen Matrix A = (a;;) davor,
so erhalten wir ¢ (x) := p(Ax) wobei wieder jedem Punktvektor eine Ebene durch
den Nullpunkt zugeordnet wird. Sei nun

Q:={x € R®| ¢(x) Az =0},

also die Menge der Punkte, die auf der ihnen jeweils zugeordneten Ebene liegen.
Nun ist ¢(z) = >, (> ; @ij&;)e; und damit

) he = O aige) N Grer) = (O aijli&;)eo Aer Aes)
j k

% ij
=0& Zaijfifj =0.
ij

Wie hingt dies mit den am Ende von Kapitel U behandelten Kurven und Flichen
zweiter Ordnung zusammen?
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