E Eigenwerte und Normalformen

In Kapitel H haben wir die folgende Normalformen-Darstellung fiir Homomorphis-
men abgeleitet:

Rangdarstellung E.1 Sind U,V endlichdimensionale Vektorrdume und ist f €
Hom(U, V) mit rg f = r, so existieren Basen By, By sodaf f beziiglich dieser Basen

die Matrixdarstellung ({)T 8) hat.

Speziell gilt diese Aussage natiirlich fiir den Fall U = V, also fiir Endomorphismen
f € Hom(U, U). Dabei miissen wir jedoch im allgemeinen die Basen im Bild- und
im Urbild-Exemplar von U verschieden wéihlen, um diese Darstellung zu erreichen.

Es stellt sich nun die Frage, welche Normalform-Darstellung noch méglich ist,
wenn wir im Bild- und im Urbild-Exemplar von U dieselbe Basis verwenden wollen.

Diese scheinbar akademische Fragestellung fiihrt zu Begriffen wie Eigenwert, Fi-
genvektor, ohne deren Beherrschung viele zentrale Fragen innerhalb der Mathematik
und ihrer Anwendungen in Physik und Wirtschaft oder Technik nicht einmal richtig
zu formulieren, geschweige denn zu 16sen sind.

Vereinbarung E.2 Im folgenden verstehen wir unter einer Matrixdarstellung eines
Endomorphismus stets eine Darstellung, bei der in Bild und Urbild die selbe Basis
gewdhlt ist.

Verschiedene Matrixdarstellungen F, F' des selben Endomorphismus sind dann
dhnlich, d.h. es existiert eine reguldre Matrix G, mit der

F'=G7'FG.
Betrachten wir als ein Beispiel den durch die Diagonalmatrix

A

An

gegebene Homomorphismus f : K" — K" : x — Fz. Die Diagonalelemente
seien sdmtlich # 0. Besdfie f eine Normalform-Darstellung der obigen Art, also
mit zweimal der selben Basis, so miifite F' der Einheitsmatrix I dhnlich sein, d.h.
I = G7'FG. Dann wire aber auch F = GIG~! = I, was im allgemeinen falsch
ist. Unter unserer Einschrinkung kénnen wir also nicht einmal fiir eine (nicht ganz
spezielle) Diagonalmatrix eine Darstellung der eingangs betrachteten Art finden.

Das eben betrachtete f besitzt aber eine andere wichtige Eigenschaft:

Fiir die kanonischen Einheitsvektoren gilt

f(ei) = Fe; = \e;.
Zu f existieren also Vektoren die
1. von 0 verschieden sind und

2. durch f in ein Vielfaches von sich iibergehen.

Da die Aussage 2. stets fiir den Nullvektor erfiillt ist, ist sie nur interessant, wenn
auch 1. gilt.
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Definition E.3 (Eigenwert, Eigenvektor) Zu einem Endomorphismus f in ei-
nem K-Vektorraum U heift ein Element x € U “Eigenvektor” zum “Eigenwert”
A € K, wenn

x#0 und f(z)= A

Die Eigenvektoren und Eigenwerte einer Matrix F' sind iiber den durch x — Fx
gegebenen Endomorphismus des K™ erklirt.

Im Englischen heifen diese Begriffe “eigenvector” bzw. “eigenvalue”.

Fiir « # 0 ist natiirlich mit © auch ax Eigenvektor zum selben Eigenwert.

Die Eigenwerte und Eigenvektoren von Endomorphismen f € Hom(U,U) in
einem n-dimensionalen Raum seien nun genauer studiert.

Ist \ Eigenwert zu f, so besitzt also die Gleichung f(x) = Az eine nichttriviale
Losung, was dquivalent formuliert bedeutet, daff der Endomorphismus (f — Aidy)
einen nichttrivialen Kern besitzt. Wegen des Dimensionssatzes iiber Kern und Bild
von Homomorphismen ist dann notwendig rg(f — Aidy) < n. Nach Satz D.7 ist dies
aquivalent mit det(f — Aidy) = 0.

Wir haben also

Satz E.4 )\ ist genau dann Eigenwert zu f, wenn det(f — A\idy) = 0 und jedes
x #0,xz € ker(f — Nidy) ist Eigenvektor zu .

Ist nun F' eine Matrixdarstellung von f, so ist (siehe Kapitel H) dann (F' — A1) eine
Matrixdarstellung von (f — Aidy) und nach Kapitel D ist

det(f — Aidy) = det(F — AI).

Die Determinante der Matrix (F'—AI) konnen wir aber nach den Entwicklungssatzen
berechnen.

Lemma E.5 Sind in einer nxn-Matrix A die Elemente Polynome in einer Variablen
A und haben die Polynome in der j-ten Spalte einen Grad < v;, (j =1,...,n), so
ist die Determinante von A ein Polynom vom Grad < 1 + v2 + ... + Y, in .

Beweis: Wir fiihren Induktion nach n. Im Falle n = 1 ist nichts zu zeigen. Sei also
die Behauptung fiir n = m — 1 richtig. Wir zeigen, daf sie auch fiir n = m gilt.
Dazu entwickeln wir die Determinante von A nach der m-ten, d.h. letzten Spalte.
Dann ist

det A = Z (fl)ieraim detAim,
i=1

wobei die A;,, die durch Streichen der i-ten Zeile und der letzten Spalte entstehen-
den Untermatrizen sind. Nach Induktionsvoraussetzung ist deren Determinante ein
Polynom vom Grad < ~; + 2 + ... + ¥m—1 und da a;,;, Polynome vom Grad < ~,,
sind, ist somit jeder Summand ein Polynom vom Grad < v; +72 + ... + v, in A. O

Die Matrix F' — AI hat mit F = (8;;) die Form

Bi1— A B2 e Bin
Ba1 Baza — A ... Ban
F—Al= : : . : ’
ﬁ;ll ﬁnQ cee Bnn - A

sodafs sdmtliche vorkommenden Polynome vom Grad < 1 in A sind.
Damit ergibt sich
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Satz und Definition E.6 (charakteristisches Polynom) Ist F = (3;;) Ma-
trixdarstellung fiir f € Hom(U,U), so ist

X£(A) = det(f — Aidy) = det(F — M) =: xr ()

ein Polynom vom Grad n, das “charakteristische Polynom” des Endomorphismus f
bzw. der Matrix F.
Sein Hauptkoeffizient ist (—1)", der nichste ist die Summe der Diagonalelemen-
te, genannt “Spur” von F : spur(F) := Y_"" | (3;;, der Absolutkoeflizient ist det F.
Ahnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom.

Beweis: Die Gradaussage folgt aus Lemma E.5, die beiden oberen Koeffizienten
erhilt man per Koeffizientenvergleich aus der LAPLACE-Entwicklung (damit kann
man auch die anderen berechnen), den Absolutkoeffizienten bekommt man durch
Einsetzen von A = 0.

Eine zu F' dhnliche Matrix ist ebenfalls Matrixdarstellung zu f und hat damit
das selbe charakteristische Polynom wie F. O

Den Satz E.4 konnen wir nun auch so formulieren:

Korollar E.7 )\ ist genau dann Eigenwert zu einem Endomorphismus f, wenn \
Nullstelle des charakteristischen Polynoms x s(t) ist.

Das Polynom t? + 1 besitzt in R keine Nullstelle, wohl aber jedes Polynom dessen
Grad eine ungerade Zahl ist. Dagegen besitzt in C jedes nichtkonstante Polynom
eine Nullstelle und dies gilt allgemein in jedem algebraisch abgeschlossenen Kérper
(so sind die némlich gerade definiert.)

Damit haben wir

Satz E.8 Jeder Endomorphismus f in einem n-dimensionalen Vektorraum iiber
C oder sonst einem algebraisch abgeschlossenen Korper besitzt mindestens einen
Eigenwert A, dito wenn der Kérper R ist und n eine ungerade Zahl.

Beweis: Das charakteristische Polynom hat eben in diesen Féllen mindestens eine
Nullstelle. O

Untersuchen wir nun Eigenvektoren.

Lemma E.9 Sind Ay, ..., \,,, verschiedene Eigenwerte zu f, und uj...., u,, zugeho-
rige Eigenvektoren, so sind diese linear unabhéingig.

Beweis: mit Induktion.
Sei m =1 : Als Eigenvektor ist u; # 0 und damit die von ihm alleine gebildete
Familie (u1) unabhingig.
m > 1: Seien nun (uj...., uy,—1) unabhingig. Wir untersuchen eine Linearkom-
bination
a1l + ... + Q1 Um—1 + QU = 0

mit «; € K. Nach Multiplikation mit \,, ist auch
Am@1U + oo + A Q@ 1Um—1 + A QU = 0,
nach Anwenden von f auf die erste Gleichung ist auch
a1 f(ur) + .am—1f(Um—1) + am f(um) = 0.

Da u; Eigenvektor zum Eigenwert \; ist, d.h. f(u;) = \ju;, konnen wir die letzte
Gleichung auch schreiben als

AU+ oo+ A1 O—1Um—1 + A QU = 0.
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Subtrahieren wir beide Linearkombinationen voneinander, so folgt
()\m - )\1)@1U1 + ...+ ()\m - )\m—l)am—lum—l =0

und da (uj...., umm—1) unabhéngig sind und A, — \; # 0 fiir ¢ < m, ist notwendig
a1 = ... = ayp—1 = 0 und dann aber auch «,, = 0, was die Behauptung zeigt. O
Als Folgerung erhalten wir

Satz E.10 Besitzt ein Endomorphismus f eines n-dimensionalen Vektorraumes U

genau n verschiedene Eigenwerte A1, ..., Ay, so bilden die zugehdrigen Eigenvektoren
(uq....,uy,) eine Basis von U.

Solche Endomorphismen gibt es, etwa der durch die Diagonalmatrix

A1

An

dargestellte ist ein solcher.

Die Identitdt idy (was sind deren Eigenwerte und Eigenvektoren?) zeigt aber,
daft durchaus eine Basis aus Eigenvektoren existieren kann, ohne daft n verschiedene
Eigenwerte vorhanden sind.

Gibt es zu einem Endomorphismus f eine Basis aus Eigenvektoren, so kénnen
wir f in spezieller Weise darstellen.

Satz E.11 Zu einem Endomorphismus f sei (uj....,u,) eine Basis aus Eigenvek-
toren von f zu Eigenwerten A1, ..., \,. Dann besitzt f beziiglich dieser Basis die
Darstellung als Diagonalmatrix

A1
F = diag(Ai, ..., Ap) :=

An

Beweis: Nach Kapitel H sind die Elemente 3;; der j-tenSpalt von F' gerade die bei
der Darstellung

f(uj) = ﬂljul + ...+ ﬂnjun

auftretenden Koeflizienten. Da die u; hier Eigenvektoren sind, ist aber (mit dem
KRONECKER-Symbol §;;)

f(u]) = /\juj, dh ﬂij = (Sﬁ)\j.
0

Definition E.12 (diagonalisierbar) Besitzt ein Endomorphismus eine Darstel-
lung durch eine Diagonalmatrix, so heifit er “diagonalisierbar”. Eine Matrix A heifit
diagonalisierbar, wenn der durch x — Ax gegebene Endomorphismus diagonalisier-
bar ist.

Den Satz E.11 konnen wir umdrehen:

Satz E.13 Jeder diagonalisierbare Endomorphismus f € Hom(U,U) besitzt eine
Familie von Eigenvektoren (uj...., u, ), die eine Basis von U bilden.
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Beweis: Da f diagonalisierbar ist, existiert ein Isomorphismus ¢ : U — K™, sodaf$
f' = @fe~! beziiglich der kanonischen Einheitsvektoren e; die Matrixdarstellung

At
F =diag(A1, ..., A\p) :=

An
hat. Dann ist aber f’(e;) = Fe; = \je; und mit u; := ¢~ !(e;) ist dann
flui) = (@ ofe(e) = (e~ f)(e) = 7' (f'(ea))
= (Nei) = i (&) = A

Also sind die u; Eigenvektoren und als Bilder der kanonischen Basis unter dem
Isomorphismus ¢~ ! eine Basis von U. 0

Wir konnen dieses Ergebnis zusammenfassen als

Satz E.14 FEin Endomorphismus f in U ist genau dann diagonalisierbar, d.h. durch
eine Diagonalmatrix darstellbar, wenn es eine Basis aus Eigenvektoren zu f gibt.

f ist sicher dann dagonalisierbar, wenn es zu ihm n = dim U viele verschiedene
Eigenwerte gibt.

Um Missversténdnissen vorzubeugen: Leider sind keineswegs alle Endomorphismen
in endlich-dimensionalen Radumen diagonalisierbar.

Ehe wir untersuchen, welche héfillichen Endomorphismen denn sonst noch auf-
treten, ein paar Uberlegungen zur Frage, wie man Eigenwerte und Eigenvektoren
berechnet.

Ist A Eigenwert, so ist nach Satz E.4 jedes x # 0 aus dem Kern von (f — Aidy)
zugehoriger Eigenvektor. Den Kern zu bestimmen heifst aber ein homogenes lineares
Gleichungssystem zu losen und wenn wir erst zu einer Matrixdarstellung F' — \I
iibergegangen sind, sollte dies kein Problem sein. (GAUSS-JORDAN-Elimination!)

Demnach brauchen wir also “nur” noch die Eigenwerte zu bestimmen. Dafiir legt
Korollar E.7 folgenden Weg nahe:

Man bestimme das charakteristische Polynom und berechne dessen Nullstellen.

Fiir ganz kleine n oder fiir spezielle Falle fiihrt dies auch zum Ziel. Im allgemei-
nen ist aber schon die Bestimmung des charakteristischen Polynoms eine miihsame
Sache und zur Berechnung seiner Nullstellen ist man auf numerische Methoden
angewiesen. Dies dndert sich nicht prinzipiell, wenn man andere Methoden verfolgt.

Das Bestimmen der Eigenwerte eines Endomorphismus ist i.a. nur mit nume-
rischen Néaherungsmethoden mdglich.

Die Aussage von Satz E.13 sei noch etwas allgemeiner betrachtet. Ist A Eigenwert
von f, so ist also nach Satz E.4 jeder Vektor  # 0 aus ker(f—\idy) ein Eigenvektor
von f zu A. Nehmen wir nun noch den Nullvektor hinzu, so haben wir also einen
Unterraum.

Satz und Definition E.15 (Eigenraum) Ist A Eigenwert zu f, so nennt man
Eig(f; A) :=ker(f — Aidy)

den “Eigenraum” von f zu A. Abgesehen von dem Nullvektor besteht Eig(f; \) aus
genau allen Eigenvektoren von f zum Eigenwert \. Ist f aus dem Kontext bekannt,
so schreibt man hdufig auch

E,\ = ker(f — )\ldU)

fiir den Eigenraum.
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Das oben gezeigte Lemma E.9 iiber die Unabhéngigkeit von Eigenvektoren lautet
mit diesem Begriff allgemeiner wie folgt:

Lemma E.16 Sind Ay, ..., \,, verschiedene Eigenwerte zu f, dazu E), die Eigen-
rdume, so ist die Summe
W .= E)\l + ...+ E)\m

direkt, d.h. ist
w1+ ..+ wy, =0 mit w; € Ey,(i=1,..,m), s0ist w, =... = w, =0.

Der Beweis ist fast wortlich der von Lemma E.9 und sei deshalb als Ubung gelassen.

Wihlen wir also fiir jeden Eigenraum eine Basis, so bilden alle diese Teilbasen
zusammen eine Basis von W = @!", E,,, dem von allen Eigenvektoren aufge-
spannten Unterraum. Damit kann man Satz E.13 auch so aussprechen:

Satz E.17 Ein Endomorphismus f € Hom(U,U) ist genau dann diagonalisierbar,

wenn
m
v-& n,
=1

wobei die \; gerade die verschiedenen Eigenwerte von f durchlaufen.

Beweis: Ist f diagonalisierbar, so besitzt U eine Basis aus Eigenvektoren von f.
Nimmt man hier die zum selben Eigenwert jeweils zusammen, so ergibt sich die
behauptete Darstellung als direkte Summe.

Ist andererseits der ganze Raum direkte Summe von Eigenrdumen, so erhélt
man nach obiger Bemerkung daraus eine Basis von U, die ganz aus Eigenvektoren
besteht, wonach dann f diagonalisierbar ist. O

Wir wissen, daf etwa {iber C jeder Endomorphismus f einen Eigenwert und
folglich auch einen Eigenvektor besitzt. Ist f diagonalisierbar, so besitzt er sogar
eine Basis aus Eigenvektoren. Betrachten wir nun einmal den durch

A1
A1 0
F =
1
0 A1

gegebenen Endomorphismus f € Hom(C™,C").

Das charakteristische Polynom lautet xs(A) = (A1 — A)", sodafs A, der einzige
Eigenwert von f ist. Offenbar ist e; dazugehoriger Eigenvektor. Schauen wir den
zugehdrigen Eigenraum

0 1
0 1 0
E,, =ker(f — A\iden) =ker(F — M\ 1) = ker
1
0 0

O =
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an. Die Matrix F' — A1 hat noch den Rang (n — 1), somit einen eindimensionalen
Kern und damit ist also Fy, = span(e;), d.h. alle Eigenvektoren sind Vielfache von
€1.

Fiir n > 1 ist also dieses f nicht diagonalisierbar.

Untersuchen wir das Verhalten von f auf den kanonischen Einheitsvektoren ge-
nauer.
Es ist

f(el) = )\161, d.h. (f — )\1 id)61 =0.

Es ist
f(eg) = Meg +eq, d.h. (f -\ id)€2 =e1 7é 0, aber

(f = Aid)%es = (f — Ayid)e; = 0.
So kann man weiterschlieflen und erhalt fiir alle 2 <m <n
(f = Mid)esm = em—1 und
(f = Mid)" e, #0, (f — A id)™e,, = 0.

Dies fiihrt zu

Definition E.18 (Hauptvektoren) Ist A Eigenwert zu f € Hom(U,U) so heifst
jeder Vektor x € U mit

(f = Xid)™'x £0, (f — Nid)™z = 0.
ein “Hauptvektor m-ter Stufe”, (m = 1,2,...).
Fiir m = 1 lautet die Bedingung
(f = Aid)’z # 0, (f — Nid)x = 0,
was wegen (f — Aid)? = id gerade bedeutet, daf x ein Eigenvektor ist.
Hauptvektoren 1-ter Stufe sind Eigenvektoren.

Im folgenden setzen wir zur Vereinfachung der Notation

fa=(f = Aid).

Lemma E.19 Ist x,, ein Hauptvektor m-ter Stufe zum Eigenwert A von f und
definieren wir fiir j = 1,2, ..., m die Vektoren

xj = ;nij(zm),

so gelten
(i) z; ist Hauptvektor j-ter Stufe.
.. | Ayj+xj1 wenn j>1,
(11) f(mj) - { )\:Cj wenn ] = 1.

(iii) (x1,...,Zm), d.-h. diese von dem Hauptvektor x,, erzeugte “Kette” von Haupt-
vektoren ist linear unabhingig.
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Beweis:

G0 \ — i g pm— _ pm—i #0 wenn i=1,
* (z])i r 0 (m) = A () {ZO wenn ¢ =0.

Also ist z; Hauptvektor der Stufe j.

(ii)
0 wenn j =

f,\(:z:j) = fro f;"_j(:z:m) _ f;\n_(j_l)(:z:m) _ { Tj—1 wenn j > 1,
(iii) Sei
0= Z%‘»’Ci = Zaiff%i(xm).
i=1 i=1

Dann ist fiir jedes k: 1 <k <m

0=f30) =Y aify o i (xm)
=1

m

k
=Y @i o @)+ Y af T T ()
=1

i=k+1
m
g QT

i=k+1
Setzt man nun der Reihe nach £k = m — 1,m — 2, ..., so ergibt sich «,, =
-1 = ... = a1 = 0, was die Unabhangigkeit zeigt. 0

Solche Ketten von Hauptvektoren spielen eine wichtige Rolle:

Satz E.20 Es sei (21, ..., 2,,) eine solche Kette von Hauptvektoren zum Eigenwert
A von f, und H := span(xy, ..., &, ). Dann gelten

(i) f(H) C H, d.h. Vyen f(z) € H. - Man sagt, “H ist f-invariant”.
(ii) Die Hauptvektorenkette (x1, ..., Z,,) ist Basis von H.
(iii) Beziiglich dieser Basis hat die Einschrdnkung fiy von f auf H die Matrixdar-

stellung
Al
A1 0
Fg =
0 A

1
A
Beweis: (i) und (ii) folgen direkt aus Lemma E.19, fiir (iii) ist lediglich Lemma
E.19,(ii) richtig zu interpretieren. O

Bezeichnung E.21 (JORDAN-Kasten) Man nennt eine Matrix der speziellen in
(iii) dargestellten Form einen “JORDAN-Kasten” zum Eigenwert A.
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In Satz E.17 hatten wir gezeigt, daft jeder diagonalisierbare Endomorphismus eine
Darstellung des Raumes als direkte Summe von Eigenrdumen besitzt. Im zweiten
Teil dieser Vorlesung werden wir folgende Verallgemeinerung dieses Sachverhaltes
beweisen:

Satz E.22 Ist f ein Endomorphismus in einem endlichdimensionalen komplexen
Vektorraum U, so gibt es eine Darstellung von U als direkte Summe

U=H & Hy @ ... ® Hy,

wobei die H; f-invariante Unterrdume sind, die je eine Kette von Hauptvektoren
von [ als Basis besitzen. Hat fiy, den JORDAN-Kasten C; als Matrixdarstellung,
so besitzt f selbst die Matrixdarstellung

Gy

Ck

bei der also ldngs der Diagonale die entsprechenden JORDAN-Késten aufgereiht sind.
Man nennt dies auch die “JORDANsche Normalform”.

Wir nutzen diese Ergebnisse iiber Eigenwerte, um erste Aussagen iiber die Losung
von

Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

zu bekommen.
y:R— C"t e y(t) = (nu(t), ..., (t)”

bezeichne die stetig differenzierbaren Funktionen auf R mit Werten in C". Dazu sei
Y iR — C" ity (8) = (0 (), e, (1)

die Ableitung. Sie ist noch stetig auf R. A := (@ )nn € C"*™ sei eine fest gewahlte

Matrix (mit komplexen Zahlen als Elementen).

Bezeichnung E.23
(i) Wir nennen eine Abbildung

D :yw— D(y):=y — Ay, d.h. (D(y))(t) :==y'(t) — Ay(t),
einen linearen Differential-Operator erster Ordnung mit konstanten Koeffizi-
enten.

(ii) Fiir eine stetige Funktion
b:R — C"t = b(t) = (Bu(t), ey Bu(t)”
heifst
D(y)=b, dh.y = Ay +b

ein lineares Differentialgleichungssystem erster Ordnung (mit konstanten Ko-
effizienten).

Ist b(t) = 0, so reden wir von einem homogenen System, andernfalls von einem
inhomogenen.
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Mit den Funktionenrdumen

U :={u|R — C", u stetig differenzierbar } und
Vi:i={v| R — C", v stetig }

ist offenbar D € Hom(U,V), was die Benennung “linearer Differentialoperator”
rechtfertigt.

Wir werden spéter sehen, daft sich auch Differentialgleichungs-Probleme, die hohere
Ableitungen enthalten, {iber solche Differentialoperatoren erster Ordnung darstellen
lassen. (Siehe auch Beispielteil.)

Zur Losung des unter Bezeichnung E.23.(ii) notierten Differentialgleichungssystems
kénnen wir nun die allgemeine Theorie aus Kapitel H heranziehen. Satz H.22 liefert
dann fiir unsere Situation

Lemma E.24 Ist y,. eine Losung des inhomogenen Systems
Dy:=y — Ay=hb,

so ist
L(D;b) :={y«+yn | yn € ker D}

die Gesamtheit aller Losungen. Dabei besteht ker D aus allen Losungen der homo-
genen Gleichung
Dy:=y — Ay =0.

Diese Losungsmenge L(D;b) sei nun etwas untersucht.
Zunichst betrachten wir die homogene Gleichung.

Lemma E.25 Ist y Losung von Dy= 0, d.h. ist y = Ay und hat fiir eine Stelle
to € R die Funktion y eine Nullstelle, d.h. ist y(to) = 0, so ist y(t) = 0 fiir alle t € R.

Beweis: Fiir jedes t € R ist y/(t) = Ay(t), sodak also fiir i =1, ..., n gilt
i) = aym;(t).
j=1
Durch Integration folgt

w(©) = mito) + [ nirdr =0+ [ Y asny(riar

to to =1
Mit
‘= max._ max ;
)= maxt, {max (o)}
und
a = max |a;;|
i,
ist damit

0<n) < =n(t) -n-a-|t—to

/tn-a-n(r)dr

to

Ist ¢t so nahe bei tp, dal n - a - |t — to| < 1, so folgt aus der letzten Ungleichung
notwendig 7(t) = 0, soda® also auch n(7) = 0 fiir |7 — ¢o| < |t — to|. Diesen Schlufs
kann man iterieren und erhilt daraus, daf notwendig y(¢) = 0 fiir alle ¢ € R ist. O

Wir erhalten damit als
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Folgerung E.26
(i) Fiir jedes yo € C™ hat das “Anfangswertproblem”
Dy = b, y(0) = yo,

héchstens eine Losung.
(ii) Die Abbildung
p:kerD — C", y— y(0),

ist injektiv und damit
dimker D < n.

Tatsachlich gibt es bei (i) stets eine Losung. Ferner werden wir unten sehen, daf in
(ii) die Abbildung ¢ bijektiv ist und damit dann dimker D = n.

Beweis: (i) Sind y1, y2 Losungen von Dy = b, die beide y1(0) = y2(0) = yq erfiillen,
so gilt fiir y := y1 — yo :

Dy =D(y1 —y2) = Dy1 — Dya =b—b=0,
y(0) =y1(0) —y2(0) =yo —yo =0

und mit Lemma E.25 folgt, daff y1(t) = y2(t) fiir alle ¢ € R gilt.
(ii) Stimmen zwei Losungen von Dy = 0 an der Stelle ¢y = 0 {iberein, so sind sie
nach (i) identisch. Dies besagt aber gerade, daf die Abbildung ¢ injektiv ist. O

Die Eigenwerttheorie erlaubt uns nun den Beweis von

Satz E.27 Die Abbildung
P ker D — Cna Yyr— y(O)a

ist auch surjektiv und damit bijektiv, d.h. zu jedem y, € C™ gibt es genau eine
Losung der homogenen Anfangswertaufgabe

Dy =y — Ay =0, y(0) = yo.

Mit Folgerung E.26 ist dies dquivalent dazu, daff Dy = 0 genau n unabhingige
Losungen besitzt. Den Beweis von Satz E.27 filhren wir in mehreren Schritten.

Reduktion E.28 Es geniigt die Aussage fiir den Fall zu beweisen, daf die Matrix
A in JORDAN-scher Normalform vorliegt.

Beweis: Ist ' = Ay und G eine konstante invertierbare Matrix, so ist fiir die
Funktion z := Gy, also 2(t) = G~ 'y(t) dann 2’ = G~y und damit

2 =G =G TAGG ly = GT1AGz,
folglich 2z Losung von 2z’ = (G~'AG)z, wobei natiirlich noch z(0) = G~1y(0). Es
geniigt also die Behauptung fiir das transformierte System zu beweisen und dabei

kann man durch Wahl von G die Matrix G~'AG als JORDAN-sche Normalform
erreichen. O

Als nichstes betrachten wir folgenden
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Spezialfall E.29 Die Matrix A habe JORDANsche Normalform mit genau einem
JORDAN-Kasten

A1
A1 0
A= o =\ +E,
oy
0 Al
A
wobei
1 0 1
1 1 0
I= , E=
1
1 0 0 1
1 0
Dann sind die Spalten der Matrix
2 3
Lt 5 g
01 ¢t &
C(t) := eX.l0 0 1 ¢
00 0 1

(m,n)
eine Basis von ker D, d.h. der Losungen von 2z’ = Az.
Beweis: Es ist zu betrachten

2(t) = Az(t) = (M + E)z(t).
Mit einem noch zu bestimmenden Vektor

e(t) = (N (t), -1 (8)"

setzen wir an:
2(t) == M - (1),

Dies ergibt die fiir alle ¢ zu erfiillende Gleichung
2/ (t) = eM(Ae(t) + (1))
= (M + E)eMe(t)
= eM(\e(t) + Ec(t)),
die offenbar zu
d(t) = Ec(t)

Aquivalent ist.
In Komponenten lautet dies

0 1=n

und die Spalten der oben notierten Matrix C sind offenbar Losungen dieser Glei-
chung. Da C invertierbar ist, sind sie unabhéingig und mit Folgerung E.26 also eine
Basis. U
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Nun kommen wir zum allgemeinen Fall.
Die Matrix A sei in JORDANscher Normalform gegeben, also als

J1
A=

Jk
mit JORDAN-Kasten Ji, ..., Ji. Zu jedem JORDAN-Kasten J; bilde man entsprechend
dem Spezialfall die zugehérige Matrix C;(t) und ordne alle diese Matrizen wie folgt
zu einer neuen Matrix

Cy(t)
C(t) =
Ch(t)

Dann — so rechnet man leicht nach — sind die Spalten vonn C' unabhingig und
Losungen von z = Az, womit unser Satz gezeigt ist.
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BE Beispiele zu Eigenwerten

Zunéchst ein Beispiel dafiir, daff Eigenwerte une Eigenvektoren auch “in der Natur”
vorkommen.

Drei gleichschwere Kugeln K, Ko, K3 mit der Masse 1 seien wie auf dem Bild
durch Federn verbunden aufgehingt. Die Federkonstanten - sie geben an, wie stark
die Feder ist - seien ci,co,c3. Wie schwingt dieses System, wenn man es einmal
anstéfit und wir annehmen, daf keine Ddmpfung eintritt? Um es einfacher zu halten,
betrachten wir nur genau senkrecht verlaufende Schwingungen.

Cc1

K,
C2

K>
c3

K3

Abbildung 5

Ist y;(t) die Auslenkung aus der Ruhelage der i-ten Kugel zur Zeit ¢, dann erhalt
man folgendes System von Differentialgleichungen fiir die y; :

—yi =y — ca(y2 — y1)
—yy = ca(y2 — y1) — c3(ys — ya)
—y5 = c3(ys — y2)
Da ungeddmpfte Schwingungen schén Sinus-artig verlaufen, machen wir folgenden

Ansatz:
y1(t) := & sinwt, yo(t) 1= o sinwt, y3(t) := 3 sin wt.

Wegen
(sinwt)” = —w?sinwt

wird unser System von Differentialgleichungen damit iiberfiihrt in das System
&w?sinwt = ((c1 + )€1 — c2&o) sinwt
Ew?sinwt = (—caéy + (o + ¢3)€ — c3&3) sinwt

fng sinwt = (763)52 + 6353) sinwt,

und hierin sind &1, &2,&3 (nicht alle = 0) und w zu bestimmen. Damit ist also zu
16sen die Eigenwertaufgabe

c1+es  —cy 0 &1 &1
—Ca co+c3 —c3 & = A& ()\ = wQ.)
0 —c3 3 &3 &3

Jeder Eigenwert A = w? liefert eine “Eigenfrequenz” des Systems und der zuge-
horige Eigenvektor z liefert die Amplituden der auftretenden Schwingungen. Jede
entsprechend der Art, wie wir das System anstofsen, auftretende Schwingung des
Gesamtsystems ergibt sich durch Uberlagerung dieser Eigenschwingungen, d.h. ist
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als Linearkombination dieser aus dem Eigenwertproblem gewonnenen Lésungen dar-
stellbar.

Durch die Federn wird hier auf die Kugeln eine Kraft ausgeiibt, die umso gréfier
ist, je grofer die Auslenkung aus der Ruhelage ist, und dadurch die Auslenkung
selbst korrigiert. Diese Situation, daf die Anderung einer Gréfe abhiingig von der
Grofse selbst ist, finden Sie in allen Bereichen quantitativen Beschreibens und meist
resultiert daraus ein Eigenwertproblem. Weiter Beispiele wiren etwa Wirschafts-
wachstum, Alterspyramide, Vermehrung von Bakterien, etc.

Weiter bis

BE1: Untersuchen wir den durch die Matrix

-1 2 2
F=12 2 2
-3 —6 —6

gegebenen Homomorphismus f : R? — R3.
Das charakteristische Polynom lautet

—1-=A 2 2
xf(A) =det(F — AI) = det 2 2—-A 2
-3 -6 —6-A

Subtrahieren wir die letzte Spalte von der zweiten so folgt

—(14+X 0 2
Xf(A) = det 2 - 2
-3 A —6-—A

Entwickeln nach der zweiten Spalte liefert

X5 (A) = =A==+ 22 =4) = A((L+ A)(6 + 1) +6)
=AM +5A+6) = AN +2)(A +3).

Demnach hat F' die drei verschiedenen Eigenwerte \; = 0, Ao = —2, A3 = —3. Nach
Satz E.10 bilden die zugehorigen Eigenvektoren (uj,us,u3) eine Basis des R®. Also
ist f diagonalisierbar.

Zur Bestimmung der Eigenvektoren betrachten wir das System (F' — A\l )z = 0, fiir
A = A1 oder A = Ay oder A = A3, d.h. die Systeme:

-1 2 2 0

M =0: 2 2 2 lx=0 mit einer Lésung z = uy := 1
-3 —6 -6 -1

1 2 2 2

Ao = —2: 2 4 2 lx=0 mit einer Lésung z = ug := | —1
-3 -6 —4 0

2 2 2 1

A3 =—3: 2 5 2 ]z=0 mit einer Losung z = uz := | 0
-3 -6 -3 -1

Es bezeichne G die mit diesen Eigenvektoren als Spalten gebildete Matrix:
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Da diese eine Basis bilden, ist G invertierbar. Wenn Sie nun den Beweis von Satz
E.13 aufmerksasm lesen, sollten Sie merken, daft gilt:

M 0 0
G'FG =10 X 0] =F.
0 0 M3

Sie konnen dies “zu Fuft” nachrechnen, oder so schliefien:
Nach Konstruktion von G ist u; = Ge; (i = 1,2, 3). Damit ist

GilFGei = GilF’uZ‘ = GilAiui = )\Z-Gflui = )\Z‘GilGei = /\Z—ei = F’ei.

BE2: In Satz E.8 kénnen wir nicht auf die Voraussetzung verzichten, daff der
Korper algebraisch abgeschlossen ist:
Uber R besitzt die Matrix F = (01 (1)) keine Eigenwerte; denn es ist das charak-
teristische Polynom xf(\) = det(F — AI) = A? + 1 # 0 fiir alle A € R. Uber den
komplexen Zahlen C hat dagegen x (1) die beiden Nullstellen &4 und somit eine
Basis aus Eigenvektoren. Wie sieht sie aus?

Weiter bis

Die bisher betrachteten diagonalisierbaren Matrizen besafsen eine Basis aus Eigen-
vektoren. Wir haben aber gesehen, daf es vorkommen kann, daff nur ein Eigenwert
und dazu auch nur genau ein Eigenvektor existiert. Eine solche Matrix 1afst sich

dann auf die Form
A1

A 1

F =

0 A

bringen, also auf die Gestalt eines einzigen JORDAN-Kastens. Diese JORDANsche
Normalform sei fiir ein — noch recht simples — Beispiel bestimmt.

BE3: Es sei

17 0 —25
F=10 3 0
9 0 -13
Das charakteristische Polynom lautet
17— X 0 —25
Xf(A) = det(F — M) = det 0 3—A 0
9 0 —13 - A

=B =N[-17T=N(134+ ) +9-25] = (3 - N)(\—2)>

Wir haben also zwei verschiedene Eigenwerte A\ = 3, Ay = 2.
(F — 3I)x = 0 besitzt genau eine unabhingige Losung, nimlich u; = (0,1,0)7.
Fiir
15 0 —-25
(F-2Dz=(0 1 0 |z=0
9 0 -15
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existiert wegen rg(F — 2I) = 2 auch nur genau eine unabhingige Losung, ndmlich
ug = (5,0,3)T. Da aber uy € im(F — 2I) ist, hat auch das inhomogene System

15 0 -25 5
(F—2lx=wug,dh. |0 1 0 Jz=10
9 0 -15 3

eine Losung, ndmlich ug = (%, 0,0)”. Dann ist
(F —2@)us = uz # 0, aber (F —21)?u3 = (F — 2I)uy = 0,

d.h. ug ist ein Hauptvektor zweiter Stufe zum Eigenwert 2 von F. Die Vektoren
(u1,u2,us3) bilden eine Basis von R3, in der us,u3 eine Kette bilden. Nach Satz
E.20 hat der von F gegebene Homomorphismus f : R® — R? : » — Fuz beziiglich
dieser Basis somit die Matrixdarstellung

3 00
FF=[(0 21
0 0 2

in JORDANscher Normalform.

Bilden Sie wie in BE1 die Matrix G mit den Spalten (u1, us, us), dann kénnen Sie
nachrechnen oder analog oben schliefen, daft F’ = G~1FG ist.

Uberlegen Sie mal, warum es keinen Sinn hat, fiir den Eigenwert 3 eine Hauptvektor
zu suchen? Woran kann man das sehen?

Der Vektor uf := (0,0, +) wiire auch ein Hauptvektor gewesen, der mit us eine Kette
bildet. Es gibt also zu dem Eigenvektor us verschiedene (unabhéngige) Hauptvek-
toren, die man in die gesuchte Basis aufnehmen kann.

Fiihren Sie die gleichen Uberlegungen nochmal aus, nachdem Sie in F' das mittlere
Element von 3 in 2 gedndert haben.

Weiter bis

Als Beispiel betrachten wir die “gewthnliche Differentialgleichung 2-ter Ordnung”
u”(t) = (6 — ¢*)ul(t) + 2qu’ () mit §,q € R.

Wir setzen 1y := u, 12 := v’ sodaf also 7} = «' = 12, n5 = «”. Somit haben wir
also die Gleichungen

m =1,

my = (8 — ¢*)m + 2qne,
was wir mit y := (771) und A = ( 0 ! ) schreiben kénnen als
T (06—q%) 2

y = Ay.

Damit ist die behandelte Form eines Systems 1-ter Ordnung erreicht.
Zur Losung ist nun die JORDAN-Form der Matrix A zu bestimmen. Das charakte-
ristische Polynom lautet

-A 1
xa(A) = det ((6—q2) 2q—)\) =N 200+ —6=(\—¢q)?* 4.
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1.Fall: § # 0 : Hier gibt es zwei verschiedene Eigenwerte A1, A2, somit dazu zwei
unabhéngige Eigenvektoren c1, co und — rechnen Sie das mal selber nach — die Funk-
tionen

Mt

et ey

yi(t) :
Yya(t) :

bilden eine Basis des Losungsraumes von y' = Ay.
2.Fall: § =0 : Hier ist also

Xa(d) = (A —q)*

mit nur einem einzigen Eigenwert, ndmlich ¢. Es ist

— 1 —q 1
A—qgr=( 4 —
1 (—q2 2q — q) <—q2 q>

eine Matrix vom Rang 1. Damit ist hier auch ihr Kern eindimensional. Es gibt
also genau einen eindimensionalen Eigenraum, sodaff notwendig ein Hauptvektor
existiert.

Wir erhalten

einen Eigenvektor g; := (;) als Loésung von (;2 ;) x =0, und

—q 1
f2q

(1 0\ 1 (1 0
G_<q 1)’G _(q 1)

J =G 1AG = (q 1)
0 ¢

einen Hauptvektor g5 := <(1)> als Losung von ( > T = g1, und mit

ist

die Jordanform.
Zum Differentialgleichungssystem 2z’ = Jz haben wir dann als Losungen die Spalten

von
1t
. pdt
C(t):=e (0 1).

Fiir unsere urspriingliche Gleichung

erhalten wir daraus wegen y = Gz als Losungen die Spalten von

v (06 =) uh)
y1(t) = et (2 ) , y2(t) = e (qti 1> '

Priifen Sie selbst nach, daf dies Losungen sind und iibersetzen Sie sie in Lésungen
der urspriinglichen Gleichung 2-ter Ordnung.

also
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