H Homomorphismen

Wir hatten gesehen, daf eine n x m Matrix A iber K™ 3 z — f(z) := Az € K"
eine Abbildung definiert, fiir die fiir alle 2,y € K™, a € K gilt:

flx+y) = flz)+ f(y)
fla-z)=a- f().

Diese Formeln greifen nur auf Operationen zuriick, die in jedem Vektorraum erklart
sind.

Definition H.1 (Homomorphismus, lineare Abbildung) U,V seien Vektor-
rdume iiber demselben Korper K. Eine Abbildung f : U — V heiit “linear” oder
ein “Homomorphismus”, wenn fiir alle x,y € U, alle o € K gilt:

Hi: f(z+y) = f(z)+ f(y)
H2: fla-z)=a- f(x).
Die Menge aller Homomorphismen von U nach V' bezeichnen wir mit Hom(U, V).

Stimmen die beiden Riume iiberein, ist also U = V, so reden wir von einem “Endo-
morphismus”.

Bemerkung H.2 Statt Hom (U, V) ist auch L(U, V') gebrduchlich - L von linear -,
fiir Hom(U, U) schreiben wir kurz Hom(U), fiir f € Hom(U, V) auch U L.
Jede n x m Matrix A liefert also einen Homomorphismus f4 : K™ — K™ iiber
x+— fa(z) = Az. Fir ihn ist fa(e;) = Ae; = a.;. Sie wissen ja,

die Spalten sind die Bilder der FEinheitsvektoren,
und da wir die Matrix A kennen, wenn wir ihre Spalten kennen, bedeutet dies, daf§
der ganze Homomorphismus f4 bestimmt ist durch seine Bilder auf der Basis aus

den kanonischen Einheitsvektoren. Dies werden wir gleich als allgemeine Eigenschaft
von Homomorphismen erkennen. Zunéichst noch zwei Rechenregeln:

Satz H.3 Es sei f € Hom(U, V). Dann ist
(i) f(0) =0 und
(i) fiir jede Linearkombination x = 377", ajx; € U ist f(x) = 3370, ;i f(x).

Beweis: Zu i) Es sei z € U beliebig. Dann ist f(0) = f(0-x) . f(z)=0.
Zu ii) Wir fiihren eine Induktion iiber die Anzahl m der Summanden.
m=1:xz = ayx; liefert mit H2: f(x) = f(aqnz1) = a1 f(z1).
m—1=m:Esist

m m—1
xr = Z QT = Z QTj + AmTm.
j=1 j=1
Damit ist
m—1 m—1
H1
f(x):f (Zajxj)+amxm = f(zajwj)'*'f(amxm)
j=1 j=1
m—1

TN 0 f () + o (m) = 3 0 ().
j=1

1

J
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Diese Rechenregel ist nun auch substantiell fiir Homomorphismen.

Satz H.4 Sind U,V Vektorrdume iiber demselben Kérper, (uy, ..., u,,) eine Basis
in U, und ist (yi, ..., Ym) eine beliebige Familie in V, so gibt es genau einen Homo-
morphismus f € Hom(U, V') mit

fluj)=y; (G=1,2,...,m).

Fiir ihn gilt
r= &uj flx) =Y &yj
i=1 =1

Dies besagt:
Ein Homomorphismus ist durch seine Werte auf einer Basis eindeutig bestimmt.
Diese konnen beliebig vorgegeben werden.

Beweis: Da (uy, ..., u,,) Basis von U ist, besitzt jedes © € U eine eindeutig be-
stimmte Darstellung als 2 = 7" | {;u;. Damit ist durch

v f(2) =Y &y;
j=1

eine Abbildung f : U — V definiert, fiir die trivialerweise f(u;) = y; gilt, und die
iiberdies, wie Sie leicht nachrechnen kénnen, die Forderungen H1 und H2 erfiillt.
Somit ist diese Abbildung f ein Homomorphismus. Ist nun g € Hom(U, V) irgend
ein Homomorphismus, mit g(u;) =y; (j =1,2,...,m), so gilt mit Satz H.3

g(z) = g(z §ug) = ijg(uj) = ijyj = f(z),

sodafs also g = f. Der Homomorphismus ist also eindeutig bestimmt. O

Bemerkung H.5 Dies gilt auch fiir unendlich-dimensionale Riume.

Betrachten wir nun zunichst einen Spezialfall: Es sei U := K™, V = K",
(y1, ..., Ym) eine beliebige Familie im K”. Im K™ haben wir die Basis (e1, ..., em)
aus den kanonischen Einheitsvektoren. Nach Satz H.4 gibt es also genau einen Ho-
momorphismus f : K™ — K", fiir den f(e;) =y; (j=1,...,m) gilt.

Da wir in den Rdumen aus Spaltenvektoren arbeiten, knnen wir ihn auch noch
anders darstellen: Fiir x € K™, bzw. y; € K" haben wir

& m 715
e= =D gepyi=| (j=1,...,m).
Em =1 Nnj
Damit ist f(z) = f(3271, &e5) = 2270, §f(e5) = 22011 &

Bilden wir nun die n x m Matrix

mi -+ MTm
F= . .

Tn1 coo Tnm
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deren j-te Spalte also genau y; ist (j = 1, ...,m), so ist bekanntlich

m &
Z Gy =F| :
i=1 Em
Damit haben wir

Satz H.6 (i) Jede n x m Matrix F definiert iiber K™ > z +— Fa € K" einen
Homomorphismus f € Hom(K™, K™). Die Spalten von F sind die Bilder der
kanonischen Einheitsvektoren unter f.

(ii) Bilden wir zu f € Hom(K™, K™) die n x m Matrix F, deren j-te Spalte gerade
y; = f(e;) ist (j =1,...,m), so gilt fiir alle x € K™ : f(z) = Fz.

Homomorphismen zwischen Rdumen aus Spaltenvektoren kénnen wir also, indem
wir ihre Werte auf der Basis aus den kanonischen Einheitsvektoren betrachten,
stets durch Matrizen darstellen. Wir werden spiter sehen, daf Ahnliches auch fiir
Homomorphismen zwischen beliebigen Radumen moglich ist.

Zunichst studieren wir jedoch allgemeine Eigenschaften von Homomorphismen,
die natiirlich dann auch fiir die durch Matrizen gegebenen Homomorphismen gelten.

Satz H.7 Esseien U, V, W Vektorrdume (iiber demselben Kéorper), f € Hom(U,V),
g € Hom(V, W). Dann gelten

(i) Durch idy : U — U,u — idy(u) := u ist ein Homomorphismus € Hom(U,U)
gegeben, die sogenannte Identitdt in U.
(ii) Durch go f : u — g(f(u)) ist ein Homomorphismus go f € Hom(U, W) erklirt.
(Reihenfolge beachten!)
(iii) Ist g o f surjektiv, so ist g surjektiv.
iv) Ist g o f injektiv, so ist | injektiv.
) I f injekti ist [ injekti

Beweis: (i): Wir haben fiir idy die Eigenschaften H1 und H2 nachzuweisen:
idy(ur + u2) = ug + ue = idy(ur) +idy(uz). dy(a-u) =a-u=«a-idy(u).

(ii): Wir haben fiir g o f die Eigenschaften H1 und H2 nachzuweisen, die fiir f und
g jeweils einzeln gelten:

(9.0 F)(ur +uz) = g(f (ur +uz) "= g(F(ur) + f(u2)

H1

=" g(f(u1)) + 9(f(u2)) = (g0 f)(u1) + (g 0 f)(uz).

(90 f)au) = g(f(aw) "2 glaf(u) "2 ag(f(u) = algo f)(u).

(iii): Ist g o f surjektiv, so gibt es zu jedem w € W ein u € U, mit w = (go f)(u) =
g(f(u)). Mit v := f(u) ist also w = g(v) und da w € W beliebig war, ist somit g
surjektiv.

(iv): Ist g o f injektiv, so gilt: Ist (g o f)(u) = (g o f)(u'), so ist u = w’. Ist nun
fir u,u’ € U schon f(u) = f(u'), so ist trivialerweise (g o f)(u) = (go f)(u') also
wegen unserer Voraussetzung dann u = v’ und damit f injektiv. 0

Fiir das Weitere benétigen wir noch ein paar Begriffe:
Definition H.8 (Kern, Bild) Ist f € Hom(U, V) so heifst

ker f :={u € U | f(u) =0} der “Nullraum” oder “Kern” von f,
im f:= {f(u) € V | ue U} das “Bild” von f.
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Satz und Definition H.9 (Rang, Defekt) ker f und im f sind Unterrdume von
U bzw. V. Man nennt die Dimension des Bildes den “Rang” von f : rg f := dimim f,
und die Dimension des Kernes den “Defekt” von f : def f := dimker f.

Beweis: (der Unterraum-Aussagen:) Wegen f(0) = 0ist 0 € ker f und 0 € im f.
Sind z,y € ker f, o, 8 € K, soist f(ar+Py) = af(z)+6f(y) =a-0+3-0=0,
also ax + By € ker f. Somit ist ker f ein Unterraum.
Sind v, w € im f, so gibt es x,y € U, sodak v = f(x),w = f(y). Dann gilt fiir
beliebige Koeffizienten «, 8 € K : av + fw = af (z) + B8f(y) = f(ax + Py) € im f.
Somit ist auch im f ein Unterraum. O

Satz H.10 Es sei f € Hom(U, V). Dann gelten

(i) f injektiv < ker f = (0).

(ii) f surjektiv<im f =V.

(iii) f bijektiv < (ker f = (0) und im f =V).
Sei (21, ..., Zym) eine Familie in U. Dann gelten

(iv) (f(z1),..., f(xw,)) unabhdngig (in V) = (x1, ..., x,,) unabhdngig (in U).
(v) (z1,...,xm) unabhingig und f injektiv = (f(x1),..., f(xm)) unabhingig.
(vi) (x1,...,xm) erzeugend fir U = (f(x1),..., f(xm)) erzeugend fiir im f.

(vii) (21,...,xm) erzeugend fiir U und f surjektiv = (f(x1),..., f(xm)) erzeugend
fiir V.

Ist (x1,...,2m) eine Basis von U, so gilt
(viii) f bijektiv < (f(x1),..., f(xm)) ist Basis von V.

Beweis:

(i) f injektiv liefert insbesondere, daf f(xz) = 0 nur fiir x = 0 gelten kann. Ist
ker f = (0) und f(z) = f(y), soist f(y —x) =0, also y — z € ker f und damit
y—x=0,alsoxr=y.

(ii) Dies folgt trivial aus der Definition.
(iii) folgt direkt aus (i) und (ii).

(iv) Wir betrachten eine Linearkombination der x;, die 0 ergibt: 0 = 3 7", a; ;.
Dann ist 0 = f(0) = f(3_71, ajx;) = 771, a;jf(z;). Da die f(z;) unabhén-
gig sind, miissen notwendig alle Koeffizienten o; = 0 sein. Wir haben also
gezeigt: Aus >0, ajx; = 0 folgt au = ... = oy, = 0, doh. die (21, ..., 2, sind
unabhingig.

(v) Sei 0 = 377", ajf(z;). Dann ist auch 0 = f(3°7", aja;), d-h. 37 oy €
ker f = (0). Alsoist 37", a;z; = 0 und, da die z; unabhéngig sind, sind also
alle @; = 0. Somit sind also mit dem selben Schluff wie eben nun die f(x;)
unabhingig.

(vi) Sei y € im f. Dann gibt es ein = € U, mit dem y = f(x). Da (x1,...,Zm)

erzeugend fiir U ist, kann man z darstellen als z = Z;"Zl ojzj. Dann ist

y = f(x) = f(ZT:1 o;T;) = Z;n:1 a; f(z;), d.h. (f(z1),..., f(zm)) erzeugt

im f.

(vii) Dies ist wegen (ii) und (vi) trivial.
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(viii) Als Basis ist (1, ..., Zs,) unabhingig und erzeugend.

=: Ist f bijektiv, so injektiv und surjektiv. Also ist (f(z1),..., f(zm)) nach
(v) unabhingig und nach (vii) erzeugend fiir V, also Basis von V.

<: Ist (f(x1),..., f(zm)) Basis von V, so gibt es nach Satz H.4 einen Homo-
morphismus ¢ € Hom(V,U), der g : f(x;) — z; (j = 1,2,...,m) bewirkt.
Fiir ihn ist dann g o f =idy; denn es gilt dann fiir alle j

)
j > f(a;) P g(f2y) =
und da (z1, ..., ¥, ) eine Basis ist und trivialerweise auch fiir alle j jaidy (z;) =
x; gilt, muf g o f = idy sein.

Ferner ist f o g =idy; denn es ist wieder fiir alle j

F) & g(F () = 25 D flay)
und da (f(z1),..., f(zm)) eine Basis und ebenfalls stets idy (f(z;)) = f(x;)
ist, folgt fog=1idy .
Da idy und idy jeweils injektiv und surjektiv sind, miissen also nach Satz H.7

beide Abbildungen f und g jeweils injektiv und surjektiv, d.h. bijektiv sein. (]

Der zuletzt betrachtete Sachverhalt wird uns hiufig begegnen. Wir geben ihm
deshalb einen eigenen Begriff:

Definition H.11 (Isomorphismus) Gibteszu f € Hom(U, V) eing € Hom(V,U),
sodaf

gof=idy, fog=idy,
so heifit f (und g) ein “Isomorphismus”.

Gibt es einen Isomorphismus f € Hom(U,V') zwischen den Rdumen U und V,
so heiken diese Rdume “isomorph”.

Einige wichtige Eigenschaften von Isomorphismen seien nochmals notiert:

Satz H.12 Fiir f € Hom(U, V) sind dquivalent:
(i) f ist Isomorphismus.
(ii) f ist bijektiv.
(iii) ker f = (0) und im f = V.
(iv) f bildet jede Basis von U in eine Basis von V ab.
(v) f bildet eine Basis von U in eine Basis von V ab.

Beweis: (i) = (ii): Das war der letze Schritt im Beweis von Satz H.10,(viii).
(i) < (iii): Satz H.10,(ii).

(if) = (iv): Satz H.10,(viii).
(iv) = (v): Trivial.
(v) = (i): Siehe Beweis von Satz H.10,(viii). O

Der Beweis von Satz H.10,(viii) hat zudem miterbracht, daf der in der Definition
eines Isomorphismus f € Hom(U, V') auftretende Homomorphismus g € Hom(V,U)
selbst ein Isomorphismus ist. Er wird mit g = f~!. bezeichnet.

Satz H.13 (i) Zwei endlich-dimensionale Vektorrdume (iiber demselben Korper)
sind genau dann isomorph, wenn sie dieselbe Dimension haben.

(ii) Jeder m—dimensionale K -Vektorraum U ist isomorph zum K™.
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Bemerkung H.14 Die Aussage von (i) gilt auch fiir nicht endlich-dimensionale
Rédume, wenn wir dafiir den Dimensionsbegriff sorgfiltiger definieren, als wir es
getan haben.

Beweis: (i): Sind U und V isomorph, so gibt es also einen Isomorphismus f €
Hom(U,V) und der bildet eine beliebig gewahlte Basis (x1,...,2,,) von U ab in
(f(x1),..., f(xm)), wobei dies nach Satz H.12 wieder eine Basis, nun von V ist.
Damit gibt es in U und V Basen von gleicher Linge, d.h. die Dimensionen sind
gleich.

Haben beide Raume dieselbe Dimension, so konnen wir (gleichlange!) Basen
(U1, .ery ) in U und (vy,...,0y) in V wihlen und nach Satz H.4 den Homomor-
phismus f € Hom(U, V') konstruieren, der fiir alle j gerade f(u;) = v; liefert. Nach
Satz H.12 ist f ein Isomorphismus.

(ii): Da der K™ die Dimension m hat, folgt dies direkt aus (i). O

Isomorphe Riume haben die Eigenschaft, daf wir sie, soferne wir nur auf ihre
lineare Struktur schauen, nicht unterscheiden kénnen. Solange wir also nur solche
Eigenschaften betrachten, konnen wir stets zu einem isomorphen Raum iibergehen,
und da sind im allgemeinen, wenn es um das konkrete Rechnen geht, die Rdume
K™ besonders geeignet. Wir werden dies noch ausniitzen.

Ist f € Hom(U, V) ein Isomorphismus, so ist dim U = dim V, ferner ist dann
def f = dimker f = dim(0) = 0 und rg f = dimim f = dim V. Somit gilt die Formel

def f +rg f=dimU.

Diese Formel gilt nun sogar allgemein fiir Homomorphismen.

Satz H.15 Fiir jeden Homomorphismus f € Hom(U, V) ist
def f +rg f=dimU.

Beweis: Wir wihlen eine Basis (uq,....,us) von ker f C U — dann ist s = def f —
und erginzen sie zu einer Basis (u1, ..., Us, Us41, .-, U, ) von ganz U. Dann ist nach
Satz H.10 die Familie (f(u1), ..., f(um)) erzeugend fiir im f. Nach Konstruktion ist
aber f(u1) = ... = f(us) = 0, soda§ schon (f(usy1),..., f(um)) erzeugend fiir im f
ist. Sei nun 377" ) o f(u;) = 0. Dann ist also 0 = f (Z}n:sﬂ oejuj) , d.h. es ist
Z}"Zsﬂajuj € ker f. Da (uq,....,us) eine Basis von ker f war, ist mit gewissen
Koeffizienten 3; also >-7" | aju; = 37, Bju;. Nun sind aber (ug,....,u) als
Basis unabhéngig, sodafl notwendig alle Koeffizienten o; und (; verschwinden miis-
sen. Insbesondere ist also notwendig o471 = ... = a,,, = 0. Folglich sind also die
(f(ust1), -, f(um)) auch unabhingig und somit eine Basis fiir im f.

Alsoist rg f =dimim f = m — soder dimU =m = s+rgf = def f +rg f, was
behauptet war. O

Damit haben wir eine neue Charakterisierung von Isomorphismen gewonnen:

Satz H.16 Es seien U,V Rdume derselben Dimension, dimU = dim V = m, und
f € Hom(U, V). Dann sind dquivalent:

(i) f ist Isomorphismus.
(i) f ist injektiv.
(iii) f ist surjektiv.



H-7

Beweis: Aus (i) folgen trivialerweise (ii) und (iii). Zum Beweis, daf bei gleichen Di-
mensionen von U und V schon jeweils eine der Eigenschaften injektiv oder surjektiv
die andere impliziert, benutzen wir die eben gezeigte Dimensionsformel:

dimker f + dimim f = dim U = dim V.

Ist f injektiv, so ist ker f = (0), also dimker f = 0, folglich dimim f = dim V' und
damit f surjektiv.

Ist f surjektiv, so ist im f = V| also dimim f = dimV = dim U und somit
dimker f = 0, also ker f = (0) und folglich f injektiv. O

Wenden wir nun diese Uberlegungen auf Homomorphismen f € Hom(K™, K™),
etc. an, die also nach Satz H.6 durch Matrizen

Fe K™ x— Fx

gegeben werden. Zunéchst iibertragen wir die Begriffe Kern, Bild,... auf Matrizen.

Definition H.17 Es sei F' € K™*™ d.h. eine n x m-Matrix. Dann ist

ker F:={x € K™ | Fx = 0} der Kern von F,
imF:={Fz e K" |z € K™} das Bild von F,
def F' := dimker F' der Defekt von F' und

rg F' := dimim F' der Rang von F.

Diese Definitionen stimmen mit den frither fiir Homomorphismen gegebenen
Definitionen iiberein, wenn wir zu dem durch x — Fz gegebenen Homomorphismus
f € Hom(K™ K™) {ibergehen. Uber den (hoffentlich inzwischen wohlbekannten)
Satz :

die Spalten sind die Bilder der Einheitsvektoren,

erhalten wir folgende Charakterisierung des Ranges einer Matrix:

Definition und Satz H.18 Besitzt die Matrix F' € K™*™ ein System aus r un-
abhéngigen Spalten, aber keines aus r + 1, so ist r = rg F. Man sagt dafiir kurz:

der Rang rg F' einer Matrix ist die Maximalzahl unabhéngiger Spalten
und nennt den Rang deshalb auch den “Spaltenrang”.

Beweis: Nach Satz H.10 ist (Fey, ..., Fe,,) erzeugend fiir im F' und somit darin ein
maximales unabhéngiges System schon eine Basis fiir im F. g

Die Dimensionsformel (Satz H.15) wird zu
Satz H.19 Fiir F' € K™"*™ ist
def F'+rg F' = m (= Zahl der Spalten von F.)
Insbesondere ist damit

def F' = dimker F =m —rg F
= (Anzahl aller Spalten) — (Maximalzahl unabhéngiger Spalten).

Ferner erhalten wir
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Satz H.20 (i) Ist F € K™*™, G c K" H:=GF € K™, und sind f, g, h die
ihnen iiber f(x) := Fx, etc. zugeordneten Homomorphismen f € Hom (K™, K™),
g € Hom(K™, K*%), h € Hom(K™, K*), soist h = go f.
(ii) Ist F € K™*" also eine quadratische Matrix, [ der zugehérige Homomorphis-
mus € Hom(K™, K™), so sind dquivalent:

(a) f ist Isomorphismus.

(b) F ist invertierbar.

(c) rfg F =n.

(d) Die Spalten von F' erzeugen den K™.
(e) Die Spalten von F' sind Basis des K™.

Beweis: (i): Fiir jedes x ist

hz) = Hr = GFr = Gf(x) = g(f(x)) = (9 © f)(x).

(ii): Man priift leicht nach, da die Identitét im K™ durch die n x n Einheitsmatrix
I,, beschrieben wird. Damit folgen:

(a) & (b): Ist f ein Isomorphismus, so existiert ein ¢ € Hom(K", K™) mit
gof = fog=1idgk~ . Sei G die zugehorige Matrix, dann ist nach (i): FG = GF = I,
und somit F' invertierbar.

Ist andrerseits F' invertierbar, so setzte G := F~1, g : x — Gz € Hom(K", K™).
Dafiir rechnet man leicht nach, daf go f = fog = idgn, also f ein Isomorphismus.

(a) = (c),(d),(e): Ist f Isomorphismus, so ist nach Satz H.12 (f(e1),..., f(en))
Basis. Dies sind aber genau die Spalten von F. Dies gibt (e). Als Basis sind sie
unabhingig und erzeugend, was (c) und (d) liefert.

Derselbe Zusammenhang zwischen den Spalten von F' und den Werten von f
auf der kanonischen Basis (eq, ..., e,,) liefert

bei (e): f bildet eine Basis in eine Basis ab und ist somit Isomorphismus,

bei (d): f ist surjektiv, somit Isomorphismus (Satz H.16 und gleiche Dimensio-
nen!),

bei (c): rg f = n = def f = 0 (nach Satz H.15) = f injektiv (nach Satz H.10)
= f Isomorphismus (nach Satz H.16), womit in allen Féllen (a) folgt. O

Im Kapitel iiber Matrizen hatten wir die GAUSS-JORDAN-Elimination behandelt
und dabei insbesondere die Invertierbarkeit von Matrizen untersucht. Wir hatten
gesehen:

Geht ejne n X n Matrix A durch GAUSS-JORDAN-Elimination tiber in die Matrix
CA = A und ist dies die n x n Einheitsmatrix I,,, so ist A invertierbar und C die
Inverse.

Ungeklért war die Frage nach der Invertierbarkeit von A, wenn A # I,, ist. Dies
kénnen wir nun beantworten.

Nach Satz M.7 gilt: Sind A und C invertierbare Matrizen, so ist auch C'A inver-
tierbar. GAUSS-JORDAN-Elimination iiberfithrt 4 in A = CA, wobei C invertierbar
ist. Ist also A nicht invertierbar, so kann A selbst auch nicht invertierbar sein. Nun
betrachten wir die GAUSS-JORDAN-Form A einer n x n Matrix A. (Siehe Definition
M.10).

Fall 1: A enthilt n Pivotspalten: Dann ist notwendig A = I,, und wir wisen, dafs
in diesem Fall A invertierbar ist.

Fall 2: A enthilt » < n Pivotspalten: Dann enthalten die Zeilen von A mit
Nummern r + 1, ..., n nur Nullen, d.h. die Spalten von A erzeugen nicht den ganzen
K™. Nach Satz H.20 ist dann A nicht invertierbar, also auch A selbst nicht.

Wir fassen dies zusammen zum
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Satz H.21 Es sei A eine n x n Matrix, (A|C) die GAUSs-JORDAN-Transformierte
der Matrix (Al|I,). Dann gilt folgende Alternative:

Entweder ist A = I,, : Dann ist A invertierbar und C = A~1.
Oder es ist A # I,, : Dann ist A nicht invertierbar.

GAUSS-JORDAN-Elimination hatten wir auch im Zusammenhang mit linearen
Gleichungssystemen behandelt. Dies greifen wir nun auf der Ebene der Homomor-
phismen wieder auf.

Satz H.22 Es seien U,V Vektorrdume (iiber demselben Kérper), f € Hom(U, V).
Wir bezeichnen zu v € V mit

L(f;v) :={u e U[ f(u) = v},

also die Menge aller Losungen der Gleichung L(u) = v.
Dafiir gelten

(i) (L(f;v) #0) < (v eimf)
(ii) Ist v € im f und ug € L(f;v), so ist

L(f,v) =uo +ker f, d.h. L(f,v) ={u €U | u=up+ v mitu € ker f}.

Bemerkung H.23 Man nennt fiir v # 0 die Gleichung f(u) = v eine “inhomoge-
ne” Gleichung und f(u) = 0 die zugehdrige “homogene” Gleichung. Die Lésungen
der homogenen Gleichung bilden definitionsgeméf genau den Kern von f, also den
Unterraum ker f C U. Mit diesen Bezeichnungen sagt unser Satz:

(i) f(u) = v besitzt (mindestens) eine Lisung genau, wenn v € im f.

(ii) Ist f(u) = v l6sbar und ug irgendeine Losung der inhomogenen Gleichung, so
erhdlt man alle Losungen von f(u) = v, indem man zu allen Lésungen der
homogenen Gleichung jeweils diese spezielle Losung ug addiert.

Beweis: (i) ist nach der Definition von im f klar.

(ii): Ist ug € L(f,v) und v’ € ker f, soist f(uo+u') = f(uo)+ f(uv') =v+0 =,
sodaf also ug + ker f C L(f,v).

Sind umgekehrt u und ug beide in L(f,v), soist 0 = v — v = f(u) — f(ug) =
flu —wup), dh. u —up € ker f. Damit ist v = ug + (u — ug) € up + ker f, also
L(f,v) C uo + ker f. O

Der Kern ker f ist nach Satz H.15 ein Unterraum von U mit der Dimension
s:=def f =dimU —rg f. Wir sagen dafiir (etwas unprézise) auch:

Die Gleichung f(u) = v besitzt s = def f = dim U — rg f unabhéngige Losungen.

Satz H.24 (L6sungen linearer Gleichungen) Es seien U,V endlich-dimensio-
nale lineare Riume, f € Hom(U, V). Dann gelten

(i) f(u) = v ist Iésbar, genau wenn v € im f. Ist f(u) = v Iosbar, so gibt es
dim U — rg f viele unabhingige Lésungen.

Insbesondere haben wir die folgenden Spezialfille:
(ii) f(u) = v ist fiir jedes v € V Iésbar, genau wenn rg f = dim V.

(iii) f(u) = v besitzt (wenn iiberhaupt) stets nur eine Losung, genau wenn rg f =
dim U.
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(iv) f(u) = v ist fiir jedes v € V eindeutig l6sbar, genau wenn rg f = dimU =
dim V, also genau wenn f ein Isomorphismus ist.

Beweis: (i) ist die Aussage von Satz H.22.

(ii) f(u) = v ist genau dann fiir jedes v € V l6sbar, wenn im f = V, also
rg f =dim V.

(iii) Sei f(u) = v l6sbar. Dann ist die Losung eindeutig, genau wenn ker f = (0),
d.h. dimU —rg f = 0.

(iv) ist eine Zusammenfassung von (ii) und (iii) und Satz H.12. O

Dies gilt natiirlich insbesondere fiir die durch n x m Matrizen F' € K"*™ gege-
benen Homomorphismen f € Hom(K™, K") : f(x) = Fz. Hier ist dimU = m =
die Spaltenzahl, dim V' = n = die Zeilenzahl und rg f = rg F' = der Spaltenrang
von F. Wir formulieren Satz H.24 fiir diesen Fall nochmal neu als

Satz H.25 Es sei F' € K™*" eine n x m Matrix. Dann gelten
(i) Das Gleichungssystem Fx = y ist l6sbar < y € im F' < rg F' = rg(Fly).
Dabei ist (F'|y) die um die Spalte y verlingerte Matrix. (Vergleiche Kapitel M).
Ist F'x = y losbar, so gibt es def F = m — rg F' = (Spaltenzahl - Maximalzahl
unabhéngiger Spalten) viele unabhéngige Losungen.
Wir haben wieder folgende Spezialfélle:

(ii) Fa =y ist fiir jedes y € K™ losbar < rg F' = n < Die Spalten von F' erzeugen
den K™.

(iii) Fx = y ist, wenn iiberhaupt, dann jeweils eindeutig Iésbar < rg F' = m < Die
Spalten von F' sind unabhingig.

(iv) Fx =y ist fiir jedes y € K™ eindeutig l6sbar < n = m =rg F < F invertier-
bar.

Beweis: Wir haben nur wenig zusétzlich zu zeigen.
Zu (i): Die Spalten von F erzeugen im F. Somit folgt

y €imF < y € span(Feq, ..., Fep,)
< dimspan(Fey, ..., Fe,,) = dimspan(Fe, ..., Fen, y),

d.h. rg F = rg(Fly).

Fiir die Defektformel siehe Satz H.19.

Zu (ii): Es ist rg F' = dim K" = n < span(Fey, ..., Fe,,) = K™.

Zu (iii): Es ist rg F = m < F besitzt m unabhéngige Spalten (und das sind ja
alle Spalten von F).

Zu (iv): Siehe Satz H.20 O

Im Kapitel {iber Matrizen hatten wir gesehen, daff GAUSS-JORDAN-Elimination
die Losungsmenge nicht verdandert. Nehmen wir also an, wir hatten das System Fa =
y auf Az = b transformiert, wobei A in GAUSS-JORDAN-Form (siehe Definition
M.10.) Dann bedeuten die Aussagen von Satz H.25:

Satz H.26 (i) Az = b ist Iosbar < die zu den “Nullzeilen” von A gehérenden
Komponenten von b sind selbst = 0.

Ist das System lésbar, so hat es soviel unabhéngige Losungen, wie A an “Nicht-
Pivot-Spalten” enthélt.

(i) Az = b ist fiir jedes b lésbar < A enthilt keine Nullzeile.

(iii) Az = b ist wenn iiberhaupt, dann jeweils eindeutig losbar < A enthélt nur
Pivot-Spalten
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(iv) Az = b ist fiir jedes b eindeutig Iosbar < A = I,, = (n x n)-Einheitsmatrix.

Es bleibt noch die Frage zu untersuchen, wie man Gleichungen behandelt, die
durch Homomorphoismen zwischen beliebigen Rdumen gegeben sind. Hier werden
sich Zusammenhénge mit der im Vorkapitel behandelten Frage ergeben, wie sich
die Komponenten eines Vektors im R? #ndern, wenn wir die Basis drehen. Unser
Haupthilfsmittel werden die am Anfang dieses Kapitels gemachten Aussagen iiber
die Isomorphoie von Vektorrdumen sein.

Definition und Satz H.27 (Kanonischer Isomorphismus) Es sei U ein m-di-
mensionaler Vektorraum, B := (u1,...,u,,) eine Basis von U. Dann gibt es genau
einen Isomorphismus ¢p : U — K™ mit pp(u;) =e;, (j =1,...,m). pp heifst der
“kanonische Isomorphismus” beziiglich der Basis B. Fiir ihn gilt:

&

Ist u=}27", &ug, soist pp(u) = | :
Em

Beweis: Siehe Satz H.4 und Satz H.12. O

Nun betrachten wir folgende Situation: U,V seien zwei m- bzw. n-dimensionale
R&ume, darin By := (uq, ..., um) bzw. By := (v1,...,v,) beliebig aber fest gewihlte
Basen. Dann haben wir die beiden kanonischen Isomorphismen

e, :U— K™ ¢p, :V — K"

Zu einem Homomorphismus f € Hom(U, V') kénnen wir bilden

f € Hom(K™,K"): f':=pp, Of0901_3,1,-

v Lov
gy 1 ' ¢By

Dieser Homomorphismus f’ wird durch eine Matrix F' beschrieben, deren Spalten
gerade die Bilder der kanonischen Einheitsvektoren e; unter der Abbildung durch
/' sind.

Was ist f/(e;)? Wir zerlegen f': K™ — K™ in die Teilabbildungen

—1

K 2 Ly e en
Was geschieht mit e;7 Wegen ¢p, (u;) = e; (das ist die Definition von ¢!), ist
901511; (ej) = u;. Damit haben wir
ot P n o My
B B
€j ’J)Uj'—’f(uj):ijUi | = ey,
i=1

Ting

wobei die 7;; die Koeffizienten von f(u;) bei der Darstellung durch die in V' gegebene
Basis By = (v1, ..., vy, ) sind.
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Definition H.28 (Matrix-Darstellung) Es seien U,V Vektorrdume mit Basen
By = (u1,...,um), By = (v1,...,0,) und f € Hom(U,V). Durch den eben be-
schriebenen Prozess wird f eine n x m Matzrix F' zugeordnet, deren j-te Spalte
die Koeffizienten 1,; aus f(u;) = Y., n;;v; enthilt. Diese Matrix F heifit “Matrix-
Darstellung” von f beziiglich der Basen By und By .

Warnung!! Ohne Angabe der Basen hat es keinen Sinn von einer Matrix-Darstellung
eines Homomorphismus zu reden.

Satz H.29 Sind U,V,W Rédume mit Basen By = (u1,...,um), By = (v1,...,0n),
By = (w1, ...,wy), ferner f € Hom(U,V), g € Hom(V, W), h := go f € Hom(U, W),
und sind weiter F' die Matrixdarstellung von f beziiglich By, By, G die Matrixdar-
stellung von ¢ beziiglich By, By und H die Matrixdarstellung von h beziiglich
BU,Bw, dann ist H = GF.

Beweis: Esist F € K™ G € K", somit das Matrixprodukt GF definiert. Fer-
ner haben wir mit den kanonischen Isomorphismen beziiglich der gegebenen Basen:

f’ZQDBVOfOSDE;,g/:SOBWOQOSDB‘l, undh’:@BWohocpgllj,

wobei gilt
() =Fz, ¢'(y) = Gy, W (x) = Hx.

Ferner gilt fiir B B
h:=g¢ of :h(zx)=GFux.

Nun ist aber
h=4g of =¢pyogopp, ovn,ofopp, =ppyogofopp, =h.
Somit ist fiir alle z € U :
GFz = h(z) = W'(x) = Hz, d.h. Gf = H.
O

In der Situation von Satz H.29 ergibt sich also die Matrixdarstellung der Kompo-
sition go f von f und g durch das entsprechende Produkt der Matrixdarstellungen.
Hierzu ist notwendig, daff bei den Darstellungen fiir f und g dieselbe Basis von
V benutzt wird. Da die den Ubergang vermittelnden Homomorphismen ¢ sogar
Isomorphismen sind, erhalten wir noch mehr:

Satz H.30 Es seien f € Hom(U,V), ferner By und By Basen in U,V und F €
K"™*™ die Matrixdarstellung von f bezgl. By, By. Dann gelten:

(i) ker F C K™ und ker f C U sind isomorphe Unterrdume.
(ii) im F' C K™ und im f C V sind isomorphe Unterrdume.

(iii) F ist invertierbar, genau wenn f ein Isomorphismus ist.
Beweis: (i) Es ist
zEkerF & Fr=0 & f'(z)=¢p, ofops =0.
Nun ist ¢p, Isomorphismus, also injektiv, d.h.
¢y (fopp,)(@) =0 & (fopp,)(@).

Somit haben wir
x€kerF & gol}i(x) € ker f
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und da ¢p, und damit auch 90153/ ein Isomorphismus ist, folgt die Behauptung.
(ii) Es gilt
& Jpegmy=Fz = f'(z) =¢p, o fo @B}J(z)
& @15‘1/ (y) €im f.
(iii) Bs ist
f Isomorphismus < (ker f =0 und im f = V)
Q) (ker F=0und im F = K™)

& F invertierbar.

O

Damit kénnen wir also das Rechnen mit allgemeinen Homomorphismen zwischen
endlich-dimensionalen Raumen zuriickspielen auf das Rechnen mit Matrizen. An
zwei Beispielen sei dies demonstriert:

Problem H.31 Es seien U,V endlich-dimensionale Riume, f € Hom(U, V).
Man entscheide, ob f ein Isomorphismus ist.

Lésung Wahle irgendwelche Basen By = (u1, ..., um) in U und By = (v1,...,0,)
in V. Ist m # n so konnen die Rdume nicht isomorph sein, also auch nicht f ein
Isomorphismus sein. Ist m = n, so stelle man f beziiglich dieser Basen durch eine
Matrix F' dar, d.h. man berechne f(u;) fiir alle j und entwickle diese nach der Basis
By, d.h. bestimme die Darstellung

flug) = Zm‘jvi-
=1

Diese 7;; sind die Elemente von F. Dann ist f genau dann ein Isomorphismus, wenn
F' invertierbar ist. Dies priift man mit GAUSS-JORDAN-Elimination, womit man
gegebenenfalls auch die Inverse F'~! berechnen kann.

Aus F~! erhilt man dann auch f~! (etwas lax notiert) als

F =0, F ' op, .

O

Problem H.32 Es seien U,V endlich-dimensionale Riume, f € Hom(U,V) und
velV.
Man untersuche die lineare Gleichung f(u) = v.

Lésung Wihle irgendwelche Basen By = (uy, ..., Uy,) in U und By = (v1,...,v,) in
V und stelle f beziiglich dieser Basen durch eine Matrix F' dar. Setze y := ¢p, (v)
und betrachte das lineare Gleichungssystem Fax = y. Dann ist

Fr=y < [ (o5 @) =,

d.h. alle Ausagen iiber Fx = y gelten mit dieser Ubertragung fiir f(u) = v. O

Diese Uberlegungen geben uns auch den Zugang zur sog. Basistransformation,
d.h. der Frage, wie sich die Koeffizienten eines Vektors beim Wechsel der Basis
dndern.
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Problem H.33 Es seien B = (ug, ..., uy) und B’ = (uf,...,u,,) zwei Basen in U.

Dann besitzt jeder Vektor u € U eindeutig bestimmte Darstellungen
m m
w=Y &uy =Y i,
j=1 i=1

& m
Deren Koeffizientenvektoren seien v = | : |, y=|
Em TIm
Wie erhélt man y aus z?

Mit den kanonischen Isomorphismen ¢p : u; —— e;, bzw. pp/ : “3 — e;, jeweils
fiir (j =1,...,m) konnen wir den Ubergang von = zu y so beschreiben:
. ]
P idy ©ppr

T U — u — Y.

Ist nun G eine Matrixdarstellung von idy bezgl. B, B’, so ist offenbar Gz = y.
Dabei ist G = (vy;;), wobei

m
idU(’LLj) = ’LL]' = Z%]u;
=1

Also haben wir

Satz H.34 Das Problem H.33 wird gelost durch y := Gx, wobei G Matrixdarstel-
lung von idy bezgl. der Basen B und B’ ist. Damit ist insbesondere G = (v;;)

mit
m
Uj = Z ")/Z]’U,;
i=1
G driickt also die “alte” Basis B durch die “neue” Basis B’ aus.

Andern wir die Basen, so dndern sich auch die Matrixdarstellungen von Homomor-
phismen.

Problem H.35 Es seien U,V Vektorrdume mi je zwei Basen By, By, bzw. By, By,
und f € Hom(U, V). Dazu sei F die Matrixdarstellung von f bzgl By, By und F’
die Matrixdarstellung von f bzgl By, Bi,.

Wie erhédlt man F' aus F?

Satz H.36 Das Problem H.35 wird geldst durch
F' = GvFGy',

wobei Gy Matrixdarstellung von idy beziigl. By, By, ist, Gy Matrixdarstellung von
idy beziigl. By, By,.

Beweis: Mit den kanonischen Isomorphismen ¢p,,, etc. ist fiir alle z € K™ :
F'o =pp ofo @1_3{1] (z) = ¢py, oidy of oidy o<pg;1j(x).

Damit haben wir
idy

U U | — 1%
| o | Jonn Jis
K™ Km K" K"
' =Gux «—— =z ., px -G y =F'z’
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und zweimaliges Anwenden von Satz H.29 liefert die Behauptung. O

Basiswechsel und die damit verbundene Basistransformation treten natiirlich
auch in den K- Raumen auf und lassen sich natiirlich aus dieser allgemeinen
Methode ableiten. Da hierbei leicht Verwechslungen auftreten, sei dies kurz explizit
dargestellt.

Problem H.37 Es sei B = (u},...,u},) eine Basis aus Spaltenvektoren im K™.

Dann besitzt jeder Spaltenvektor x € K™ eine Darstellung x = >, nu;. Wir
m

setzen wieder y := | : | und fragen wieder:
m

Wie bekommt man y aus x?

Man sieht sofort, daft dies mit der kanonischen Basis B = (eq, ..., €x,) das Problem
H.33 fiir U = K™ ist. Damit liefert Satz H.34: Definieren wir die Matrix G = (v;;)
iber e; = > yul, (j =1,...,m), so ist y = Gz. Bilden wir nun die Matrix H :=
(uf,...,ul,), sie enthdlt als Spalten also die neue Basis, so kann man e; = > 7" | v;;u}
kompakt schreiben als I = HG. Damit ist also G = H 1.

Wir haben also

Satz H.38 (Basistransformation im K") Das Problem H.37 wird gelést durch
y := H 'z, wobei H := (u),...,u,) die Matrix mit den neuen Basisvektoren als
Spalten ist.

Ferner erhalten wir als Spezialfall von Satz H.36

Satz H.39 Essei F' eine nxm Matrix und By, = (uf, ...,u},) bzw. B{, = (v{, ..., v},)

seien Basen in K™ bzw. K™. Dann hat der durch x — F'z definierte Homomorphis-
mus beziiglich der Basen By, und By, die Darstellung

F' = H,'FHy,

wobei Hy = (u},...,ul,), Hy = (v, ..., v}).

Beweis: Satz H.36 und der Beweis von Satz H.38. O

Den Basiswechsel im K™ kann man natiirlich auch direkt angehen.

Betrachten wir zunichst nochmal das Problem H.33 fiir U = K™. Die beiden
Basen By = (u1,...,un,) und By, = (ul,...,u;,) konnen wir wieder je als die Liste
der Spaltenvektoren von invertierbaren Matrizen H bzw. H' ansehen. Problem H.33
lautet dann einfach:

Bestimme y € K™, sodafs

uw=Hx=H'y,

woraus sofort
y=(H")""Hz
folgt.
Ist speziell B = (e, ..., €,,) die kanonische Basis, so ist H = I, die Einheitsmatrix
und wir haben das Resultat von Satz H.38 wieder erhalten.
Auch die Formel von Satz H.39 kann man direkt bekommen.
Es definiert  — Fz einen Homomorphismus f : K™ — K™, der beziiglich der

kanonischen Basen eben durch die Matrix F' dargestellt wird. Uns interessiert die
Matrix F” = (n;;), fiir die

n
f(U;) = an{jvz{
i=1
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gilt. Dies ist aber wegen f(u;) = Fu; dquvalent zu

F(uy, .. ul) = (v],..,v,)F

d.h. zu
FHy = H{, F',
was
F' = (H{,)"'FHy
ergibt.

Ist speziell n = m, so kdnnen wir fiir By, und B{, dieselbe Basis wéhlen, wobei
dann in Satz H.39 die beiden Matrizen Hy und Hy zusammenfallen. Wir erhalten
dann speziell

F'=H'FH.

Definition H.40 (dhnlich) Zwein x n Matrizen F, F' heifen “Ghnlich”, wenn eine
invertierbare Matrix H existiert, sodaff F' = H-'FH.

Dieser Sonderfall wird uns in einem spéteren Kapitel noch ausfiihrlich beschiftigen.
Mit den oben behandelten Basistransformationen kénnen wir auch jedem Ho-
momorphismus eine Matrixdarstellung von besonders einfacher Form geben. Dazu
sei f € Hom(U,V), s := def f, r := rg f, womit dann r + s = m = dimU. Im
Beweis von Satz H.15 hatten wir eine Basis (uq, ..., uy,) von U konstruiert, fiir die
(u1,...,us) Basis von ker f ist und (f(ws+1),..., f(um)) Basis von im f. Indem wir
die letzte noch zu einer Basis von V ergidnzen und umnummerieren erhalten wir:

Es gibt Basen By = (u1, ..., uy) von U und By = (v1,...,v,) von V, sodaf
(i) fluj)=wv;, (j=1,...,r) und
Beziiglich dieser Basen hat dann f eine Matrixdarstellung F' = ();;), deren Koeffizi-
enten sich aus f(uj) = > ., 7i;v; berechnen. Nun ist fiir j = 1,...,7 ja f(u;) = v;,
d.h. mit dem KRONECKER-Symbol §;; ist n;; = &;; und fiir j = »+ 1,...,m ist
f(u;) =0, d.h. alle n;; = 0.
Mit r = rg f hat also die Matrix I’ die Gestalt

- ().,

Satz H.41 (i) Zu jedem Homomorphismus f € Hom(U, V') gibt es Basen, beziig-
lich derer f die Matrixdarstellung

- ().,

)

Dies liefert

hat. Dabei ist r =rg f.
(ii) Zu jeder Matrix F gibt es invertierbare Matrizen R, S, sodaf F' := RF'S die
obige Gestalt hat, wobei wieder r = rg F.

Beweis: (i) hatten wir eben gezeigt, (ii) folgt aus Satz H.39 fiir die “richtigen”
Basen. O
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Diese Darstellung liefert uns auch noch Einsichten {iber den Rang einer Marix,
den wir bisher als “Spaltenrang”, d.h. die Maximalzahl unabhéngiger Spalten erklart
hatten. Genauso kénnen wir den “Zeilenrang” als die Maximalzahl unabhéngiger
Zeilen erklaren. Hat die Matrix F' die Gestalt aus Satz H.41,(i), so stimmen offenbar
beide iiberein. Nun ist der Rang eines Homomorphismus gleich dem Rang jeder
seiner Matrixdarstellungen und somit gilt:

Satz H.42 Sind R, S invertierbare Matrizen, so haben F und F’ := RFS den
selben (Spalten-)Rang.

Dies wollen wir nun auch noch fiir den Zeilenrang zeigen, woraus dann iiber Satz
H.41 die Gleichheit von Spalten- und Zeilenrang folgt.

Definition H.43 (Transponieren) Ist A = (aj)nm € K"*™, so heifit AT :=
(al)nm € K™ ", mit of; := ay; (alle i,j), die “transponierte” Matrix zu A.
Merke: Beim Transponieren werden Zeilen zu Spalten und Spalten zu Zeilen.
Damit gilt trivialerweise: Der Zeilenrang von A ist der Spaltenrang von A7 und
umgekehrt.
Fiir das Transponieren gelten folgende Regeln:
Satz H.44 (i) IT = 1.
(ii) (AB)T = BT A (Reihenfolge!)
(iii) Ist A invertierbar, so auch AT und (AT)~! = (A~-1)T.
Beweis: (i),(ii) erledigt man durch Anschauen der Elemente.
(iii):
A invertierbar < es existiert B mit AB = BA =1
& es existiert B mit (AB)” = (BA)T =17
& es existiert B mit BT AT = ATBT =1
< AT invertierbar.
Ferner ist die Inverse eindeutig bestimmt und somit
I=(A'A)T = ATA T = 417 AT,
O

Nun benutzen wir Satz H.41,(ii). Wegen der speziellen Form von F’ = RFS
und dem frither Gesagten ist (mit den Abkiirzungen sprg := Spaltenrang, zrg :=
Zeilenrang)

sprg F = sprg I = zrg F' = sprg(F')T
= sprg(RFS)" = sprg(STFTRT) = sprg F* = arg F.

Damit haben wir bewiesen:

Satz H.45 Fiir jede Matrix ist Zeilenrang = Spaltenrang.

Die eben eingefiihrte transponierte Matrix bekommt ihre eigentliche Bedeutung
erst im Zusammenhang mit den sog. linearen Funktionalen. Der Korper K selbst
ist ein 1-dimensionaler K-Vektorraum, fiir den etwa (1), d.h. die Familie mit genau
einem Element, ndmlich dem Element 1, eine Basis ist. Damit gelten alle Betrach-
tungen zu Homomorphismen zwischen K-Vektorrdumen U,V auch fiir V := K.
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Definition H.46 (Dualer Raum, lineare Funktionale) Zu einem K-Vektorraum
U heifit
U* := Hom(U, K)

der “duale Raum” oder “Dual-Raum”, seine Elemente, also die Homomorphismen
von U in den Grundkérper heiken ‘lineare Funktionale” auf U. Das Nullelement
0* € U* ist das Funktional, das

0"(x) =0 fir allex € U
liefert.

Ist B = (uy, ..., u,) eine Basis von U, so gibt es nach Satz H.4 eindeutig bestimmte
Funktionale u} € U™, die

1 j=k

i k=1,2,..,
0 4k (j m)

uj(uk) = 6 = {
erfiillen.

Definition und Satz H.47 (Duale Basis) Die eben definierten Funktionale u}
bilden eine Basis B* = (uj, ...,u},) von U*, die sog. “duale Basis” zur Basis B.
Es ist demnach dim U* = dimU = m.

Beweis: (Siehe auch Beispiel BH 12.)
unabhdngig: Aus 37", ajuf = 0* folgt fiir jedes k:

0=0"(ux) = [ > ayuj | (ux)
j=1

= ajuj(ug)

1

<.
[

aj(Sjk = 0.

M-

<.
[
—

erzeugend: Nach Satz H.4 ist jedes Funktional u* € U* durch seine Werte auf
der Basis B = (u1,...,um), also hier die Zahlen «; := u*(u;) bestimmt. Nun ist

aber
<Z OékuZ) () = > auj(u;) = aj
k=1 k=1
und damit

m
ut = E QU
k=1

Soeben mitbewiesen haben wir

Satz H.48 Sind B = (uy, ..., un,) und B* = (u},...,u},), duale Basen, so hat das

R m

Funktional u* = Y.} | ayu; beziiglich der Basen B in U und (1) in K als Ma-
trixdarstellung die nur aus einer Zeile bestehende Matrix

(al,...,am).

Dabei ist a;j = u*(uy).
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Sind U,V zwei K-Vektorraume und f € Hom(U, V), so ist fiir jedes Funktional
v* € V* = Hom(V, K) dann v* o f € Hom(U, K) = U*, also ein Funktional auf U.
Wir haben somit eine Abbildung

ffrve—=U": v ff(v"):=v"o f.

Satz und Definition H.49 (adjungierter Homomorphismus) Die soeben be-
schriebene Abbildung ist ein Homomorphismus f* € Hom(V*,U*), der ‘zu f ad-
Jjungierte Homomorphismus”.

Achtung! f € Hom(U, V) erzeugt f* € Hom(V*,U*). Die Richtung kehrt sich um.

Beweis: Fiir oy, a0 € K,v7,v; € V* und u € U ist

(a1 + agus)(u) = (o] + agvy) f(u)
a1 (v] o f)(u) + az(vs o f)(u)
= oy f*(v1)(u) + azf*(v2)(u).

Somit ist
[ (o] + agvy) = ay f*(v1) + az f* (v2),

d.h. f* € Hom(V*,U*). 0

Zwischen f und f* bestehen eine Reihe von Beziehungen, von denen wir einige
notieren als

Satz H.50 (i) Sind f,g € Hom(U,V) und o, 3 € K, so ist
(af+Bg)" =af" +Bg".
(ii) Ist g € Hom(U, V'), h € Hom(V, W) so ist
(hog)*=g*oh* Reihenfolge!!
(iii) idy- = (idy)*.

(iv) Ist ¢ € Hom(U,V) ein Isomorphismus, so ist auch ¢g* € Hom(V*,U*) ein
Isomorphismus und

(69 ="
Beweis: (i) bis (iii) ergeben sich direkt aus der Definition durch Nachrechnen.
Zu (iv): Da g ein Isomorphismus ist, existiert g—! und es ist

idy =g 'og, idy=gog™ "

Mit (ii) und (iii) folgt dann

(idy+) = (idv)* = (97 o g) =g o (97")
(idv-) = (idv)* = (gog™ ) = (97 ") o g%,
womit dann die Behauptung gezeigt ist. 0

Wir beschlieffen diesen Abschnitt mit
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Satz H.51 Sind By, By Basen in U und V, dazu B{;, By, die dualen Basen in U*
bzw. V*, so gilt fir f € Hom(U,V) :

Wird f beziiglich By, By durch die Matrix F' dargestellt und wird der adjun-
gierte Homomorphismus f* beziiglich By;, By, durch die Matrix F** dargestellt, so
ist

F* — FT,
die zu F transponierte Matrix.
Beweis: Mit F' = (g;;) gilt
flug) = Z@ijviv
i=1

entsprechend mit /™ = (¢};)
Fror) =Y e
j=1
f*(v}) ist ein Funktional auf U und somit ist nach Satz H.48
i = ([T () (ug) = (vi o f)(uy)

= 0} (f(uy)) = v; (Z Wk) = i
k=1
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BH Beispiele zu Homomorphismen

BH1: Die Rechenregeln aus Satz H.3 werden wir stindig benutzen. Hier sind noch
zwei weitere, die Sie selbst beweisen sollten. Wenn Sie damit nicht zurecht kommen,
haben Sie wichtiges nicht verstanden.

BHZ2: Dies richtet sich insbesondere an die Mathematiker.

In Hom(U, V') konnen wir einfiihren:

0 € Hom(U, V) definiert durch V,c;0(z) := 0,

und fiir f,g € Hom(U,V) und a € K :

(f + g) definiert durch Vocu (f + 9)(z) := f(z) + g(x),

(af) definiert durch V,cp(af)(z) = af(z).

Zeigen Sie, dafs f + g, af wieder Homomorphismen von U nach V sind, und daff
damit Hom(U, V) selbst wieder ein K-Vektorraum ist,

Betrachten Sie die entsprechende Situation bei Matrizen.

BH3: R[T] sei der Vektorraum der reellen Polynome. Wir definieren zwei Abbil-
dungen f,g: R[T] — R[T] durch

Ol _ya,T”) =50 va, T, dh. fir ein Polynom p ist f(p) gerade die
Ableitung p'.

g (g T¥) =30 _ a5, T, d.h. fiir ein Polynom p ist g(p) die Stamm-
funktion fOTp(t)dt.

Zeigen Sie, daf f und g in Hom(R[T],R[T]) liegen.

BH4: Es seien Cy|0, 1] bzw. C1[0, 1] die auf dem Intervall [0, 1] stetigen bzw. stetig

differenzierbaren Funktionen mit Werten in R. Uberzeugen Sie sich, daf dies reel-

le Vektorrdume sind. Nun betrachten Sie — sinngem&f zum vorigen Beispiel — die

Abbildungen f und g, die jeder Funktion v ihre Ableitung u’ bzw. ihre Stammfunk-

tion fot u(7)d7 zuordnet. Uberlegen Sie zwischen welchen Riumen da Abbildungen

definiert werden, und zeigen Sie, daf f und g wieder Homomorphismen sind.
Weiter bis

BH5: Bestimmen Sie Kern und Bild der in BH3 definierten Homomorphismen.

BH6: Betrachten Sie den Homomorphismus f aus BH3 (Differenzieren) nur als
Abbildung R, [T] — R, [T], wobei dies die Polynome vom Grad < n bezeichne.
Bestimmen Sie wieder Kern und Bild, sowie Rang und Defekt.

BHT7: Es sei v € R fest gewdhlt. Dazu gibt es nach Satz H.4 genau einen Homo-
morphismus h € Hom(R,,[T],R), fir den gilt: h(T") =~ (v =0,1,...,n).

Was ist h(p) fiir ein beliebiges Polynom p € R, [T]?

Bestimmen Sie Kern, Bild, Rang, Defekt von h.
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BHS8: Es seien f,g € Hom(K", K™) mit folgenden Eigenschaften:

f(e]) € Spa‘n(elv "'7€j)a g(e]) € spa‘n(ejvej+17 "'767’1)5 (.] = 17 vn)

Welche Gestalt haben die nach Satz H.6 zu f bzw. g gehdrigen Matizen?
Weiter bis

BH9: Zeigen Sie, daR R,[T] und R"*! isomorph sind. Uberlegen Sie sich konkret
mindestens zwei verschiedene Isomorphismen.

BH10: Priifen Sie die in den vorigen Beispielen definierten Homomorphismen auf
injektiv, surjektiv, bijektiv.

BH11: Es seien 79, 71,..., Ym € R fest gewdhlte Zahlen. Wir erkldren eine Abil-
dung f € Hom(R,,[T],R™*!) nach Satz H.4 durch die Vorschrift

0
gl
f:T"—1 .|, (¥v=0,1,..,n).
Y
(Vergleichen Sie BH7!) Zeigen Sie, daff
f injektiv ist, wenn m > n,
f surjektiv ist, wenn m <n
und f ein Isomorphismus ist, wenn m = n.
Deuten Sie die letzte Aussage.
Konstruieren Sie im Falle m = n = 2 den inversen Isomorphismus f~!.

BH12: (Fiir Mathematiker)

Nach BH2 ist Hom (K™, K") ein K-Vektorraum. Wir definieren Homomorphis-
men f,,, € Hom(K™, K") nach Satz H.4 mittels der kanonischen Einheitsvektoren
durch

fuvlen) = ey, fuw(ei) =0ftralei=1,..m, it #p(p=1,...m, v=1,..,n.)

Zeigen Sie, daf diese f,, eine Basis von Hom (K™, K™) bilden.

Wie sehen die nach Satz H.6 zugehorigen Matrizen F),, € K™*™ aus?

Zeigen Sie, daf§ ® : f,, — F),, einen Isomorphismus zwischen Hom (K™, K")
und K™*™ definiert.

Betrachten Sie die allgemeinere Situation: U,V seien m- bzw. n-dimensionale
K-Vektorrdume mit Basen (uq, ..., uy,) bzw. (v1,...,v,). Definieren Sie Homomor-
phismen g, € Hom(U, V') durch

Guv(up) = vy, gu(u;)) =0ftiralei=1,...m, i#p(p=1,...m, v=1,..,n.)

Zeigen Sie, daf diese g, eine Basis von Hom(U, V') bilden, und daf ferner durch
U : gy +— F,, ein Isomorphismus zwischen Hom (U, V') und K"*™ definiert wird.

BH13: Verifizieren Sie an den bisherigen Beispielen die Dimensionsformel von
Satz H.15
f€Hom((U,V) = rg f+def f =dimU.
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BH14: Es sei A eine n x m Matrix, F eine invertierbare n x n Matrix. Zeigen
Sie, daf A und FA denselben Spaltenrang haben. Uberlegen Sie zuniichst, wie die
Spalten von F'A aussehen, was nach Satz H.20 die Abbildung z —— F'z bedeutet
und sehen Sie bei Satz H.10 nach.

BH15: Das Invertieren von Matrizen mit GAUSS-JORDAN-Elimination kann man
nur durch Uben erlernen! Hier sind ein paar Anregungen.
Sind die folgenden Matrizen invertierbar und, wenn ja, wie sieht die Inverse aus?

1 2 3 1 2 3
A=14 5 6|, B=|4 5 6
7 89 7 8 10
(B! existiert, A~! existiert nicht.)
1 2 3
Sind die Vektoren [ 4], | 5], | 6 | unabhingig, erzeugend, Basis?
7 8 9
3
Was ist, wenn wir den letzten durch | 6 | ersetzen?
10

Weiter bis

BH16: Untersuchen Sie die folgenden Gleichungssysteme Fa = b auf Losbarkeit
und bestimmen Sie gegebenenfalls alle Losungen.

3 3
F:=AausBH15,b:=[ 9 | ,oder b:= | 6 |, dito mit F := B aus BH15.
15 10

BH17: Wenn sie es noch nicht getan haben sollten, dann studieren Sie jetzt das
Beispiel BH4!

Es seien a(t), v(t) festgewahlte stetige Funktionen € Cy[0, 1]. Wir betrachten die
Abbildung

f:C1[0,1] — Co[0,1] : u(t) — u'(t) + a(t)u(t).

Uberlegen Sie zuniichst, daf f € Hom(C,[0,1],Co[0,1]) und somit Satz H.24 an-
wendbar ist.
Damit konnen wir die

Aufgabe Lése die Differentialgleichung
u'(t) + a(t)ult) = v(t),
beschreiben durch

Bestimme die Losungen der linearen Gleichung f(u) = v.

Wir erhalten als
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Folgerung Wenn iiberhaupt lésbar — das sei hier nicht untersucht — erhdlt man
alle Lésungen so:
Man bestimme eine Losung ug der inhomogenen Gleichung:

f(ug) = v, d.h. uj(t) + a(t)ue(t) = v(t)
und alle Losungen der homogenen Gleichung
f(u) =0, dh.u/'(t) +a(t)u(t) =0
und addiere.

Ein Beispiel: v/(t) — 2u(t) = 2.

Fiir ug(t) = —1ist «/(t) =0, d.h. f(uo)(t) = 0—2-(—1) = 2. Somit ist ug(t) = —1
eine Lisung.

Die homogene Gleichung lautet: u/'(t) — 2u(t) = 0. Dafiir ist sicher @(t) := €
eine Losung, da @'(t) := 2 -e*, d.h. f(a)(t) =2 e? — 2. ¢e* = (. Also sind sicher
alle u der Form u(t) := « - 2! — 1 mit beliebigem o € R Ldsungen.

Man kann zeigen, daft der Kern von f tatsichlich die Dimension 1 hat, woraus
dann folgt, daft wir alle Losungen gefunden haben.

Analog kann man mit linearen Differentialgleichungen héherer Ordnung verfah-
ren, etwa
w”’(t) + a(t)u' () + b(t)u(t) = v(t).

Hier hat der Kern die Dimension 2 und man erhdlt 2 unabhéngige Losungen der
homogenen Gleichung.

Ein Beispiel: u”(t) + 4u(t) = 2.

ug(t) = 1 ist eine Lésung der inhomogenen Gleichung,

u1(t) := cos2t, und ug(t) := sin 2¢ sind zwei unabhingige (und damit eine Basis
fiir die) Losungen der homogenen Gleichung. Damit lautet die allgemeine Losung

1
3 +acos2t+ fBsin2t, (a,8€R).

Weiter bis

BH18: Betrachten wir nochmal den in BH6 untersuchten Homomorphismus f €
Hom(R,[T],R,[T]), der das Differenzieren bewirkt. Benutzen wir in R,,[T] im Urbild-
wie im Bildraum die Basen By := (1,7,72,...,T") und By := (1,T,T?,...,T"), so
haben wir einmal die kanonischen Isomorphismen

OBy = @By (RLT] = R"™ T e,y (v=0,1,..,n)

und bekommen andrerseits

1—2 n
F(T1) = (T7) = - T =ZO-Tj+i-Ti—1+ZO-Tj, (j=0,1,...n).
=0 =i

Somit hat f die Matrixdarstellung — notiert fir n = 3 —

01 00
0 0 2 0
F70003
0 00O
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Nun wiahlen Sie etwa fiir n = 3 in R,,[T] die Basis

qo(T) :== (T = 1)(T =2)(T - 3),
@(T) :=T(T =2)(T - 3),
@(T) :==T(T = 1)(T - 3),
g3(T) :==T(T = 1)(T - 2)

(Vergleiche BV11.)
Stellen Sie f wieder als Matrix dar, wobei sie einmal nur By, dann nur By und
schliefilich beide durch die neue Basis ersetzen und verifizieren Sie daran Satz H.36.

1 1 1
BH19: Im R3 bilden die Spalten u,us,u3 von H = [1 2 3| eine Basis.
1 1 2
3 1
Stellen sie die Vektoren 1 = | 6 | und 2o = | 0| dar als ¢ = Z?Zl n;u; und
4 0

berechnen Sie die Koeffizienten 7). (Satz H.38)

BH20: Geben Sie die Matrixdarstellung von idgs beziiglich der kanonischen und
der in BH19 notierten Basis an. Es gibt zwei Mdglichkeiten. Wie hingen die zusam-
men?

Weiter bis

©)
)6

Ein paar Beispiele fiir Funktionale:

BH21: Essei U= K™, also der Raum der (m, 1)-Spaltenvektoren. Ist dann F' :=
1

(f11, f12y -y J1m) eine 1 x m Matrix, so ist fiir jede Spalte © = : € K™ das
T

Produkt Fz definiert und liefert eine 1 x 1 Matrix, die wir natiirlich mit ihrem

einzigen Element identifizieren. Nach den fritheren Uberlegungen ist damit durch

fi K" —K:x+— Fzx

ein Homomorphismus, d.h. hier ein lineares Funktional auf K" gegeben. In diesem
Sinne liefert jeder (1,m) Zeilenvektor ein Funktional auf K™.

Die kanonischen Einheitsvektoren e; (i = 1,..,m) bilden eine Basis B des K™.
Wegen ele; = 4;; sind somit die durch die Zeilenvektoren el (j = 1,...,m) ge-
gebenen Funktionale eine Basis von (K™)*, namlich gerade die zu B duale Basis
B*.

Uberlegen Sie einmal, wie Sie die duale Basis B* zu einer gegebenen Basis B =
(z1,...,xm) von K™ auf analoge Weise darstellen kénnen.

Beachten Sie: Die Zeilenvektoren sind nicht die Funktionale auf dem K™, sondern
jeder Zeilenvektor liefert ein Funktional, d.h. der (K™)* und der Raum der (1, m)-
Zeilenvektoren stimmen nur bis auf Isomorphie iiberein.
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BH22: Sei C :={f| f: R — R, f stetig }. Mit den punktweise erkldrten Ope-
rationen ist C' ein reeller Vektorraum. Ist dann ¢ € R gegeben, so konnen wir die
Abbildung

o1 C— R (f) = f(2),

die jeder stetigen Funktion f also ihren Wert an der Stelle ¢ zuordnet, betrachten.
Rechnen Sie nach, daf§ ¢ ein lineares Funktional auf C ist, d.h. ¢; € Hom(C,R) =
C*. Solche Funktionale nennt man Punktfunktionale. Sie spielen etwa in der gesam-
ten Numerik eine wichtige Rolle.
Diese Funktionale ¢; zu verschiedenen Stellen ¢; sind stets unabhéngig:
Seien tg,t1, ..., t, gegeben. Wir definieren fiir alle i stetige Funktionen f; durch
die Polynome:
fiy= 11 %
k=0.ki vk
Man rechnet leicht nach, daf stets f;(¢;) = 1 und f;(¢t;) = 0 fiir alle j # ¢ ist. Dann
ist offensichtlich

Pt; (fi) = dij.
Ist nun 2?21 ajpy, = 0 € C*, d.h. das Nullfunktional, das allen Funktionen
f € C den Wert 0 zuordnet, so folgt speziell fiir f = f; (i =1,..,n):

0= Zaj‘ptj (fi)zzaj(pt]’(fi)zzaj(sij = Q.
j=1 j=1 j=1

Dies kann aber nur geschehen, wenn alle «; = 0 sind, sodaf die (py,, ..., ¢, ) linear
unabhéngig sind.

Damit gibt es also in C* beliebig grofie endliche linear unabhéngige Familien.
Nach Definition und Satz H.47 mufs dann C selbst schon unendlich-dimensional sein.
Denn wéire C' endlich-dimensional, so auch C* und dann konnte es nicht unabhingige
Familien beliebiger Grofte geben.

Genauere Auskunft iiber den Raum C* koénnen wir erst spédter mit Hilfe der
Integrationstheorie bekommen.



