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n ×m 6 �"!-�%�87
A 9 : $,� Km 3 x 7→ f(x) := Ax ∈ Kn$'��&.$<; :.: ��=�1?> &.(41?$�@A&.�5$,�#!B/DC 9 �E1?��$FC 9 �G�H=5=�$ x, y ∈ Km, α ∈ K

(H��=8!BI
f(x + y) = f(x) + f(y)

f(α · x) = α · f(x).

J��5$B+#$GK LH�%MN$,=5&O(*�-$,�8CP$,&N&D>.�Q�H>?C�R�SA$,�%�"!-��LH&.$,&	T,>.� 9 U�V /"1?�5$���&FWX$,1.$'MZY[$ V !-L*�-���">.M\$,� V =^]"�-!+-�5& 10_
`�a*bdc�ePf,ehgAcjilkhmln#iogApqg2pqgArts�u�ewvBpyx�v*z2{hewc�a}|.rtao~����dew{h��x�c����

U, V �����������2�������t���
���?�"����� �?���O�D���O�������?�����F�����d��� K.  Q�5���N¡��.�����h� �"�?¢ f : U → V £2���5¤A��¥^���5�2�'¦��B§¨�.�D���
�����©¥^ªF�t���t��������£ ���-���H�,§h«2¬Q���.�®­��"�E¦"�5�P� x, y ∈ U, ¦����P� α ∈ K ¢*���¯�-°
ª�±*° f(x + y) = f(x) + f(y)

ª�² ° f(α · x) = α · f(x).³ ����´y���.¢?�	¦��������¨ªF�t���t���t����£.�^�-�4���qµt��� U �2¦D¶X£ V �D��·t���w¶X£.�����¸¬[���F�O�h� �GL*M (U, V ).¹ �h�5�O�����º�H�����?���h�D����»E�?�"���
� �D�������5�0«D�^�,��¦��^��� U = V, ���F���B�D���)¬[����µ��t�����5�2���¼¥� Q�0�D�"�
���t����£.�^�#�½�H�,§¯¾
¿Na}p¸a*rtÀ0x�c��©ilk^Á ¹ ��¦?�-� �ELHM (U, V ) �^�'�[¦?�?¶X£�Â (U, V ) ¢.�������?�?¶X£ �5�h¶X£½� L µ��t�½�5���2��¦"�Ã�X«
­��"� �ELHM (U, U) �'¶X£.�����¯�?���©¬[�����2�H�-· �GL*M (U), ­��"� f ∈

�ELHM
(U, V ) ¦?�.¶X£ U

f
→ V.

Ä*$,1?$
n × m 6 �"!-�%�87

A
=5��$�CP$,�#!Å�"=^+-Lº$'��&.$,&Æ�GL*MOLHMOLH�%S.�.�^+#M	> +

fA : Km → Kn 9.: $'�
x 7→ fA(x) := Ax.

K 9 �����.&®�^+X!
fA(ej) = Aej = a.j . Ç ��$FÈ���+%+#$,&�W#� /É"ÊwË<ÌHÍ.Î"ÏÑÐ�Ë�ÒºÓ�Ê�Ò�É�É"ÊwËFÔGÊ�Ï5É*Ë�Õ	É*Ë�Õ�ÖÃÊ�ÒD×.Ë'Ê�ÐhÓ�Ø�Ë�Ù�Ð�Ú�Õ-Ë'Ò.Û

>.& 1�1.�	È��5�Ã1?��$ 6 ��!%�-�57
A V $'&.& $'&0/DÈÜ$'&.&½È��5�Ü�5� �-$ Ç S �H=8!%$'& V $'& &.$'&0/ : $,1?$,>?!-$'!G1?�5$B+'/?1.�H31?$,��(}�"&.T,$	�GL*MOLHMOLH�%S.�.�^+#M	> +

fA : $,+#!-��MOM<!F��+#!
1?>.� U �)+#$,�5&.$OÝÜ�5=^1?$,�¨�H>?CÞ1?$'�FÝÃ�H+-��+¨�">A+
1?$,& V �"&.L*&.��+ U �.$,&
ßQ�5& �.$'�5!%+-àH$ V !%LH�%$'&0_tJ��5$B+áÈÜ$'��1?$'&
È�����(H=�$'� U �<�"=^+á�"=�=�(H$'MO$,�5&.$ÞßQ�5(*$'& + U � �"C�!àHL*&��ELHMOLHMOL*�-S.� ��+-MO$'&�$,� V $'&.& $'&0_Aâ2> & ] U � +#!�&.L U �½T,Èã$,�0ä�$ U � $'&.�%$'(*$'=�&0I
å |?f,æoilk^ç  Þ�E����� f ∈

�GL*M
(U, V ) ¾ ³ ¦�� ���^�,�è �5é f(0) = 0 �"�0�è ���5é)­��"�áê��B�D�¨ëá�5����¦��%�D���½�����A¦.�w�P�t� x =

∑m
j=1 αjxj ∈ U ���,� f(x) =

∑m
j=1 αjf(xj).

¿Na*ì	a}ehvHIGâ2>®��íÜßÞ+G+-$'�
x ∈ U : $'=��5$ : ��( _ J¨�"&.&®�^+X!

f(0) = f(0 · x)
H2
= 0 · f(x) = 0.â2>��5��íÜ������C 9 �.�%$'&�$'��&.$
î�& 1?> V !%�5L*& 9.: $,�G1?��$<;G&.TB�"�.= m

1.$'� Ç >.MOMÅ�"&A1?$'&0_
m = 1 : x = α1x1

=5��$�CP$,�#!GMO�5!E��ï.I
f(x) = f(α1x1) = α1f(x1).

m− 1⇒ m :
ßÞ+��^+X!

x =
m
∑

j=1

αjxj =
m−1
∑

j=1

αjxj + αmxm.

J¨�"MO�8!G�^+#!

f(x) = f



(

m−1
∑

j=1

αjxj) + αmxm





H1
= f(

m−1
∑

j=1

αjxj) + f(αmxm)

H2,Ind
=

m−1
∑

j=1

αjf(xj) + αmf(xm) =

m
∑

j=1

αjf(xj).

�
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J��5$B+#$
ä�$ U �.$'&.�%$'(*$'=��^+X!G&D>.&o�"> U ��+-> : +#!%�H&*!%�5$,=5=�C 9 �E�GL*MNL*MOLH�%S.�.�^+#MO$'&á_

å |?f,æoilk�� ¹ ��� � U, V �2�������t�%���?�"���4� �D���O�D���Å�������D���©�
�t���d���,« (u1, ..., um) ���5�2����¦"�-�^�
��� U, �H� ���^�'� (y1, ..., ym) �����2�O�?�����P�����5¢?���2¦��O���5�P�F��� V, ���N¢*���?�Ü����¢?���2¦?�½�����2���)ª¨�t���H�
���t����£.�^�#�½�H� f ∈

�GL*M
(U, V ) �O�h�

f(uj) = yj (j = 1, 2, ..., m).

�Ü�"����£.��¢*���h�
x =

m
∑

j=1

ξjuj 7→ f(x) =

m
∑

j=1

ξjyj .

³ �����<�D���%¦�¢A�%°
 Q���4ª¨���4�����t����£.�^�#�½�H�d���,�[� �H�'¶X£Å�������2�������B����¦.�"­ ���5��������¦H�#�^�Þ����� �D���.�w�5¢½�?���,�w���N�½�-¾³ ���������?�t�.�2���©�?�����P�����5¢oµt�t�-¢?��¢?�"�D���º¬Q���,�D���á¾

¿Na*ì	a}ehvHIÃJ¨�
(u1, ..., um)

ÝÃ�H+-��+	àHL*&
U

�^+X!B/ : $B+#�5!-T'!¨WX$B1?$,+ x ∈ U
$'��&.$�$'��& 1?$'>.!-��( : $��+#!-��MNM�!-$<J¨�"��+X!%$'=�=5> &.(Å�"=^+

x =
∑m

j=1 ξjuj .
J¨�"MO�5!G��+#!E1?>.� U �

x 7→ f(x) :=

m
∑

j=1

ξjyj

$'��&.$N; :.: ��=^1?>.&.( f : U → V
1?$'@ &.��$'�-!,/AC 9 �¨1.�5$
!%�-��àD���H=5$,�-ÈÜ$'�^+-$ f(uj) = yj

(H��=8!B/A>.&A1)1?��$
9.: $'��1?��$,+,/áÈ���$ Ç ��$�=�$'� U �*!	& � U �.�%$ U � &.$'& V�� &.&.$,&0/á1?��$½K LH��1?$'�%>.&.(*$'&��<�4> & 1q��ïo$'�-C 9 =5=5!,_
Ç L*MN�5!F��+#!¨1?��$,+-$	; :.: ��=�1.>.&.( f

$'��&y�GL*MOLHMOLH�%S.�.�^+#M	> +,_ îX+#!�&D>.&
g ∈

�GL*M
(U, V )

���%(H$'&A1
$'��&o�GL*MNL*MOLH�%S.�.�^+#M	> +'/DMO�5!

g(uj) = yj (j = 1, 2, ..., m),
+-LO(H��=8!�MO�8! Ç ��!-T<��_ �

g(x) = g(

m
∑

j=1

ξjuj) =

m
∑

j=1

ξjg(uj) =

m
∑

j=1

ξjyj = f(x),

+-LD1 �"3O�"=^+#L
g = f.

JE$,�G�GLHMOL*MNL*�-S �.��+-M�>A+ã�^+#!E�"=^+#LN$'��& 1?$,>?!-��( : $B+X!%�5MOM�!,_ �

¿Na}p¸a*rtÀ0x�c��©ilk � ³ �����Ü¢*���h�Þ¦.�?¶X£�­��"�<�"�2��� �H���w¶X£2���H������� �-�P�t�A¦"���E»E�?�H�4�"¾
ÝÜ$�!%�%� U �*!%$'&jÈ����½&D>.& T,>.& ] U � +X!½$'��&.$'& Ç SA$,T'�^�"=5Cw�"=�=hIÜßÞ+�+#$,�

U := Km, V := Kn,

(y1, ..., ym)
$,�5& $ : $,=5��$ : �5(*$4K �"MO��=5��$Å��M

Kn.
î�M

Km
� � : $'&lÈ�����1?��$4ÝÜ�*+#�^+

(e1, ..., em)�">A+�1?$'& V �"&.L*&.�^+ U �.$,&½ßÞ�5&.� $'�5!%+-àH$ V !%LH�%$'&0_�!�� U � Ç ��!%T<�<_ "N(*� : !G$,+��"=^+-LN(*$'& �H>½$,�5& $'&o�GLH�
MOLHMOLH�%S.�.�^+-M�> +

f : Km → Kn,
C 9 �E1.$'& f(ej) = yj (j = 1, ..., m)

(H��=8!B_
J¨�<È����ã��&½1?$,&�äG]H>.MO$'&��H> + Ç S �"=5!-$,&}à*$ V !-L*�-$,&4�"� : $,�8!%$'&0/ V�� &.&.$,&4È��5�Ü���.&½�H> U �Å&.L U ��"&A1?$'��+�1.�"��+#!-$'=�=�$'&0I?K 9 � x ∈ Km, : T,È
_ yj ∈ Kn

� � : $,&�È����

x =







ξ1___
ξm






=

m
∑

j=1

ξjej , yj =







η1j___
ηnj






(j = 1, ..., m).

J¨�"MO�8!G�^+#!
f(x) = f(

∑m
j=1 ξjej) =

∑m
j=1 ξjf(ej) =

∑m
j=1 ξjyj .ÝÜ�5=^1?$,&½È�����&D>.&o1?�5$

n×m 6 ��!%�-�57

F =







η11 . . . η1m___ ___
ηn1 . . . ηnm






,



��� �

1?$,�-$,&�W��¯!-$ Ç SA�"=5!-$<�"=^+-L	(*$'& �H> yj

��+#!
(j = 1, ..., m),

+-LN�^+#! : $ V �H&.&}!-=�� U �

m
∑

j=1

ξjyj = F







ξ1___
ξm






.

J¨�"MO�8!G�A� : $'&®È��5�
å |?f,æoilk � è �5é��}�t�D� n × m ´º¦.�w�%��� F �D���.� �����,�<�A�D��� Km 3 x 7→ Fx ∈ Kn ���5�2���

ª¨�t�����4����� £.���-���*� f ∈
�ELHM

(Km, Kn).
³ ��� ¹ �0¦"�h�����qµ��t� F �-�5� �º�H��� �Ü�5�h�D�����D���

��¦"�2�t� ���'¶X£2���½ Q���.£2���¯�h�,µt�������t�����©�"������� f.è ���5é �ã���h�D���o¬[���Þ·*� f ∈
�GL*M

(Km, Kn) �H�P� n×m ´º¦.�w�%��� F, �D�������Eê��#��� ¹ �0¦��¯���Ã¢?����¦?�D�
yj = f(ej) ���,� (j = 1, ..., m), ���F¢}�5�¯�[­��"��¦"�5�P� x ∈ Km : f(x) = Fx.

�GL*MOLHMOLH�%S.�.�^+#MO$,&yT,È���+ U �.$'&�äG]H>.MO$'&��">A+ Ç S �H=8!%$'&DàH$ V !%LH�%$'& V�� & &.$'&lÈ����<�"=^+#LA/0�5&A1?$'M
È��������.�%$º�©$'�-!-$��">.C	1?$'�®ÝÃ�H+-��+��">A+�1.$'& V �H&.LH&.�^+ U �.$'& ßÞ�5&.� $'�5!%+-àH$ V !%LH�%$'& : $�!%�%� U �}!-$'&á/+#!-$�!�+�1.>.� U � 6 ��!%�-��T'$,&º1.�"��+#!-$'=�=�$'&0_2���5�¨ÈÜ$'��1?$'&º+-S ]"!-$'�¨+#$,�.$'&á/21.�H3	�E�.&.=�� U �.$B+��H> U �oC 9 ��GL*MOLHMOLH�%S.�.�^+#MO$,&�T'È��^+ U �.$'& : $,=5��$ : �5(*$'&oäG]"> MN$,&®M � (H=�� U �½��+#!,_

â2>.&A] U � +#!ã+#!-> 1?��$'�%$'&�È��5��WX$,1?L U ���H=5=�(H$,MO$'��&.$GßQ��(H$,& + U �A��C�!-$,&4àHL*&4�GL*MNL*MOLH�%S.�.�^+#MO$'&á/
1?��$Q& �"! 9 �%=5� U �<1.�H&.&<�"> U �¨C 9 ��1?��$ã1?>.� U � 6 ��!%�-��T'$,&
(H$,(H$ : $'& $'&
�GL*MNL*MOLH�%S.�.�^+#MO$'&F(*$'=5!-$'&á_
å |?f,æoilk�
  Þ�������P��� U, V, W �2���������-���?�"��� è � �D���Þ�?���Å�����¯�?���	�F�����d���-é'« f ∈ �GLHM

(U, V ),
g ∈

�GLHM
(V, W ).

³ ¦��.��¢.���¯�����è �5é ³ �"�,¶X£ �^1
U : U → U, u 7→

��1
U (u) := u �^�,�Ã�����yªF�t���t��������£ ���-���H� ∈ �ELHM

(U, U)
¢?�%¢.���?��� « �*�������B¢?���A¦�� �2���
���?�����w�¯�¯�.�[�5� U.è ���5é ³ �"�,¶X£ g ◦f : u 7→ g(f(u)) �^�'�����5�4ªF�t���t��������£ ���-���H� g ◦f ∈

�GL*M
(U, W ) ���%�}�����B�-¾è »����5£2���.­h�t�5¢?�	�?��¦?¶X£2������� éè �5���5é��X�'� g ◦ f �'�"��ê������h�hµ}« ���<�^�,� g �,�"��ê������w�¯µ?¾è �¯µBé��X�'� g ◦ f �5�,ê������w�¯µ*«2�����^�'� f ���,ê����2�h�hµ?¾

¿Na*ì	a}ehvHI��P��í�IA���5���A� : $'&�C 9 �G�^1 U

1?�5$
ßÞ�5(*$'& + U � ��C�!%$'&®�<�
>.&A1��¨ï	& � U �.T,>DÈã$,��+-$'&0I
�^1

U (u1 + u2) = u1 + u2 =
��1

U (u1) +
��1

U (u2).
��1

U (α · u) = α · u = α ·
�^1

U (u).

�P����í�I.������� � : $'&½C 9 � g ◦ f
1?��$FßQ�5(*$'& + U � �"C�!-$'&®�<�F>.&A1½�¨ï�&A� U �.T,>}ÈÜ$'�^+-$'&0/?1?��$¨C 9 � f

>.& 1
g
WX$'ÈÜ$'��=^+�$'��&.T'$,=5&�(H$,=8!%$'&0I

(g ◦ f)(u1 + u2) = g(f(u1 + u2))
H1,f
= g(f(u1) + f(u2))

H1,g
= g(f(u1)) + g(f(u2)) = (g ◦ f)(u1) + (g ◦ f)(u2).

(g ◦ f)(αu) = g(f(αu))
H2,f
= g(αf(u))

H2,g
= αg(f(u)) = α(g ◦ f)(u).

�P�����^í�I?îX+X!
g ◦ f

+->.�hWX$ V !-��à�/D+-LN(H� : !Ü$B+ÜT'>	WX$,1?$,M w ∈ W
$,�5&

u ∈ U,
MO�8!

w = (g ◦ f)(u) =
g(f(u)). 6 �5!

v := f(u)
�^+X!
�"=^+#L

w = g(v)
>.& 1©1.�

w ∈ W : $'=��5$ : �5(®ÈÃ�"�B/A�^+#!F+-LHMO�5!
g+->.�wWX$ V !-��à2_�P��à.í�I.îX+#!

g ◦ f
��&�WX$ V !-��à�/A+-LO(H��=8!BI îX+#! (g ◦ f)(u) = (g ◦ f)(u′),

+#LÅ�^+X!
u = u′.

îX+#!G&D>.&
C 9 � u, u′ ∈ U

+ U �.L*& f(u) = f(u′),
+-L��^+#!�!%�-��àD���H=5$,�-ÈÜ$'�^+#$

(g ◦ f)(u) = (g ◦ f)(u′)
�H=�+-L

ÈÜ$'(H$,&½> & +#$,�-$,�ÃY[LH���"> +%+#$'!-T,>.&.(O1.�"&.&
u = u′

> & 1®1.�"MO�5!
f
��&�WX$ V !-��à�_ �K 9 �G1.�*+Ã�y$,�8!%$'�%$ : $,& � !%�5(*$'&�È��5��&.L U ��$'��&®S �H�H�ÃÝÜ$,(H�%����$HI

`�a*bdc�ePf,ehgAcjilk��Æn��oa*r�cãz[¿	eh{w�[� �X�,� f ∈
�GLHM

(U, V ) ����£2���5¤A�
V $,� f := {u ∈ U | f(u) = 0} �?���F¥��<�"���5��¦?�H��§��.�D���F¥������%�0§Gµ��t� f,��M

f := {f(u) ∈ V | u ∈ U} �}¦H�¨¥ �Ü���w� §�µt��� f.



��� " � ���������������
	���
������

å |?f,æox�c���`�a}b�c�ePfBewg2cÆilk��jn���| c���z�`�a���a*À f�� V $'� f �H� � ��M f �#��� �����������%���?�"����µt���
U ��·*¬G¾ V. ´º¦"���2���.���0�H�P� ³ ���4��� �-�����4�D��� �Ü���w�D���ã�D����¥^»E¦"�?¢A§dµ��t� f :

�%(
f :=

1.�5M �5M
f,

�"� �®�H�P� ³ �5�����A�#�P�t�y�D���E�����%�2�����D���y¥ ³ ��­h�����-§�µ��t� f :
1?$�C

f :=
1?��M V $'� f.

¿Na*ì	a}ehvHI��w1.$'�	�E&*!%$'�%�%�H>.MN��;E> +%+-�H(H$'&áI íQ�y$,(H$'&
f(0) = 0

��+#!
0 ∈ V $'� f >.& 1

0 ∈
��M

f.

Ç ��& 1 x, y ∈ V $,� f, α, β ∈ K,
+-L<�^+X!

f(αx+βy) = αf(x)+βf(y) = α ·0+β ·0 = 0,�"=^+-L
αx + βy ∈ V $,� f. Ç LHMO�5!G��+#! V $,� f $,�5&
�G&}!%$'�%�%�H>.M®_
Ç ��& 1 v, w ∈

�5M
f,

+#L½(H� : !
$,+ x, y ∈ U,
+#L?1.�H3

v = f(x), w = f(y).
J¨�"&.&©(H��=8!¨C 9 �

: $'=��5$ : �5(*$���L}$�
ÅT'��$'&}!-$,& α, β ∈ K : αv + βw = αf(x) + βf(y) = f(αx + βy) ∈
�5M

f.

Ç L*MN�5!G�^+X!E�H> U �½��M
f
$'��&
�G&}!-$,�-���"> M�_

�

ï 〉

å |?f,æoilkhm��  Þ�G����� f ∈
�ELHM

(U, V ).
³ ¦"�.��¢?���h�����è �5é f ���,ê������w�¯µ ⇔ V $'� f = (0).è ���5é f �,�"�^ê������w�¯µ ⇔ �5M

f = V.è �5���5é f ��� ê������w�¯µ ⇔ ( V $,� f = (0) �"�0� ��M
f = V ) .¹ ��� (x1, ..., xm) �����2���A¦"�O�5�����E��� U.

³ ¦��.�½¢?���h�����è �¯µBé (f(x1), ..., f(xm)) �"�2¦.��£A�"�?¢*�5¢ è ��� V é ⇒ (x1, ..., xm) �"�2¦.��£A�"�?¢*�5¢ è ��� U éB¾è µBé (x1, ..., xm) �"�A¦.�"£A���?¢}�8¢®�"� � f �5�,ê������w�¯µ ⇒ (f(x1), ..., f(xm)) �"�A¦ ��£A�"�?¢*�5¢2¾è µt�5é (x1, ..., xm) ���%·t�t�"¢?���0�N­��"� U ⇒ (f(x1), ..., f(xm)) ���-·��t��¢.��� �N­��"� ��M f.è µt�5�5é (x1, ..., xm) ���%·t����¢?��� �®­��"� U �"� � f �,�"��ê������w�¯µ ⇒ (f(x1), ..., f(xm)) ���%·t����¢?��� �
­��"� V.

�X�,� (x1, ..., xm) �����2����¦"�-���¨µt��� U, ���<¢*���¯�è µt���5�5é f ��� ê������w�¯µ ⇔ (f(x1), ..., f(xm)) �^�,� ��¦H�#�^�Fµt��� V.

¿Na*ì	a}ehvHI
�P��í

f
��&�WX$ V !-��à©=5��$�CP$,�#!<��& + : $B+#L*& 1?$'�%$H/01 �"3 f(x) = 0

&D>.�
C 9 � x = 0
(H$'=5!-$,& V �H&.&0_0îX+#!

V $'� f = (0)
> & 1

f(x) = f(y),
+-L<�^+X!

f(y−x) = 0,
�"=^+#L

y−x ∈ V $'� f >.& 1½1.�"MO�5!
y − x = 0,

�H=�+-L
x = y.

�P����í®JE��$,+ÜCPL*=5(H!�!-�%�5àD�^�"=0�">A+�1?$'�GJ�$�@ & �8!%�5L*&0_
�w�5����í½CPLH=�("!G1?���-$ V !G�H> + �P��íÃ>.& 1 �w�5��í�_
�P��à.í½���5� : $'!-��� U �}!-$,&o$'��&.$ Â ��&.$B�"� V LHM : ��& ��!%�5L*&�1?$,�

xj ,
1?��$

0
$'�%(H� : !,I 0 =

∑m
j=1 αjxj .J��H&.&o��+#!

0 = f(0) = f(
∑m

j=1 αjxj) =
∑m

j=1 αjf(xj).
J��41.�5$

f(xj)
>.& � : � ]"&.�(H��(y+-�5& 10/�M 9 +%+#$,&¸&.LH!XÈã$,& 1?��(y�"=�=�$���LD$�
ÅT'��$'&}!-$,&

αj = 0
+-$'��&0_d���5�O� � : $,&Æ�"=^+-L

(H$'T,$'��("!BI*;G>A+ ∑m
j=1 αjxj = 0

CPLH=�("!
α1 = ... = αm = 0,

10_ �0_?1?��$
(x1, ..., xm)

+-��& 1
>.& � : � ]"&.(*�5(A_

�Pà.í Ç $'� 0 =
∑m

j=1 αjf(xj).
J��H&.&©��+#!��"> U � 0 = f(

∑m
j=1 αjxj),

10_ �0_ ∑m
j=1 αjxj ∈

V $'� f = (0).
;G=^+#L	��+#! ∑m

j=1 αjxj = 0
>.&A1 /}1 �<1?��$

xj

>.& � : � ]"&.(*�5(	+#��& 1 /}+#��& 14�H=�+-L
�"=�=5$

αj = 0. Ç L*MO�8!�+-�5&A1©�H=�+-L�MN�5!�1?$,M�+-$'= : $,& Ç.U �.=5> 3�È���$O$ : $'&l&D>.&�1?��$
f(xj)>.& � : � ]"&.(*�5(A_

�PàD��í Ç $'� y ∈
��M

f.
J¨�"& &Æ(*� : !Å$B+	$,�5& x ∈ U,

MO�5!Å1.$'M
y = f(x).

J¨�
(x1, ..., xm)$'�%T'$'> (H$'&A1¸C 9 � U

�^+X!B/ V �"&.&�MÅ�H&
x
1.�"��+#!-$'=�=�$'& �"=^+

x =
∑m

j=1 αjxj .
J¨�"&.&��^+#!

y = f(x) = f(
∑m

j=1 αjxj) =
∑m

j=1 αjf(xj),
1 _ �0_

(f(x1), ..., f(xm))
$,�-T,$'>.(H!

�5M
f.

�wàD�5��í�JE��$,+Ã�^+X!GÈÜ$'(*$'& �P���^íÜ> & 1 �PàD�^íã!%�-��àD���H=h_



�����

�PàD���5��í�;G=^+�ÝÜ�*+#�^+Ã�^+X!
(x1, ..., xm)

>.&A� : � ]H&.(H��(N>.& 1�$'�%T'$,>.(H$,& 1 _
⇒:

îX+#!
f : � WX$ V !-��à2/�+#Lo��&�WX$ V !%�5à©>.& 1¸+#>.�hWX$ V !%�5à�_á;E=�+-Lo��+#!

(f(x1), ..., f(xm))
&A� U ��Pà.íÜ>.& � : � ]"& (H��(	>.&A1½&A� U � �PàD�5��íÜ$'�%T'$,>.(H$,& 1�C 9 � V,

�"=^+#LOÝÃ�H+-��+Ãà*LH&
V.

⇐:
îX+X!

(f(x1), ..., f(xm))
ÝÃ�H+-�^+GàHL*&

V,
+-L4(H� : !F$,+�& � U � Ç ��!%T	�<_ "�$,�5& $'&y�ELHMOL"�

MNL*�-S �.��+-M�>A+
g ∈

�GL*M
(V, U),

1?$,�
g : f(xj) 7→ xj (j = 1, 2, ..., m) : $,È��5� V !,_K 9 ���5�.&®�^+X!E1 �"&.&

g ◦ f =
��1

U ;
1?$,&.&®$,+Ã(*�5=5!E1.�"& &�C 9 ���"=�=5$ j

xj
f
7→ f(xj)

g
7→ g(f(xj)) = xj

>.& 1<1.�
(x1, ..., xm)

$'��&.$ÜÝÃ�*+#�^+0�^+X!d>.& 1<!-�%�5àD�^�"=�$'�%Èã$,��+-$Q�"> U �
C 9 �[�"=�=5$ j
W#���^1

U (xj) =
xj

(H��=8!B/?M�>.3
g ◦ f =

�^1
U

+#$,�5&á_
K.$'�%&.$,�Ü�^+#!

f ◦ g =
�^1

V ;
1.$'&.&®$,+Ã�^+#!GÈ��5$B1?$'�ÃC 9 ���"=�=5$ j

f(xj)
g
7→ g(f(xj)) = xj

f
7→ f(xj)

>.& 1�1.�
(f(x1), ..., f(xm))

$,�5&.$4ÝÃ�*+#�^+
>.& 1l$ : $,&?Cw�"=�=^+<+X!%$�!�+<�^1 V (f(xj)) = f(xj)��+#!,/DCPL*=5(H!
f ◦ g =

�^1
V .J��F�^1

U

>.& 1O�^1
V

WX$'ÈÜ$'��=�+[��&�WX$ V !%�5àN>.& 1Å+->.�hWX$ V !-��àO+#��& 1 /*M 9 +%+#$,&Å�"=^+#LF& � U � Ç ��!%TG�<_��
: $,��1?$�; :.: ��=^1?>.&.(*$'& f

>.& 1
g
WX$,Èã$,�5=^+[��&�WX$ V !%�5àN>.& 14+->.�hWX$ V !-��à�/H1 _ �0_ : � WX$ V !-��àN+-$'��&0_ �

J�$'�FT'>.=�$�!%T�! : $�!-��� U �}!%$�!-$ Ç � U �}à*$'�%� �"=5!EÈ����%1º>.& +F� ]H>?@ ( : $,(H$,(H&.$,&0_����5�F(H$ : $,&y���.M
1?$B+#� �H= : $'��&.$,&�$,�5(*$'&.$,&�ÝÜ$,(H�%���dI
`�a*bdc�ePf,ehgAcjilkhmAm�n���vBg2pqg rtsdu�ehv,p©x�vt��� ���?�2��� ·H� f ∈

�ELHM
(U, V ) ���5� g ∈

�GL*M
(V, U),

���?�D¦�¤
g ◦ f =

�^1
U , f ◦ g =

�^1
V ,

���<£�����¤ � f
è �"� � g é����5�©¥��X�����4����� £.���-���*�'§�¾� ���?�E���������2��� �X���t���t����£.�^�-���H� f ∈

�GLHM
(U, V ) ·*¬[���'¶X£2���q�D���©»E�.�"����� U �H� � V,

���<£�����¤D���y�H�P������»E�?�"����¥^�����t��������£á§¯¾
ßQ��&.��(H$
È�� U �*!%�5(*$FßQ�5(*$'& + U � �"C�!-$'&�àHL*&½îX+-LHMOL*�-S.� ��+-MO$'&½+-$'��$'&�&.L U �.MÅ�"=^+Ã&.LH!-��$'�-!,I
å |?f,æoilkhm?Á �Ü�"� f ∈

�GL*M
(U, V ) �-�5� �����D�H�hµ�¦��P�����-°è �5é f �^�'� �X���t���t����£.�^�-���H�B¾è ���5é f �^�'�G��� ê������h�hµ?¾è �5���5é)V $'� f = (0) �"� � ��M f = V.è �¯µBé f �����w�?�t� ê��B�?���Ã¦H�#�^�¨µt��� U �5�º���5�2����¦"�-�^�Fµt�t� V ¦.�.¾è µBé f �����w�?�t�ã�����2����¦"�-�^��µ��t� U ���º�����2����¦"�-���¨µt��� V ¦ �.¾

¿Na*ì	a}ehvHI��P��í
⇒

�w�5��í�I2J��*+ÃÈÜ�H�Ã1.$'�G=�$�!%T'$ Ç?U �.�%�8!-!G�5M¼ÝÜ$'ÈÜ$'�^+ãà*LH& Ç ��!%T<�<_��
	 / �wà}�����^í�_�P����í
⇔

�P���5��í�I Ç ��!%TF��_5��	./��P���5��í�_�P����í
⇒

�P��à.í�I Ç �"!-T
�<_��
	 / �wàD�5���^í�_�P��à.í
⇒

�Pà.í�I
�á�%�5àD�^�"=¯_
�Pà.í
⇒

�w�^í�I Ç ��$'�.$
ÝÜ$'ÈÜ$'�^+ÃàHL*& Ç ��!-T
��_5��	./��PàD�5����í�_ �J�$'�dÝã$,Èã$,��+�àHL*& Ç �"!-TÃ�<_��
	./��PàD���5��íá� ��!dT'> 1.$'M\MO�8!%$'� : ��� U �}!,/B1.�"3¨1?$'�d��&	1?$,��J�$�@ & �8!%�5L*&$'��&.$B+ãîX+-LHMOL*�-S.� ��+-M�> +
f ∈

�GL*M
(U, V )

�">?C�!%�-$'!-$'&A1?$
�GLHMOL*MNL*�-S �.��+-M�>A+
g ∈

�GL*M
(V, U)+-$'= : +X!�$,�5&®îX+-LHMOLH�%S.�.�^+#M	> +Ü��+#!,_ ßQ��È��5��1�MO�8!

g = f−1 _ : $,T'$,� U �.& $�!,_
å |?f,æoilkhmDç è �8é��d¬[�������0�H�5�h¶X£A�X�H���4��� �-�����A¦��P���2���������-���?�H�4� è � �?�����D���Å�������D�����F�����d���-é

�#��� �N¢?���2¦?�½�}¦��.�®�^�������t����£ « ¬[���.�®�#�P���H�P���������D� ³ �5����� �#�P�t��£A¦ �D���á¾è ���5é �}�t�D��� m− �*�5�����A�#�P�t�A¦"��� K ���2���2���t�%��¦.�"� U �^�,�[�����t���t����£�·H�"� Km.



����� � ���������������
	���
������

¿Na}p¸a*rtÀ0x�c��©ilkwm � ³ �P��¡<�H�%��¦t¢?�oµt��� è �8éO¢*���¯�
¦.�?¶X£¸­��H�Å�.�w¶X£������0�H�5�h¶X£A�X�H���4��� �-�����A¦��P�
»E�.�"���B«�¬Q��� �\¬[�5�º�}¦�­��"�º�D��� ³ ���4��� �-����� �,�?�%¢}�-��� ���t�-¢*­w�"�h�h�8¢.���®�D� �.�.�P������� «�¦��^�)¬[�������
¢?���¯¦"�½£A¦ �D���á¾
¿Na*ì	a}ehvHI��P��í�I Ç ��& 1 U

>.&A1
V

�^+#L*MOLH�%S.�0/[+#Ll(*� : !4$B+Å�"=^+#L©$'��&.$,& îX+-LHMOL*�-S.� ��+-M�> +
f ∈�GL*M

(U, V )
>.& 1�1.$'� : ��=^1?$�!4$,�5&.$ : $,=5��$ : ��(�(H$,ÈÜ]H�.=5!-$oÝÃ�H+-��+

(x1, ..., xm)
àHLH&

U
� : ��&

(f(x1), ..., f(xm)),
ÈãL : $,�E1?��$,+½& � U � Ç �"!-T©�<_��Bï©È���$,1?$,��$'��&.$ºÝÃ�*+#�^+'/ã&D>.&�àHL*&

V
��+#!,_

J¨�"MO�8!O(H� : !O$,+	�5& U
>.& 1

V
ÝÃ�*+#$,&qàHL*&�(H=�$'� U �.$'� Â ]H&.(H$*/�1 _ �0_[1?��$�J��5MO$,& +#��LH& $'&Æ+-��& 1

(H=�$'� U �0_�E� : $,& : $'�^1?$yäG]H>.MO$y1?��$,+-$'= : $ºJE��MO$'& +-��LH&0/Ã+#L V�� &.&.$'&�È���� �w(H=�$'� U �.=^�"&.(*$�� íÅÝÃ�H+-$'&
(u1, ..., um)

��&
U

>.& 1
(v1, ..., vm)

��&
V

ÈÜ]H�.=�$'&�>.& 1l&A� U � Ç �"!-T���_ "º1.$'&q�GL*MOLHMOLH�-�
S.�.�^+-M�> +

f ∈
�ELHM

(U, V ) V L*& +#!-�%>.�5$,�-$,&0/D1?$'�ÜC 9 �G�"=�=�$ j
(*$'���H1?$

f(uj) = vj

=��5$'CP$'�-!,_�!�� U �
Ç �"!-T
�<_��Bï	�^+X! f

$'��&�îX+-LHMOL*�-S.� ��+-M�> +,_
�P����í�I J¨�O1?$'�

Km
1?��$<JE��MO$'& +-�5L*&

m
� ��!B/DCPLH=�("!E1?��$,+�1?���%$ V !E�"> + �w�^í�_ �

îX+-LHMOLH�%S.�.$NäG]">.MO$N� � : $'&©1?��$NßÞ�5(*$'& + U � ��C�!B/ 1.�"3½È��5�
+-�5$*/0+#LHCP$'�%&.$�È����F&}> �F�H>?CÞ���.�%$
=��5&.$B�"�%$ Ç !-�%> V !->.�
+ U � �">.$,&0/�&.� U �*!
>.&}!%$'��+ U �.$,��1.$'& V � &.& $'&0_ Ç L*=��H&.(H$	È��5�
�"=^+-L½&D>.�
+-LH= U �.$ßQ��(H$,& + U �A��C�!-$,& : $�!-��� U �}!%$'&0/ V�� &.&.$'&ÅÈ����Ã+X!%$�!%+ãT'>½$'��&.$'M �^+#L*MOLH�%S.�.$'&4äE�">.M 9.: $'�%(H$,�.$'&á/>.& 1�1 �o+#��& 1l��M �H=5=�(H$,MN$,�5& $'&0/0ÈÜ$'& &©$B+
>.M 1.�H+ V LH& V �%$�!%$Åä�$ U �.& $'&l(H$,�*!B/�1?��$4äG]H>.MO$
Km : $,+-LH&A1?$'��+Ã(H$,$'��(H&.$'!,_?������Èã$,�%1?$,&�1.�5$B+Ã&.L U �®�H> +-& 9 !-T'$,&0_

îX+#!
f ∈

�GL*M
(U, V )

$,�5&¸îX+#L*MNL*�-S �.��+-M�>A+'/á+-L)�^+X!O1?�5M
U =

1.�5M
V,

CP$'�%&.$,���^+X!O1.�"&.&
1?$'C

f =
1?��M V $,� f =

1?�5M
(0) = 0

>.& 1��%(
f =

1?�5M ��M
f =

1?��M
V. Ç L*MO�8!�(H��=5!�1.�5$
K.L*�-MO$,=

1?$�C
f +

�%(
f =

1?�5M
U.

J��5$B+#$<K LH�%MN$,= (H��=8!�&D>.&o+-LH(*�H�Ü�H=5=�(H$,MO$'��&�C 9 ���GLHMOL*MNL*�-S �.��+-MO$'&0_
å |?f,æoilkhm � �Ü�"�áê��B�D���oª¨�t�����4����� £.���-���*� f ∈

�GLHM
(U, V ) �^�,�

1?$�C
f +

�%(
f =

1?�5M
U.

¿Na*ì	a}ehvHIÜ�����
ÈÜ]H�.=5$,&º$,�5&.$ÅÝÃ�H+-�^+
(u1, ...., us)

à*LH& V $'� f ⊂ U � 1.�H&.&º�^+X!
s =

1?$�C
f �>.& 1½$'�%(*]H&.T'$,&�+-�5$¨T'>�$'��&.$'��ÝÃ�H+-�^+

(u1, ...., us, us+1, ..., um)
àHL*&�(*�H&.T

U.
J¨�"& &½�^+X!�& � U �

Ç �"!-T<�<_��
	Å1.�5$<KA�"MO�5=���$ (f(u1), ..., f(um))
$'�%T'$'> (H$'&A14C 9 �E�5M f.

!E� U ����LH&A+X!%�-> V !%�5L*&½�^+X!
� : $'� f(u1) = ... = f(us) = 0,

+#L?1.�H3�+ U � LH& (f(us+1), ..., f(um))
$'�%T'$,>.(H$,& 1�C 9 �¨�5M f�^+X!B_ Ç $'�d&D>.& ∑m

j=s+1 αjf(uj) = 0.
J��H&.&y�^+#!F�H=�+-L

0 = f
(

∑m
j=s+1 αjuj

)

,
1 _ �0_ $B+��^+#!

∑m
j=s+1 αjuj ∈ V $,� f.

J¨�
(u1, ...., us)

$'��&.$ºÝÃ�*+#�^+OàHL*& V $'� f ÈÃ�"�B/[�^+X!4MO�5!�(H$,È���+%+#$,&
��L}$�
ÅT'��$'&}!-$,&

βj

�"=^+-L ∑m
j=s+1 αjuj =

∑s
j=1 βjuj .

!G>.& +-��& 1Æ� : $,� (u1, ...., um)
�"=^+

ÝÃ�H+-��+Q>.& � : � ]"&.(*�5(A/"+#L?1.�H3
&.L"!XÈÜ$'&A1?�5(<�H=5=�$ ��L}$�
ÅT'��$'&}!-$,& αj

>.& 1
βj

à*$'��+ U �DÈ���& 1?$,&NM 9 +#�+-$'&0_�î�& + : $,+-LH&A1?$'�%$Å��+#!	�H=�+-Lo&.L"!XÈÜ$'&A1?�5(
αs+1 = ... = αm = 0.

K.L*=5(*=5� U ��+#��& 1��"=^+-L)1?�5$
(f(us+1), ..., f(um))

�H> U �½> & � : �A]"&.(*�5(N>.& 1®+-LHMO�8!G$,�5& $FÝÃ�*+#�^+ÜC 9 �G��M f.;G=^+-L	�^+X!��%(
f =

1?�5M ��M
f = m− s

L?1?$,�G1?��M
U = m = s +

�%(
f =

1?$�C
f +

�-(
f,

ÈÃ�H+
: $'� �H>.S?!-$'!GÈÜ�H�,_ �

J¨�"MO�8!G�A� : $'&�È��5��$,�5&.$
& $'>.$��ã� �H�%� V !-$'�%�^+#��$'�%>.&.(<à*LH&�îX+#L*MOLH�%S.�.�^+#MO$'&½(H$,ÈãL*&.&.$'&áI
å |?f,æoilkhm �  Þ�F��������� U, V »E�.�"���N�D���%�������?��� ³ ���4��� �-����� « 1.�5M U =

1?��M
V = m, �"� �

f ∈
�GL*M

(U, V ).
³ ¦"�.���-��� ��� �?�"�¯µ�¦"�������-°è �5é f �^�'� �X���t���t����£.�^�-���H�B¾è ���5é f �^�'�[���,ê������h�hµ?¾è �5���5é f �^�'�Q�,�"��ê������w�¯µ?¾



��� �

¿Na*ì	a}ehvHIÃ;G>A+ �w�^íáCPL*=5(*$'&
!%�-��àD���H=5$,�-ÈÜ$'�^+#$ �P���^í�>.& 1	�P���5��í�_*â�>.M ÝÜ$'ÈÜ$'�^+'/t1.�"3�� Ë�Ê��HÏ5Ë�Ê���×.Ë'Ò���Ê	�

 Ë�Ò Ó�ÊwÚ"Ò2Ë'Ò àHL*&

U
>.& 1

V
+ U �.L*&GWX$'ÈÜ$'��=^+�$,�5& $Ã1.$'�[ßQ��(H$,& + U �A��C�!-$,&���&�WX$ V !%�5à<L?1?$,�[+#>.�hWX$ V !%�5à1?��$<�"& 1.$'�%$���MOS.=5��T'��$'�-!,/ : $,&}>.!-T'$,&®È��5�G1?��$
$ : $'&®(*$'T'$,�5(H!-$
J��5MO$'&A+#��LH& +#CPLH�%MO$'=¯I

1?�5M V $,� f +
1?��MÆ��M

f =
1?�5M

U =
1?��M

V.

îX+#!
f
�5&�WX$ V !-��à2/�+-LÅ��+#! V $,� f = (0),

�H=�+-L41?��M V $'� f = 0,
CPLH=�(H=�� U �)1?��M �5M

f =
1?��M

V
> & 1

1.�HMN�5!
f
+->.�hWX$ V !-��à�_îX+#!

f
+->.�wWX$ V !-��à2/ã+#Ll�^+X!4��M

f = V,
�"=^+-L©1?��M �5M

f =
1?�5M

V =
1?��M

U
> & 1j+#L*MN�5!

1?��M V $'� f = 0,
�"=^+#L V $,� f = (0)

> & 1½CPLH=�(H=�� U � f
��&�WX$ V !-��à�_ �

�©$'& 1?$,&�È����ã&D>.&½1?�5$B+#$�� : $'�%=�$'(H> &.(H$,&4�">?C��ELHMOLHMOL*�-S.� ��+-MO$'&
f ∈

�GL*M
(Km, Kn),$�! U _ �H&0/.1?��$<�"=^+#LN& � U � Ç �"!-T<��_ �O1?>.� U � 6 ��!%�-��T'$,&

F ∈ Kn×m : x 7→ Fx

(H$,(H$ : $,&½ÈÜ$'��1?$'&á_.â�>.& ] U �A+X! 9.: $'�-!-���"(H$,&½È�����1?��$<Ýã$,(H�%����$ �F$'�%&0/?Ýã��=^1 /5_�_�_ �">?C 6 ��!%�-��T'$,&0_
`�a*bdc�ePf,ehgAcjilkhm 
  Þ�G����� F ∈ Kn×m, �A¾ £á¾A���5��� n×m �h´º¦?�h�-� �0¾ ³ ¦"�.�®���,�

V $,� F := {x ∈ Km | Fx = 0} �D���G�����%�ºµt��� F,�5M
F := {Fx ∈ Kn | x ∈ Km} �D¦"� �Ü���w�®µt��� F,1?$�C
F :=

1?�5M V $,� F �?��� ³ ��­h�����Gµ��t� F �"�0��%(
F :=

1?�5M ��M
F �D���G»�¦��?¢oµt��� F.

J��5$B+#$©JE$'@ &.�5!-��LH&.$,& +#!-��MNMO$,& MO�8!)1?$,&�CP� 9 �.$'��C 9 �®�GL*MOLHMOLH�%S.�.�^+#MO$,& (H$,(H$ : $'& $'&J�$�@ &.�5!-��LH& $'& 9.: $'�%$'��&0/"ÈÜ$'&.&ÅÈ����QT,>O1.$'M 1?>.� U � x 7→ Fx
(H$'(*$ : $'&.$,&Å�GLHMOL*MNL*�-S �.��+-M�>A+

f ∈
�GLHM

(Km, Kn) 9.: $'�%(H$,�.$'&á_
� : $,�O1.$'& �P�.L �2$,&*!%=5� U �¸��&.T,È���+ U �.$'&¸ÈãL*�.= : $ V �H&.&}!-$'&2í
Ç �"!-TOI

É"ÊwË<ÌHÍ.Î"ÏÑÐ�Ë�ÒºÓ�Ê�Ò�É�É"ÊwËFÔGÊ�Ï5É*Ë�Õ	É*Ë�Õ�ÖÃÊ�ÒD×.Ë'Ê�ÐhÓ�Ø�Ë�Ù�Ð�Ú�Õ-Ë'Ò.Û
$'�%� �H=8!%$'&�È��5�ÃCPL*=5(*$'& 1?$ �ã� �H�%� V !-$'�%�^+#��$'�%>.&.(N1?$,+�äG�H&.(H$B+Ã$'��&.$'� 6 ��!-�%�57�I
`�a*bdc�ePf,ehgAcjx�c�� å |?fBæ�ilkhm � �G���-�¯�w·H���H�P�<´y¦?�w�%� � F ∈ Kn×m ����� ¹�� �,����� ¦?�H� r �"�A�
¦.�"£A���?¢}�8¢.��� ¹ �0¦��¯����� «2¦ �D�����D�����2���G¦?�H� r + 1, �����^�'� r =

�%(
F. ´º¦"����¦t¢2�ã�D¦�­��"�����"�%·*°

�D���E»�¦��?¢ �-( F �����2���G´º¦?�h�-� ���^�'�Ã�H�P��´º¦ �?���4¦���·B¦�£ �[�"�A¦.�"£A���?¢}�8¢.��� ¹ �0¦"�h�����
�"� �Å�2���.���Ã�D���o»E¦"�?¢®�D���-£A¦"�¯�O¦?�?¶X£y�D���º¥ ¹ �0¦"�h�����.��¦��?¢2§¯¾
¿Na*ì	a}ehvHI !E� U � Ç ��!%T���_5��	F��+#! (Fe1, ..., F em)

$,�-T,$'>.(*$'& 1	C 9 �Ü�5M F
>.& 14+-LHMO�5!ã1.�H�-��&Å$'��&

MÅ��7?��MO�H=5$B+Ã>.& � : � ]"& (H��(H$,+ Ç�� +#!-$'M¼+ U � LH&�$'��&.$
ÝÜ�*+#�^+ÜC 9 �G��M F. �

J��5$<J��5MO$,& +#��LH&A+XCPL*�-MO$'= � Ç ��!%T<�<_����Hí È��5��1½T'>
å |?f,æoilkhm�� �Ü�"� F ∈ Kn×m �^�'�

1.$�C
F +

�%(
F = m (= � ¦"£.�d�D��� ¹ �0¦��¯�����lµt�t� F.)

��� �B�D������� �D�����E�^�'�Ü�}¦"�N�¯�
1?$�C

F =
1?��M V $'� F = m−

�%(
F

= ( ¡E�.·B¦"£.��¦"�5�P��� ¹ �0¦"�h����� )− ( ´y¦ �?�5�4¦"�5·t¦�£.�[�"�2¦.��£A�"�?¢*�5¢?��� ¹ �0¦��¯����� ).
K.$,�-& $'��$'�%� �H=8!%$'&�È��5�



����� � ���������������
	���
������

å |?f,æoilk�Á � è �8é��X�,� F ∈ Kn×m, G ∈ K`×n, H := GF ∈ K`×m, �"� �N�-��� � f, g, h �H���
�5£.�����O� �?��� f(x) := Fx, �t�#¶B¾�·*��¢?�,�t�,�H�2�������Fª¨�����t���t����£.�^�#����� f ∈

�ELHM
(Km, Kn),

g ∈
�ELHM

(Kn, K`), h ∈
�GL*M

(Km, K`), �����^�'� h = g ◦ f.è ���5é��X�'� F ∈ Kn×n, ¦"�����<���5�2� �?�*¦D�H��¦?�h���'¶X£2�Ü´º¦.�w�%����« f �D���Ü·H��¢.��£2���-�5¢?�ÜªF�t���t��������£ �����
���H� ∈ �GL*M

(Kn, Kn), ���	�-�5� �4� �?�"�¯µ�¦��P�����-°è ¦�é f �^�'� �X���t���t����£.�^�-���H�B¾è �té F �^�'�[����µt���B�w�P���t�H¦"�B¾è ¶-é �-(
F = n.è �"é ³ �P� ¹ �0¦"�h�����lµt��� F ���%·t�t�"¢?���º�D��� Kn.è ��é ³ �P� ¹ �0¦"�h�����lµt��� F �#��� � ��¦"�-�����D��� Kn.

¿Na*ì	a}ehvHI��P��í�I2K 9 �dWX$,1?$B+ x
�^+X!

h(x) = Hx = GFx = Gf(x) = g(f(x)) = (g ◦ f)(x).

�P����í�I 6 �"&�S.� 9 C�!ã=�$'� U �*!Ü& � U �á/*1.�H3	1?��$EîX1?$,&}!-�5!%]�!Ü�5M Kn
1?>.� U ��1?��$

n×n
ßQ��&.�.$,�8!�+#MÅ��!%�-�57

In : $B+ U � �-��$ : $'&®È����%1 _.J¨�"MO�5!�CPLH=�(H$,&0I
�w�}í
⇔

� : í�IÜîX+#! f
$'��& îX+-LHMOLH�%S.�.�^+-M�> +,/Þ+-Lq$�7?�^+X!%�5$,�#!�$,�5&

g ∈
�ELHM

(Kn, Kn)
MO�8!

g◦f = f ◦g =
��1

Kn . Ç $'� G 1?��$ÃT'>.(*$'� � �-��(H$ 6 �"!-�%�87 /"1.�H&.&	�^+#!Q& � U �	�w�^í�I FG = GF = In>.& 1®+-LHMO�5!
F

��&}à*$'�-!-��$'� : �"�B_îX+#!Ã�H& 1?�%$'��+#$,�8!�+
F
�5&DàH$,�#!%�5$,� : �"�B/}+-LN+-$�!%T�!%$ G := F−1, g : x 7→ Gx ∈

�ELHM
(Kn, Kn).J¨��C 9 �Ü�-$ U �.&.$'!ãMÅ�"&4=�$'� U �}!Ü&A� U �0/}1.�"3 g ◦ f = f ◦ g =

�^1
Kn ,

�"=^+-L
f
$'��&�îX+-LHMOLH�%S.�.�^+-M�> +,_

�w�}í
⇒

� U í�/��w1Aí�/��P$Bí�I0îX+#! f
îX+-LHMOLH�%S.�.�^+-M�> +,/2+-L��^+#!¨& � U � Ç �"!-TO�<_��Bï (f(e1), ..., f(en))ÝÃ�H+-��+,_[JE��$,+Å+-��& 1Æ� : $,�O(H$'&A�">j1?�5$ Ç SA�"=5!-$'& àHL*&

F.
J���$,+O(H� : !��P$tí�_Q;E=�+ÅÝÃ�H+-�^+N+-��& 1Æ+-��$

>.& � : � ]H&.(H��(	> & 1�$'�%T'$'> (H$'&A1 /?ÈÜ�*+�� U í�>.& 1 �w1 íÜ=���$�CP$'�-!,_
J�$'��+#$,= : $�â2> +%�"MOMO$'& � �"&.(®T,È���+ U �.$'&q1.$'& Ç S �H=8!%$'&qà*LH&

F
>.& 1�1?$,&q�©$'�-!-$'&�à*LH&

f�">.Cd1?$,� V �"&.L*&.��+ U �.$,&½ÝÃ�H+-��+
(e1, ..., en)

=���$�CP$'�-!
: $'� �w$Bí�I f : ��=�1.$�!G$'��&.$<ÝÃ�H+-�^+ã��&®$'��&.$<ÝÃ�H+-��+Ã� : >.&A1½�^+#!E+#L*MN�5!GîX+-LHMOLH�%S.�.�^+#M	> +,/
: $'� �h1 í�I f �^+#!�+#> �wWX$ V !%�5à�/ +-LHMO�5!GîX+#L*MOLH�%S.�.�^+#M	> + � Ç �"!-T���_5� �O>.& 1®(*=5$,� U �.$
J��5MO$,& +#��L"�&.$,& � í�/
: $'�
� U í�I��-( f = n ⇒

1?$'C
f = 0

�P&A� U � Ç �"!-TO�<_����*í ⇒ f
��&�WX$ V !%�5à �w& � U � Ç ��!%T	�<_��
	}í

⇒ f
îX+-LHMOL*�-S.� ��+-M�> +��w& � U � Ç ��!%T<�<_�� �}í�/?ÈÜLHMO�8!���&o�"=�=5$,&®Kd]H=5=�$'& �w�}íãCPLH=�("!,_

�

î�M �
�HS.�8!%$'= 9.: $'� 6 �"!-�%�5T,$'&	� ��!-!-$'&NÈ����d1.�5$������	��

� ������� �2�¯ßÞ=5��MO�5& �"!-��LH& : $,� �"& 1.$'=5!>.& 1�1 � : $'�Q��& + : $B+#L*& 1?$'�%$41?��$Åî�&DàH$'�-!-��$'� : �H� V $'�5!¨à*LH& 6 ��!%�-��T'$,&l>.&}!-$'��+-> U �}!,_ ������� �"!#!-$,&
(H$B+#$,�.$'&áI
� ��£��Ü�����2� n × n ´º¦.�w�%��� A � �H�'¶X£ �����	��
�� � ������� �w Q�5���O�5�2¦?�w�P�t�l� �?���¨�����H�P�
´º¦.�w�%���

CA = Â �H� ���^�'�E�H�����<�*��� n× n  Q���.£2���h�¯�#�4¦?�h�-� � In, ���N���,� A �5��µt���,�h�����B�*¦��<�"�0� C �H���
����µt���%����¾
�G& (H$ V =^]"�-!<ÈÜ�H��1?��$�K.���"(*$Å& � U �q1.$'�<î�&DàH$,�#!%�5$,� : �"� V $'�5!
àHL*& A,

ÈÜ$'& &
Â 6= In

��+#!,_�JE��$,+
V�� &.&.$,&½È�����&D>.& : $B�"&}!XÈãL*�#!%$'&0_!E� U � Ç ��!%T 6 _��F(*�5=5!,I Ç ��& 1 A

>.& 1
C
��&DàH$,�#!%�5$,� : �H�-$ 6 �"!-�%�5T,$'&0/D+-L<��+#!Ü�H> U � CA

�5&Dà*$'�-�
!-��$'� : �H�,_������	��

� �����������¯ßQ=���MN��& �"!-��LH& 9.: $'�-C 9 �.�-! A

�5&
Â = CA,

ÈÜL : $'� C
��&}à*$'�-!-��$'� : �"��^+X!B_}îX+#!G�"=^+#L

Â
& � U �}!Ã�5&DàH$,�#!%�5$,� : �"�B/*+-L V �"&.& A

+-$'= : +#!Ã�H> U ��& � U �}!Ã�5&DàH$,�#!%�5$,� : �"�Þ+-$'��&0_�!G> &
: $�!-��� U �}!%$'&4È����Ü1.�5$������	��

� � �������2��K.L*�-M

Â
$,�5&.$,�

n×n 6 ��!%�-�57
A.

� Ç ��$'�.$¨JE$'@ &.�5!-��LH&
6 _��
	}í�_

K �H=5=��HI
Â
$'&}!%� ]"=5!

n � �5à*L"!�+#S �H=8!%$'&0I}J��H&.&4�^+X!ã&.L"!XÈÜ$'& 1.�5(
Â = In

> & 1ÅÈ����ÞÈ��^+#$,&0/*1.�H3
��&®1.�5$B+#$,M K �H=5=

A
��&DàH$,�#!%�5$,� : �H�ã�^+#!,_K �H=5=¨ï?I

Â
$'&}!-� ]H=8!

r < n � ��àHL"!�+#SA�"=5!-$'&áIãJ¨�"&.&�$,&*!%� �"=5!-$,& 1?��$©â2$'��=�$'&�àHL*&
Â

MO�8!
!G> MNMO$,�-&

r + 1, ..., n
&D>.� !G>.=�=5$,&0/?1 _ �0_?1?�5$ Ç S �H=8!%$'&½àHLH&

Â
$,�-T,$'>.(*$'&4&.� U �}!Ü1?$,&�(}�"&.T,$'&

Kn.
!�� U � Ç ��!%T<�<_ ï 	N�^+X!E1.�H&.& Â

&.� U �}!G��&DàH$'�-!-��$'� : �H�,/D�"=^+#LO�"> U � A
+-$'= : +X!G& � U �}!,_�����ÃCw�H+%+#$,&�1?��$,+GT'> +%�"MOMO$'&�T'>.M



�����

å |?f,æoilk�Á m  Þ�G����� A ���5��� n× n ´º¦.�w�%����« (Â|C) �H�P� �����	��

� � ������� ��� ��¦"� �#­h���-�O�P���B���
�D���G´º¦?�h�-� � (A|In).

³ ¦�� �½¢}�5�¯�[­h�t�5¢?��� �D��¡G�¯�����-�2¦?�w�¯µt�"°
 Q����¬Q�B�D�������,� Â = In :

³ ¦�� �½�^�'� A ����µt���,�h�����B�H¦"���H� � C = A−1.� �D���G�����^�'� Â 6= In :
³ ¦"�.�®���,� A �.�h¶X£2�[����µt���,�h�����B�H¦"�B¾

� 〉

�����	��

� ������� �2�¯ßÞ=5��MO�5& �"!-��LH&�� �"!#!%$'& È��5�Å�"> U �¸��M â2> +%�"MOMO$'&.�A�"&.(yMN�5!Å=5��&.$B�"�%$'&
� =�$'� U �}> &.(*+%+ � +#!-$,MN$,& : $,� �"& 1.$'=5!,_AJ���$,+�(H�%$'�5CP$'&®È��5��&D>.&)�">?CQ1?$,�Eß : $'& $	1?$,���GL*MOLHMOLH�-�S.�.�^+-MN$,&®È��5$B1?$'�G�H>?CX_
å |?f,æoilk�ÁAÁ  Þ�E�����P��� U, V �2�������t�%���.�"��� è � �?���<�?���Å�����¯�?���)�
�t���d���-é'« f ∈ �GLHM

(U, V ).
�)�����D��·t���w¶X£.������·H� v ∈ V �O�¯�

L(f ; v) := {u ∈ U | f(u) = v},

¦��^���O�H�P�¨´y���?¢?�¨¦����P���Gë��"�'�H�?¢?���º�D��� � �����w¶X£��"�.¢ L(u) = v.³ ¦�­��"�Ã¢.���¯�����è �5é (L(f ; v) 6= ∅)⇔ (v ∈
��M

f)è ���5é��X�'� v ∈
�5M

f �H� � u0 ∈ L(f ; v), ���<�^�,�
L(f, v) = u0 + V $'� f, �2¾ £á¾ L(f, v) = {u ∈ U | u = u0 + u′ �O�h� u′ ∈ V $'� f}.

¿Na}p¸a*rtÀ0x�c��©ilk^ÁAç ´º¦��)�����.���Ü­��"� v 6= 0 �H�P� � �P���h¶X£��"�?¢ f(u) = v �����2�N¥^�5� £2�t���B¢.���
�2��§ � �P���h¶X£2�H�?¢��"� � f(u) = 0 �H�P��·H��¢.��£2���-�5¢?�Å¥�£��t���B¢.���2��§ � �����w¶X£��"�?¢�¾ ³ �P�Në��"�'�H�?¢?���
�D����£2�t���B¢.���2��� � �P���h¶X£��"�?¢)�����w�?���©�D��� �.�h�h����� �#¢?���4�"¤	¢.���A¦.���?���o�����%�ºµ��t� f, ¦��^���4�D���
�á�������%��¦.�"� V $,� f ⊂ U. ´o�¯�Ã�H�P������� �G��·����h¶X£.���"�?¢?���½��¦t¢2�Ü�H� ����� ¹ ¦?�h·*°è �5é f(u) = v �D���#�¯�w·*� è �O��� �D���,����� �#é¨�����2�¨ë��"�'�"�.¢N¢.���A¦.�?« ¬[���.� v ∈

�5M
f.è ���5é��X�'� f(u) = v �P���B�H¦"�
�"� � u0 ���#¢.��� �D���5���¨ë����,�"�?¢®�D���G���.£2�t���t¢?������� � �����w¶X£��"�.¢ «A���

���%£A���¯�E�4¦��j¦������4ë��"�'�"�.¢?��� µt�t� f(u) = v, �5� �?��� �4¦��Æ·H�©¦"�5�P��� ë��"�'�"�.¢?���j�?���
£2�t���B¢.���2��� � �P���h¶X£��"�?¢Eê��t¬Q�������¨�*�������¨������·'�P��������ëd���,�"�?¢ u0 ¦?�.�H�P���B�-¾

¿Na*ì	a}ehvHI��P��íÃ�^+X!�& � U ��1.$'�EJ�$�@ & �8!%�5L*&�à*LH&��5M
f V =^�"�B_�P����í�I"îX+#!

u0 ∈ L(f, v)
>.& 1

u′ ∈ V $,� f,
+#LF�^+X!

f(u0 +u′) = f(u0)+f(u′) = v+0 = v,+-LD1 �"3O�"=^+#L
u0 + V $'� f ⊂ L(f, v).

Ç ��& 1y>.MO(H$ V $'�.�-! u
> & 1

u0 : $'�^1?$O�5& L(f, v),
+#L®�^+X!

0 = v − v = f(u) − f(u0) =
f(u − u0),

1 _ �0_
u − u0 ∈ V $'� f.

J¨�"MO�5!O�^+#!
u = u0 + (u − u0) ∈ u0 + V $'� f,

�"=^+-L
L(f, v) ⊂ u0 + V $'� f. �

J�$'� �F$'�%& V $'� f ��+#!4& � U � Ç �"!-T)�<_����º$'��& �G&}!-$,�-���"> M àHLH&
U

MO�5!�1?$'�4J���MN$,& +-�5L*&
s :=

1.$�C
f =

1?�5M
U −

�-(
f.

�����E+-�H(H$,&½1.�"C 9 � �P$'!XÈÜ�*+Ã>.&.S.��]"T,��+-$BíÜ�"> U �0I
³ �P� � �����w¶X£��"�?¢ f(u) = v �?���-�¯�w·H� s =

1?$'C
f =

1.�5M
U −

�%(
f �"�A¦ ��£A�"�?¢*�5¢?��ë��"�'�H�?¢?���á¾

å |?f,æoilk�Á��jn��	�AvBx�c��2a}c�{hewc�aD|?r�a*r�
�{haDe
�tu x�c��2a}c[�  Þ�������P��� U, V ���0�H�5�h¶X£A�X�H���4��� �-���H�
�A¦"���E���5�2�'¦�����»E�?�"���t« f ∈ �GLHM

(U, V ).
³ ¦��.��¢.���¯�����è �5é f(u) = v ���,�
���"�,�*¦��,«�¢.���A¦.�Æ¬Q��� � v ∈

��M
f. �X�,� f(u) = v ���"�,�*¦��,«Þ���)¢*���?�����1?�5M

U −
�%(

f µt�P���P�<�H�A¦.��£2���?¢}�8¢.�Eëd���,�"�?¢.���á¾
��� �B�D������� �D�����E£A¦ �D���y¬[���F�H�P��­h�t�5¢?���0�D��� ¹ �d��·'��¦���­w�����P��°è ���5é f(u) = v ���,�[­��"�áê��t�D��� v ∈ V �P���B�H¦��,«D¢?���2¦?��¬[���.� �-(

f =
1?��M

V.è �5���5é f(u) = v �D���#�¯�w·*� è ¬Q��� ��� �D���-£2¦?�,�d�wé��,���t�¯�����"�¨���5�2�
ë����,�"�?¢A«.¢?���A¦?�®¬Q���.� �%(
f =1?�5M

U.



�����
	 � ���������������
	���
������

è �¯µBé f(u) = v �^�'�G­��H�Ãê��t�D��� v ∈ V ����� �D�t� �w�5¢º���"�,�*¦��,«á¢?���A¦?�l¬Q���.� �-(
f =

1?��M
U =1?�5M

V, ¦��^���
¢?���A¦?��¬Q���.� f ���5� �X�������t����£.�^�#�½�H�Ü���,�-¾
¿Na*ì	a}ehvHI��P��íÃ�^+X!G1?��$<;G>A+-+%�"(*$¨à*LH& Ç ��!%T<�<_ ïHï?_�P����í

f(u) = v
�^+X!�(H$,& �"> 1.�H&.&�C 9 �NWX$B1?$,+ v ∈ V

= � + : �"�B/ÞÈÜ$'& & �5M
f = V,

�H=�+-L
�%(

f =
1.�5M

V.�P�����^í Ç $'� f(u) = v
= � + : �"�B_"J��H&.&Å��+#!ã1?��$ Â�� +#> &.(
$'��& 1?$,>?!-��( /*(H$'&A�">NÈã$,&.& V $,� f = (0),1 _ �0_ 1?��M

U −
�-(

f = 0.�P��à.íÜ��+#!�$'��&.$	â2> +%�"MOMO$'&.Cw�H+%+#>.& (	à*LH& �P���^íÜ>.&A1 �w�5����íÃ>.& 1 Ç �"!-T
�<_��Bï._ �J��5$B+Ã(H��=8!Ã& ��! 9 �%=5� U �½��& + : $B+#L*& 1?$,�-$EC 9 �G1?��$F1.>.� U � n×m 6 ��!-�%��T'$'&
F ∈ Kn×m

(*$'(H$'�
: $'&.$,&l�ELHMOLHMOL*�-S.� ��+-MO$'&

f ∈
�GLHM

(Km, Kn) : f(x) = Fx.
�G��$'�
�^+X!<1?��M

U = m =1?��$ Ç S �H=8!%$'&.TB�"�.=¯/�1.�5M V = n =
1?��$�â2$,�5=�$'&.TB�"�.=Þ>.& 1��%(

f =
�-(

F =
1?$'� Ç S �"=5!-$,&.���"&.(àHL*&

F.
���5��CPL*�-M	>.=��5$,�-$,& Ç �"!-T<�<_ ï "NC 9 �G1.�5$B+#$,&®KA�"=�= &.L U �.MÅ�"= &.$,>o�"=^+

å |?f,æoilk�Á �  Þ�G����� F ∈ Kn×m �����2� n×m ´º¦?�h�-� �0¾ ³ ¦"�.��¢?���h�����è �5é ³ ¦H� � �����w¶X£��"�?¢D�-� � �'����� Fx = y �^�'�d�P���B�H¦�� ⇔ y ∈
��M

F ⇔
�-(

F =
�%(

(F |y).³ ¦ �D���}�^�,� (F |y) �*���G�"� �H�P� ¹ �0¦��¯��� y µ����%�^�"�?¢?���,���d´º¦.�w�%���0¾ è �2���-¢*�P���h¶X£2�Q�<¦'���¯�����D´oéB¾
�X�'� Fx = y �P���B�H¦��,« ����¢}�¯�.�Ü��� 1.$�C F = m−

�-(
F =

è ¹ �á¦��¯����� ·B¦�£ ���[´º¦ �?�5�4¦���·B¦"£.�
�"�A¦.�"£A���?¢}�8¢.��� ¹ �0¦"�h�����?é<µt�P���P�	�"�A¦.�"£A���?¢}�8¢.�Gëd���,�"�?¢.���á¾

�)���G£A¦.�?���©¬[�P�B�D����­h�t�5¢?���0�D� ¹ ����·'��¦���­w�������"°è ���5é Fx = y ���,�0­��"��ê��B�D��� y ∈ Kn �P���B�H¦"� ⇔ �%(
F = n⇔

³ �P� ¹ �á¦��¯�����oµ��t� F ���%·t����¢?���
�D��� Kn.è �5���5é Fx = y �^�,�X«A¬Q��� �o� �D���-£2¦?�,�d�#« �}¦"�.�Eê��t¬Q�����^�ã����� �D���.�w�5¢��P���B�H¦�� ⇔ �%(

F = m⇔
³ �P�¹ �0¦��¯�����yµ��t� F �-��� ���H�A¦.��£2���?¢}�8¢�¾è �¯µBé Fx = y �^�'�[­��H��ê��B�D��� y ∈ Kn ���5� �?�t�.�h�8¢Å�P���B�H¦�� ⇔ n = m =

�-(
F ⇔ F �5��µt���,�h�������

�H¦��t¾
¿Na*ì	a}ehvHIÜ�����G� � : $'&®&D>.��ÈÜ$'&.��(OT'> +%]�!%T'=�� U ��T'>�T'$,�5(*$'&0_

â2> �P��í�I J���$ Ç S �"=5!-$,&®àHLH&
F

$,�-T,$'>.(*$'&��5M
F. Ç L*MO�8!�CPL*=5(H!

y ∈
��M

F ⇔ y ∈
+-S �"&

(Fe1, ..., F em)

⇔
1.�5Mj+#SA�"&

(Fe1, ..., F em) =
1?��M +-S �H&

(Fe1, ..., F em, y),

1 _ �0_.�%(
F =

�-(
(F |y).K 9 �G1?��$<JE$'CP$ V !#CPL*�-MO$,=á+#��$'� $ Ç ��!-T
��_5� �._â2> �P���^í�I.ßÞ+��^+#!G�-(

F =
1?��M

Kn = n⇔
+#SA�"&

(Fe1, ..., F em) = Kn.â2> �w�5���^í�IAßã+E�^+X!��-(
F = m ⇔ F : $B+#�5!-T'! m

> & � : �A]"&.(*�5(*$ Ç S �"=5!-$,& �P>.&A1)1.�H+�+#��& 1NW#�
�"=�=�$ Ç S �"=5!-$,&�à*LH&

F !
í�_

â2> �P��à.í�I Ç ��$'� $ Ç ��!%TF��_ ï 	 �î�M �
�"S �8!%$'= 9.: $,� 6 ��!%�-��T'$,&4� �"!#!-$,&�È����Ã(H$,+-$'� $'&0/D1.�"3������	��

� ������� �2�¯ßÞ=5��MO�5& �"!-��LH&
1?��$ Â�� +#> &.(*+-MO$'&.(*$�& � U �}!áà*$'��]"& 1?$,�#!B_ !G$,�.MO$'&
È������"=^+-LG�"&0/�È����á�A]�!#!%$'&<1.�*+ Ç�� +#!-$'M Fx =
y
�H>?C

Âx = b
!-���"&A+XCPL*�-MO��$'�-!,/[ÈÜL : $'� Â

�5& �����	��
�� � �������2��K.LH�%M �w+-��$'�.$)J�$�@ & �8!%�5L*&
6 _��
	 _ íÜJ¨�"&.& : $,1?$,>?!-$,&®1.�5$<;E> +-+%�"(*$'&�àHL*& Ç �"!-T<�<_ ï �.I
å |?f,æoilk�Á � è �8é Âx = b ���,�¨���"�,�H¦"� ⇔ �H�P�Å·*���D��� ¥����"���5·����������0§4µt��� Â ¢?��£2�t����� �?���

�F���
�d�t�����������ºµt��� b �-�5� �4�������"�,� = 0.

�X�'���}¦H� ¹�� �'����� �P���B�H¦"�'«"���G£2¦?�����[���*µt�������"�A¦.�"£A���?¢}�8¢.�Qëd���,�"�?¢.��� «.¬[�P� Â ¦���¥��E�w¶X£����
� �hµ��D��� ¹ �á¦��¯�����á§Ü�����w£2���¯�-¾è ���5é Âx = b �^�'�[­��"��ê��B�D��� b �P���B�H¦�� ⇔ Â �����w£A�"�h�[�?�����2� �<�"����·t�����P��¾è �5���5é Âx = b ���,�<¬Q���.���A�D���-£A¦.�,�d�#«ã�}¦"�.��ê��t¬Q�����^�N����� �D���.�w�5¢º�P���B�H¦�� ⇔ Â �����w£A�"�h���2�H�
� �hµ��D��� ¹ �á¦��¯�����



�G�%�*�

è �¯µBé Âx = b �^�'�[­��"��ê��B�D��� b ���5� �?�t�.�h�8¢Å�P���B�H¦�� ⇔ Â = In = (n× n) �w Q���.£2���h�¯�#�4¦?�h�-� �0¾
" 〉

ßÞ+ : =�$'� : !<&.L U �l1?��$OK �%�H(H$NT'>l>.&}!-$,�%+-> U �.$,&0/�È��5$OMÅ�"& � =�$'� U �D>.&.(H$,& : $'� �H& 1?$,=8!B/á1?��$1?>.� U �º�ELHMOLHMOLH�%S.�.L*��+-MO$'&oT,È���+ U �.$'& : $,=5��$ : ��(H$,&yäG]H>.MO$'&y(H$'(*$ : $'&º+-��& 1 _��G��$'�FÈã$,�%1.$'&
+-� U � â�> +-�HMOMN$,&.� ]H&.(H$4MO�5!41?$'�N�5M Y[L*� V �HS.�8!%$'= : $,� �"&A1?$'=5!-$,&ÆK.���"(*$4$'�%(H$ : $,&0/�È��5$®+#� U �1?��$ �EL*MOSAL*&.$'&}!-$,&l$'��&.$,+
Y[$ V !-LH��+F��M R

2 ]H& 1?$,�-&0/ ÈÜ$'& &�È��5��1.�5$4ÝÃ�H+-�^+
1?�-$,�.$'&á_ �G&A+#$,�
�E�H>.S?!%�.�5=5Cw+-MN�5!#!%$'=[ÈÜ$'��1?$'&)1.�5$O�"M�;G&.Cw�"&.(�1?�5$B+#$B+ �
�HS.�5!-$'=^+�(H$'MÅ� U �*!%$'&);E> +-+%�"(*$'& 9.: $'�1?��$
îX+#L*MOLH�%S.�.LH��$Eà*LH&�Y[$ V !-L*�-��]"> MN$,&�+-$'��&0_
`�a*bdc�ePf,ehgAcjx�c�� å |?fBæ�ilk�Á 
 n��o|.c�g2c�ewv �Bu�a}r ��vBgAp¸g rtsdu�ehv,p©x�v��  Þ�[����� U ����� m �X�H���
����� �-�P�t�A¦"�����®�2���������-��¦?�"��« B := (u1, ..., um) ���5�2� ��¦H�#�^�Oµt��� U.

³ ¦"�.�©¢*���?�����F¢.���A¦.�
�����2�����X�����4����� £.���-���*� ϕB : U → Km �O�¯� ϕB(uj) = ej , (j = 1, ..., m). ϕB £2���5¤A�Ã�D���
¥^��¦"�2�t� ���'¶X£2� �X�����4����� £.���-���*�'§E�?��·*��¢*���h¶X£º�D��� ��¦"�-��� B. �ã�H�G�5£ �½¢}�5�¯�-°

�X�,� u =
∑m

j=1 ξjuj , ���<�^�,� ϕB(u) =







ξ1¾¾¾
ξm






.

¿Na*ì	a}ehvHI Ç ��$'�.$ Ç ��!-T<��_ "O>.&A1 Ç ��!-T<��_5�tï?_ �

!G> & : $�!%�%� U �*!%$'&½È��5�ÜCPLH=�(H$,& 1?$ Ç �5!-> �"!-��LH&0I U, V
+#$,�5$,&�T'ÈÜ$'�

m
� : T'È
_ n ��1?�5MO$,& +#��LH&A�"=�$äG]H>.MO$H/D1.�"�%�5&

BU := (u1, ..., um) : T'È
_ BV := (v1, ..., vn) : $'=���$ : ��(	� : $,�ÞCP$B+X!Ã(H$,ÈÜ]H�.=8!%$ÝÃ�H+-$'&0_.J¨�"& &��A� : $'&�È��5�G1?��$ : $'�^1?$'& V �"&.L*&.�^+ U �.$,&½îX+-LHMOL*�-S.� ��+-MO$'&

ϕBU
: U → Km, ϕBV

: V → Kn.

â2>®$'��&.$,M �GL*MNL*MOLH�%S.�.�^+#M	> +
f ∈

�GLHM
(U, V ) V�� &.&.$'&�È��5� : �5=^1?$'&

f ′ ∈
�GLHM

(Km, Kn) : f ′ := ϕBV
◦ f ◦ ϕ−1

BU
.

U
f
−→ V

ϕ−1
BU

↑ ↓ ϕBV

Km f ′

−→ Kn

J��5$B+#$,�á�GL*MNL*MOLH�%S.�.�^+#M	> +
f ′

È����%1F1?>.� U �F$'��&.$ 6 �"!-�%�87
F : $,+ U �.�%�5$ : $,&0/'1?$,�-$,& Ç S �"=5!-$,&(H$,�%�*1?$	1.�5$OÝÜ�5=^1?$'�
1?$,� V �H&.LH& ��+ U �.$'&ºßQ�5& �.$'�5!%+-àH$ V !%LH�%$'& ej

>.&}!-$'�
1?$,�
; :.: ��=^1?>.&.(o1?>.� U �
f ′

+-�5&A1 _
�l�H+Ã�^+X!

f ′(ej) � ���5��T,$'�%=5$,(H$,&
f ′ : Km → Kn

��&®1.�5$ ��$'��=�� :.: ��=�1.>.&.(H$,&

Km
ϕ

−1

BU−→ U
f
−→ V

ϕBV−→ Kn.

�l�H+Å(*$,+ U �.�5$,�}!4MN�5!
ej?

�©$'(*$'&
ϕBU

(uj) = ej

�w1.�*+4�^+X!�1?��$ºJ�$�@ & �8!%�5L*&�àHLH&
ϕ
� í�/Þ�^+#!

ϕ−1
BU

(ej) = uj .
J��HMO�8!G� � : $,&½È����

ej

ϕ−1

BU7−→ uj
f
7−→ f(uj) =

n
∑

i=1

ηijvi

ϕBV7−→







η1j___
ηnj






= f ′(ej),

ÈÜL : $'�*1.�5$ ηij

1?��$ ��LD$�
ÅT'��$'&}!%$'&FàHL*&
f(uj) : $,�*1?$,��J¨�"��+X!%$'=�=5> &.(E1?>.� U �<1?��$Q��& V

(H$,(H$ : $,&.$ÝÃ�H+-��+
BV = (v1, ..., vn)

+-�5&A1 _



�����Bï � ���������������
	���
������

`�a*bdc�ePf,ehgAcjilk�Á � n�� |.f'r�e�����`½|?r�v,f,aD{w{hx�c�� �  Þ�	��������� U, V �2���������-���?�"���	�O�¯� ��¦"�����
BU = (u1, ..., um), BV = (v1, ..., vn) �H� � f ∈

�ELHM
(U, V ).

³ �"�,¶X£ �D��� �"�D��� �?���
�'¶X£.�-�P���?������� � ���t·����%�4¬[���'� f �����2� n × m ´º¦.�w·,�-� � F ·H��¢.�'�t�,�H�2���X«ã�D������� j �#��� ¹ �0¦��¯���
�H�P���
�D���O·'�P��������� ηij ¦?�H� f(uj) =

∑n
i=1 ηijvi ���2�h£A���¯�-¾ ³ �������Ã´y¦?�w�%� � F £2���5¤A�[¥�´º¦?�h�-� � �³ ¦����'�������h�"�.¢A§Gµ��t� f �?��·H�"¢*���w¶X£©�D��� �Ã¦H����� BU �"� � BV .

� |?r�c x�c��
	�	 � £.�2��¡E�?¢D¦ �D�Þ�?������¦"�����F£A¦.�A��� �?�����2��� ¹ ���.�Åµ��t�������2����´º¦?�h�-� � � ³ ¦����'�������h�H�?¢
�����2����ª¨�t�����4����� £.���-���*�ã·*�O���t�D���á¾
å |?f,æoilk�Á � ¹ ��� � U, V, W »E�.�"���	�N�¯� ��¦"����� BU = (u1, ..., um), BV = (v1, ..., vn),
BW = (w1, ..., w`), ­h���%�2��� f ∈

�GLHM
(U, V ), g ∈

�GL*M
(V, W ), h := g◦f ∈

�ELHM
(U, W ),

�"� ���-��� ��¬Q���¯����� F �*���Ã´y¦?�w�%� �2�D¦����'�������h�"�.¢Oµ��t� f �D��·H��¢}�5�h¶X£ BU , BV , G �H����´º¦?�h�-� ���}¦����
�,�������¯�"�?¢ µ��t� g �?��·H�"¢*���w¶X£ BV , BW �"�0� H �H���o´º¦?�h�-� ���}¦����'�������h�H�?¢�µt�t� h �D��·H��¢}�5�h¶X£
BU , BW , �}¦"�.�½�^�,� H = GF.

¿Na*ì	a}ehvHIÜßÞ+[�^+#!
F ∈ Kn×m, G ∈ K`×n,

+-LHMO�5![1 �H+ 6 �"!-�%�87?S.�%L?1?> V ! GF
1?$�@A&.�5$,�#!B_HK.$,�#�

&.$,�ã� � : $,&4È����ãMO�5!Ã1?$,& V �"&.L*&.�^+ U �.$,&ÅîX+#L*MOLH�%S.�.�^+#MO$'& : $'T 9 (H=�� U ��1?$'�ã(H$,(H$ : $'& $'&�ÝÃ�H+-$'&áI
f ′ = ϕBV

◦ f ◦ ϕ−1
BU

, g′ = ϕBW
◦ g ◦ ϕ−1

BV

>.&A1
h′ = ϕBW

◦ h ◦ ϕ−1
BU

,

ÈÜL : $'� (H��=5!
f ′(x) = Fx, g′(y) = Gy, h′(x) = Hx.K.$,�-& $'��(H��=5!ÜC 9 �

h̃ := g′ ◦ f ′ : h̃(x) = GFx.
!G> &��^+#!E� : $'�

h̃ = g′ ◦ f ′ = ϕBW
◦ g ◦ ϕ−1

BV
◦ ϕBV

◦ f ◦ ϕ−1
BU

= ϕBW
◦ g ◦ f ◦ ϕ−1

BU
= h′.

Ç L*MN�5!G�^+X!�C 9 �G�H=5=�$ x ∈ U :

GFx = h̃(x) = h′(x) = Hx,
1 _ �0_

Gf = H.

�î�&�1?$,� Ç �8!%> ��!%�5L*&�àHL*& Ç �"!-Tã��_ ï �G$,�-(*� : !d+#� U ���H=�+-LE1?��$ 6 ��!-�%�57?1 �"��+X!%$'=�=5>.& (G1?$'� �EL*MOSALH�
+-�8!%�5L*&

g ◦ f
à*LH&

f
>.& 1

g
1?> � U �41.�*+Q$,&*!�+#S �-$ U �.$'& 1.$ � �%LD1.> V !Ü1?$,� 6 �"!-�%�87.1.�H�%+#!-$,=5=�>.&.(*$'&0_

�G��$'�%T'> �^+X!Å&.LH!XÈã$,& 1?��( /[1.�"3 : $'�G1?$,& J¨�"��+#!-$'=�=�>.&.(H$,&¸C 9 � f
>.& 1

g
É�ÊwË�Ó'Ë�Ï � Ë ÝÃ�H+-��+NàHL*&

V : $'&D>?!-T'!4È��5��1 _QJ¨��1?��$®1.$'& � : $'�%(*�H&.(yà*$'�%MO�8!-!-$'=�& 1?$,&��GLHMOL*MNL*�-S �.��+-MO$'&
ϕ

+-LH(*�H�
îX+-LHMOLH�%S.�.�^+#MO$,&½+-�5& 10/.$'�%� �"=5!-$,&½È�����&.L U ��MN$,�.�BI
å |?f,æoilk^ç �  Þ�������P��� f ∈

�ELHM
(U, V ), ­h���%�2��� BU �H� � BV ��¦"�����©�5� U, V �"� � F ∈

Kn×m �H�P�¨´º¦?�h�-� ���}¦����,�������¯�"�?¢®µt�t� f �?��·'¢*��¾ BU , BV .
³ ¦��.��¢.���¯������°è �5éoV $'� F ⊂ Km �"� �ÅV $'� f ⊂ U �#��� �O�����t��������£�� ���������%���?�"����¾è ���5é �5M

F ⊂ Kn �"� � ��M f ⊂ V �-�5� �O�^�����4����� £2� ���������%���?�"����¾è �5���5é F �^�'�[����µt���B�w�P���t�H¦"�'«}¢?���A¦?��¬[���.� f ����� �X�����4����� £.���-���*�ã�^�,�-¾
¿Na*ì	a}ehvHI��P��íÃßÞ+G��+#!

x ∈ V $'� F ⇔ Fx = 0 ⇔ f ′(x) = ϕBV
◦ f ◦ ϕ−1

BU
= 0.

!G> &��^+#!
ϕBV

îX+#L*MOLH�%S.�.�^+#M	> +'/?�H=�+-LO�5&�WX$ V !-��à2/A1 _ �á_
ϕBV

(f ◦ ϕ−1
BU

)(x) = 0 ⇔ (f ◦ ϕ−1
BU

)(x).

Ç L*MN�5!G� � : $,&½È����
x ∈ V $,� F ⇔ ϕ−1

BU
(x) ∈ V $,� f



�G�%� �

>.& 1®1.�
ϕBU

>.& 1®1.�HMO�8!E�H> U � ϕ−1
BU

$,�5&®îX+-LHMOLH�%S.�.�^+#M	> +Ü��+#!,/.CPLH=�("!G1?��$<Ýã$,� �"> S?!->.& ( _
�P����íÜßÞ+�(H��=5!

y ∈
��M

F ⇔ ∃x∈KmFx = y

⇔ ∃x∈Kmy = Fx = f ′(x) = ϕBV
◦ f ◦ ϕ−1

BU
(x)

⇔ ϕ−1
BV

(y) ∈
��M

f.

�P�����^íÜßÞ+G��+#!
f
îX+#L*MNL*�-S �.��+-M�>A+

⇔ ( V $'� f = 0
> & 1 ��M

f = V )

(i),(ii)
⇐⇒ ( V $'� F = 0

>.&A1 ��M
F = Kn)

⇔ F
�5&Dà*$'�-!-��$'� : �"�B_

�J¨�"MO�8! V�� &.&.$'&�È��5�d�"=^+#L�1.�H+�ä�$ U �.& $'&<MO�5!d�H=5=�(H$,MN$,�5& $'&��ELHMOLHMOLH�%S.�.�^+-MN$,&
T'È��^+ U � $'&$'&A1?=5� U �?��1?��MN$,& +-�5L*& �"=�$'& äG]">.MO$,&ÆT,>.� 9AU�V +-S.��$'=�$'& �">?CF1.�H+Oä�$ U �.&.$'& MO�8! 6 �"!-�%�5T,$'&0_Q;E&
T'ÈÜ$'�0ÝÜ$,��+-S.��$'=�$'&®+#$,�á1?��$,+�1?$,MNL*& +#!-�%�5$,�#!BI
�Fr�g �d{waDp ilk^ç0m  Þ�G�����P��� U, V ��� �H���h¶X£A���*�5�����A�#�P�t�A¦"����»E�.�"���B« f ∈ �ELHM

(U, V ).
´º¦"�o���2�¯��¶X£����h�D�B«2�.� f �����	�X���t��������£ ���-���H�Ü�^�'�%¾

� �2vBx�c���� ]"� =5$O���-(*$'& 1?ÈÜ$'= U �.$NÝÜ�*+#$,& BU = (u1, ..., um)
��&

U
>.& 1

BV = (v1, ..., vn)��&
V.

îX+#!
m 6= n

+#L V � &.&.$,&�1?�5$4äE]">.MO$Å&.� U �}!<��+-LHMOLH�%S.�l+#$,�5&á/á�"=^+#Lo�H> U �y& � U �}! f
$'��&

îX+-LHMOLH�%S.�.�^+#M	> +G+-$'��&0_2îX+X!
m = n,

+#L�+#!-$,=5=�$�MÅ�H&
f : $,T 9 (*=5� U �º1?��$,+-$'�¨ÝÃ�H+-$'&)1?>.� U �)$,�5&.$

6 �"!-�%�87
F
1.�H�,/H10_ �0_HMO�H& : $,�-$ U �.&.$ f(uj)

C 9 �Þ�H=5=�$ j
>.&A1	$,&}!XÈ�� U�V =�$Ã1.�5$,+-$�& � U �O1.$'�QÝÃ�H+-��+

BV

/.1 _ �0_ : $,+#!-��MOMO$�1?��$FJ¨�"��+#!-$'=�=�>.&.(

f(uj) =

n
∑

i=1

ηijvi.

J��5$B+#$
ηij

+#��& 1Å1?��$�ßQ=�$'MO$'&}!%$GàHL*&
F.

J��H&.&Å��+#!
f
(*$'& �H>N1 �"&.&O$'��&ÅîX+-LHMOLH�%S.�.�^+#M	> +,/BÈÜ$'& &

F
�5&DàH$,�#!%�5$,� : �"�Å�^+X!B_ÞJE��$,+�S.� 9 C�!�MÅ�"&jMO�8! ������
 
 

� �����������¯ßQ=���MN��& �"!-��LH&0/[ÈÜLHMO�5!4MO�H&

(H$,(H$ : $,&.$'&?Cw�H=5=^+��"> U ��1?��$Fî�&DàH$'��+-$
F−1 : $,�-$ U �.&.$'& V �"&.&á_;G>A+

F−1 $'�%� ]H=8!�MÅ�"&®1.�"& &®�H> U � f−1 �P$'!XÈÜ�*+Ã=��"7�&.L"!%�5$,�#!�íÃ�"=^+
f−1 = ϕBU

F−1ϕ−1
BV

.

�

�Fr�g �d{waDp ilk^ç2Á  Þ�N��������� U, V ���0�H�5�h¶X£A�X�H���4��� �-�����A¦��P�O»E�.�"���B« f ∈
�GLHM

(U, V ) �"� �
v ∈ V.

´º¦"�y�"���������'�?¶X£��
�*���E���5�2�'¦���� � �����w¶X£��"�?¢ f(u) = v.

� �2vBx�c���� ]H�.=�$G�5�%(H$,& 1?ÈÜ$'= U �.$�ÝÃ�H+-$'& BU = (u1, ..., um)
��&

U
> & 1

BV = (v1, ..., vn)
��&

V
>.& 1®+#!-$,=5=�$

f : $'T 9 (H=�� U �®1?��$,+-$'�GÝÃ�H+-$'&®1?>.� U �½$,�5& $ 6 ��!%�-�57
F

1 �"�B_ Ç $�!%T'$ y := ϕBV
(v)>.& 1 : $�!%�%� U �*!%$
1.�H+Ã=��5& $,�"�%$ � =5$,� U �D>.& (*+%+ � +#!-$'M Fx = y.

J��H&.&®��+#!
Fx = y ⇐⇒ f

(

ϕ−1
BU

(x)
)

= v,

1 _ �0_ �H=5=�$
;G> +%�"(*$'& 9.: $,� Fx = y
(H$'=5!-$,&½MO�5!�1?��$,+-$'� � : $'�-!-���"(*>.&.(NC 9 � f(u) = v. �J��5$B+#$�� : $'�%=5$,(H>.&.(*$'&)(*$ : $'&y>.& +¨�"> U �º1.$'&lâ�>.(*�H&.(4T'> �F+-LH(A_ Ô�ÎtÓ�Ê^Ó�ÐhÕ%Î�Ò.Ó���Ú"Õ 
 Î"ÐhÊwÚ"Ò /1 _ �0_Ã1?$'��K.���"(H$*/QÈ���$º+#� U � 1?��$���L}$�
ÅT'��$'&}!-$,& $,�5& $,+4Y[$ V !-LH��+ : $'��M �y$ U � +#$,=�1?$,�½ÝÃ�H+-�^+

]"&A1?$'�%&0_



������" � ���������������
	���
������

�Fr�g �d{waDp ilk^çAç  Þ�F�����P��� B = (u1, ..., um) �"� � B′ = (u′
1, ..., u

′
m) ·H¬Q��� ��¦"�����o��� U.³ ¦��.���?���-�h�h·H� ê��B�?���O�2�������t� u ∈ U ���5�0�D�t�.�h�8¢º�?���,�w���O����� ³ ¦"�%�,�����5�¯�"�?¢.���

u =

m
∑

j=1

ξjuj =

m
∑

i=1

ηiu
′
i.

³ �������®�F�D���O·,�����2������µt�������t�����½��������� x =







ξ1¾¾¾
ξm






, y =







η1¾¾¾
ηm






.

�)�P�¨���-£2���¯���4¦"� y ¦?�H� x?

6 �5!ã1?$,& V �H&.LH&.�^+ U �.$'&NîX+#L*MOLH�%S.�.�^+#MO$'& ϕB : uj 7−→ ej , : T'È
_ ϕB′ : u′
j 7−→ ej ,

WX$'ÈÜ$'��=�+
C 9 � (j = 1, ..., m) V�� &.&.$'&�È����G1?$'& � : $'�%(*�H&.(NàHLH& x

T'>
y
+-L : $B+ U � �-$,� : $'&0I

x
ϕ

−1

B7−→ u �
�

U7−→ u
ϕB′

7−→ y.îX+#!4&}> &
G

$'��&.$ 6 �"!-�%�87.1.�H�%+#!-$,=5=�>.&.(©àHL*&¸�^1
U : $,T'(H=¯_ B, B′,

+-Ly�^+#!4L ��$'& : �"� Gx = y.J¨� : $'�0�^+X! G = (γij),
ÈãL : $,�

�^1
U (uj) = uj =

m
∑

i=1

γiju
′
i.

;G=^+-LN�A� : $'&®È��5�
å |?f,æoilk^ç
� ³ ¦H� � ���?���P���¼ª�¾ ��� ¬[���'�O¢?�����"�'�Ã�A�"�'¶X£ y := Gx, ¬[�.�D��� G ´º¦.�w�%�����}¦"�%�,�����^�
�¯�"�?¢�µt��� �^1

U �D��·�¢*��¾Ã�D��� ��¦"����� B �H� � B′ �^�'�%¾ ³ ¦��O�h�
�^�,�¨��� �B�D������� �D����� G = (γij)�O�h�
uj =

m
∑

i=1

γiju
′
i.

G �H�,�.¶X�2�Q¦"�����O�*����¥P¦��¯����§���¦"�-��� B � �"�,¶X£y�H����¥^�2���}�t§ �Ã¦H�#�^� B′ ¦?�H�B¾
�G&A1?$'�%&�È�����1?�5$FÝÃ�H+-$'&0/D+-L	]"&A1?$'�%&�+-� U ���"> U ��1.�5$ 6 ��!%�-�57.1.�"��+#!-$'=�=�>.&.(H$,&4àHL*&��GL*MOLHMOLH�-�
S.�.�^+-MN$,&0_
�Fr�g �d{waDp ilk^ç �  Þ�ã��������� U, V �2�������t�%���?�"���Þ�O�Bê��Ü·*¬[���
��¦"����� BU , B′

U �"·H¬G¾ BV , B′
V�"� � f ∈

�GLHM
(U, V ).

³ ¦"·H�4����� F �H�P�
´y¦?�w�%� �2�D¦����'�������h�"�.¢®µ��t� f ��·'¢*� BU , BV �"� � F ′

�H�P�¨´º¦?�h�-� ���}¦����,�������¯�"�?¢½µ��t� f �"·�¢*� B′
U , B′

V .

�)�P�¨���-£2���¯���4¦"� F ′ ¦?�H� F ?

å |?f,æoilk^ç � ³ ¦H� � ���?���P���¼ª�¾ ��� ¬[�5�,�N¢?���P���,�Ü� �"�,¶X£
F ′ = GV FG−1

U ,

¬Q�?�?��� GU ´º¦?�h�-� ���}¦����'�������h�H�?¢	µ��t� ��1 U �?��·H�"¢*��¾ BU , B′
U ���,�X« GV ´º¦?�h�-� ���}¦����'�������h�H�?¢	µ��t��^1

V �D��·H��¢}�¯¾ BV , B′
V .

¿Na*ì	a}ehvHI 6 �5!�1?$,& V �"& LH&.�^+ U � $'&�îX+#L*MNL*�-S �.��+-MO$'&
ϕBU

,
$�! U _.�^+#!�C 9 �G�"=�=5$ x ∈ Km :

F ′x = ϕB′

V
◦ f ◦ ϕ−1

B′

U

(x) = ϕB′

V
◦
��1

V ◦f ◦
�^1

U ◦ϕ
−1
B′

U

(x).

J¨�"MO�8!G�A� : $'&®È��5�
U �

�
U−−−−→ U

f
−−−−→ V �

�
V−−−−→ V

ϕB′

U





y

ϕBU





y





y

ϕBV





y

ϕB′

V

Km ←−−−− Km −−−−→ Kn −−−−→ Kn

x′ = GUx
GU←−−−− x

F
−−−−→ Fx

GV−−−−→ y′ = F ′x′

F ′



�G�%� �

>.& 1�T,Èã$,�5MÅ�"=���(H$,+Ã;E&}ÈÜ$'&A1?$'&�àHL*& Ç �"!-T
�<_ ï �N=��5$'CP$'�-!E1?��$<Ýã$,� �"> S?!->.& ( _ �ÝÃ�H+-��+-ÈÜ$ U � +-$'=�>.&A1 1?��$y1.�HMN�5!�à*$'� : >.& 1?$,&.$ºÝÃ�H+-�^+X!%�%�H& +XCPL*�-MÅ�"!-��LH&Æ!-�%$�!-$,& & �"! 9 �%=5� U ��"> U � �5& 1?$'&
Km

�OäG]H>.MO$'& �H>?C�>.&A1 =^�H+%+#$,& +#� U � & �"! 9 �%=5� U � �H> +½1.�5$B+#$,���H=5=�(H$,MN$,�5& $'&
6 $'!-�.L?1?$¨� : =�$'�5!-$,&0_*J¨�<�.��$'� : $'� =�$'� U �}!ãY[$,�-ÈÜ$ U � +-=�>.&.(H$,&Å�">?C�!%�-$'!-$'&á/*+-$'��1?�5$B+ V >.�%TG$�7?S.=���T'�5!1.�H�-(*$,+#!-$'=�=5!,_
�Fr�g �d{waDp ilk^ç 
  Þ�Å����� B = (u′

1, ..., u
′
m) �����2� �Ã¦H�#�^�O¦?�H� ¹ �á¦��¯������µ����������������5� Km.³ ¦��.� �D���#�¯�w·*�Qê��B�D��� ¹ �0¦��¯������µt�������t� x ∈ Km �����2� ³ ¦"�%�,�����5�¯�"�?¢ x =

∑m
i=1 ηiu

′
i. �)�5�

���t�w·����©¬[���t�D��� y :=







η1¾¾¾
ηm






�H� �Å­���¦�¢?���©¬[�P�B�D���B°

�)�P���?���?�t�O���[�4¦"� y ¦?�H� x?

6 �H&®+-��$'�}!�+-L"CPLH�-!,/.1 �"341?��$,+EMN�5!�1?$,� V �"&.L*&.�^+ U �.$,&oÝÜ�*+#�^+
B = (e1, ..., em)

1.�*+ � �%L : =�$'M�<_ ���	C 9 � U = Km
�^+X!B_ J¨�"MO�8!G=���$�CP$'�-! Ç �"!-T
�<_ � "AI.JE$'@ &.��$'�%$'&®È��5�G1.�5$ 6 �"!-�%�87

G = (γij)9.: $'� ej =
∑m

i=1 γiju
′
i, (j = 1, ..., m),

+#L<�^+#!
y = Gx.

ÝÜ�5=^1?$'&�È��5�Ü&D>.&�1?��$ 6 �"!-�%�87
H :=

(u′
1, ..., u

′
m),

+-��$ã$,&*!%� ]"=5![�"=^+ Ç S �"=5!-$,&	�"=^+-L�1?��$Ã&.$'>.$ÃÝÃ�H+-��+,/t+#L V �"&.&	MO�H& ej =
∑m

i=1 γiju
′
iV L*MOS � V !G+ U � �-$,� : $'&®�"=^+

I = HG.
J��HMN�5!G�^+X!E�H=�+-L

G = H−1.������� � : $'&o�"=^+-L
å |?f,æoilk^ç � nX¿N|.vBewv,f'r�|.c�v ��gArtp¸|?f,ehgAc ewp

Km �º³ ¦"� � ���?�"����� ª�¾ ��� ¬[���'�¨¢?�����"�'��� �"�,¶X£
y := H−1x, ¬[�.�D��� H := (u′

1, ..., u
′
m) �*���O´y¦?�w�%� �©�O�¯�
�D�������t�}��� �Ã¦H�#�^�,µt�������t������¦��^�¹ �0¦"�h�����®�^�'�%¾

K.$,�-& $'��$'�%� �H=8!%$'&�È��5�G�H=�+ Ç S2$'T,���H=8Cw�H=5=áàHLH& Ç ��!%T<�<_ ���
å |?f,æoilk^ç �  Þ������� F ���5�2� n×m ´º¦.�w�%���Å�"�0� B′

U = (u′
1, ..., u

′
m) �"·H¬G¾ B′

V = (v′1, ..., v
′
n)

�����P��� ��¦"�����O��� Km ��·H¬G¾ Kn.
³ ¦�� �Å£A¦?�Þ�D���E� �"�,¶X£ x 7→ Fx �D� �.�.�P���B���ÃªF�t���t���t����£.�^���

���*�
�D��·H��¢}�5�h¶X£©�D��� ��¦"����� B′
U �"�0� B′

V �H�P� ³ ¦"�%�,�����5�¯�"�?¢
F ′ = H−1

V FHU ,

¬Q�?�?��� HU = (u′
1, ..., u

′
m), HV = (v′1, ..., v

′
n).

¿Na*ì	a}ehvHI Ç �"!-T<�<_ ���N>.&A1�1.$'�GÝÜ$'ÈÜ$'�^+ÃàHL*& Ç �"!-T<�<_ � � _ �J�$'&oÝÃ�H+-��+-Èã$ U � +-$'=2�5M Kn V �H&.&®MO�H&½&A��! 9 �-=�� U �®�"> U ��1?���%$ V !E�"&.(*$'�.$,&0_ÝÜ$�!%�%� U �*!%$'&yÈ��5�
T,>.& ] U �A+X!
&.L U �.MÅ�"=ã1.�H+ � �%L : =5$,M �<_ ����C 9 � U = Km.
J��5$ : $,��1?$,&ÝÃ�H+-$'&

BU = (u1, ..., um)
>.&A1

B′
U = (u′

1, ..., u
′
m) V�� & &.$'&)È����FÈ��5$B1?$'�ãWX$O�"=^+�1?��$ Â �^+X!%$1?$,� Ç S �"=5!-$,&}à*$ V !-L*�-$,&�à*LH&���&DàH$,�#!%�5$,� : �H�-$,& 6 ��!%�-��T'$,&

H : T'È
_ H ′
�"& +-$'�.$,&0_ � �%L : =�$'M ��_ � �

=^�">?!%$�!E1.�H&.&½$,�5&.Cw� U �0IÝÜ$,+#!-��MOMN$
y ∈ Km,

+-L?1.�"3
u = Hx = H ′y,ÈÜLH���"> +Ã+-L"CPLH�-!
y = (H ′)−1HxCPLH=�("!B_

îX+#!�+#S2$'T,�5$,=5=
B = (e1, ..., em)

1?��$ V �"& LH&.�^+ U � $QÝÜ�*+#�^+,/'+#L��^+#! H = I,
1?��$QßQ��&.�.$,�8!�+#MÅ��!%�-�57

>.& 1�È������ � : $'&o1.�*+�ä�$,+->.=5!%�"!GàHLH& Ç ��!%T<�<_ � �NÈ���$,1?$,��$'�%� �"=5!-$,&0_;G> U ��1?��$<K.L*�-MO$,= àHLH& Ç �"!-T
�<_ � � V �"&.&®MÅ�"&®1?���-$ V ! : $ V LHMOMO$'&á_ßÞ+�1?$�@ & �5$,�#!
x 7→ Fx

$,�5& $'&º�ELHMOLHMOLH�%S.�.�^+-M�> +
f : Km → Kn,

1?$'� : $,T 9 (*=5� U �)1?$'�
V �"&.L*&.�^+ U �.$,&yÝÃ�H+-$'&y$ : $'&l1?>.� U �y1?��$ 6 ��!%�-�57

F
1.�H�-(*$,+#!-$,=5=5!¨È�����1 _ �G& +F��&}!-$,�-$B+-+-�5$,�#!F1?��$

6 �"!-�%�87
F ′ = (η′

ij),
C 9 �G1.�5$

f(u′
j) =

n
∑

i=1

η′
ijv

′
i



����� � � ���������������
	���
������

(H��=5!,_ J��5$B+Ã��+#!E� : $'��ÈÜ$'(*$'& f(uj) = Fuj

]��*> àt�H=5$,&}!ÃT,>
F (u′

1, ..., u
′
m) = (v′1, ..., v

′
n)F ′

1 _ �0_.T,>
FHU = H ′

V F ′,ÈÃ�H+
F ′ = (H ′

V )−1FHU$'�%(H� : !B_îX+#!E+#S2$'T,�5$,=5=
n = m,

+-L V�� &.&.$'&oÈ�����C 9 � B′
U

> & 1
B′

V

1?��$,+-$'= : $�ÝÃ�*+#�^+ÃÈÜ]H�.=�$'&0/.ÈÜL : $'�1.�H&.&®�5& Ç �"!-T
�<_ � �O1?��$ : $,��1.$'& 6 ��!%�-��T'$,&
HU

>.& 1
HV

T,> +-�HMOMN$,&?Cw�"=�=�$'&0_?�����G$'�%� �H=8!%$'&
1.�H&.&o+#S2$'T,�5$,=5=

F ′ = H−1FH.

`�a*bdc�ePf,ehgAcjilk�� � n��.u�c�{we
�tu[� ��¬[��� n×n ´º¦.�w�%�5·���� F, F ′ £2����¤D����¥P��£.� �5�h¶X£0§h«.¬[���.�Å���5���
���2µ����B�w�P���t�H¦�����´y¦?�w�%� � H � �?���,�w�P���B�X« ���.�}¦�¤ F ′ = H−1FH.

J��5$B+#$,� Ç LH&A1?$'�-Cw�"=�=.È����%1N>.& +Þ�5&O$,�5&.$,MZ+-S ]"!-$'�%$'& �
�HS.�8!%$'=.& L U �Å�H> +XC 9 �.�-=�� U � : $,+ U � ]"C�!-��(H$'&á_
6 �5!	1?$,&�L : $'& : $,� �"&A1?$'=5!-$,&qÝÜ�*+#�^+#!-���"& +#CPLH�%MÅ��!-��LH& $'& V � &.& $'&lÈ��5�	�"> U ��WX$,1.$'M �GLH�

MOLHMOLH�%S.�.�^+-M�> +E$'��&.$ 6 �"!-�%�87.1.�H�%+#!-$,=5=�>.&.(Åà*LH& : $,+-LH& 1.$'��+G$'��&?Cw� U �.$'�¨K.LH�%M (H$ : $,&0_2J¨�"T,>+-$'�
f ∈

�ELHM
(U, V ), s :=

1?$�C
f, r :=

�%(
f,

ÈãL*MN�5!41.�"& &
r + s = m =

1?��M
U.

î�M
ÝÜ$'ÈÜ$'�^+Gà*LH& Ç �"!-T	��_5� �O� �"!#!-$,&)È����E$'��&.$NÝÜ�*+#�^+

(u1, ..., um)
àHL*&

U V L*& +X!%�-> �5$,�#!B/?C 9 �F1?�5$
(u1, ..., us)

ÝÜ�*+#�^+¨àHL*& V $'� f �^+X!<> & 1
(f(us+1), ..., f(um))

ÝÃ�H+-��+¨à*LH&º��M
f.

î�& 1?$'M È��5�
1?��$
=5$'!-T'!-$
&.L U ��T'>®$'��&.$'�GÝÃ�*+#�^+ÜàHLH&

V
$'�%(*]H&.T'$,&�>.&A1½> MN&D>.MOMO$'�%��$'�%$'&�$'�%� �"=5!-$,&½È����,I

 ã�Ü¢*���?� ��¦"����� BU = (u1, ..., um) µt�t� ���"� � BV = (v1, ..., vn) µt��� V, ���?�D¦�¤è �5é f(uj) = vj , (j = 1, ..., r) �"� �è ���5é f(uj) = 0, (j = r + 1, ..., m) ¾
ÝÜ$'T 9 (H=�� U �N1?��$,+-$'�QÝÃ�H+-$'&	� ��!Þ1.�H&.& f

$'��&.$ 6 �"!-�%�87.1.�H�%+#!-$,=5=�>.&.(
F = (ηij),

1?$'�%$'& ��L}$�
ÅT'�5�
$'&}!%$'&o+#� U �®�"> +

f(uj) =
∑n

i=1 ηijvi : $'�%$ U � &.$'&0_ !G>.&®�^+X!�C 9 � j = 1, ..., r
W#�

f(uj) = vj ,1 _ �0_QMO�5!�1?$'M�� � � �����	� ���A� Ç � M : L*= δij

�^+X!
ηij = δij

>.& 1ÆC 9 � j = r + 1, ..., m
�^+X!

f(uj) = 0,
1 _ �0_ �"=�=�$

ηij = 0.

6 �5!
r =

�-(
f
� ��!E�H=�+-LN1.�5$ 6 �"!-�%�87

F
1?��$ � $,+#!%�H=8!

F =

(

Ir 0
0 0

)

n,m

.

J��5$B+�=5��$�CP$,�#!
å |?f,æoilk��ám è �8é��d�[ê��t�D��� ªF�t���t���t����£.�^�-���H� f ∈

�ELHM
(U, V ) ¢}�¯�.����� ��¦H����� «2�?��·*��¢D�

�5�h¶X£º�?������� f �*���¨´º¦.�w�%�����}¦"�%�,�����5�¯�"�?¢
F =

(

Ir 0
0 0

)

n,m

£A¦?�%¾ ³ ¦ �D���0���,� r =
�-(

f.è ���5é�����ê��B�?����´y¦?�w�%� � F ¢}�¯�.�Ã���E�5��µ����B�w�P���t�H¦����¨´º¦?�h�-��·t��� R, S, ���.�}¦"¤ F ′ := RFS �H���
�?���5¢?� � ���,�¯¦"�h�[£A¦.�X«á¬Q�?�?���[¬[�P�B�?��� r =

�-(
F.

¿Na*ì	a}ehvHI��P��íÅ�A��!#!%$'&�È����4$ : $'&�(*$'T,$'��("!,/ �P���^íNCPL*=5(H!½�">A+ Ç ��!%T)�<_ � �©C 9 ��1?��$�
X�%� U �*!%�5(*$'&
�ÝÃ�H+-$'&0_
�



�G�%� �

J��5$B+#$<J¨�"��+X!%$'=�=5> &.(Å=5��$�CP$,�#!�>.& +G�H> U �®&.L U �oßQ�5&A+#� U �}!-$'& 9 : $,�E1?$'&)äE�"&.(Å$,�5&.$,� 6 �H�-�57 /
1?$,&	È���� : ��+-�.$,���H=�+ 
 Ç S �"=5!-$,&.���"&.( ��/t1 _ �0_"1?��$ 6 �"7?�5MÅ�"=�T,�H�.=}>.& � : � ]"&.(*�5(*$'� Ç S �H=8!%$'&�$,� V =^]"�-!� �"!#!-$,&0_ � $'&A�"> +-L V � &.& $'&¸È����Å1?$'& 
�â2$'��=5$,&.���"&.( �4�H=�+O1?��$ 6 ��7?��MÅ�"=�T,�"� =ã>.&A� : � ]H&.(H��(H$,�â2$,�5=�$'&N$'� V =�]H�-$,&0_B����!Q1?��$ 6 ��!%�-�57

F
1.�5$ � $,+#!%�H=8!Q�H> + Ç ��!%TÃ��_ "A�H/��P��í�/"+-L
+X!%�5MOMO$'&NL ��$'& : �H�

: $'�^1?$ 9.: $'�%$'��&0_ !G> & �^+#!�1?$'�4äG�H&.(l$'��&.$,+Å�ELHMOLHMOL*�-S.� ��+-M�> +O(*=5$,� U � 1?$'M äG�"& (½WX$B1?$'�
+-$'��&.$'� 6 �"!-�%�87.1.�H�%+#!-$,=5=�>.&.(*$'&½>.& 1®+#L*MO�8!�(H��=5!,I
å |?f,æoilk���Á ¹ ��� � R, S �5��µ����B�w�P���t�H¦����½´º¦?�h�-��·t��� «Ü���©£A¦ �D��� F �H� � F ′ := RFS �D���
�������D��� è ¹ �0¦"�h�����A�Pé%»E¦"�?¢2¾
J��5$B+FÈãL*=5=�$'&yÈ��5�
&D>.&l�"> U �©&.L U �)C 9 �<1?$'&qâ2$'��=�$'&.���"&.(�T'$,�5(*$'&0/�ÈÜLH���"> +¨1.�H&.& 9 : $,� Ç ��!%T�<_ " �
1?��$ � =�$'� U �.�.$'�5!GàHL*& Ç SA�"=5!-$'&.�Þ>.& 1)â2$,�5=�$'&.���"& (�CPL*=5(H!,_
`�a*bdc�ePf,ehgAcjilk��2ç n � r�|.c�v,sÞg2c�eha}rtaDc[� �X�'� A = (αij)n,m ∈ Kn×m, ���®£2���5¤A� AT :=
(αT

ij)n,m ∈ Km×n, �O�h� αT
ij := αji

è ¦������ i, j é,« �H����¥��w��¦��A�¯�d�t�.�P���B����§Þ´º¦.�w�%����·*� A.

� a}rtÀAa�� ÔEË'Ê 
�� Õ%Î�Ò.Ó¯Í Ú�ÒAÊwË�Õ-Ë'Ò��ÞË'Õ-É*Ë�Ò���Ë�Ê�Ï�Ë�Ò
	���ÌHÍ.Î"ÏÑÐ�Ë'Ò��?Ò�ÉNÌ"Í Î�Ï8Ð�Ë'Ò
	�����Ë'Ê�Ï5Ë�Ò��
J¨�"MO�8!Ü(H��=8!Ü!-�%��à}�^�"=�$'�%ÈÜ$'�^+#$*IHJE$,��â�$'��=5$,&.�%�H&.(<à*LH&

A
��+#!Ã1.$'� Ç S �"=5!-$,&.���"&.(<à*LH& AT

> & 1
>.MO(H$ V $,�.�#!B_K 9 �G1.�*+ �á���"& +-S2LH&.��$'�%$'&½(H$'=5!-$,&�CPL*=5(*$'& 1.$<ä�$'(*$'=�&0I
å |?f,æoilk�� � è �8é IT = I ¾è ���5é (AB)T = BT A

è »����5£����.­h���8¢.� � éè �5���5é��X�'� A ���2µ����B�w�P���t�H¦��,«.���	¦?�.¶X£ AT �"� � (AT )−1 = (A−1)T .

¿Na*ì	a}ehvHI��P��í�/��P����íÃ$'�%=5$B1?��("!�MÅ�"&o1?>.� U ��;E& + U � �">.$,&�1.$'��ßQ=�$'MO$'&}!%$H_
�P�����^í�I

A
�5&Dà*$'�-!-��$'� : �"� ⇔ $,+Ã$'7?��+#!-��$'�-!

B
MN�5!

AB = BA = I

⇔
$B+Ã$�7?��+#!-��$'�-!

B
MN�5!

(AB)T = (BA)T = IT

⇔
$B+Ã$�7?��+#!-��$'�-!

B
MN�5!

BT AT = AT BT = I

⇔ AT ��&DàH$'�-!-��$'� : �H�,_
K.$,�-& $'���^+X!E1?��$Fî�&DàH$'��+-$�$,�5& 1.$'>?!%�5( : $,+#!-��MOM<!G>.& 1®+-LHMO�5!

I = (A−1A)T = AT A−1T
= A−1T

AT .

�

!G> & : $'&D>?!-T,$'& È��5� Ç �"!-To�<_ " �*/ �w�5��í�_d�©$'(*$'&Æ1.$'�Å+#S2$'T,�5$,=5=�$'&jK.L*�-M à*LH&
F ′ = RFS>.& 1�1.$'M�CP� 9 � $'� � $B+-�H("!-$,&y�^+#!	�PMO�5!	1?$'&q; :.VD9 �%T'>.&.(*$'&�+-S.�-(lI�� Ç S �"=5!-$,&.���"&.(A/ T'�%(©I��

â2$,�5=�$'&.���"& (}í
+#S.�%(

F =
+#S �-(

F ′ =
T,�-(

F ′ =
+#S �-(

(F ′)T

=
+-S.�-(

(RFS)T =
+-S.�-(

(ST F T RT ) =
+#S.�%(

F T =
T'�%(

F.

J¨�"MO�8!G�A� : $'&®È��5� : $'È���$,+-$'&áI
å |?f,æoilk�� � �Ü�"�áê��B�D�¨´y¦?�w�%� �����,� �0���5�P���.��¦��.¢�� ¹ �0¦��¯�����.��¦��?¢�¾
� 〉

J��5$�$ : $'&�$,�5& (H$�C 9 �.�#!%$G!%�%�H& +#S2LH& �5$,�#!%$ 6 �"!-�%�87 : $ V L*MNM�!Ü���.�%$E$,�5(*$'&}!-=�� U � $EÝÜ$,1?$,>?!->.& ($'��+#!F��M â2> +%�"MOMO$'&.� �H&.(�MN�5!	1?$,&�+#L*( _ =��5&.$B�"�%$'&lK.>.& V !%�5L*& �"=�$'&á_áJE$,��� � �%SA$,� K
+-$'= : +#!�^+X!Ã$'��&)����1?��MO$'& +-�5L*& �"=�$'�

K
��Y[$ V !-L*�-���">.M®/HC 9 �Ü1.$'&�$'!XÈÜ�

(1),
10_ �0_?1?��$�KA�"MO��=5��$�MO�5!Ü(*$'& �H>

$'��&.$,M ßQ=�$'MO$,&*!B/ & ]HMO=5� U �o1?$'M¼ßQ=�$'MO$'&}!
1,

$'��&.$�ÝÃ�H+-�^+Ã��+#!,_2J��HMN�5!E(*$'=5!-$'&)�H=5=�$<ÝÜ$�!-��� U �.�!-> &.(H$,&�T,>��ELHMOLHMOL*�-S.� ��+-MO$'&�T'È��^+ U �.$,& K
�¯Y[$ V !-LH�%��]">.MO$'& U, V

�"> U ��C 9 � V := K.
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`�a*bdc�ePf,ehgAcjilk�� � nX`�x�| {wa}r ��| x�p�z�{wehc�aD|?r�a��áx�c�À f,ewg2c�|.{wa.� ���E�����2��� K ���2���������-��¦?�H�
U £2����¤ �

U∗ :=
�GL*M

(U, K)

�D����¥¯� �*¦"���O»�¦?�"�®§	�.�D����¥ ³ �*¦"�^�h»E¦?�H��§h«��������2�Å Q�������������t«Q¦"�����y�H�P�ÅªF�t���t��������£ ���-�����
µt��� U �5� �D��� � �B�"� �H�?�t�������	£2���5¤?��� ¥����5����¦���� �0�"�.���h�����A¦��P�t§	¦.�"­ U ¾ ³ ¦"� ���"�5�P���P�������2�
0∗ ∈ U∗ ���,�Ü�}¦"� �á�"�.���w�P�t�A¦"�w«á�}¦"�

0∗(x) = 0 ­��"�E¦"�5�P� x ∈ U

������­h���B�-¾
îX+#!

B = (u1, ..., um)
$,�5& $¨ÝÃ�H+-�^+QàHL*&

U,
+-L�(H� : !Ü$,+Ü& � U � Ç ��!%T��<_ "N$'��& 1?$'>.!-��( : $,+#!-��MNM�!-$K.> & V !-��LH& �H=5$ u∗

j ∈ U∗,
1.�5$

u∗
j (uk) = δjk =

{

1 j = k

0 j 6= k
(j, k = 1, 2, ..., m)

$'�-C 9 =�=5$,&0_
`�a*bdc�ePf,ehgAcjx�c�� å |?fBæ�ilk�� 
 n#`½x�|.{waº¿	|.vBewv��o³ �P�Å���?��� �D��� �.�����,����� �0�"� �2�h�����A¦��P� u∗

j�����w�?���º�����2����¦"�-��� B∗ = (u∗
1, ..., u

∗
m) µt��� U∗, �H�P�¨���t¢2¾A¥¯� �*¦��P����¦"�-���,§Q·H�H� �Ã¦H�#�^� B.

 Þ�Ã�^�'�Ã�?���O�A¦D¶X£ 1?��M
U∗ =

1.�5M
U = m.

¿Na*ì	a}ehvHI�� Ç �5$,�.$<�"> U �®ÝÜ$'�^+#S �5$,=áÝÃ� �tï?_ í
�?Ò2Î � ×���Ò��"Ê ��� ;G> + ∑m

j=1 αju
∗
j = 0∗

CPLH=�("!ÃC 9 �[WX$B1?$,+ k
I

0 = 0∗(uk) =





m
∑

j=1

αju
∗
j



 (uk)

=

m
∑

j=1

αju
∗
j (uk)

=
m
∑

j=1

αjδjk = αk.

Ë'Õ 	,Ë�� �}Ë�Ò�É�� !�� U � Ç ��!%TO��_ "��^+X!ÃWX$,1.$,+
K.> & V !-��LH& �H= u∗ ∈ U∗
1?>.� U �y+-$'��&.$N�y$,�#!%$O�H>?C

1?$,�NÝÃ�H+-�^+
B = (u1, ..., um),

�"=^+#Lº�.�5$,�N1.�5$oâ��"�.=�$'&
αj := u∗(uj) : $,+#!-��MOM<!B_ !E>.&¸�^+#!

� : $'�
(

m
∑

k=1

αku∗
k

)

(uj) =
m
∑

k=1

αku∗
k(uj) = αj

>.& 1®1.�HMO�8!
u∗ =

m
∑

k=1

αku∗
k.

�

Ç LD$ : $'&�MO�8! : $,È��5$B+#$,&o� � : $'&�È����
å |?f,æoilk�� � ¹ ��� � B = (u1, ..., um) �"� � B∗ = (u∗

1, ..., u
∗
m), � �}¦��P� ��¦"�����0« ���4£A¦?�¨�}¦H�

�0�H�.���w�P�t�A¦"� u∗ =
∑m

k=1 αku∗
k �?��·*��¢*���h¶X£ �D������¦H����� B �5� U �"� � (1) ��� K ¦��^�O´º¦H�

�w�%� �2�D¦����'�������h�"�.¢½�H�P�����"�E¦?�*�E�����2��� �0���5�P�	�D���'����£2��� �D�¨´º¦.�w�%���
(α1, ..., αm).

³ ¦.�?���0�^�'� αj = u∗(uj).



�G�%� �

Ç ��& 1 U, V
T,Èã$,�

K
��Y[$ V !%LH�%�%]H>.MO$E>.& 1 f ∈

�GLHM
(U, V ),

+-LO��+#!�C 9 �[WX$B1?$,+GK >.& V !-��LH&A�"=
v∗ ∈ V ∗ =

�ELHM
(V, K)

1.�"&.&
v∗ ◦ f ∈

�ELHM
(U, K) = U∗,

�"=^+#LÅ$,�5&yK.>.& V !%�5L*& �"=��">?C U.�����G� � : $'&®+-LHMO�8!G$,�5& $F; :.: ��=�1.>.&.(

f∗ : V ∗ −→ U∗ : v∗ 7−→ f∗(v∗) := v∗ ◦ f.

å |?f,æox�c���`�a}b�c�ePfBewg2cÆilk�� �jn#|.���Bx�c��2ewa}rtf,a}r�iog2pqg2pqgArBsdu�ewvBpyx�vt��³ �������D���?���4�?���
�'¶X£.�-�P���?������¡	�.�����w�A�"�?¢)�^�'�����5��ª¨�����t���t����£.�^�#�½�H� f∗ ∈

�ELHM
(V ∗, U∗), �D���Å¥�·*� f ¦D�}�

êB�"�?¢}�����,����ª¨�t�����4����� £.���-���*�'§�¾
~ �tu�f,x�c��
	

f ∈
�ELHM

(U, V ) ���-·��t��¢2� f∗ ∈
�ELHM

(V ∗, U∗).
³ ���Ü»��h¶X£��#�"�.¢F�?��£.�B���#�h¶X£½�H�®¾

¿Na*ì	a}ehvHIÃK 9 � α1, α2 ∈ K, v∗1 , v∗2 ∈ V ∗
>.& 1

u ∈ U
�^+X!

f∗(α1v
∗
1 + α2v

∗
2)(u) = (α1v

∗
1 + α2v

∗
2)f(u)

= α1(v
∗
1 ◦ f)(u) + α2(v

∗
2 ◦ f)(u)

= α1f
∗(v1)(u) + α2f

∗(v2)(u).

Ç L*MN�5!G�^+X!
f∗(α1v

∗
1 + α2v

∗
2) = α1f

∗(v1) + α2f
∗(v2),1 _ �0_

f∗ ∈
�GL*M

(V ∗, U∗). �

â2È��^+ U � $'& f
>.& 1

f∗ : $B+X!%$'�.$,&�$,�5& $<ä�$'���.$
àHL*&�ÝÜ$,T'��$'�D>.&.(*$'&0/.à*LH&®1?$'& $'&®È��5��$,�5& �5(*$
&.LH!-��$'�%$'&®�"=^+
å |?f,æoilk � � è �8é ¹ �5� � f, g ∈

�ELHM
(U, V ) �"� � α, β ∈ K, �������,�

(αf + βg)∗ = αf∗ + βg∗.

è ���5é��X�'� g ∈
�GLHM

(U, V ) « h ∈ �GL*M
(V, W ) �����^�'�

(h ◦ g)∗ = g∗ ◦ h∗ »����5£����.­h���8¢.� � �
è �5���5é ��1

U∗ = (
��1

U )∗.è �¯µBé��X�'� g ∈
�GL*M

(U, V ) ���5� �X�����4����� £.���-���*��«Ã���©�^�,�O¦.�?¶X£ g∗ ∈
�GL*M

(V ∗, U∗) �����
�X�����4����� £.���-���*�E�"�0�

(g∗)−1 = (g−1)∗.

¿Na*ì	a}ehvHI��P��í : �^+ �P�����^íÃ$,�-(*$ : $'&®+#� U �®1?�5�%$ V !G�">A+�1?$'�GJ�$�@ & �8!%�5L*&®1.>.� U � !�� U �.�%$ U �.& $'&0_â2> �P��à.í�I J¨�
g
$'��&®îX+#L*MNL*�-S �.��+-M�>A+ã�^+#!,/?$�7?�^+X!%�5$,�#!

g−1 >.&A1½$B+Ã��+#!
��1

U = g−1 ◦ g,
�^1

V = g ◦ g−1.

6 �5! �P���^íÜ> & 1 �P���5��íÜCPLH=�("!G1.�H&.&

(
��1

U∗) = (
��1

U )∗ = (g−1 ◦ g)∗ = g∗ ◦ (g−1)∗

(
�^1

V ∗) = (
��1

V )∗ = (g ◦ g−1)∗ = (g−1)∗ ◦ g∗,

ÈÜLHMO�8!G1.�H&.&o1?��$<Ýã$,� �"> S?!->.& (N(*$'T,$'��("!Ã��+#!,_
�

����� : $B+ U �.=���$'3H$,&�1.�5$B+#$,&�; : + U � &.�8!-!EMO�8!



���Xï 	 � ���������������
	���
������

å |?f,æoilk � m ¹ ��� � BU , BV �Ã¦H�����½��� U �"� � V, �}¦�·*� B∗
U , B∗

V �*���	�A�*¦��P��� ��¦"�������5� U∗

��·*¬G¾ V ∗, ���<¢}�5�¯�[­��"� f ∈
�ELHM

(U, V ) :
�)���'� f �D��·H��¢}�5�h¶X£ BU , BV � �"�,¶X£q�H�P�<´y¦?�w�%� � F �}¦��-¢?���'�������h���"� �l¬[�5�,�º�D���F¦?�%êB�"�A�

¢*�P���B���<ª¨���4�����t����£.�^�#�½�H� f∗ �D��·H��¢}�5�h¶X£ B∗
U , B∗

V � �"�,¶X£l�H����´º¦.�w�%��� F ∗ �}¦��-¢?���'�������h�#«����
�^�'�

F ∗ = F T ,

�H�P��·H� F �h��¦"� �������.�����,���G´y¦?�w�%� � ¾
¿Na*ì	a}ehvHI 6 �5!

F = (ϕij)
(H��=5!

f(uj) =

m
∑

i=1

ϕijvi,

$'&}!�+#S.�%$ U � $'& 1½MO�8!
F ∗ = (ϕ∗

ij)

f∗(v∗i ) =

m
∑

j=1

ϕ∗
jiu

∗
j .

f∗(v∗i )
�^+X!G$,�5&oK >.& V !-��LH& �H=0�">?C U

> & 1®+#L*MN�5!G�^+X!G& � U � Ç �"!-T<��_ " �
ϕ∗

ji = (f∗(v∗i ))(uj) = (v∗i ◦ f)(uj)

= v∗i (f(uj)) = v∗i

(

m
∑

k=1

ϕkjvk

)

= ϕij .

�

� 〉



ÝÃ�����

� � � �����á���'��������� ���	�
���
�
�����������
���
〉 �
¿Nilm � J��5$�ä�$ U �.$'&.�%$'(*$'=�&��">A+ Ç �"!-T��<_ ��Èã$,�%1?$,&<È����d+#!%]H& 1?��( : $'&D>?!%T'$,&0_"�G��$'�[+-�5& 1�&.L U �T'ÈÜ$'� Èã$,�8!%$'�%$H/"1?��$ Ç ��$G+#$,= : +#! : $'ÈÜ$'�^+#$,&O+-LH=�=5!-$'&á_"�y$,&.& Ç ��$G1.�"MO�5!Þ&.� U �*![T,>.�-$ U �}! V LHMOMO$'&á/� � : $,& Ç �5$FÈ�� U �*!%�5(*$,+Ã&.� U �}!�àH$'��+#!%�"&A1?$'&0_

f(x− y) = f(x)− f(y)

f(−x) = −f(x).

¿NiºÁ � J��5$B+��-� U �}!-$'!�+-� U �½��& + : $B+#L*& 1?$'�%$F�"&o1?��$ 6 ��!-� $'MÅ��!%� V $'�B_î�&®�GLHM
(U, V ) V�� & &.$'&�È��5��$,�5&.C 9 �.�%$'&0I

0 ∈
�ELHM

(U, V )
1?$'@ &.��$'�-!E1?>.� U � ∀x∈U0(x) := 0,>.& 1½C 9 � f, g ∈
�ELHM

(U, V )
> & 1

α ∈ K :
(f + g)

1?$�@ & �5$,�#!E1?> � U � ∀x∈U (f + g)(x) := f(x) + g(x),
(αf)

1?$�@A&.�5$,�#!G1?> � U � ∀x∈U (αf)(x) := αf(x).â2$,�5(*$'& Ç ��$H/D1.�"3 f + g, αf
È��5$B1?$'�Ü�GLHMOL*MNL*�-S �.��+-MO$'&OàHL*&

U
& � U � V

+-�5& 10/*>.&A141.�"3
1.�HMN�5!E�GL*M

(U, V )
+#$,= : +X!GÈ���$,1?$,��$'��& K

��Y[$ V !-L*�-���">.M �^+X!B/
ÝÜ$�!%�%� U �*!%$'& Ç �5$<1.�5$F$'&}!�+#S.�%$ U � $'& 1?$ Ç �5!->A��!-��LH& : $'� 6 ��!-�%��T'$'&á_

¿Ni)ç �
R[T ]

+-$'��1.$'�GY[$ V !%LH�%�%�H>.M 1?$,�G�%$'$'=�=�$'& � LH= � &.LHMO$H_ ���5�¨1?$�@ & �5$,�-$,&�T,Èã$,��; :.: ��=8�1?>.& (H$'&
f, g : R[T ]→ R[T ]

1?> � U �
f (
∑n

ν=0 ανT ν) :=
∑n

ν=0 νανT ν−1,
1 _ �á_0C 9 �<$,�5& � L*= � &.L*M p

��+#!
f(p)

(H$'���H1.$O1.�5$
; : =5$,�8!%>.&.( p′.

g (
∑n

ν=0 ανT ν) :=
∑n

ν=0
1

ν+1ανT ν+1,
1 _ �0_BC 9 �d$'��& � LH= � &.LHM p

��+#!
g(p)

1?��$ Ç !%�"MOMN�CP>.& V !%�5L*& ∫ T

0
p(t)dt.â2$,�5(*$'& Ç �5$*/ 1.�"3 f

>.& 1
g
�5&o�GL*M

(R[T ], R[T ])
=5��$'(*$'&0_

¿Ni � � ßÞ+[+-$'��$'&
C0[0, 1] : T,È
_ C1[0, 1]

1?�5$Ã�">.C21?$,M\î�&*!%$'�%à��"=�=
[0, 1]

+X!%$�!-��(H$,& : T'È
_�+X!%$�!%�5(1?� �2$,�-$,&.T'��$'� : �H�-$,&)K.>.& V !%�5L*&.$'&)MO�5!¨�©$'�-!-$,&º��&
R.

� : $'�%T'$'> (H$'& Ç �5$O+-� U �0/21.�"3�1?��$,+��-$,$'=5�
=�$ÅY[$ V !-L*�-��]">.MO$O+#��& 1 _�!E>.& : $'!-��� U �}!-$,& Ç �5$ � +-�5&.& (H$'MÅ]H3½T,>.M à*LH�%�5(*$'&yÝÜ$,��+-S.��$'= � 1?��$
; : : �5=^1?>.& (H$'& f

>.& 1
g,
1?��$[WX$,1.$'�ÞK >.& V !-��LH& u

���.�%$E; : =5$,�8!%>.&.( u′ : T,È
_H���.�%$ Ç !%�HMNMNCP>.& V �!-��LH& ∫ t

0
u(τ)dτ

T,>.LH��1?&.$'!,_�� : $,�-=�$'(*$'& Ç �5$
T,È���+ U �.$,&½ÈÜ$'= U �.$'&®äG]H>.MO$'&o1.�Å; : : �5=^1?>.& (H$'&1?$'@ &.��$'�-!GÈã$,�%1?$,&0/?>.& 1�T,$'��(H$'& Ç ��$H/.1.�H3 f
>.& 1

g
È���$,1?$,�G�GL*MNL*MOLH�%S.�.�^+#MO$'&�+#��& 1 _

�©$'�5!-$'� : ��+
ï 〉
〉 ï

¿Ni � � ÝÜ$,+#!-��MOMN$,& Ç �5$ �F$,�-&�>.& 1®ÝÜ�5=^1®1?$'����&oÝÃ� �O1?$�@A&.�5$,�#!%$'&o�GL*MOLHMOLH�%S.�.�^+#MO$,&0_
¿Ni � � ÝÜ$�!%�%� U �*!%$'& Ç ��$�1?$'&��ELHMOLHMOLH�%S.�.�^+-M�> +

f
�"> +�ÝÜ��� �wJ�����$'�%$'& T'��$'�%$'&AíF&D>.�	�"=^+

; : : �5=^1?>.& ( Rn[T ]→ Rn[T ],
ÈÜL : $'�01?��$,+�1.�5$ � LH= � &.LHMO$FàHL*M � ���H1

≤ n : $'T,$'� U �.&.$*_ÝÜ$,+#!-��MOMN$,& Ç �5$
È���$,1?$,� �F$'�%&½> & 1®Ýã��=^1 / +-L�È��5$FäG�"& (N> & 1®JE$'CP$ V !,_
¿Ni�
 � ßÞ+�+#$,�

γ ∈ R
CP$B+X!¨(H$,ÈÜ]H�.=8!B_ J¨�"T'>o(*� : !E$,+E& � U � Ç �"!-T���_ "4(*$'& �H>o$'��&.$'&)�ELHMOL"�

MOLH�%S.�.�^+#M	> +
h ∈

�GL*M
(Rn[T ], R),

C 9 �E1?$,&®(H��=8!BI
h(T ν) = γν (ν = 0, 1, ..., n).�l�H+Ã�^+X!

h(p)
C 9 �E$'��& : $'=���$ : ��(H$B+ � L*= � &.L*M p ∈ Rn[T ]?ÝÜ$,+#!-��MOMN$,& Ç �5$ �F$,�-&0/.ÝÜ��=�10/ äG�"& ( /?JE$'CP$ V !Eà*LH& h.



ÝÃ���Xï ��� ������
 ��� ��� ��� � ���������������
	���
������

¿Ni�� � ßÞ+G+-$'��$'&
f, g ∈

�GL*M
(Kn, Kn)

MO�5!GCPLH=�(H$,& 1?$'&�ßQ��(H$,& + U �A��C�!-$,&0I
f(ej) ∈

+#SA�"&
(e1, ..., ej), g(ej) ∈

+-S �"&
(ej , ej+1, ..., en), (j = 1, ..., n)

�©$'= U �.$ � $,+#!%�"=5!G� � : $,&�1?��$
& � U � Ç �"!-T<��_ �NT'> f : T'È
_ g (*$'� � �-��(H$,& 6 �"!-��T'$'& ��©$'�5!-$'� : ��+
� 〉

〉 �

¿Ni � � â2$,�5(*$'& Ç ��$H/D1.�H3 Rn[T ]
> & 1

R
n+1 �^+#L*MOLH�%S.��+-�5& 10_ � : $,�-=�$'(*$'& Ç �5$¨+#� U � V L*& V �-$'!MO�5&A1?$,+#!-$,& +�T'ÈÜ$'� à*$'��+ U � �5$B1?$'&.$¨îX+-LHMOLH�%S.�.�^+#MO$,&0_

¿Nilm�� � � � 9 CP$'& Ç ��$�1?��$G��&41?$'&�àHLH�%��(H$'&OÝÜ$'�^+#S �5$,=5$,&41?$�@ & �5$,�#!%$'&4�GL*MOLHMOLH�%S.�.�^+#MO$,&O�H>?C
��&�WX$ V !-��à�/ +->.�wWX$ V !-��à2/ : � WX$ V !%�5à�_
¿NilmAm�� ßÞ+
+#$,�5$,&

γ0, γ1, ..., γm ∈ R
CP$,+#!
(H$'ÈÃ]"� =8!%$4â �"�.=�$'&0_ �����
$'� V =�]H�-$,&º$,�5&.$4; : ��=8�1?>.& (

f ∈
�GLHM

(Rn[T ], Rm+1)
& � U � Ç �"!-T
�<_ "41?>.� U ��1.�5$
Y[L*�%+ U �.�%�8C�!

f : T ν 7−→











γν
0

γν
1___

γν
m











, (ν = 0, 1, ..., n).

�PY[$,�-(*=5$,� U � $'& Ç �5$<ÝÃ� � � íÃâ�$'��(H$'& Ç ��$H/ 1 �"3
f
��&�WX$ V !%�5à½��+#!,/ Èã$,&.&

m ≥ n,

f
+->.�hWX$ V !-��à4�^+X!B/.ÈÜ$'&.&

m ≤ n>.& 1
f
$'��&�îX+-LHMOL*�-S.� ��+-M�> +ã�^+X!B/.Èã$,&.&

m = n.J�$'>?!%$'& Ç ��$<1?�5$F=�$�!%T�!-$<;E> +%+-�H(H$H_��LH& +#!-�%>.��$'�%$'& Ç ��$
��M K �H=5=�$
m = n = 2

1?$,&½��&DàH$,�%+-$'&½îX+#L*MNL*�-S �.��+-M�>A+
f−1.

¿Nilm?Á � �wK 9 � 6 �"!-�.$,MO�"!-� V $,��í!E� U �½ÝÃ��ï��^+X!G�GL*M
(Km, Kn)

$'��&
K
�¯Y[$ V !%LH�%�%�H>.M®_H�����G1?$�@A&.�5$,�-$,&��ELHMOLHMOL*�-S.� ��+#�

MO$'&
fµν ∈

�ELHM
(Km, Kn)

& � U � Ç ��!-T	�<_ "ÅMN�5!#!%$'=^+E1?$,� V �"&.L*&.��+ U �.$,&�ßÞ�5&.� $'�5!%+-àH$ V !%LH�%$'&1?>.� U �
fµν(eµ) = eν , fµν(ei) = 0

C 9 ���"=�=5$ i = 1, ..., m, i 6= µ (µ = 1, ..., m, ν = 1, ..., n.)

â2$,�5(*$'& Ç �5$*/ 1.�H3N1?��$,+-$ fµν

$'��&.$
ÝÃ�H+-��+Ãà*LH&®�GL*M
(Km, Kn) : �5=^1?$'&á_����$F+-$'� $'&o1?��$
& � U � Ç ��!%T
�<_ �	T,>.(H$,� � �%��(H$'& 6 ��!%�-��T'$,&

Fµν ∈ Kn×m
�"> + �â2$,�5(*$'& Ç ��$H/�1 �"3 Φ : fµν 7→ Fµν

$'��&.$,&�îX+#L*MNL*�-S �.��+-M�>A+
T'È��^+ U � $'&��GL*M
(Km, Kn)>.& 1

Kn×m
1?$'@ &.��$'�-!,_

ÝÜ$�!%�%� U �*!%$'& Ç ��$½1.�5$®�"=�=5(*$'MO$'��&.$,�-$ Ç �8!%> ��!%�5L*&0I U, V
+#$,�5$,&

m
� : T'È
_ n

��1?�5MO$,& +#��LH&A�"=�$
K
��Y[$ V !%LH�%�%]H>.MO$	MO�5!�ÝÜ�*+#$,& (u1, ..., um) : T'È
_ (v1, ..., vn).

JE$'@ &.��$'�%$'& Ç ��$4�GL*MOLHMOLH�-�
S.�.�^+-MN$,&

gµν ∈
�ELHM

(U, V )
1?>.� U �

gµν(uµ) = vν , gµν(ui) = 0
C 9 �G�H=5=�$ i = 1, ..., m, i 6= µ (µ = 1, ..., m, ν = 1, ..., n.)

â2$,�5(*$'& Ç �5$*/01.�"3o1?��$,+-$
gµν

$'��&.$4ÝÃ�H+-��+¨àHL*&©�ELHM
(U, V ) : ��=^1?$'&0/á>.& 1l1.�"3�CP$,�-&.$,�<1?>.� U �

Ψ : gµν 7→ Fµν

$,�5&®îX+-LHMOLH�%S.�.�^+-M�> +ãT'È��^+ U � $'&®�GLHM
(U, V )

>.& 1
Kn×m

1?$'@ &.��$'�-!GÈ��5��1 _
¿NilmDç � Y[$'�%�8@ T,�5$,�-$,& Ç �5$©�"& 1?$,& : �^+#� $'�%�5(*$'&�ÝÜ$'�^+#S.��$'=�$'& 1.�5$©JE��MO$'& +-�5L*& +#CPLH�%MN$,=Eà*LH&
Ç �"!-T
�<_����

f ∈
�GL*M

(U, V ) =⇒
�%(

f +
1?$�C

f =
1?��M

U.
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¿Nilm � � ßÞ+�+-$'�
A

$'��&.$
n × m 6 ��!-�%�57�/

F
$'��&.$4��&}à*$'�-!-��$'� : �"�%$ n × n 6 �"!-�%�87 _[â2$'��(H$,&

Ç ��$H/21.�"3 A
>.& 1

FA
1?$,& +#$,= : $'& Ç S �"=5!-$,&.���"&.(Å� � : $,&0_ � : $,�-=�$'(*$'& Ç ��$<T'> & ] U � +#!,/AÈ��5$	1?�5$

Ç S �H=8!%$'&©àHL*&
FA

�H> +%+#$,�.$'&0/�ÈÃ�H+¨& � U � Ç �"!-TO�<_ ï 	�1?�5$Å; :.: ��=�1?> &.( x 7−→ Fx : $,1.$'>?!%$�!>.& 1®+-$'�.$,& Ç �5$ : $'� Ç ��!-T<��_5��	N& � U �0_

¿Nilm � � J��*+Þî�&DàH$,�#!%�5$,�-$,&4àHL*& 6 �"!-�%�5T,$'&4MO�5!�� ��� 
 
 

� � �������2��ßQ=��5MO��& ��!%�5L*& V �"&.&½MO�H&
&D>.�G1?>.� U � � : $'&o$'�%=�$'�%&.$'& �?�E�5$,�E+#��& 1½$'��&®S �H�H�Ã;E&.�%$'(H> &.(H$,&0_

Ç ��& 1N1?�5$ÃCPL*=5(*$'& 1.$'& 6 ��!%�-��T'$,&	��&DàH$'�-!-��$'� : �H��>.&A1 /"ÈÜ$'&.&�W#�./�È���$G+#��$'�}!Q1?��$�î�&DàH$'��+-$ã�">A+ �

A =





1 2 3
4 5 6
7 8 9



 , B =





1 2 3
4 5 6
7 8 10



 .

�
B−1 $'7D�^+#!-��$'�-!,/

A−1 $�7?�^+X!%�5$,�#!�&.� U �}!,_ í

Ç ��& 1®1?��$¨Y[$ V !-LH�%$'&




1
4
7



 ,





2
5
8



 ,





3
6
9





>.& � : � ]"& (H��( /D$'�%T'$,>.(H$,& 1 /.ÝÃ�H+-��+ �

�l�H+Ã�^+X!B/.Èã$,&.&�È��5�G1?$,&®=5$'!-T�!%$'&o1?>.� U �




3
6
10





$'��+#$'!-T,$'& �
�©$'�5!-$'� : ��+

" 〉

〉 "

¿Nilm � � �G&}!-$,�%+-> U �.$,& Ç �5$N1?��$<CPLH=�(H$,& 1?$,& � =5$,� U �D>.&.(}+-+ � +X!%$'MO$ Fx = b
�H>?C Â�� + : �H� V $'�5!>.& 1 : $,+#!-��MOMN$,& Ç �5$
(*$'(*$ : $'&.$,&?Cw�"=�=�+��H=5=�$ Â�� +#>.& (H$'&á_

F := A
�H> +�ÝÃ�<� �?/

b :=





3
9
15



 ,
LD1.$'�

b :=





3
6
10



 ,
1?�5!-LOMO�5!

F := B
�H> +�ÝÃ�<���._

¿Nilm 
 � �y$,&.&º+-�5$<$B+G&.L U �o&.� U �}!E(H$'!%�H&o� � : $'&)+-LH=�=8!%$'&0/�1.�H&.&)+X!%> 1?��$'�%$'& Ç ��$�WX$'!-T�!
1.�*+ÝÜ$'�^+#S �5$,=0ÝÜ� " �
ßÞ+Q+-$'��$'&

a(t), v(t)
CP$B+X!%(H$,ÈÜ]H�.=8!%$�+X!%$�!-��(H$�K.>.& V !%�5L*&.$'& ∈ C0[0, 1]

_����5� : $'!-��� U �}!-$,&Å1?�5$; : : �5=^1?>.& (
f : C1[0, 1] −→ C0[0, 1] : u(t) 7−→ u′(t) + a(t)u(t).

� : $'�%=�$'(H$,& Ç ��$4T'>.&A] U � +#!,/�1.�"3 f ∈
�GL*M

(C1[0, 1], C0[0, 1])
>.& 1q+-LHMO�5! Ç �"!-T���_ ï "º�"&?�

ÈÜ$'& 1 : �"���^+X!B_J¨�"MO�8! V � &.& $'&�È��5�G1?��$
~�x ���A|.�Þa ë��"���<�H�P� ³ ���0���������w��¦��5¢*�P���h¶X£��"�?¢

u′(t) + a(t)u(t) = v(t),

: $,+ U �.�-$,� : $'&®1?>.� U �

�G���'�h�5�O���<�H���¨ëd���,�"�?¢.���)�?���G���5����¦������ � �����w¶X£��"�.¢ f(u) = v.

�����G$'�%� �"=5!-$,&��H=�+
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 ��� ��� ��� � ���������������
	���
������

�ág2{w�2a}r�x�c�� ����� � � �?���%£A¦?�B�d�G�P���B�H¦����©�}¦"�	�����Þ£.�P���N�.�h¶X£��<�"�������%�,�?¶X£����º���-£A�"�h�E�Å¦"�
¦����P�Eëd���,�"�?¢.���®���.°

´º¦"�©�?���,�w���O�4�
���5��� ë����,�"�?¢ u0 �D�������.£2���4�t¢?���2��� � �����w¶X£��"�.¢2°
f(u0) = v, �A¾ £á¾ u′

0(t) + a(t)u0(t) = v(t)

�"� ��¦"�5�P� ë����,�"�?¢.���y�D����£��t���B¢.���2��� � �P���h¶X£2�H�?¢
f(u) = 0, �A¾ £á¾ u′(t) + a(t)u(t) = 0

�"� ��¦?�.�H�P������¾
ßQ��&oÝã$,��+-S.��$'=¯I

u′(t)− 2u(t) = 2.K 9 � u0(t) ≡ −1
�^+X!

u′(t) ≡ 0,
1 _ �á_

f(u0)(t) = 0−2·(−1) = 2. Ç L*MN�5!á�^+X! u0(t) ≡ −1$'��&.$ Â�� +->.&.( _J��5$O�.L*MNL*(H$,&.$ � =�$'� U �D>.&.(�=��H>?!-$'!,I
u′(t) − 2u(t) = 0.

J¨��C 9 �¨�^+#!�+#� U �.$'� ũ(t) := e2t$'��&.$ Â�� +->.&.(A/A1.� ũ′(t) := 2 · e2t,
1 _ �0_

f(ũ)(t) = 2 · e2t − 2 · e2t = 0.
;E=�+-L�+-�5&A1o+#� U �.$'��"=�=�$

u
1.$'�EK LH�%M

u(t) := α · e2t − 1
MN�5! : $'=��5$ : ��(H$'M α ∈ R Â�� +#> &.(H$,&0_

6 �H& V �H&.&oT'$,�5(*$'&0/21.�"341?$,� �F$,�-&®àHL*&
f
!���!�+-] U �.=5� U �o1?��$�JE��MO$'& +-��LH&

1
� �"!,/ ÈÜLH���">A+

1.�H&.&�CPLH=�("!,/.1 �"3OÈ��5�G�H=5=�$ Â�� +#>.& (H$'&�(H$'CP>.& 1?$,&½�A� : $'&0_;G&A�"=�LH( V �H&.&�MÅ�"&½MO�8!�=��5&.$B�"�%$'&�J�� �2$,�-$,&*!%���H=5(*=5$,� U �D>.& (H$'&�� � �.$,�-$,��R���1?&D>.&.(�àH$'�-Cw�"�.��%$'&0/?$'!XÈÜ�
u′′(t) + a(t)u′(t) + b(t)u(t) = v(t).�G��$'��� ��!	1.$'���F$,�-&l1?��$�JE��MO$'& +-��LH&

2
>.& 1lMÅ�H&©$,�-�A]"=5!	ï�>.& � : � ]"&.(*�5(*$ Â�� +->.&.(*$'&l1?$'�

�.L*MNL*(H$,&.$'& � =5$,� U �D>.&.(A_ßQ��&oÝã$,��+-S.��$'=¯I
u′′(t) + 4u(t) = 2.

u0(t) = 1
2

�^+X!G$,�5&.$ Â�� +->.&.(O1?$'����&.�.L*MOLH(H$,&.$'& � =�$'� U �}> &.( /
u1(t) := U L*+ 2t,

> & 1
u2(t) :=

+-��&
2t

+-�5&A1	T,Èã$,�.>.& � : � ]H&.(H��(H$��P>.&A1Å1.�"MO�5!Q$'��&.$GÝÃ�H+-��+C 9 �E1.�5$tí Â�� +->.&.(*$'&�1?$'���.L*MOLH(H$,&.$'& � =�$'� U �}> &.( _.J¨�"MO�5!G=��H>?!-$'!E1?�5$
�H=5=�(H$,MN$,�5& $ Â�� +->.&.(
1

2
+ α U L}+ 2t + β

+-�5&
2t, (α, β ∈ R).

�©$'�5!-$'� : ��+
� 〉

〉 �

¿Nilm � � Ýã$'!-��� U �}!-$,&½È����G&.L U �.MÅ�H=�1?$,&o�5&)ÝÃ� �O> &*!%$'��+#> U �*!%$'&o�GL*MOLHMOLH�%S.�.�^+#M	> +
f ∈�GL*M

(Rn[T ], Rn[T ]),
1?$'�01 �H+0J�����$'�%$'& T'��$'�%$'& : $,È��5� V !,_BÝã$,&D>?!-T,$'&FÈ��5�á�5& Rn[T ]

��M �E� : ��=^1D�È���$
�5M ÝÜ��=�1.�%�H>.M 1?��$<ÝÃ�H+-$'&
BU := (1, T, T 2, ..., T n)

>.& 1
BV := (1, T, T 2, ..., T n),

+-L
� � : $,&�È�����$'��&.MÅ�"=01.�5$ V �"& LH&.�^+ U � $'&�îX+#L*MNL*�-S �.��+-MO$'&

ϕBV
:= ϕBU

: Rn[T ]→ R
n+1 : T ν 7→ eν+1 (ν = 0, 1, ..., n)

>.& 1 : $ V LHMOMO$'&®�"& 1?�%$'��+-$'�5!%+

f(T i) = (T i)′ = i · T i−1 =

i−2
∑

j=0

0 · T j + i · T i−1 +

n
∑

j=i

0 · T j , (j = 0, 1, ..., n).

Ç L*MN�5!G� �"! f
1?��$ 6 ��!%�-�57.1.�"��+X!%$'=�=5> &.( � &.LH!-��$'�-!�C 9 � n = 3 �

F =









0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0









.



ÝÃ�����

!G> &�ÈÃ]"� =5$,& Ç ��$F$�!XÈÃ�	C 9 � n = 3
�5&

Rn[T ]
1?��$<ÝÃ�H+-��+

q0(T ) := (T − 1)(T − 2)(T − 3),

q1(T ) := T (T − 2)(T − 3),

q2(T ) := T (T − 1)(T − 3),

q3(T ) := T (T − 1)(T − 2).

�PY[$,�-(*=5$,� U � $FÝÜY	�H�H_ í
Ç !%$'=�=5$,& Ç ��$ f

È���$,1.$'�Ã�"=^+ 6 �"!-�%�8741.�H�,/*ÈãL : $,� +#��$E$,�5&.MÅ�H=A&D>.� BU

/D1 �"&.&4&D>.�
BV

> & 1
+ U �.=5��$'3*=5� U � : $,��1.$�1?>.� U �41?��$G&.$,>.$�ÝÃ�H+-�^+[$'��+#$'!-T,$'&Å>.& 14àH$'�%�5@ T'��$'�%$'& Ç ��$E1.�H�%�H& Ç ��!-T¨�<_ ��� _

¿Nilm�� � î�M
R

3 : ��=�1?$,&o1?�5$ Ç S �"=5!-$,& u1, u2, u3
à*LH&

H =





1 1 1
1 2 3
1 1 2





$'��&.$<ÝÃ�H+-��+,_

Ç !%$'=�=5$,&)+#��$�1?��$�Y[$ V !%LH�%$'& x1 =





3
6
4





>.& 1
x2 =





1
0
0





1.�"�E�H=�+
x =

∑3
j=1 ηjuj

> & 1

: $'�%$ U �.&.$,& Ç �5$<1?��$ ��L}$�
ÅT'��$'&}!-$,& ηj .
� Ç ��!%T<�<_ � �}í

¿NiºÁ � � � $ : $'& Ç ��$�1?��$ 6 ��!%�-�57.1.�"��+X!%$'=�=5> &.(	à*LH&®�^1
R3 : $'T 9 (H=�� U �o1?$,� V �"&.L*&.��+ U �.$,&�> & 1

1?$,�Q�5&4ÝÃ��� �F&.LH!-��$'�-!-$'&ÅÝÃ�H+-�^+Q�"&0_HßÞ+Q(*� : !ãT'ÈÜ$'� 6 � (H=�� U � V $'�5!-$,&0_�����$G� ]"& (H$'&Å1?��$GT,> +-�HMN�
MO$'& ��©$'�5!-$'� : ��+
� 〉

〉 �

ßQ��&®S �H�H�ÃÝÜ$,��+-S.��$'=�$�C 9 �EK.>.& V !%�5L*& �"=�$HI
¿NiºÁ m�� ßÞ+Þ+-$'�

U = Km
/*�H=�+-L<1?$,�ÜäG�H>.M 1?$'�

(m, 1)
� Ç SA�"=5!-$'&Dà*$ V !-L*�-$,&0_�îX+X!Ã1.�"& & F :=

(f11, f12, ..., f1m)
$'��&.$

1 ×m 6 ��!-�%�57�/0+-L���+#!FC 9 �ÃWX$,1?$ Ç SA�"=5!-$ x =







x1___
xm






∈ Km

1.�*+

� �%L?1?> V ! Fx
1?$�@ & �5$,�#!Å>.& 1 =��5$'CP$'�-!Å$'��&.$

1 × 1 6 �"!-�%�87 /Q1?��$®È��5�Å& �"! 9 �%=�� U � MO�8!Å���.�-$,M
$'��&.T,�5(*$'&�ßQ=5$,MO$'&}!G��1.$'&}!-�5@ T'��$'�%$'&á_
!E� U ��1?$,&�CP� 9 � $'�%$'& � : $'�%=5$,(H>.&.(*$'&���+#!E1.�HMN�5!G1?>.� U �

f : Km −→ K : x 7−→ Fx

$'��&½�ELHMOLHMOL*�-S.� ��+-M�> +,/D1 _ �á_}� �5$,�Ü$,�5&½=5��&.$B�"�%$,+ÜK.>.& V !%�5L*& �"= �">.C Km
(H$,(H$ : $,&0_Dî�&½1?��$,+-$'M

Ç ��&.&.$
=��5$'CP$'�-![WX$,1?$,� (1, m)
â�$'��=5$,&}à*$ V !-L*�ã$,�5&oK >.& V !-��LH& �H=0�">?C Km.J��5$ V �H&.LH& ��+ U �.$'&oßÞ�5&.� $'�5!%+-àH$ V !%LH�%$'& ei (i = 1, .., m) : ��=�1?$,&)$'��&.$NÝÜ�*+#�^+

B
1?$B+

Km.�©$'(H$,&
eT

j ei = δij

+-�5& 1 +-LHMO�8!41?��$o1?>.� U � 1.�5$ºâ2$,�5=�$'&DàH$ V !-LH�%$'& eT
j (j = 1, ..., m)

(*$��
(H$ : $,&.$'&�K >.& V !-��LH& �H=5$O$,�5&.$4ÝÃ�*+#�^+FàHL*&

(Km)∗,
& ]HMN=�� U �y(*$'���H1?$O1?��$ÅT'>

B
1?> �H=5$ÅÝÃ�H+-�^+

B∗.� : $'�%=�$'(H$,& Ç ��$F$'��&.MÅ�"=¯/DÈ��5$ Ç ��$
1?�5$
1?>A�"=�$FÝÃ�*+#�^+ B∗
T'>�$'��&.$'��(*$'(*$ : $'&.$,&½ÝÃ�H+-��+

B =
(x1, ..., xm)

àHL*&
Km

�">?C[�"&A�"=�LH(H$¨�©$'�^+#$
1.�H�%+#!-$,=5=�$'& V�� &.&.$'&á_

�G�'¦D¶X£������ ¹ ���"° ³ �P� �0���5�P����µ��������������O�-��� ���.�h¶X£��Q�H�P� �á�"�.���w�P�t�2¦��P�G¦?�H­d�D��� Km «?����� �D���%�
ê��B�?��� �0���5�P����µt�������t�ã�5�P��­h���,�Þ���5� �0�"� �2�h�����A¦��h« �A¾ £á¾2�D��� (Km)∗ �H� �½�?����»E¦?�H���D��� (1, m) �
�0���5�P����µt�������t�������'�h�5�O�����®���"�<���^�G¦?�H­ �X���t���t����£.�P�<� �D�������5��¾
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	���
������

¿NiºÁAÁ � Ç $'� C := {f | f : R → R, f
+#!-$'!-��(

}. 6 �5!<1?$'&©S.>.& V !XÈÜ$'�^+#$O$,� V =^]"�-!-$'&lR�SA$'�
����!-��LH& $'&º�^+#!

C
$'��&©�-$,$'=�=5$,�¨Y[$ V !-LH�%���">.M®_�îX+X!<1.�H&.&

t ∈ R
(H$,(H$ : $,&0/0+#L V�� &.&.$,&ºÈ����<1?�5$

; : : �5=^1?>.& (
ϕt : C → R : ϕt(f) := f(t),1?��$�WX$,1.$'�E+#!-$'!-��(H$'&)K >.& V !-��LH& f
�"=^+-LÅ�5�.�%$'&®�©$'�-!��"&o1?$,� Ç !%$'=�=5$ t

T'> LH��1?&.$�!B/ : $�!%�%� U �*!%$'&0_ä�$ U �.&.$'& Ç ��$¨&A� U �0/?1.�H3 ϕt

$'��&�=���&.$,�H�-$B+ÜK >.& V !-��LH&A�"= �">?C C
�^+X!B/.1 _ �á_

ϕt ∈
�ELHM

(C, R) =
C∗. Ç LH= U �.$�K.> & V !-��LH& �H=5$�&.$,&.&}!QMÅ�"& � >.& V !#CP> & V !-��LH& �H=5$*_ Ç ��$G+#S �5$,=5$,&	$'!XÈÜ�¨��&O1.$'�Q(*$,+%�"MN�!-$,& !G>.MO$'�%� V $'��&.$
È�� U �*!%�5(*$
ä�LH=�=5$*_J��5$B+#$
K.> & V !-��LH& �H=5$ ϕt

T,>½à*$'��+ U � �5$B1?$'&.$,& Ç !%$'=�=5$,& ti
+#��& 1®+#!-$�!�+Ã>.& � : � ]"& (H��( I

Ç $,�5$,& t0, t1, ..., tn
(*$'(H$ : $,&0_.������1?$'@ &.��$'�%$'&®C 9 �¨�"=�=5$ i

+#!-$�!%�5(*$<K.>.& V !%�5L*&.$'& fi

1?>.� U �1?��$ � LH= � & LHMO$HI
fi(t) :=

n
∏

k=0,k 6=i

t− tk

ti − tk
.

6 �H&��%$ U �.&.$'!Ü=�$'� U �}!Ü&A� U �0/?1.�H3	+#!-$�!�+ fi(ti) = 1
> & 1

fi(tj) = 0
C 9 �G�"=�=5$ j 6= i

��+#!,_.J¨�"&.&
�^+X!GL �2$,& +#� U �}!-=�� U �

ϕtj
(fi) = δij .îX+#!	&D>.& ∑n

j=1 αjϕtj
= 0 ∈ C∗,

10_ �0_[1.�*+�!E>.=�=8CP>.& V !%�5L*& �"=¯/[1.�H+N�"=�=�$'&¸K >.& V !-��LH&.$,&
f ∈ C

1?$'&®�©$'�-!
0
T,>.LH��1?&.$'!,/.+-LNCPLH=�("!G+#S2$'T,�5$,=5=0C 9 � f = fi (i = 1, .., n) :

0 =





n
∑

j=1

αjϕtj



 (fi) =

n
∑

j=1

αjϕtj
(fi) =

n
∑

j=1

αjδij = αi.

J��5$B+ V �"&.&®� : $'��&D>.��(*$,+ U �.$'�.$,&0/DÈã$,&.&o�"=�=5$
αi = 0

+-�5& 10/ +#L?1.�H3N1.�5$
(ϕt1 , ..., ϕtn

)
=���&.$,�H�

>.& � : � ]H&.(H��(N+-��& 1 _J¨�"MO�8!<(*� : !<$,+<�H=�+-L®�5&
C∗ : $'=��5$ : ��(o(H�%LH3H$N$'&A1?=5� U �.$Å=��5& $,�"�
> & � : �A]"&.(*�5(*$OKA�"MO��=5��$'&0_!E� U ��J�$�@ &.�5!-��LH&�>.& 1 Ç ��!-TÜ�<_ " �ÜM	>.3�1 �"&.& C

+#$,= : +#!�+ U �.L*&
>.&.$'&A1?=5� U �?��1?��MN$,& +-�5L*& �"=}+#$,�5&0_J�$'&.&
ÈÃ]"�%$
C
$'& 1?=�� U �?��1.�5MO$'&A+#��LH& �H=h/�+-LG�"> U � C∗

>.& 1
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C∗ V � &.& $'& È��5�O$'��+#!O+-S ]�!%$'�OMO�8!��E�5=5CP$o1?$'�
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