
�����

� ���
	�������������������
����� �"!$#%�'& ��(*)+��,-�.#%/10 #%��23/546��#3/1�6782%/9!*:�&<;1�.#=� �.;?>A@82%B',-�C7D;+,-�.#E)+���GF8,-�.�H( )1B��.�I!*#=������;+J$B���( �
K �L7D(</NMO�
)�7D2%2PFQ��#%� ��RTS8UQ2=2%# K 7D�<V*�.;1�.�"MW7X)+��;+#%782PFHV*#%�?YZ��R[7D�-V"7D�<V ��;+�./?\^]<;6!$#%��& �.; K �./5)1�.2=2=)&<7D)._`�a�.� �a!$#%�cb9&$d*/1#=J�@*V*��;�eLJ8@Q� @8RI#%��,-��)1;+��#%,-�.�GFf,-�C/1:�& ;+��#%,`���g!$#%�hV*#%�h78�gV*�.;Li�7D)1( ;
@*V*��;6#%Rj�k#%;1)+/+:�&<7X\l)�/52%��,`���"B.(m,`��@Q,<78:�&H)1�.�<V*�.�[b9&<nD�<@8RI��� �L#=�oV*��;�!$0 ;�78:�&<��V*��;6MW7X)+& � �
R[7X)+#=Jf_Xp�#%� � ,*YZ��JH)+�8FXV*#%��!*#=�',`�./+:�& ;1�.#=,`���qFC(<�<VhV #=�'>A#%2E\r/1RI#E)1)1�.2PFDRI#=)9V*��� �.�I!*#=�'7D;+,-�.#E)+���GF
/1#=�<V K ;+( �<V S8��;�/+:�& #=�CV*���<��;si�7X)+( ;C_ut��<Vv#=�IV*�.;9MW7X)+& ��R[7X)+#=J w�>�#=�.;9/5#%�<V � ,*YZ��JH)+�6(<�<VIxA; �
,`��#=)+/1Rv#=)5)+��2$S8@Q��0 ;+#=� B.#=0<#=�.2=2 K 2%��#3:�& ��;qx�;5)C_.�k#%;�\^@8;+Rv�.�yV*( ;�:�&�( �</1��;zp��.� J8�.�c{6� K ;+#=|`�9(<�<VS8�.;1J$�$] 0*\^�.�[/5#%�AV*( ;�:�&h(<�</5�.;}pL��� JQ���G_H>A#%��;+#=�I2%#=� K )}V 7Q/?b9;+@8, 2%��R�F8V 7Q/9V*�.�Ix��*\r7D� K YZ�.V*�.�MW7D)1& �.RI7D)1#%J*/Z)+(<V*#%( R[/A/5@"/+:�&$4N�.;'RI7Q:�&H).~-!$@Q2%78� K �y!$#%��J8�.#=�<��RI7D)1& �.R[7X)1#3/+:�& ��� � ,*YZ��JH)+�
/1��2%,</Z) K �.V 7Q:�&Q)6&<7D,`���qF*Ju78� �o#%:�&O!$#%���<#%:�&H)�2=�.& ;+����V<7DRI#E)A(<RvB.( K �.& ���qF$78,-�.;A/5@Q2%78� K ��!$#%�� #3:�&H)�RI#E)�RI7D)1& �.R[7X)1#3/+:�& ��� � ,*YZ�.JQ)+���O( R K ��& �.�OJ8U8�<� ���GF-V*;1@Q& ���O{6� K ;1#=|f�8F<V*#%�c#3:�&�S8@Q;
!$#%��& #%�</Z)+��2%2=��&<@8& 2%��i�7DRI�.�oB.(�,<2=�.#=,`���G_

xA(-/AV*#%�./1��;�/+:�& ��#%�$,<7D;+���O!*7Q:�J K 78/+/5��46��;�V*��#%:�&�( �-/�V 7QV*( ;�:�&�& �.;+78(</5\^] & ;+���GF<V<7D�I4�#=;
B�(<�<n8:�&</5)��
)Z4'78/�7D�<782=dH)1#3/+:�& �v���.@8RI�
)+;1#%�h#%�aV ��;��9,`��� �I( �<Va#%R��A7D(<R�,-��)1;+��#%,-�.�G_��k#=;
K �.& ����V 78,-�.#9S8@Q����#%� ��R��<7D#%S8�.���?�.;+/5)+n8�<V*� #3/�S8@Q��V*��� � ,*YZ�.JQ)+����V*�.;h����@QRv��)1;+#=�"78(</.F
,`���$(*)1B.������2%��RI�.�Q)�7D;+�I! :�& ;1�.#=,$46��#3/5�.�aV*�.;�MO��� K ��� 2%��&<;1�I( �<V�V*#%�[����� �H)+� #%/�V ��;�;+����2%2%���
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R ¦W§©¨ R ª5«%¨�¬WQ®?¯°«�±?²z¯°³�´ µr«^¶u¨`¯°¨�¯°³1·$¸l¹X³CµZº�» ¯�¨-´D¨ ¨fµ¼ ¬ ¬8«¢µr«^¶u¨W½ + ¾N¿8¨�¬LÀ�¿D¸¢µr«Á²f¸%«=·D´ µr«^¶u¨O½ · ¾.ºQ¬<¿8³�ÂZÃ[¬8«^¯*Ä
¯X®?¯°«=¸3ªqQ®?¯°«8³
¯�¯°¸=¸^¯�¨hÅ�´DÃ ¸^¯�¨h¯�«%¨`¯'¬8³1«¢µ5µ©¯Cº
¯XÆ*¯�¨Ç¬$¯�³
¯�¨�Èf¿DÉIÉm¯h¶ ¬$¯°³c¬$¯°³°¯°¨WÊ9³
¶ ¬<¿D·fµ}Q¿X»*¯.¶u³.¬8¨`¯uµL®?«=³.¬-Ë`Ì`¯°³1¨`¯°³�»H«¢Æ µ'¯°ªL«%¨ R Q®?¯°«
´*¿QªZ» ¯�u¯°«rÂZÃ<¨`¯uµ©¯yÍ}¸l¯°É"¯°¨fµÎ¯ 0 ¿8¨�¬ 1, ª°¶ ¬H´XÏ�Ð©ÑD³I´X¸%¸l¯ x, y, z ∈ R ¬8«^¯vÐP¶u¸=»*¯°¨�¬$¯°¨�Ò�¯+»*¯°¸=¨
»*¯°¸Pµ©¯�¨qÓ
ÒyÔQÓ + «3ª�µ}´8ª1ª°¶ Â1«l´*µr«¢ÕHºf¬-Ë Ã�Ë (x+ y) + z = x+ (y + z).

Ò�Ö<Ó 0 «3ª.µ?¨`¯u¿ µP³�´D¸l¯
ª6Í9¸l¯°Ém¯�¨fµ�Æ*¯�
»H¸¢Ë +, ¬-Ë ÃqË x+ 0 = 0 + x = x.

ÒL× Ó'Í9«=¨G¬$¯u¿ µP«E» ¯�ØsÙXªCÆ8´X³+·$¯°«Pµ?ÕX¶u¨gÚ'¸^¯�«PÂZÃf¿D¨*»*¯°¨�º<¬`Ë ÃqË°Ä
¯u¬$¯�Ú'¸^¯�«PÂZÃf¿D¨*»"¬$¯°³ ¼ ³.µ x+u = y
Æ$¯
ª5«¢µrQµs»*¯�¨`´*¿"¯�«%¨`¯LØzÙXª.¿D¨*» u ∈ R. ÛW«=³hÆ$¯°u¯�«PÂZÃ ¨`¯°¨Oª5«^¯�Év«¢µ u := y − x.

Ò�Ü<Ó + «3ª�µ?·*¶uÉIÉm¿ µÎ´*µP«PÕHºf¬-Ë ÃqË x+ y = y + x.

Ò�Ý$Ó · «%ª.µ}´Dª+ª�¶ Â+«3´ µr«¢ÕQºf¬-Ë ÃqË (x · y) · z = x · (y · z).
Ò�Þ$Ó 1 «3ª.µ?¨`¯u¿ µP³�´D¸l¯
ª6Í9¸l¯°Ém¯�¨fµ�Æ*¯�
»H¸¢Ë ·, ¬-Ë ÃqË x · 1 = 1 · x = x.

ÒIßuÓ'Í9«=¨G¬$¯u¿ µP«E» ¯�ØzÙDª.Æ8´D³1·*¯�«¢µ'Õu¶u¨�Ú'¸^¯�«PÂZÃ`¿8¨*»*¯°¨�ºG¬-Ë ÃqË�Ä
¯u¬$¯IÚ'¸^¯�«PÂZÃ`¿8¨*»O¬$¯�³ ¼ ³.µ x · u = y
Év«¢µ x 6= 0 Æ*¯°ª1«PµP8µs» ¯�¨-´ ¿[¯°«=¨`¯�ØsÙXª.¿D¨*» u ∈ R. ÛW«=³yÆ*¯�X¯�«PÂZÃ ¨`¯�¨Oª1«l¯�ÉI«¢µ u := y

x
.

ÒLà Ó · «%ª.µ?·$¶XÉvÉ�¿ µ¢´ µr«¢ÕHº�¬-Ë Ã�Ë x · y = y · x.
Ò�á$Ó�ÌNÑ8³yÆ$¯°«r¬$¯I±?²s¯�³°´*µP«l¶X¨`¯�¨o8¿Qª+´DÉvÉm¯°¨m»H«=¸¢µ6¬8«l¯�âL«3ª�µP³1«ÎÆ*¿ µP«PÕu«¢µ¢¹*µ5ºG¬-Ë ÃqË

(x+ y) · z = x · z + y · z
x · (y + z) = x · y + x · z.

ÒyÔXã$Ó'â�«^¯vÆ$¯°«r¬*¯�¨�¨`¯u¿<µr³°´X¸^¯�¨oÍ9¸l¯°Ém¯�¨fµÎ¯�ª1«=¨G¬�ÕX¯�³�ª
ÂZÃ<«l¯u¬$¯�¨qË
äo�r�O�Lå}�$���Oæz��çkçz�Hè

R2

����,`���[4�#%;9#%�"V*��;}�9,-�.� ��B.4N�.#<�L@H@Q;+V #=�<7D)1�.�<78:�&</1���hS8@Q;.FD782%/1@�B�46��#-���.;+7QV*���qF8V*#%�A7D(*\^�.#=� �
7D�-V*��;�/1���<JH;+�.:�&H)A/5)1��&<����( �<VvYZ�.4N�.#=23/���#%� �c!$JX782%7[78(</�;+����2%2%���g�f7D&<2=�.�m)+;+7 K ���qF 4N@Q,-�.#GV*��;!*:�& �<#E)1)10 ( �<JQ)}YZ��46��#%2%/'B.( ;�iA(<2=2 K ��& UQ;1�QF /5@IJQU8� � �.��4�#%;�#%��V ��;A,`��JX7D�<�Q)+��������#3/5�'YZ�CV*��R
b9( �<JQ)

X
V*��;��9,`��� �a��#%�é�f7D& 2%���<0<7878;

(ξ1|ξ2)
B�( @Q;+V*�<���GF946@D\^]<;m4�#%;aê^��)Z467Q/"/+:�& 2%78R �

0 # KHë �.#=�*\r7Q:�& X = (ξ1|ξ2)
�<@D)1#%��;+���q_H�`( Rì!*:�& � #=)5)+0 ( � JH)NV ��;}�L@$@8;�V*#=�-7X)1�.�<78:�&-/5�.� K �.& U8;1)V 78� �OV*��;Ai�( 2=2%0 ( �<JQ)A@*V*�.;A7D(<:�&��L@H@Q;+V #=�<7D)1�.�H(<;+/10 ;+( � K O = (0|0).
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�9#%� ����b9\^��#%2
x
FzV*��;�SQ@8R tA;�/50 ;+( � K O B�(��.#=� �.R�b}( � JH)

X
B.��# K )CFG� ���<� ����4�#%;cV*�.�

� ;1)+/1S8��JH)+@8;}RI#=)�!$0 #=)1B���#%�
X.

!$@Q2%:�& � � ;1)+/1S8��JH)+@8;+���[JX7D� ��R[7D�m�$( �o7D(*\q\^@82 K ���-V*�L����#3/1�
78V<V*#=�.;1�.��,<B�4�_ ( �-V�RI#=)A��#%� ��;L��7D& 2�Rh( 2E)+#=0<2=#%B�#%��;+���G~
äo���s�z�^�.�P¥-���O��� ���m�$�u z���$�����r�I�Ièu�C��£`�Q���C¥<èX�$� ¦�Åz®?¯°«�±6³CµPª.Õu¯°·fµÎ¶u³
¯�¨ x, y Æ$¯
ª�µP«=É �
Ém¯�¨¤¯°«=¨ Ê9´X³°´X¸%¸l¯°¸l¶u»Q³°´XÉIÉoº9Õu¶u¨ ¬*¯�É ¬8³
¯�«6Í�ÂZ·$¯°¨k¬<¿D³.ÂZÃ ¬$¯�¨"!q³�ª¢²�³.¿D¨ » O, ¬Q«l¯�ÈD²f«¢µrX¯
X = (ξ1|ξ2) Õu¶X¨ x ¿D¨�¬�¬8«^¯[ÈD²f«¢µrX¯ Y = (η1|η2) Õu¶X¨ y »*¯�»*¯XÆ*¯�¨�ª1«=¨G¬-Ëqâ�¯�¨�½¢Õu¶u¨ O ¾
¨-´*ÂZÃ ¬$¯�³�ÕC«^¯�³CµÎ¯°¨�Í�ÂZ·$¯Iu¯�«=»*¯°¨�¬$¯°¨ ±6³.µ¢ª�ÕX¯�·fµÎ¶X³�¨`¯�¨ ¨f¯�¨k®?«%³"¬8«^¯"Èf¿8ÉvÉm¯OÕu¶u¨ x ¿D¨�¬ y
¿D¨�¬WÆ*¯�X¯�«PÂZÃ ¨`¯�¨�«%Ã ¨�ÉI«Pµ x+ y. È<¯�«%¨`¯�ÈD²f«¢µrX¯L«%ª.µ'¬$¯°³�ÊA¿D¨ ·fµ (ξ1 + η1|ξ2 + η2).§Zª.µ x ¯°«=¨�±6³.µ¢ª�ÕX¯�·fµÎ¶X³9ÉI«PµsÈD²f«¢µru¯ X = (ξ1|ξ2) º λ ∈ R ¯°«=¨f¯'³
¯�¯�¸%¸^¯AÅ�´XÃ<¸rº*ª�¶[Æ$¯°u¯�«PÂZÃ ¨`¯
λx ¬$¯�¨ ±6³CµPª.Õu¯°·fµÎ¶u³�ÉI«¢µLÈD²f«¢µrX¯ (λξ1|λξ2). ÛW«=³y¨f¯�¨ ¨`¯°¨�«=Ã<¨ ¬H´Dª λ− Ðr´$ÂZÃ`¯�ÕX¶u¨ x ¿D¨G¬
Æ*¯�u¯°«rÂZÃ<¨`¯�¨�«=Ã<¨aÉI«¢µ λ · x, ®?¶ Æ$¯°«N¬*¯�³ · Ém¯�«3ª�µ�¿D¨fµÎ¯°³�¬8³CÑ*ÂZ·fµ�®?«=³.¬-Ë λ · x «3ª.µA¯°«=¨$#`¯�·fµ©¶u³.º
¬$¯°³O¿DÉ ¬$¯°¨¤Ì`´X·fµÎ¶X³ |λ| »*¯�»*¯�¨fÑ<Æ*¯�³ x » ¯°ª.µr³
¯CÂZ·fµ�«3ª�µI¿D¨G¬¤¬*¯�³[«%É Ì-´D¸=¸^¯ λ < 0 «%¨é¬8«l¯
¯�¨fµr»*¯+» ¯�¨*» ¯°ª°¯uµP8µÎ¯�Ò�«PÂZÃfµ5¿D¨*»O®9¯�«3ª�µ+Ë

â�¯�¨&%y¿D¸%¸¢Õu¯�·fµ©¶u³'ÉI«Pµ}ÈD²�«PµPu¯ O = (0|0) Æ$¯°u¯�«PÂZÃ ¨`¯°¨�®?«=³�ÉI«¢µ 0.

MO#=)c��2%��RI�.�Q)�7D;+��� K �.@8RI�
)+;1#3/1:�&<���('A,`��;+2=� K ( � K ����JX7D� ��R[7D��V 78� ��\^@82 K �.�<V*�.��! 7X)1B[,`� �
46��#3/5�.�G~
) �*�+*g�O�-, ÌNÑ8³L´X¸%¸l¯v±6³CµPª.Õu¯°·`µ©¶u³
¯�¨ x, y, z ¿D¨G¬"´D¸=¸^¯�³°¯.¯�¸%¸l¯°¨OÅG´XÃ ¸^¯�¨ λ, µ » ¯�¸¢µÎ¯°¨
#6ÔQÓ + «3ª�µ}´8ª1ª°¶ Â1«l´*µr«¢ÕHºf¬-Ë Ã�Ë (x+ y) + z = x+ (y + z).

#sÖ<Ó 0 «3ª.µ?¨`¯u¿ µP³�´D¸l¯
ª6Í9¸l¯°Ém¯�¨fµ�Æ*¯�
»H¸¢Ë +, ¬-Ë ÃqË x+ 0 = 0 + x = x.

#?× Ó'Í9«=¨G¬$¯u¿ µP«E» ¯�ØsÙXªCÆ8´X³+·$¯°«Pµ?ÕX¶u¨gÚ'¸^¯�«PÂZÃf¿D¨*»*¯°¨�º<¬`Ë ÃqË°Ä
¯u¬$¯�Ú'¸^¯�«PÂZÃf¿D¨*»"¬$¯°³ ¼ ³.µ x+u = y
Æ$¯
ª5«¢µrQµN» ¯�¨-´ ¿�¯°«=¨`¯hØsÙXª.¿D¨*» u. ÛW«%³IÆ*¯�X¯�«PÂZÃ ¨`¯°¨�ª1«l¯yÉI«Pµ u := y − x ¿D¨�¬�¨`¯°¨ ¨`¯�¨
¬8«l¯
ª�¬8«^¯�â�«-.�¯°³°¯°¨ I¬$¯°³c±6³.µ¢ª�ÕX¯�·fµÎ¶X³°¯°¨ y, x.

#sÜ<Ó + «3ª�µ?·*¶uÉIÉm¿ µÎ´*µP«PÕHºf¬-Ë ÃqË x+ y = y + x.

#}Ý$Ó · «%ª.µ}´Dª+ª�¶ Â+«3´ µr«¢ÕQºf¬-Ë ÃqË (λ · µ) · x = λ · (µ · x).
#}Þ$Ó 1 «3ª.µ?¨`¯u¿ µP³�´D¸l¯
ª6Í9¸l¯°Ém¯�¨fµ�Æ*¯�
»H¸¢Ë ·, ¬-Ë ÃqË 1 · x = x.

Í}ª'» ¯�¸¢µÎ¯°¨g¬8«^¯�âL«%ª.µr³+«¢Æ ¿ µr«¢ÕC»*¯°ª°¯uµPu¯
#�ßuÓ λ · (x+ y) = λ · x+ λ · y,
#?à Ó (λ+ µ) · x = λ · x+ µ · x.
�k#%;�&<78,-�.�WV 78/A�A�.:�& � �.�ORI#E) � ;1)+/1S8�.JH)1@8;+����,-�C/1:�&<;1#%��,`���GF-4N@Q,-�.#q7D23/1@[�<78:�&o\^�./5)1�.�W��� �
K �.2=�y78(</q/1@823:�& �.���?�.JH)1@8;+���qF.V�_ &G_Cb?\^��#%2=�.�y#%�cV*��;��9,`��� �QF.� �.( �}�?�.JH)1@8;+��� K ��R[78:�&H)G46��;�V*���qF
, B.4�_C78(</q�.#=�<��;s��7D& 2H( �<V��.#=�<��R��?��JH)1@Q;��.#=�c� ��( �.;��?�.JH)1@8;C_.pL#%�./1� � 0`��;�7X)1#%@8�<����S8�.;1237D( \^���
V 78,-�.#q/5@-F V 7D�I4�#%;A/5#%� K 78� B�@8& �<� K ��@QRv��)1;+#%/+:�& ��xA�</+:�&<78( ( � K V*( ;�:�&*\^] &<;1�.��JQU8� � �.���H(<;
7D2%2%��#%�v78(</sV*��;?�����<�Q)+� #3/?V*��;?�L@8RI0-@Q� ���H)+���hV ��;9!$0 #=)1B.��� � b9( � JH)+�AV*��;s,`�
)1�.#=2%# K )1�.�I�?��JH)1@ �
;+���GF$V�_ &G_$S8@8���f7D& 2%��� � b?7878;1�.�G_8p�7D� ��J8UQ� � ���m4�#=;'7D,`��;'V*#%������@QRI�
)1;+#%� K 2%��#3:�&"46� K 2%7Q/1/1���( �<V�V*#%;+��JH)�Rv#=)��f78& 2=�.� 0<7Q7D;+���m;+�.:�&<� ���G_ pL#%�./'\^] &<;5)A( �-/�B�( R /5@ K _ R2 :

äo���s�z�^�.�P¥-���O�0/ �Zäo�Qè
R2 ¦aÀO«¢µ R2 Æ$¯°u¯°«rÂZÃ`¯°¨�®?«%³'¬8«^¯6Àa¯�¨ »*¯6´X¸%¸l¯°³s»*¯.¶u³.¬8¨`¯uµ©¯�¨hÊ?´Q´X³
¯

Õu¶X¨�³
¯�¯°¸=¸^¯�¨WÅ�´DÃ ¸l¯°¨qÓ
R2 := {x = (ξ1, ξ2) | ξi ∈ R, i = 1, 2}

â�´Dª'Ê9´8´D³ (0, 0) ®?«=³.¬IÉv«¢µ 0 Æ$¯°u¯�«PÂZÃ ¨`¯Xµ�¿D¨�¬[Ã`¯°«=Ï-µ1%y¿D¸%¸l¯°¸l¯°Ém¯�¨fµZº<ÐP¯°³1¨f¯�³yÆ*¯�u¯°«rÂZÃ<¨`¯
e1 := (1, 0), e2 := (0, 1).

ÛW«%³L¯�³+·H¸l¹X³
¯�¨�8®9¯�«}±?²s¯�³°´*µP«l¶X¨`¯�¨qÓ¼ ¬ ¬8«¢µr«^¶u¨(2jÓ<Åz¿ x = (ξ1, ξ2) ¿8¨�¬ y = (η1, η2) ∈ R2 ª°¯�«
x+ y := (ξ1 + η1, ξ2 + η2) ∈ R2.
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À�¿D¸¢µr«Á²f¸%«=·D´ µr«^¶u¨�ÉI«Pµ λ ∈ R : Åz¿ x = (ξ1, ξ2) ∈ R2 ¿8¨�¬ λ ∈ R ª°¯�«
λx := λ · x := (λξ1, λξ2).

p�7X\^] ; K #=2=)
) �*�+*g�O��� ÌNÑ8³'´D¸=¸^¯ x, y, z ∈ R2, λ, µ ∈ R »*¯°¸Pµ©¯�¨O¬8«^¯'«%¨�È ´ µrI±�Ë ×�¨f¶$µr«^¯�³CµÎ¯°¨mÒL¯�»*¯�¸%¨(#6Ô
ÆX«3ª #?à Ë
�v���h�H�P�8~6����� � K 2=�.#%:�&�V 78/�782=2%�./�S8UQ2=2%# K /5#%RI0-�.2y7D(</+/1#=�.&Q)CF6/1@82%2=)1���é4�#=;OV 7 V*@*:�& ��)Z467Q/
,`��46��#3/5�.�a( �-VgB.4678;.F`#=�-V*��R�4�#=�I46�.V*�.;�V #=�"����@QRI�
)1;+#%�h� @*:�&a( �</1��; K �.� ��;+��2%2%�./L�k#%/+/5�.�
] ,`��;y�f7D&<2=�.�O,-�.�H( )1B��.�GF�/5@Q�<V*�.;1���$( ;�V 78/.F<4'78/�4�#=;L#=�gV #=�vp����<� #=)1#%@8� K ��� @QRIRv�.�O, B�4�_
#%�
	-7DJH) � _ � ] ,`��;yV*#%�[;1�.��2%2=�.���f78& 2%���

R
7D����� K ��2%�a�<#=�CV*��; K �C/1:�& ;+#%��,`���W&<78,-�.�G_qp�7DRI#=)

��;+&<n82E)�R[7D��V 7D�<��V #=�c��] 2=)1# K JQ��#=)�S8@8�o� � /1@<~
�}/�/1��#

x = (ξ1, ξ2), y = (η1, η2), z = (ζ1, ζ2).
p�7D�<�o#3/5)

(x+ y) + z = (ξ1 + η1, ξ2 + η2) + (ζ1, ζ2)
�<7Q:�&opL���-� #E)+#=@Q� � _ �

= ((ξ1 + η1) + ζ1, (ξ2 + η2) + ζ2)
�<7Q:�&�pL���<�<#E)+#=@Q� � _ �

= (ξ1 + (η1 + ζ1), ξ2 + (η2 + ζ2))
�<7Q:�&�� �

= (ξ1, ξ2) + (η1 + ζ1, η2 + ζ2)
�<7Q:�&opL���-� #E)+#=@Q� � _ �

= x+ (y + z).

pL��;Ai�7Q:�&$4N�.#%/'V*�.;�4N�.#E)+��;+������� K ��2%��7D( \sV*#%��/5�.2=,`�yMO��)1& @*V*��/1��#G7D23/ 'A,<( � KIK �.2%7Q/1/1���G_
�pL#=�C/5�.;�{6��46��#3/�4�#=;�V�©&<� ���g\^( ;+:�&H)+,<7D;�0`�.V 78�Q)+#%/+:�&gSQ@8;+J8@QRvRI�.�G_-x�,-�.;�Mg7X)1&<��R[7X)+#=J

S8�.;1237D� K )}�.#=� R[782PF*V 78�cR[7D�o/5#3:�&",`��#$YZ�.V ��R !*:�& ;+#=)5)�V 7D;+] ,`��;'���.:�& �.�</+:�&<7X\l) K ��,`����JX7D� �GF
4'7D;+( R R[7D�I#%& �I)1(<�"JX7D� �G_$�`( RT7D�<V*�.;1�.�IB���# K )N( �</9V*#%�./.F84'78/94�#=;9�.# K ���H)12%#3:�&v,<;+78(<:�& ���qF( R V #=����] 2=)1# K JQ��#=)9V*��; K �.�<7D�<�Q)+���I��� K ��2%�h/1#%:�&<��;sB�([/5)1��2%2%���G_Dt��<VhV<78/s#3/Z)9V*�.;9xA(</ K 78� K / �0 ( �<JQ)�B.(g�?��;�7D2%2 K ��RI�.#=� �.;1(<� K �.�GF`V #=�I( �</�] ,`��;+&<78( 0*)���;�/Z)�B�(�V*����#%�aV*�.;�Mg7X)1&<��R[7X)+#=J
( �<Vo�.,-�.�</5@I#%�OV*���OxA�$46���<V ( � K �.�o/+78:�& K ��R[n8�8����{N� K ;+#E|�/1, #=23V*( � K ����\^] & ;+����JQU8� � �.�G_

�`( �-n8:�&</5)AS8�.;146���<V ���o4�#=;�V*#=�c�H(<�W/1:�& @Q��,-�.#�V*�.� � ;5)�/5SQ��JH)1@Q;1�.�m#%�gV*��;��9,-�.� �c(<�<V
,`��#qV*�.�g�f7D& 2%���<0<7878;1�.� K ��\^( �<V*�.� � K �.Rv�.#=�-/178Rv�y!H)+;1(<JQ)+( ;'\^] ;�\^@Q2 K ���<V �
äo���s�z�^�.�P¥-���O���¤�

R ��� �H���.¥-èuèX� æ� ¦WÍ}«=¨`¯?É"´*µrÃf¯�É"´*µP«%ª�ÂZÃ`¯?ÈfµP³.¿8·`µ1¿D³ V, «=¨I¬$¯°³s¯°«=¨h´ ¿8ª �
»*¯°u¯°«rÂZÃ ¨f¯uµÎ¯
ª'Í9¸^¯�Ém¯�¨fµ 0 »*¯�»*¯DÆ$¯°¨�«3ª�µ5º-ÐP¯°³1¨`¯°³L¯�«%¨`¯I±?²s¯�³°´*µr«^¶u¨�� ¼ ¬ ¬8«¢µr«^¶u¨��c½ 26¾c¿D¨G¬m¯°«=¨f¯
±?²s¯�³°´*µr«^¶u¨��cÀ�¿D¸PµP« ²�¸=«%·D´*µr«^¶u¨ ÉI«Pµ�³°¯.¯�¸%¸l¯°¨¤Å�´DÃ ¸l¯°¨���½ λ· ¾"¯°³1·$¸l¹X³Cµ�ª5«%¨�¬ º9ª°¶ ¬H´XÏ�¬$´XÐ©ÑD³�¬8«^¯
ÒL¯�»*¯�¸%¨ #'ÔhÆX«3ª #?àh´*¿8ª'È ´*µPv±�ËÁ×�» ¯�¸¢µÎ¯�¨GºHÃ`¯°«=Ï-µ?¯°«=¨�� #`¯°·fµÎ¶u³+³°´*¿DÉ Ñ<Æ*¯�³L¬$¯�¨�³°¯.¯�¸%¸l¯°¨oÅ�´XÃ �
¸^¯�¨��ÎË
!$@Q2%:�& ���?�.JH)1@8;+;�nD( RI���c4�#=;946��;�V*�.�v/1#=�A78(<:�&I� @*:�&I] ,-�.;}7D�-V*��;+���"�f7D&<2=,`��;+��#3:�& ���I7D23/9V*�.�
;+����2%2%�����f7D& 2%����,`�
)1;�78:�&H)+�����O(<�<V�V*#=���1/+:�& U8� �.���vx�, #=23V*( � K ����B.4�#%/+:�& ����#%& � ���qFG, #%2%V*�.�
V*�.��4N�C/5�.�H)12%#%:�& �.������;+�ÇV*#%�./1��;h�?@8;+2=�C/5( � K _z!*#=�o/Z)+��& �.��#=R >�#=�H)+��; K ;+( �<V�F�4N�.� ���./h( R
ê K ;1@Q�8� ë 2%#=� �C7D;+�v��2%��#3:�&$( � K /+/1d$/5)1�.RI� K �.&H).Ff4N�.� �g4�#%�v#=��V*��;�b9&$d*/1#=JO,`��#}!*:�&$4�#%� K (<� K / �0 ;+@8, 2%��RI�.�GF-#%�aV ��;yeLJ8@8�<@8RI#=�c,-�.#z��78:�&-/Z)+( R[/50 ;+@8B.�./+/5�.�GF<2%#%� �.78;1�vp�#=|`�.;1�.�H)1#37D2%@80`��;�7X)1@ �
;+���m#%R !$0 #%��2�/1#=�-V�F*,-�.#�V*��;�xA(-/ K 2=�.#%:�&</1;+�.:�& �$( � K ��,`���</1@c4�#%�L,`��#�2%#%� �.78;1�.; � 0*)+#=RI#%��;+( � K _{62=�.#=,`����4�#%;y7D,`��;�B.( �<n8:�&-/Z)y,`��#9(<�</5�.;1�.�a,`��#3V*�.��{N�.#%/10 #%��2%���GFGV �����?��JH)1@Q;1�.�a#%��V*��;
�9,`��� �g, B�4�_6V*��R

R2.
©R

R2
23nD�D)m/1#3:�&¤,`�! H( �.R ;+�.:�&<� ���GF?#%��V*�.;"�9,`��� �W&-7D,`��� 4�#=;

K �.@8RI�
)+;1#3/+:�& � � ,*YZ�.JQ)+�8F?V*#%��(<�</5�.;1�.;h�?@Q;+/5)1�.2=2%( � K ���H) K � K ��� JQ@8RIRI���G_z{N�.#%V �./v2%n8�D)[/5#3:�&
YZ��46��#%23/L#%� �.#=�<78�<V*�.;L] ,`��;�/1�
)1B.���G_fpL��� ��YZ�.V*�.; � ;5)�/5SQ��JH)1@Q;

x = (ξ1|ξ2)
,-�C/Z)+#=RIRc)L)+;1#%S$#%7 �

2%��;+4N�.#%/1��V 7Q/m�f7D&<2=�.� 0<7878;
(ξ1, ξ2)

(<�<VÇ(<R K ��JQ��& ;1)._9!$@�J8UQ� � ��� 4�#=;[SQ@8�ÇV ��R R[7X)+& � �
R[7X)+#%/+:�&g( �<#=�H)1�.;1�C/1/+7D�H)+���gt��Q)+��;�/1:�&<#=�CVg7D,-/5�.& ���a( �<V � ;1)+/1S8�.JH)1@8;L@*V*��;c�f78& 2=�.� 0<7Q7D;�7D23/
B�46��#<�9;+/+:�& �.#=�$( � K /Z\^@Q;1RI�.�v�.#=�[(<�<V[V*�./+/1��2%,-�.� � ,*YZ��JH)+/}7D�</1��& �.�GF8V 7Q/94�#%; K �.� ��;+��2%2 �.#=� �.�
�5�?��JH)1@Q;"��� ��� �<���G_�!*:�& ;+��#%,-�.� 4�#=;o7D23/5@���#%�*\r7Q:�&

x = (ξ1, ξ2)
( �-V 2=�C/5�.��V*#=�C/�YZ�W�-78:�&

©�H)1�.;1�C/1/1��� 237 K �"7D23/ � ;1)+/1S8�.JH)1@8;c@$V ��;I7D23/I�f78& 2%��� 0<7Q7D;C_�p�7D� �¤/5#%�<V�782%/1@a78(<:�&�V*#%��@Q,-�.�
V*���<� #%��;1)1���

e1 = (1, 0), e2 = (0, 1)
7D23/"ê � ;1)+/ � ë �?��JH)1@Q;1�.�a#%�H)1�.;10 ;+�
)+#=�.;1,-7D;#�a/1#=�"B.��# K �.�
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YZ��46��#%23/L78(*\9V*����x�:�&</5�.�W7D(*\}V ���Wb9(<� JH)�RI#=)�V*�.;L�L@H@Q;+V #=�<7D)1� � �`_<�k#%;�� ��� �<���g/1#=�vV*#%�
JX7D� @Q� #3/1:�& �.���}#=� &<��#3/5SQ��JH)1@Q;1�.�G_

©��V*#=�C/5�.R �A78& RI��� K #%2E)
) �*�+*Oæz��ç �v� *8�$�r�u z��æ��z�Ç��� ��� ¯C¬*¯�³ #`¯�·fµ©¶u³yÆ*¯°ª1«PµP8µs»*¯°¨-´*¿"¯�«%¨`¯�â�´X³�ª�µ©¯�¸%¸P¿8¨*»[´D¸%ª

x = ξ1e1 + ξ2e2.

Àg´D¨�¨`¯°¨ ¨fµ'¬H´XÃf¯�³ (e1, e2) ´ ¿*ÂZÃO¯°«=¨f¯�����´Dª1«3ª��'¬$¯
ª R2 ÆXQ®AË`¬$¯�³�Í�Æ*¯�¨f¯XË
	<7Q/1/1����4�#%;c/10-�.B�#%��2%2NV*�.��x�/10-�.JQ)vV*��; � ;1)+/1S8�.JH)1@8;+���a#=�-/cxA( K �8F�/5@O&<7D)AYZ�.V ��;c�?�.JH)1@8;

x��#%� ����nD� K � |x| ( �-V�YZ�AB�46��#<�?��JH)1@Q;1�.� x, y (6= 0)
, #%2%V*�.�"��#%� �.�[�k#=� JQ��2

χ := ](x, y).
p�7

( �</1��;+�A{'78/1#%/1S8�.JH)1@8;+���
e1, e2

YZ��V*#%���qnD� K � 1
&<7D,`���I( �-V[/5�.� J$;1�C:�&Q)978(*\^��#%�<7D�-V*��;9/5)1�.& ���GF

,`��J8@QRIRv�.��4�#%;��<7Q:�&oV*�.�O��� K ��2%�oV*�.;�	�;1# K @Q� @8RI�
)+;1#%�
�q� ��������
 Ì6ÑD³ x = ξ1e1 + ξ2e2 ¿8¨�¬ ϕ := ](e1, x) «%ª.µ

|x| =
√

(ξ2
1

+ ξ2
2
), ξ1 = |x| :�@Q/ ϕ, ξ2 = |x| /1#%� ϕ.

�`(</+7DRIRI���oRI#E)A�.#=�<��R 46��#=)1�.;1�.���?�.JH)1@8;
y = η1e1 + η2e2

(<�<V
ψ := ](e1, y)

K #=2=)�V 7D�<�m\^] ;LV*������#%� K �./+:�& 2=@H/1/1���<���"�k#%� J8�.2
χ := ](x, y) = ϕ− ψ,

( �<Vo�<7Q:�&oV ��R x�V<V*#E)+#=@Q�</5)1& �.@8;+��Rì\^] ;AV ����N@Q/1#=�$(</
:
@H/

χ =
:�@Q/

(ϕ− ψ) =
:
@H/

ϕ
:�@Q/

ψ +
/1#=�

ϕ
/5#%�

ψ

7D23/1@
:
@Q/

χ =
ξ1
|x| ·

η1
|y| +

ξ2
|x| ·

η2
|y| =

ξ1η1 + ξ2η2
|x||y| .

pL��;q;+�.:�&H)�/q/5)1��&<���<V*�6xA(</+V*;+(<:�J�#%/5)q#%RvRI�.;zV*���<� #%��;1).FC4N�.� ���$( ;q46�.V ��;
x
� @*:�&

y
V ��;�i�( 2%2 �

S8�.JH)1@8;'#3/Z)CFqêrV<7D� �o&<nX)1)1�.�o4�#%;sY57I7D(<:�& K 78;'J8��#%� �.��;+#%:�&H)+# K ���o�k#=� JQ��2�� ë \^�.;1�<��;',-�.;1�C:�& � ��)/1#%:�&�V*#%�./1��;AxA(-/1V*;+(<:�Jm782=2%��#%� ��7D(-/�V*���O�L@8RI0-@Q� ���H)+���
ξi, ηi.pL#=�C/6\^] & ;1)A( �</�B.(

äo���s�z�^�.�P¥-���O���¤� ) � ���r�*è��zèX¥Gç�æ����"� �
R2 ¦gÌ6ÑD³ x = (ξ1, ξ2), y = (η1, η2) ∈ R2 ª°¯�«

x · y := ξ1η1 + ξ2η2 ∈ R.

x · y Ã`¯°«=Ï-µ �lÈ$·D´D¸3´D³Î²f³
¶ ¬<¿D·fµ ��ÕX¶u¨ x ¿D¨�¬ y. Àg´D¨�ª
ÂZÃ ³
¯�«ÎÆ*µ�¬H´DÐ©ÑD³h´*¿ ÂZÃ (x, y) ¶ ¬$¯°³�º
®?´Dª�®?«%³Aª¢²G¹ µÎ¯°³�µ1¿D¨�®9¯�³.¬$¯�¨�º 〈x, y〉.
) �*�+*g�O�r��� Ì6ÑD³v¬H´8ª�È*·X´D¸3´D³Î²�³°¶ ¬<¿D·fµNÉv«¢µ #`¯�·fµÎ¶X³°¯°¨ x, y, z ∈ R2 ¿D¨�¬WÈ$·D´X¸l´X³
¯�¨ λ ∈ R
»*¯°¸Pµ©¯�¨oÐP¶u¸=»*¯°¨�¬$¯LÒL¯+» ¯�¸%¨qË
È�ÔQÓ x · y = y · x.
È Ö<Ó (x+ y) · z = x · z + y · z.
È<× Ó (λx) · y = λ(x · y).
È Ü<Ó x · x ≥ 0, x · x = 0 »*¯°¨-´*¿ ºG®?¯°¨ ¨ x = 0.

pL��;L{6�.4N�.#%/�#%/5)���#%�W�.#=�*\r7Q:�& �./�i�78:�&<;1�C:�& � ���O78(</�V*�.;LpL���<�<#E)+#=@Q�WRI#E)�V*���g���C/5��)1B��.�WV*��;
;+����2%2%������7D& 2%���G_f��� K ����!���JQU8� �<���g4�#%;�\^] ;6YZ�.V*�C/

x ∈ R2
/5)1�
)�/ √

(x · x) ,<#=23V*���q_Gp�#%�./
\^] & ;1)AB�(
äo���s�z�^�.�P¥-���O�r�`��� �h�H��èX� �����O¥<è � ¦WÌ6ÑD³ x ∈ R2 Ã`¯°«=Ï-µ |x| := +

√

(x·x) ¬$¯�³ ���A¯uµP³�´X» �
¶ ¬$¯�³�¬Q«l¯���%�¶X³1É �AÕX¶u¨ x.



�����

� |f���</1#%:�&H)+2=#3:�&�#3/5)�/Z)+�
)+/ |x| ≥ 0
( �<V |x| = 0

�H(<;'\^] ;
x = 0.pL#=�C/�/5)1#%RIRy)��-7X)1]<;12%#%:�& Rv#=)oV ��;�/1:�& @Q�k@8,`����,`�
)+;+7Q:�&H)1�
)+��� ��nD� K �W��#%� �./��?��JH)+@8;�/

] ,`��;+��#%�G_<�},-�.�</5@[JQU8� �<����4�#=;LV*#=�c@8,`����� @D)+#=�.;5)+� 	 @Q;1RI��2G\^] ;LV*�.� �N@Q/1#=�$(</�V �./��k#%� J8�.2%/
B�4�#3/+:�& ���oB�46��#��?�.JQ)+@8;+���hYZ�
)+B
)�/+:�& ;1�.#=,`����7D23/

:�@Q/
(](x, y)) =

x · y
|x||y| ,

( �<V�V 7vV*��;��N@Q/1#=�$(</N��#%� �C/N;+�.:�&H)+���"�k#%� J8�.2%/N��,`���
= 0

#%/5).F$2%#=� K )6�./6�<7D&<��B�(oV*���-� #=�.;1�.�G~
äo���s�z�^�.�P¥-���O�r� �Ç�5¥<èu�. z¥`�-¥`��� � ¦�Åz®?¯°«�#`¯°·fµÎ¶u³
¯�¨ x, y Ã`¯�«%Ï$¯°¨�¶u³CµrÃf¶C»*¶X¨-´X¸�¶ ¬$¯°³�ª°¯�¨<· �
³
¯CÂZÃfµs8¿H¯°«=¨-´D¨�¬$¯°³�º-´<Æu»*¯°·`Ñ8³1Qµ x⊥y, ®9¯�¨<¨o«%Ã ³�È$·D´D¸3´D³Î²f³
¶ ¬<¿D·fµ'Õu¯°³+ª�ÂZÃf®?«=¨�¬*¯uµZºf¬-Ë ÃqË�®9¯�¨<¨
x · y = 0.

	z] ;�V 78/6�9#%�H)1;+�
)+���oS8@8�
x · y = 0 K #=,*)��C/6V ;1�.#fMWU K 2%#3:�& J8�.#E)+���G~H�}/6JX7D� ��/5�.#=�

x = 0
@*V*��;

y = 0.
©�WV #=�C/5�.��	zn82=2%���O#3/5)�J8�.#=�O�k#%� J8�.2�V*���<� #%��;1)._ 	q;+@D)+B.V*�.R ;+�.V*�.�O4�#=;�JH]<�*\l)1# K 78(<:�&

& #%��;ySQ@8��@8;1)1&<@ K @Q�<7D2¢_ � V*��;h7D,`��;��./h/5#%�<V x 6= 0
(<�<V

y 6= 0.
p�7D� ��#3/Z)c�.#=���k#%� JQ��2

χV*���<� #%��;1).FG7D,`��;�:�@Q/
χ = 0.

p�#%�./�#3/5)�V ��; 	<782=2¢FGV*��;�(<�</5�.;1�.;���# K ���H)+2=#3:�& ��� K �.@8RI�
)+;1#3/1:�&<���
�?@8;�/5)1��2%2%( � K ���H)+/10 ;+#%:�&H)C_9xA,`��;m4�#%;[,`�
)1;+��#%,`����Y57 K �.;+7QV*��V*#=�C/5�O�?@Q;1]<,-�.;12%� K ( � K �.�GF?( R7D(-/ K ��& �.�<V�S8@8� K ��@8RI��)1;+#%/+:�& ��� '�,-�.;12%� K ( � K �.��7D2%2=R[nD&<2=#3:�&�B�(�782=2 K �.Rv�.#=�<��;+����{N� K ;+#E|�/ �, #%2%V ( � K �.��B�(oJ8@8RIRI���q_

�k#%;�&<7D,`����& #%��;yRI#=)5)1�.2%/cV*�./y!$JX782%78;10 ;+@*V*( JH)1�C/�,-�.Ju78� �H)1�[pL#=� K �[] ,`��; �qn8� K �.�a(<�<V
�k#%� J8�.2*#=�[V*�.;?�9,-�.� ��� �.(c\^@Q;1Rh( 2=#%��;1)._DpL#%�'{6�CV*��(*)+( � K 2%#=� K )9V 7D;+#%�GFDV 7D��7D2%2%�./.FX467Q/zV<7D;�7D�\^] ;yV*�.��Mg7X)1&<��R[7X)+#=JQ��;�4�#=;+J$2=#3:�&g#%�H)1��;+�./+/+7D�H)L#3/Z)CFG/1:�&<@8�g#%��V*����S$#=�.;��A� K �.2=��! � , #3/�! �
S8@Q�g!*7X)+B � _ ��� /5)1�.:�JH)�(<�<V�4�#=;L� @*:�&OS$#=�.2=�h( �<V K 78� Bc78�<V*��;�/��.;+/+:�& ��#%� �.�<V*�c!H)+;1( JH)+( ;1�.�J8�.� � �.� 2=�.;1�<���o4N�.;+V*�.�GF*#%��V ��� �.��V #=�C/5�y��� K �.2=�O7D(-:�& K ��2=)1���q_ ��7Q/'4�#=;L7D2%2=�.#=��7D(</L! � , #%/
!��v\^@82 K �.;1�oJ8UQ� � �.�GF K #%2E)AV 78� �O7D(*)+@8R[7X)+#%/+:�&�78(<:�&�V*@8;1)._*�9#%�W{6��#3/50<#=�.2GV 7X\^] ;�#3/5)A�
)Z4'7
) �*�+*g�O�r� , Ì6ÑD³ x, y ∈ R2 » ¯�¸¢µÎ¯�¨
½=«=¾ |x− y|2 = |x|2 + |y|2 − 2x · y,
½=«%«=¾ |x+ y|2 + |x− y|2 = 2|x|2 + 2|y|2 Ë
pL��;N{6�.4N�.#%/s#3/Z)N��#%�"/5#%RI0 2=�C/9i�7Q:�& ;+�.:�& �.� ���vRI#E)�! � , #3/N!��-_ ©�"V*��;6����@8RI��)1;+#=�AV*�.;9�9,`��� �
#3/Z)�ê^# ë V ��;O/5@ K _ �N@Q/1#=�$(</ � ! 7X)1BQF}( �-V êr#=# ë ,`�./+7 K ).F'V 7D� #=�é��#%� ��R b?78;+782=2%��2%@ K ;+78RvR V*#%�
,`��#3V*�����L(-78V*;�7X)+�[] ,-�.;hV*�.�ÇpL#%7 K @8�-7D2%����B�(</+7DRIRI����V #=�o/5�.2=,`� 	z2%nQ:�& �"&<78,-�.��4�#%�mV*#%�
S$#=�.;��L(<78V ;+7D)1��] ,-�.;�V*�.��!$�.#E)+���G_

©�OV*��;��},-�.� �yRI#E)�V*��� � ;1)+/1S8��JH)+@8;+���m#3/5)A( � RI#E)1)1�.2=,<78;AJ$2%78;.F*4'78/ K ��RI��#%�H)A#%/5).F<4N�.� �
4�#%;'/+7 K ��� x′ /5�.# K � K ���$] ,`��; x ( R V*�����k#=� JQ��2

ϕ K �CV*;+��&H)._ ©�</1,-�C/5@Q�<V*��;+�L/1@82%2%����V<7D� �
x( �<V

x′
7D(<:�& K 2%��#3:�&o2%78� K /5�.#=�G_

ϕ

x′

e2e′
2 ϕ

ϕ

x

e1

e′
1

x�, , #%2%V*(<� K �



����� � �����	��
���������������

MO#=)5)+��23/�( �</1��;+��;�{'78/1#%/
e1, e2

&<7D,`����4�#%;ApL78;+/5)1�.2=2%( � K ���
x = ξ1e1 + ξ2e2, x′ = ξ′1e1 + ξ′2e2,( �<Vo�C/�/Z)+��2%2E)�/1#%:�&�V*#%� 	 ;�7 K �8F*4�#%��R[78��V #=�

ξ′i
78(</�V*�.�

ξi
,-�.;1�C:�& � �
)C_

{6�
)+;+7Q:�&Q)+���I4�#%;NB.( �<n8:�&-/Z)NV #=��{67Q/5#3/1S8��JH)+@8;+���
e1, e2

( �<V"V*#%� K � K ���$] ,`��;}#%& � �.�"( R
ϕK �CV*;+��&H)1�.� e′1, e′2 /1��2%,</5)._<iL78:�&�V*������� K ��2%�OV*��;�	�;+# K @8� @QRv��)1;+#=��&<78,-�.��4�#%;

e1 = 1e1 + 0e2, e
′
1

=
:�@Q/

ϕ e1 +
/1#=�

ϕ e2, e2 = 0e1 + 1e2, e
′
2

= − /1#%�
ϕ e1 +

:
@Q/
ϕ e2.

p�7c,`��#��.#=� �.;�p�;+��&$( � K Y57IV*#=��;+��237X)1#%S8� �q7 K ��SQ@8���?��JH)1@Q;1�.�"B�( �.#=�-7D�<V*�.;'��;+&<7D2=)1�.�", 2%��#%,*).F
&<7D)IV*�.; K �.V ;1�.&Q)+�m�?�.JQ)+@8;

x′,
46��� � 4�#=;v#=&<� ,`��B.] K 2%#%:�&¤V*��; K �CV*;+��&H)1�.� {'78/1#%/1S8�.JH)1@8;+���

V 78;+/5)1�.2=2%���GF V #=�y/1��2%,-�.�o�L@$���[B�#%���H)+���GF*4�#%�
x
,-�.B�] K 2=#3:�&�V*��;A782E)+���O{'78/1#%/._$�}/�#3/Z)�782%/1@

x′ = ξ1e
′
1 + ξ2e

′
2

= ξ1(
:
@H/

ϕ e1 +
/5#%�

ϕ e2) + ξ2(−
/1#=�

ϕ e1 +
:�@Q/

ϕ e2)

= (
:
@H/

ϕ ξ1 −
/5#%�

ϕ ξ2)e1 + (
/1#=�

ϕ ξ1 +
:
@H/

ϕ ξ2)e2,

/1@$V<7D�
ξ′
1

=
:
@H/

ϕ ξ1 −
/1#%�

ϕ ξ2, ξ′
2

=
/5#%�

ϕ ξ1 +
:�@Q/

ϕ ξ2.{6�
)+;+7Q:�&Q)+����4�#%;��$( ��4�#%�.V*�.;�V*�.�c7D2%2%��#%� �}B.4�#%/+:�& ���yV ���y�L@8RI0-@Q� ���H)+���
ξi, ξ

′
i

,`�./5)1��&<���<V*�.�
�`(</+7DRIRI���<&<7D� K FNV�_ &G_�V*#%�aV*#%�./1��;op�;+��&$( � K #%� V*��;o�9,`��� �����H)�/50 ;+�.:�&<���<V*� � 0-�.;+7D)1#%@8�
#%R

R2
_Gp�7X\^] ;�46@82%2%���g4�#%;6YZ�
)+B
).F�(<R�7D����#%� K �., ] ; K �.;5)+�cR[7X)+& ��R[7X)+#%/+:�& �[!*:�& ;+��#%,$4N�.#%/1���

7D�<B�(</+:�& 2%#=�.�8���qFGV*#=�mbs7Q7D;+�[V*�./
R2

� #%:�&H)cRI�.& ;c7D23/ ���`��#%2%�����
(ξ1, ξ2)

� @8)1#%��;+���GF�/5@Q�<V*��;+�
7D23/ �+!$0<7D2=)1�.��� (

ξ1
ξ2

)

.�k#%;�&<7D,`���OV 78Rv#=)�V*#%��pL78;+/5)1�.2=2%( � K ���

x =

(

ξ1
ξ2

)

, x′ =

(

ξ′1
ξ′
2

)

, e1 =

(

1
0

)

, e2 =

(

0
1

)

, e′
1

=

( :
@H/
ϕ/5#%�
ϕ

)

, e′
2

=

(

− /1#=�
ϕ:�@Q/
ϕ

)

,

( �<V�V*�.����,`���O7D, K ��2%��#=)1��)1���W�`(</+7DRIRI���<&<7D� K J8UQ� � �.��4�#%;�� @D)+#=�.;1�.�o782%/
(

ξ′
1

ξ′2

)

= ξ1

( :
@H/
ϕ/5#%�
ϕ

)

+ ξ2

(

− /5#%�
ϕ:
@H/
ϕ

)

.

tARjV*#%�./?( �-V[7D(<:�&I/50-nX)1�.;?J8@QRv0<2=#%B�#%��;1)1�.;1�A!*7Q:�&HSQ��;+&<7D2=)1�N,-�  H( ��RI��;9\^@8;+Rc( 2%#=�.;1�.�hB.(IJ8U8� �
� �.�GF , #%2%V ����4�#=;A/1@ K ���<78� �H)1� �5Mg7X)1;+#%B���� ��F$& #%��;�/10`��B�#%��2%2G/1@ K _ 2 × 2

MW7X)+;1#%B��.�G~

A =

(

α11 α12

α21 α22

)

(αij ∈ R, i, j = 1, 2).

�k#%;A��;+J$2%n8;1�.�"��#%� � � 0`��;�7X)1#%@8�q~����	��
��� × �	� ��������� ��� �	����� V*( ;�:�&
(

α11 α12

α21 α22

) (

ξ1
ξ2

)

:=

(

α11ξ1 + α12ξ2
α21ξ1 + α22ξ2

)

= ξ1

(

α11

α21

)

+ ξ2

(

α12

α22

)

.

����
��	
�������� �!�"�#�%$'&(���')*�#& � �#+,+-�/.10	+ � ���	� ��
 � 
�032	45���6���#�����
��
87���:9;�<�#� �=&>�	� �	� ���������?�<
87���A@>0�& � 0	+-�<+B���C

D<E �<�#���F9;�<�#� �=&>�	� �	� ��������� D<E �<�#���:@>0�& � 0�+-�<+B���HG

	<7Q/1/1����4�#=;LV*#=�C/'B�(</+7DRIRI���q~
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äo���s�z�^�.�P¥-� æz��ç ) �*� *O�O�r� /k�Zä�èu�$ �æz����� �
R2 ¦aâ�¯�³��NÆ*¯�³1»$´X¨ »WÕu¶u¨g¯°«=¨`¯°É #`¯�·fµÎ¶X³

x =

(

ξ1
ξ2

)

8¿¤¬$¯�É ¬H´XQ¿ ¿DÉ ¯°«=¨f¯�¨jÛW«=¨<·$¯�¸ ϕ » ¯C¬8³
¯�ÃfµÎ¯°¨ #`¯°·fµÎ¶u³ x′ =

(

ξ′
1

ξ′2

)

®?«=³.¬
Æ*¯°ª�ÂZÃ ³1«^¯XÆ*¯�¨a¬<¿D³.ÂZÃa¬8«l¯�À�¿D¸PµP« ²�¸=«%·D´*µr«^¶u¨�ÉI«¢µN¯�«%¨`¯�³�Àa´*µr³+«���Ó

x′ =

(

ξ′1
ξ′
2

)

=

( :
@H/
ϕ − /1#=�

ϕ/1#=�
ϕ

:�@Q/
ϕ

) (

ξ1
ξ2

)

.

âL«l¯h´*¿DÐ©µP³°¯XµÎ¯°¨�¬$¯cÀg´*µP³1«�� R(ϕ) Ã`¯°«=Ï-µ �lÀg´*µP³1«�� ��¬$¯�³�â�³
¯�Ãf¿D¨ »a¿DÉ ϕ ºz¶ ¬$¯�³�·f¿D³+ �lâ�³
¯�Ã �
É"´*µP³1«�� �}8¿ ϕ. x′ =

(

ξ′1
ξ′
2

)

Ã`¯°«=Ï-µ ���6«%¸r¬ �LÕu¶X¨ x =

(

ξ1
ξ2

)

¿8¨`µ©¯�³�¬$¯°³Aâ�³
¯�Ãf¿D¨ » R(ϕ) Ë

��nD&<2=�.��4�#%;�\^] ;
x =

(

ξ1
ξ2

) /50`��B.#=�.2=2}V #=� $ �5��+�0�+B� 7��	� �<+�
 �#+�� �<�#��78.��8����0�
��<+ 2���7
R2

) C
�<n8Rv2%#3:�&

e1 =

(

1
0

) ( �<V
e2 =

(

0
1

)

,
/1@��.;1&-7D2=)1���c4�#=;z�<78:�&hV*��;sp����<� #=)1#%@8�vV*�./�b9;+@$V ( JH)1�./

7D(-/�MW7D)1;+#� × !*0<7D2=)1� K �.;+7QV*�gV*#%�a�.;+/5)1�a, B�4�_'B.4N�.#E)+��!$0<782E)+�a(<�</5�.;1�.;oMg7X)1;+#��_�ê^��78/
,`�.V*�.(*)1��)LV 78/ K ��@QRv��)1;+#%/+:�&-w ë �k#=;�RI��;+J8�.��(<�</�~

�/� � ��� �	������+�78�#+�2 2	� ���*�#� 2��<
�25��
�
 �#+�� �<�#��78.��8����0�
��<+��

�}/�/5�.#=�.�W�$( �WB.4N�.#�pL;1�.& R[7X)1;+#%B����qF`/+7 K ���O4�#%;
R := R(ϕ)

(<�<V
S := R(ψ)

Ff7D23/5@mB�(
pL;1�.&H4�#%� JQ��2%�

ϕ, ψ K � K ��,`���G_D�k#%��JX7D� �IR[7D�[V 78;+78(</sV*#%�Ap�;+��& R[7D)1;+#�
T
B�([V*�.;}p�;+��&$( � K( R V*�����k#%� J8�.2

ϕ+ ψ
,`�./5)1#%RvRI�.�-wcx�(</1B�(*\^] &<;1�.�o#3/5)�7D23/5@I�
)Z4'7v��;�/Z)AV*#%�ypL;1�.&H(<� K ( R

ϕ
( �<V�V 78�<78:�&�V*#%�"( R

ψ.
p�#%�o!*0<7D2=)1�.��S8@8�

R
/5�.#=�.�

r1, r2,
V #=�"SQ@8�

T
���H)+/10 ;+�.:�& �.�<V

t1, t2.
iL78:�&�V*��;��.,-�.��� @D)+#=�.;5)+���O��� K ��2�#3/Z)AV 78RI#E)

t1 = Te1, t2 = Te2, r1 = Re1, r2 = Re2( �<VoV*#%�./'/1#=�<V�V*#%��p�7D;�/5)1��2%2%( � K �.�mV*�.;6(<R
ϕ+ψ

,<B�4�_$( R
ϕ K �.V*;+��&H)1�.��{'78/1#3/5SQ��JH)1@Q;1�.�G_

	 �.;1�<��;"2%#=��\^��;+� ( �</
Sr1

, B.4�_
Sr2

V*#%�gp�7D;�/Z)+��2%2=( � K V*��;"�?�.JH)1@8;+���qFNV*#%�g7D(-/
r1, r2V*( ;�:�&[p�;+��&$( � K ( R ψ

���H)+/5)1�.& ���q_QpL#=�C/}/1#=�<V[78,-�.; K ��;�78V*��V*#%��V 78� �[B�( �-n8:�&</5)9( R
ϕ
(<�<V

V 78� ��( R
ψ K �CV*;+��&H)1�.���9#%� & �.#E)�/5SQ��JH)1@Q;1�.�GF /1@$V<7D�I7D23/5@

t1 = Sr1 t2 = Sr2.tAR V*#%�./��.#=�*\r7Q:�& ��;�B.(�� @D)+#=�.;1�.���.;1J$23nD;+���m4�#%;���#%��� 
�0H2�45�	� .�0�+������ 
� D �<+W\^@Q2 K ���<V ��;+RI7 �
�8�.�G~

� �#+-2
A,B � � 2 × 2 � ����� 
� D ��+BC67<0>7<��� 2	� �

2 × 2 � ����� 
���
AB

��
��	����
� 2�4 
����
� ��
87��� �	� �������/.10	+

AB � �#�
A × � ��
87��� ��� �	�����F.�0�+

B � C� D<E �<�#��� �	� �������/.10	+
AB � �#�

A × � D<E ���#��� �	� ������� .�0�+
B � G

p�7DRI#E)AJQU8� �<���o4�#=;AV 7Q/'��,`���O7D, K ��2%��#=)1��)1���9; K �., � #3/6\^@8;+Rc( 2%#=�.;1�.�o782%/
) �*�+*g�O�r� � È$«%¨�¬ R,S ¬Q«l¯�Àg´ µr³+«=X¯�¨a¬$¯�³�âL³°¯°Ãf¿D¨*»*¯°¨a¿8É ¬8«^¯"ÛW«=¨ ·*¯�¸ ϕ ÆX8®AË ψ, ª�¶c«3ª�µ
¬$¯°³°¯°¨�Ê9³
¶ ¬<¿D·fµ SR ¬8«^¯�Àg´ µr³+«��W¬*¯�³AâL³°¯°Ã`¿8¨*»O¿DÉ ϕ+ ψ.!$��)1B��.�m4�#%;'& #=�.;1#%�

ψ = −ϕ @*V*��;
ϕ = −ψ, /5@h��;+&<7D2=)1�.�m4�#%;6782%/����./+7DRc)+V*;+��&$( � K V*#%�L(<R

V*�.�o�k#%� JQ��2 � _->A#%��;+B�( K ��&<U8;1)'V*#%�y/1@ K _ �5�9#%� & �.#E)�/5R[7X)+;1#� �
I :=

(

1 0
0 1

) _
>A#%��;1\^] ;�2%#=��\^��;1)�V 7D�<��!*7D)1B � _ � � /5@8\^@8;1)

R(−ϕ)R(ϕ) = R(ϕ)R(−ϕ) = I.

äo���s�z�^�.�P¥-� æz��ç ) �*� *O�O�r� � ���
�f£`�QèX�C��� � ��èX�! ¦�Åz¿sÄ
¯C¬$¯°³9â�³
¯�Ã É"´ µr³+«�� R »H«¢Æ*µq¯
ª?¯°«��
¨`¯yÀg´*µP³1«�� S, ª°¶ ¬H´XÏ RS = SR = I. ÛW«=³�¨`¯�¨<¨`¯�¨ S ¬8«l¯�8¿ R «%¨fÕu¯°³+ª°¯�Àg´*µP³1«���¿D¨�¬
Æ*¯�u¯°«rÂZÃ<¨`¯�¨Oª1«l¯�ÉI«Pµ R−1 := S.
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R3

�k#%�o#%�kV*��;I�9,`���<�OJ8U8�<� ���¤4�#=;I#%R �A78( R RI#=) � ;1)+/1S8�.JH)1@8;+���qFzV*#%��S8@Q�Ç��#%� �.R \^�./5)1�.�
b9( �<JQ) � 7D(</ K �.& ��� @Q0-�.;1#%��;+���¤( �<VkV 78RI#E)o���.@8RI�
)+;1#%�O,`�
)1;+��#%,`���G_6�k#=�g#=��V*�.;"�9,`��� �
J8UQ� � �.�o4�#%;A�?�.JQ)+@8;+����V*( ;�:�&g�`(</+7DRIRI���</1�
)+B����O7QV V*#%��;+����( �<V�V*( ;�:�& �qn8� K �.�<nD�<V ��;+( � KRI#E)?�.#=� �.;s;1�.��2%2=�.�v�f7D&<2HRh( 2=)1#%0 2=#%B�#%��;+���q_X�}/z#%/5)?� #%:�&H)?/1:�&$46��;CF./1#%:�&hB�(h] ,-�.;12%� K ���GFXV 78��78(<:�&& #%��;1\^] ;�4�#%�.V*�.;AV*#=�y�A� K �.2=�o� � ,<#%/'� � S8@8��!*7X)+B � _ � K ��2=)1���q_

	 �.;1�<��;vJ8U8�<� ����4�#%;[/Z)�7X)1)v4�#%��#=R
R2

RI#E)��f78& 2=�.� 0<7Q7D;+����7D(-:�&ÇRI#E)��f78& 2%���H)1;+#=0`��2%�
;+�.:�& � �.�GFDV*#%���<7X)+] ;+2=#3:�&h4�#%�.V ��;9V*�.�vb}( � JH)1�.�v#%R ��7D( R�F8V�_ &G_8V ���"!$0 #=)1B.���I( �</1��;+��; � ;1)+/ �
S8�.JH)1@8;+�������H)+/10 ;+�.:�& �.�G_
äo���s�z�^�.�P¥-���O�r� � �5ä��Hè

R3 ¦WÀW«Pµ R3 Æ*¯�u¯°«rÂZÃ<¨`¯�¨"®?«%³9¬Q«l¯9Àa¯�¨*» ¯?´X¸%¸^¯�³G» ¯�¶X³�¬8¨f¯uµÎ¯°¨�� ³+«��
²s¯�¸9ÕX¶u¨o³°¯.¯�¸%¸l¯°¨OÅ�´DÃ ¸^¯�¨�º�¬8«^¯h®?«%³'»Q¸^¯�«PÂZÃ�´D¸%ªAÈD²q´X¸¢µÎ¯�¨�ª�ÂZÃ ³°¯°«¢Æ*¯�¨�®9¶u¸%¸l¯°¨qÓ

R3 :=







x =





ξ1
ξ2
ξ3



 | ξi ∈ R, i = 1, 2, 3.







âL«l¯ ξi Ã`¯�«%Ï$¯°¨g¬8«^¯���¶uÉy²z¶X¨`¯�¨fµ©¯�¨W¬*¯°ª�ÈD²q´X¸¢µÎ¯�¨fÕX¯�·fµÎ¶X³+ª x.
ÛW«%³yÆ$¯°u¯�«PÂZÃ ¨`¯°¨

0 :=





0
0
0



 , e1 :=





1
0
0



 , e2 :=





0
1
0



 , e3 :=





0
0
1



 ,

¿D¨�¬[¨`¯°¨ ¨`¯°¨ 0 ¬$¯°¨&%y¿D¸%¸PÕX¯�·fµÎ¶X³�º�¬Q«l¯ ei ¬8«^¯L·X´D¨`¶u¨<«%ª�ÂZÃ`¯�¨oÍ9«%¨ Ã`¯°«Pµ¢ª�ÕX¯�·fµÎ¶X³°¯°¨qË
ÛW«%³L¯�³+·H¸l¹X³
¯�¨�8®9¯�«}±?²s¯�³°´*µP«l¶X¨`¯�¨qÓ¼ ¬ ¬8«¢µr«^¶u¨(2jÓ

Åz¿ x =





ξ1
ξ2
ξ3



 ¿D¨�¬ y =





η1
η2
η3



 ª°¯�« x+ y :=





ξ1 + η1
ξ2 + η2
ξ3 + η3



 ,

À�¿D¸¢µr«Á²f¸%«=·D´ µr«^¶u¨�ÉI«Pµ λ ∈ R :

Åz¿ x =





ξ1
ξ2
ξ3



 ¿D¨�¬ λ ∈ R ª°¯�« λx =





λξ1
λξ2
λξ3



 .

xA�-7D2%@ K B�(O!*7X)+B � _ � ,`��46��#3/Z)AR[7D�
) �*�+*g�O�r��
 §©É R3 » ¯�¸¢µÎ¯�¨mÐ©ÑD³A¬8«^¯ ¼ ¬<¬8«PµP«l¶X¨W¿D¨�¬[¬Q«l¯AÀ�¿D¸¢µr«Á²f¸=«%·D´*µP«l¶X¨O¬8«^¯�ÒL¯�»*¯�¸%¨(#6ÔcÆX«%ª
#?àmÕX¶u¨OÈ ´*µPm±�Ë × Ë
�k#%�.V*�.;�JX7D� ��R[7D�WV #=� � ;1)+/1S8�.JH)1@8;+����#=R �A78( R (<�<VOV*#%�h�f7D& 2%���H)+;1#%0-�.2�V*�C/

R3
#3V*���H)+# � �

B�#%��;+���qF /5@*V 78�h4�#%;�V 7v4�#%�.V*�.;AV*���vYZ��46��#%23/'0<78/+/5�.�<V*�.�oxL/50`��JH)A& �.;1SQ@8;+& ��,`����4N�.;+V*�.�G_
xA�-7D2%@ K B�( R R2

J8U8�<� ���o4�#=;��.#=�W!$JX782%78;10 ;+@*V*( JH)'��#%�*\^] & ;+���G~

äo���s�z�^�.�P¥-���O�r��� � ) � ���P�*è���èX¥Gçzæ����"� �
R3 ¦gÌ6ÑD³ x =





ξ1
ξ2
ξ3



 ¿D¨�¬ y =





η1
η2
η3



 ª°¯�«
x · y := 〈x, y〉 := ξ1η1 + ξ2η2 + ξ3η3, ¬H´8ª �^È$·D´X¸l´X³©²f³
¶*¬-¿D·fµ �?«%É R3. ÛW«%³�®9¶u¸%¸^¯�¨m·fÑD¨<Ð©µr«=»
¬H´DÐ©ÑD³�¨f¿D³�¨`¶ ÂZÃ�¬8«l¯ %�¶$µ¢´ µr«^¶u¨ 〈x, y〉 Õu¯°³.®9¯�¨�¬*¯�¨qË
pL( ;+:�&�/1#=RI0 2%�./AiL78:�& ;+�.:�&<��� �.�m��;+&<n82E)�R[7D��/5@8\^@8;1)
) �*�+*g�O��� � Ì6ÑD³�¬$´Dª}È$·D´D¸3´D³Î²f³
¶ ¬<¿D·fµf«=É R3 »*¯°¸Pµ©¯�¨o¬8«^¯6ÒL¯+» ¯�¸%¨"È�Ô�ÆX«3ªNÈ Ü�´ ¿8ª9È ´*µPc±�Ë=ÔDã



�����

©�</1,-�C/5@Q�<V*�.;1��#3/Z)��./�V 7DRI#=)'4�#%�.V ��;A/1#=� �$SQ@82%2�B�(OV*���-� #=�.;1�.�
äo���s�z�^�.�P¥-���O���G��� �O¥<è � ¦WÌNÑ8³ x ∈ R3 Ã`¯�«%Ï<µ |x| := +

√

〈x, y〉 ¬Q«l¯���%�¶X³1É �AÕX¶u¨ x.
����@QRI�
)1;+#3/1:�&�#=�H)1�.;10<;1��)1#%��;1)6#3/Z)AV 7Q/'4�#=�CV*��; K ���<78(�V*#%� �qnD� K ��V*�./�V*(<;+:�& x V 7D; K �C/Z)+��2%2E)+���� ;1)+/1S8��JH)+@8;�/�_Gp�7 K � K �.�a#3/5)hB�(<�<n8:�&</5)y� #3:�&H)cJ$2%78;.FqV<7D�OR[7D��V 7Q/h!$JX782%78;10 ;+@*V*( JH)y4�#%�.V*�.;
] ,`��;�V ���oS8@8�

x
( �<V

y
��#%� K �C/1:�& 2%@Q/+/1��� �.�"�k#=�<J8��2G#%�H)1�.;10 ;+�
)+#=�.;1�.�mJX7D�<�G_

�9& ��4�#%;"V*#%�./ K �.�<7D(<��;[7D�</1��&<���GF9/1��#%���¤B�46��#�4�#3:�&H)1# K ��tA� K 2=�.#%:�&$( � K ���¤& ��; K �.2=�.#E)+�
)CF,`��#�V*��;+��� {N�.4N�.#%/h4�#%;h( �-/v78(</+/1:�& 2%#%���82%#3:�&�7D(*\�V*#%����� K ��2%� ! � , #%/I!���/Z)+]*)1B.���G_9p�7DRI#=)
K �.2E)+���WV*#%�./1�ct�� K 2%��#3:�&$( � K �.�O#=�"YZ�.V*�.;�!$#=)1(<7D)1#%@8�GF`46@[4�#=;�V*#=�C/5�cSH#%��;���� K ��2%�OS8�.;146���<V ���
V*] ;1\^���qF�/10-�.B�#%��2%2}7D23/5@�#%R

R2
(<�<V�#=R

R3,
7D,`��;c78(<:�&�#=���1�AnD( RI�.����F�V*#=�m4�#=;y�.;+/5)�� @*:�&

J8�.� � �.� 2=�.;1�<���o4N�.;+V*�.�G_
) �*�+*g�O��� �Ç���c�<æ��u �� � ) �u  �c�*è *8�C�u ������z� �P�$�r�u �æ��z� ¦
½=«=¾WÌNÑ8³ x, y ∈ R3 «3ª.µ |〈x, y〉| ≤ |x| · |y|.
½=«%«=¾W§Zª�µ y 6= 0, ª°¶�«3ª�µ |〈x, y〉| = |x| · |y| » ¯�¨-´ ¿*º�®?¯°¨ ¨W¯�«%¨`¯�Å�´XÃ ¸ ρ ∈ R ¯	�*«%ª.µr«^¯�³CµZº ª°¶*¬$´XÏ

x = ρy.

MW78�g,`�.78:�&H)+�8FfV 7D�o& #%��; |〈x, y〉| V ���ax�,</1@82%(*)1,`�
)+;+7 K V*�.;L;+���.2=2%�����f7D&<2 〈x, y〉 ,-�CV*��( )1�
)CFV 7 K � K ��� |x| , B�4 |y| YZ�.4N�.#=23/�V*#%�yiA@Q;1R �.#=�<�./'�?��JH)+@8;�/�_
�v���h�H�P�8~%9 4 � � � ��Z/5)

y = 0,
/1@v#3/5) |〈x, y〉| = 0 = |x| · |y| (<�<V�ê^# ë'K #%2E)C_!$�.#G7D23/5@

y 6= 0.
�k#%;�/5��)1B.���

λ := 〈y, y〉 > 0, µ := −〈x, y〉. pL78� ��#%/5)

0 ≤ 〈λx + µy, λx+ µy〉
= λ2〈x, x〉 + 2λµ〈x, y〉 + µ2〈y, y〉
= λ

(

〈x, x〉〈y, y〉 − 2〈x, y〉2 + 〈x, y〉2
)

= λ
(

|x|2|y|2 − 〈x, y〉2
)

.

��� K �.� λ > 0
#3/5)?782%/1@ |x|2|y|2−〈x, y〉2 ≥ 0,

4N@Q;+78(</q(<� RI#E)1)1��2%,<78;sV #=�'��;�/5)1�N{6�.&<7D( 0 )1( � K\^@82 K )C_
9 4 � �#� � � � , # K �y���.:�&<�H(<� K 2=#%�
\^�.;5)�\^] ;

y 6= 0,
46@8RI#=)�V 7D� �W782%/1@

λ > 0
#3/Z)C~�ê ⇔ /Z)+��&H)

\^] ; � K �.�<7D(oV 7D�<�GF 46��� ��� ë
|〈x, y〉| = |x||y| ⇔ 〈x, y〉2 = |x|2|y|2

⇔ 0 = 〈λx + µy, λx+ µy〉
⇔ λx+ µy = 0

⇔ x = −µ
λ
y.

�

) �*�+*g�O��� , �5ämèX�$�r�$�C�G�.æz�z� �P�H�P�u �æ��z� ¦aÌ6ÑD³ x, y ∈ R3 «3ª�µ |x+ y| ≤ |x| + |y|.
�v���h�H�P�8~6�}/�#3/5)

|x+ y|2 = 〈x+ y, x+ y〉 = |x|2 + 2〈x, y〉 + |y|2

≤ |x|2 + 2|x||y| + |y|2 = (|x| + |y|)2.

�



������� � �����	��
���������������

xA23/���@Q�</1�! H( ���<BaV*�.;�t�� K 2%��#3:�&$( � K S8@Q��� �������	��
	���	� ���� ,`��J8@QRIRv�.� 4�#%;.F�V 78�
/5)1�
)�/

−1 ≤ 〈x, y〉
|x||y| ≤ +1,

/1@$V<7D�I7D23/5@[V*#%�./1��;A{6;+(<:�&m#%R ����;1)1�.,-�.;1�.#%:�&�V*��; �N@Q/1#=�$(</ � 	<( � JH)1#%@8��2=#%� K )._
	z] ;�!$0<782E)+���$S8�.JH)1@8;+����;1�C:�& � ��)'R[78�o/1@D\^@Q;5)��<7Q:�&G~

|x− y|2 = |x|2 + |y|2 − 2〈x, y〉 = |x|2 + |y|2 − 2|x||y|( 〈x, y〉|x||y| ).xA�-V*;1�.;+/1��#=)+/�&<7D,`���O4�#%;NY57"V*��� �N@Q/1#=�$(</+/17D)1BQF 4N@Q,-�.#
ϕ
V*�.�WS8@Q� � ;5)�/5SQ��JH)1@Q;1�.�

x
( �<V

y��#%� K �./+:�& 2=@H/1/1���<���m�k#%� JQ��2�,`�.V*�.(*)1�Q~
|x− y|2 = |x|2 + |y|2 − 2|x||y| cosϕ.

p�7DRI#E)L2=#%� K )A�./��<78& �8F`V*���O{6;+(<:�& 〈x,y〉
|x||y|

7D23/AV*��� �N@H/5#%�$(</�V*�C/AS8@Q�
x
( �<V

y
�.#=� K �./+:�& 2%@Q/ �/1��� �.���k#=�<J8��23/"B.(�#%�Q)+��;+0 ;+�
)1#%��;+���qFN/1��2%,</Z)CFN46���<��V*��R ��# K �.�H)12%#%:�&�JQ��#%� � K ��@8RI��)1;+#%/+:�& �

{6�.V*�.(*)1(<� K Rv�.& ;AB.( K ;+( �<V*��2%#=� K )C_
©�</1,-�C/5@Q�<V*�.;1��RI@D)1#%S$#=�.;5)AV 7Q/�V*#%��\^@82 K ���-V*�

äo���s�z�^�.�P¥-���O����/¤�+�Ièu�. z¥-�`¥`����� ¦aÅs®?¯°« #`¯°·fµÎ¶u³
¯�¨ x, y ∈ R3 Ãf¯�«%Ï$¯�¨�¶u³CµrÃ`¶u»*¶u¨`´X¸Pºf´ Æ��
»*¯°·fÑD³1Qµ x⊥y ®9¯�¨ ¨o«=Ã<³LÈ$·D´X¸l´X³©²f³
¶*¬-¿D·fµNÕX¯�³�ª
ÂZÃf®?«%¨�¬$¯uµ5ºf¬-Ë Ã�Ë�®?¯°¨ ¨ 〈x, y〉 = 0.
MW78�g,`�.78:�&H)+�8FfV 7D�o�<78:�&aV*#=�C/5�.;�pL���-� #E)+#=@Q��V ��;�iA( 2%2%S8��JH)+@8;

0
B�( � �82��<& �?��JH)+@8;�@8;1)1& @ �

K @Q�<7D2f#3/Z)C_
äo� � � �Q���C¥<è��zèX¥Gç�æ����"� �

R3

�k#%;A&<7X)1)1�.��, #3/1& ��;�B.4N�.#G�?��JH)1@Q;1�.�

x =





ξ1
ξ2
ξ3



 , y =





η1
η2
η3



 ∈ R3

] ,`��;�V 78/�!*Ju782%78;10<;1@*V*( JH)���#%� �v��7D& 2¢F �<n8Rv2%#3:�& 〈x, y〉 = ξ1η1 + ξ2η2 + ξ3η3
B�( K ��@Q;+V � �
)C_

©R
R3

JX7D� �OR[7D�O�$( �W78(<:�&���#%�Ob9;+@$V ( JH)���#%�*\^] & ;+���qF-V 7Q/�B�46��#G�?�.JH)1@8;+���O4�#%�.V ��;A�.#=� �.�
�?��JH)+@8;�B�(<@8;�V*� �
)C_
äo���s�z�^�.�P¥-���O��� �Ç� � �H���C¥<è��zèu¥qç�æ����"� �

R3 ¦�Åz¿hQ®?¯°« #`¯�·fµÎ¶X³°¯°¨

x =





ξ1
ξ2
ξ3



 , y =





η1
η2
η3



 ∈ R3

ª°¯�«
x × y :=





ξ2η3 − ξ3η2
ξ3η1 − ξ1η3
ξ1η2 − ξ2η1



 .

	z] ;hV #=�C/5�o/1:�& �.#=�$,<78;yJ8@QRI0 2=#%B�#%��;1)1�"pL���-� #E)+#=@Q��46��;�V*����4�#%;c�.#=� ��/5�.& ;c�.#=�*\r7Q:�& � K ��@8RI� �
)1;+#3/1:�& �#©�H)1�.;10 ;+�
)�7X)+#=@Q� �<�<V*�.�G_-�`( �-n8:�&</5)'/5)1�.2=2%���o4�#%;6�.#=�<# K �L�9# K �.�</+:�&<7X\l)+����V*�./6�?��JH)+@8; �
0 ;+@*V*( JH)1�C/'B�(</+7DRIRI���G_
) �*�+*g�O��� � Ì6ÑD³yÆ*¯�¸%«l¯DÆX«=»*¯ x, y, z ∈ R3, λ, µ ∈ R »*¯°¸Pµ©¯�¨
½=«=¾�¬8«l¯LâL«%ª.µr³+«ÎÆ*¿ µr«¢ÕC»*¯
ª�¯Xµru¯DÓ

(λx + µy) × z = λ(x × z) + µ(y × z),

x× (λy + µz) = λ(x × y) + µ(x × z),



�����8�

½=«%«=¾ × «3ª�µ}´D¨`µP«%ª�� ÉIÉ"¯Xµr³+«%ª�ÂZÃqÓ x× y = −(y × x),

½%«=«%«=¾ x ¿D¨�¬ y ª1«=¨�¬�Ä
¯�¶X³.µPÃ`¶C» ¶u¨-´D¸-Q¿ x× y, ¬-Ë ÃqË 〈x, (x × y)〉 = 〈y, (x× y)〉 = 0,

½=«¢ÕC¾ ��¯°u¯°«rÂZÃ ¨f¯uµ ϕ ¬$¯°¨�®?«l¯c¶*Æ*¯�¨�Ñ<Æ*¯�³h¬$¯°¨��9¶Xª1«=¨f¿8ª �¢È ´*µPh¯�³+·H¸l¹X³CµÎ¯°¨¤ÛW«=¨ ·*¯�¸z8®?«3ª
ÂZÃf¯�¨
x ¿D¨�¬ y, ª°¶c«%ª.µ

|x× y|2 = |x|2 · |y|2 − 〈x, y〉2 = |x|2 · |y|2 sin2 ϕ,

½PÕC¾WÌNÑ8³�¬8«l¯L·D´D¨`¶u¨ «3ª�ÂZÃ`¯�¨�Í9«=¨<Ã`¯�«¢µPª.Õu¯°·`µ©¶u³
¯�¨�»Q«%¸Pµ'¬Q«l¯LÐP¶X¸E» ¯�¨�¬$¯LÀ�¿8¸PµP« ²f¸%«%·X´ µr«^¶u¨<ª.µ¢´<Æ$¯°¸=¸^¯
× e1 e2 e3

e1 0 e3 −e2

e2 −e3 0 e1

e3 e2 −e1 0

½PÕu«=¾OÍ}ª6«%ª.µ x× y = 0 »*¯�¨`´*¿[¬H´D¨ ¨�ºf®?¯°¨ ¨�ÅG´XÃ ¸^¯�¨ λ, µ ¯��*«%ª.µr«^¯�³
¯�¨GºHÐ©ÑD³�¬8«^¯ |λ|+ |µ| > 0,
´ Æ*¯�³ λx+ µy = 0 «%ª.µ1Ë

�v���h�H�P�8~�ê^# ë ,<#%/hê^S ë JX7D� �OR[78�WV*( ;�:�&o�.#=� \r78:�& �C/Ai�7Q:�& ;1�C:�& � �.�o,`��46��#3/1���G_<x�2%/L{6��#3/50 #%��2
B��.# K ���o4�#=;yêr#=S ë ~

|x× y|2 = (ξ2η3 − ξ3η2)
2 + (ξ3η1 − ξ1η3)

2 + (ξ1η2 − ξ2η1)
2

= (ξ1η2)
2 + (ξ1η3)

2 + (ξ2η1)
2 + (ξ2η3)

2 + (ξ3η1)
2 + (ξ3η2)

2

− 2(ξ1ξ2η1η2 + ξ1ξ3η1η3 + ξ2ξ3η2η3)

= (ξ2
1

+ ξ2
2

+ ξ2
3
)(η2

1
+ η2

2
+ η2

3
) − (ξ1η1 + ξ2η2 + ξ3η3)

2

= |x|2|y|2 − 〈x, y〉2.
9 4 � .3� � � Z/5)

y = 0,
/5@I#3/Z)

x× y = 0
( �-V

0 · x+ 1 · y = 0.!$�.#`782%/1@
y 6= 0.

Z/Z)
x× y = 0,

/1@y#3/Z)'�<78:�&aê^#%S ë |x||y| = |〈x, y〉|. pL78RI#E) K #%,*)6�C/}�-78:�&!*7D)1B � _ ��� ��#%�
ρ ∈ R

RI#=)
x = ρy

@*V*�.;
1 · x+ (−ρ) · y = 0.!$�.#8�$( �y( R K ��J8�.& ;1) λx+µy = 0,

78,-�.;��<#%:�&H)
λ = µ = 0.

�a� K �.� y 6= 0
#%/5)�� @8)Z4N�.�<V*# K

λ 6= 0,
7D23/1@

x = −µ

λ
y.

p�7D� ��#3/Z)ARI#=)
ρ := −µ

λ
:

x× y = (ρy) × y = ρ(y × y) = y × (ρy) = y × x = −(x× y),

/1@8RI#E)
x× y = 0. �

©�H)1�.;10 ;+�
)+#=�.;1�.�I4�#=;6( �</1��;+���?�.JQ)+@8;+���[#%R K �.@8RI�
)+;1#3/1:�&<���[�A7D(<RoFH46@8,`��#`4�#=;6V 78/N] , 2%# �
:�& ���67D;1)1�C/5#3/1:�&<�N�L@H@Q;+V #=�<7D)1�.�</5d*/5)1�.RéSQ��;+4N�.�<V*���qFC/1@*V 7D��7D23/5@�V*#%�6V*;+��#$JX7D�<@8� #3/1:�&<���c�}#=� �
& �.#E)�/5SQ��JH)1@Q;1�.��7D( \^��#%�<7D�<V ��;A/1��� J$;+�.:�&H)'/5)1�.& ���o( �<Vo�.�Q)�/50<;1�C:�& ���<VoV*�.;��5���C:�&H)1� � >�78�<V �
��� K ��2 �h@Q;1#%���H)1#%��;1)�/5#%�<V�FG/1@�&-7D,`����4�#=;�RI#=)�V ��R 2%�
)+B
)1�.��!*7X)+BIV #=�v\^@82 K �.�<V*�.�axA(-/1/+7 K ���
K �.B��.# K ).~
) �*�+*g�O��� � â�´Dª #`¯°·fµÎ¶u³©²f³
¶ ¬<¿D·fµAÆ$¯
ª
ÂZÃ<³°¯°«¢Æ*µ?«%¨ ��¶H¶X³�¬Q«=¨-´ µÎ¯°¨g¬$¯°¨ �NÆ*¯�³1»$´X¨ »WÕu¶u¨�Q®?¯°«
±6³CµPª.Õu¯�·fµ©¶u³
¯�¨ x, y Q¿"¯°«=¨f¯�É�¬8³+«¢µ5µÎ¯°¨ #`¯�·fµÎ¶X³ z Év«¢µ?ÐP¶u¸=»*¯°¨�¬$¯°¨oÍ}«E» ¯�¨<ª�ÂZÃ-´XÐ©µ©¯�¨qÓ
½=«=¾ z ª�µ©¯�Ãfµ?ª�¯°¨ ·$³°¯uÂZÃ`µ9´ ¿DÐ x ¿D¨G¬"´ ¿DÐ��$Ë
½=«%«=¾gâ�«^¯�Ø�¹D¨*»*¯yÕu¶X¨ z «3ª�µs»H¸l¯°«rÂZÃa¬$¯°³AÌ�¸l¹$ÂZÃf¯�¬*¯°ª�ÕX¶u¨ x ¿D¨�¬ y ´*¿DÐ3» ¯°ªÎ²G´X¨<¨`µ©¯�¨oÊ9´X³°´X¸%¸l¯ �

¸l¶u»Q³°´XÉIÉm¯°ªCË
½%«=«%«=¾ x, y, z ÆD«=¸P¬$¯�¨�«%¨g¬Q«l¯
ª�¯°³AÒL¯�«%Ã`¯�¨<ÐP¶u¸=»*¯�¯�«%¨"²z¶Dª5«¢µr«¢ÕI¶X³1«^¯�¨fµr«^¯�³CµÎ¯
ª�È��<ª�µ©¯�ÉOË
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pL#=�N��;�/Z)+����,`��#3V*���cx�(</+/17 K ���y/5)1�.& ����#%�h!*7D)1B � _ �	� F.V*#%�}V*;+#=)5)1�NJ8UQ� � ����4�#%;q#%R�xA( K ���$, 2%#%:�J� @*:�&�� #3:�&H)c,-�.4N�.#%/1���qF�V 7O(<�</�\^] ;v��#%� �.��7D2%2 K ��RI��#%� ����{6� K ;+#E|ÇSQ@8� � ;+#=�.�H)1#%��;+( � K � @*:�&
V*#%�c��;1(<�<V*237 K �.�"\^�.& 2=�.�G_

xA(-/yV*��;h��@QRc, #%�<7X)+#=@Q�aSQ@8���?��JH)+@8;+0 ;1@*V*(<JQ)y(<�<V�!$JX7D237D;+0 ;1@*V*(<JQ)y�.;1&-7D2=)1����4�#%;cV 7Q/
/1@ K �.�<7D�<�Q)+� �+!$0<7D) � b9;+@$V ( JH)"�°_
äo���s�z�^�.�P¥-���O��� 
 � ) �s�*� �zèX¥Gçzæq��� ¦�Åz¿ #`¯°·`µ©¶u³
¯�¨ x, y, z ∈ R3 Ã`¯�«%Ï<µ 〈x, y × z〉 ¬H´Dª
�^ÈD²G´*µ3²f³
¶*¬-¿D·fµ �'¶ ¬$¯°³�¬8«^¯ �lâ�¯uµÎ¯°³1ÉI«%¨-´X¨fµ©¯ �ÎËzÛW«=³A¨f¶$µr«^¯�³
¯�¨O´*¿ ÂZÃ

V*��)
(x, y, z) := 〈x, y × z〉.

y × z

y

x

z

x�, , #%2%V*(<� K �

����@QRI�
)1;+#3/1:�&�#=�H)+��;+0 ;1��)1#%��;1)y2=#%�
\^�.;5)vV 78/v!$0<7X)+0 ;+@$V ( JH)hV 78/y�?@82%( RI����V*�C/yS8@Q�
x, y, z7D( \ K �./10<78� �H)1���cbs78;+782=2%��2%��0<#=0`�.V*�C/�FX78(<:�& �+!$0<7X) � K �.�<7D�<�Q)C_Cp�78/z�?@Q;1B.��#3:�& ��� K #%,*)sV<7D,`��#*7D�GF@8,�V*#%���?��JH)1@Q;1�.�

x, y, z
#%�OV*#=�C/5�.;A����#%& �.�*\^@82 K ��0`@Q/1#E)+#=S"@*V*�.;�� � K 7X)+#=S"@Q;1#%���H)+#=�.;5)�/5#%�<V�_

���C:�& � �
)'R[7D�oV 78/�!$0<7D)10 ;+@*V*( JH)'#=����@QRI0-@Q� ���H)1�.�m7D(-/�F*/1@h�.;1&<n82E)6R[7D��V #=��p�7D;�/Z)+��2 �
2%( � K

V*�
)
(x, y, z) = ξ1η2ζ3 + ξ2η3ζ1 + ξ3η1ζ2 − ξ3η2ζ1 − ξ1η3ζ2 − ξ2η1ζ3.

xA23/?MO�.;1J$;+� K �.28\^]<;}V 78/s{6#%2%V*�.�[V*#=�C/5�C/?!$0<7X)+0 ;+@$V ( JH)1�./s�.# K � �
)9/1#%:�&h\^@82 K �.�<V*�C/9!*:�& ��R[7<~
MW78�"/1:�& ;+��#%,`�AB�( �-n8:�&</5)NV*#%�A��;�/5)1���[,`��#3V*�.�"�?��JH)1@Q;1�.�[� @*:�& R[7D2-;1�C:�&Q)�/9V 78� ��,`���"&<#=�"(<�<V
, #%2%V �AV 7D� �IV*#%��V*;1�.#*b9;+@$V ( JH)1�'S8@Q�h2%#=�<J$/s@Q,-�.�h�-78:�&v;1�C:�&Q)�/z( �H)1����ê�� ë ( �<Vv/5( , )1;�7D& #%��;+�S8@Q�oV ��;+���O!$( RIRI�yV*#=�yV ;1�.#�b9;1@*V*(<JQ)+��S8@Q�m2%#=� J*/�(<�Q)+�����<7Q:�&�;+�.:�&H)+/6@Q,-�.��ê �?�9� ë _

x y z x y

◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦ ◦xA(-/hV*�.�Ç���C:�& ��� ;+� K ��2%��\^] ;IV 78/I!$JX7D237D;+0 ;+@$V ( JH)y( �<VÇV<78/h�?��JH)1@Q;10 ;+@*V*( JH)c�.; K ��,`���/1#%:�&�/5@8\^@8;1)A7D����� K ��2%�m\^] ;LV 78/A!$0-7X)10<;1@*V*( JH)�@*V*��;AV #=�ypL�
)+��;+Rv#%�<78�Q)+�8~
) �*�+*g�O��� � âhÔQÓ V*�
) (x, y, z) «%ª.µ?¸%«=¨`¯�´X³A«%¨hÄ
¯u¬$¯�É ¼ ³1»-¿DÉm¯°¨`µ5ºG¬-Ë ÃqË-Ð©ÑD³L´X¸%¸^¯ x, x′, y, z ∈

R3 ¿D¨�¬ λ, λ′ ∈ R «%ª.µ
V*�
)

(λx + λ′x′, y, z) = λ
V*�
)

(x, y, z) + λ′
V*�
)

(x′, y, z)

¿D¨�¬m´X¨-´D¸l¶u»h«%¨�¬$¯�¨W´X¨G¬$¯�³
¯�¨ ¼ ³1»-¿DÉm¯°¨`µ©¯�¨qË



�����!�

â�Ö<ÓAÈ$«=¨G¬�¿8¨`µ©¯�³�¬$¯°¨ #`¯�·fµÎ¶X³°¯°¨ x, y, z 8®9¯�«f»H¸l¯°«rÂZÃGº<ª�¶c«3ª�µ V*��) (x, y, z) = 0.

â�× Ó�ÌNÑ8³�¬8«l¯L·D´D¨`¶u¨ «3ª�ÂZÃ`¯�¨�Í9«=¨<Ã`¯�«¢µPª.Õu¯°·`µ©¶u³
¯�¨ e1, e2, e3 «%ª.µ V*�
) (e1, e2, e3) = 1.

�v���h�H�P�8~'p � \^@82 K )9( �<Rv#=)5)+��2%,<7D;67D(</}V*��; �G#%� �.78;1#=)+nD)?V �./N!*Ju782%78;10<;1@*V*( JH)+�./s( �<V[V �./?�?�.J �
)1@Q;10<;1@*V*( JH)+�./6#=�vYZ�CV*��R ��#%� B��.2=� �.�OxA; K ( RI���H)C_

p � ~ Z/Z)
x = y

@*V*��;
x = z

/1@"\^@82 K )�p � 7D(-/�!*7D)1B � _ ��� ê^#%#%# ë F<\^] ; y = z
\^@Q2 K )L�C/�78(</!*7D)1B � _ ��� êrSH# ë _p � ;+�.:�&<� ���O!$#%��RI782G/5�.2=,`��;��-78:�& �

�

	z] ;AV*�.��t�R K 7D� K RI#=)Lp���)1�.;1RI#%�<7D�H)1�.�o/1#%�<V�\^@82 K ���-V*����� K ��2%���$]*)+B�2%#%:�&G~
) �*�+*g�O�-, � ½=«=¾ ¼ ¬ ¬8«^¯�³CµqÉ"´X¨[Q¿v¯�«%¨`¯°É ¼ ³1»-¿DÉm¯�¨fµz¯°«=¨ #�«^¯�¸%Ðr´$ÂZÃ`¯
ª'¯°«=¨`¯
ªN´D¨�¬$¯�³
¯�¨ ¼ ³ �

»-¿DÉm¯�¨fµ©¯°ª�º<ª�¶v¹X¨G¬$¯�³Cµ?ª5«PÂZÃg¬*¯�³IÛm¯�³Cµ'¬$¯�³Aâ�¯uµ©¯�³+Év«%¨-´D¨`µ©¯�¨ «rÂZÃfµ+Ë
½=«%«=¾�#`¯�³Cµ¢´*¿Qª
ÂZÃfµ�É"´X¨�Q®?¯°« ¼ ³5»`¿DÉm¯�¨fµÎ¯uºzª°¶oÉm¿D¸¢µr«Á²f¸%«=.«l¯°³.µ�ª5«PÂZÃ ¬8«^¯[â�¯uµ©¯�³+Év«%¨-´D¨`µ©¯vÉI«Pµ

¬$¯�É Ì`´X·fµÎ¶X³ −1.

�v���h�H�P�8~%9 4 � � � �

V �
)
(x+ λy, y, z)

D1
=

V*�
)
(x, y, z) + λ

V �
)
(y, y, z)

D2
=

V*�
)
(x, y, z).

9 4 � �#� � �q�k#%;�S8�.;146���-V*���o2%78(*\^���-V 	���#%29ê^# ë ( �-VoV #=����� K ��2Gp � ~
V*�
)

(y, x, z) =
V*�
)

(y + x, x, z) =
V*�
)

(y + x, x− (y + x), z)

=
V*��)

(y + x,−y, z) =
V*��)

(x,−y, z) = − V*�
)
(x, y, z)

pL#=�y78�<V*��;+��� 	snD2%2=� K ��& �.��4�#%�.V*�.;A7D�<782=@ K _
�

pL#=��{6�CV*��(*)+( � K V ��;NpL�
)+��;+RI#=�<78�H)1�A4�#%;+V[/1#3:�&[#=Rj4N�.#E)+��;+���[�.; K ��,`���G_H�f( S8@Q;9� @*:�&[��#%�
B��.�H)1;�7D2%��;�{6� K ;+#=|z~
äo���s�z�^�.�P¥-���O�-,q�����}�r�z�$�*è�� åz �� �z�-�P� � �r�P���$�*è"æz��� åz �� �z�-�P� ¦gÍ}ªGª°¯�«^¯�¨ x1, x2, ..., xn

#`¯�·fµ©¶u³
¯�¨m«%É R3. Ú'«¢Æ*µ}¯
ª�¬$´X¨ ¨OÅ�´XÃ ¸^¯�¨ λ1, λ2, ..., λn, ¬8«^¯A¨<«rÂZÃfµsª+¹DÉmµr¸%«PÂZÃ = 0 ª5«%¨�¬ º<ª°¶ �
¬H´DÏ λ1x1 + λ2x2 + ...+ λnxn = 0 «%ª.µZº ª°¶�Ãf¯�«%Ï$¯�¨ x1, x2, ..., xn �3¸%«=¨`¯�´X³�´ ÆXÃ`¹X¨*»H«E» �¢Ë$È$«%¨�¬
ª1«l¯�¨ «PÂZÃfµ}´ ÆXÃ-¹D¨*»Q«=»<º ª°¶cÃ`¯�«%Ï$¯°¨oª1«l¯ �3¸=«%¨`¯�´X³�¿D¨-´<ÆXÃ-¹D¨*»Q«=» �ÎË
!$#%�<V

x1, x2, ..., xn

2%#=� �C7D;?( �-7D, &<n8� K # K FD/1@�JX7D� �"782%/1@�Rv#=)6�f78& 2=�.�
λi ∈ R

��#%� ����2=�.#%:�&$( � K
λ1x1 + λ2x2 + ...+ λnxn = 0

�$( ;A,`�./5)1��&<���GF 46���<�
λ1 = λ2 = ... = λn = 0.pL#=���?�.;1, #%�<V*(<� K V*#=�C/5�.;A{6� K ;+#=|`��2%#=��\^��;1)

) �*�+*g�O�-,�� Í}ª�ª�¯°«l¯°¨ x, y, z #`¯�·fµ©¶u³
¯�¨o«=É R3. â�´XÐ©Ñ8³'»*¯�¸¢µÎ¯°¨
½=«=¾Wâ�«^¯LÐP¶u¸=»*¯°¨�¬$¯�¨ ¼ ¿Qª1ª�´u» ¯�¨o´X¾y¿D¨�¬WÆu¾�ª1«=¨G¬"¹��*¿D«PÕ
´D¸l¯°¨`µ+Ó

´u¾ x× y 6= 0, Æu¾ x, y ª1«%¨�¬[¸=«%¨`¯
´D³�¿D¨-´ ÆDÃ-¹X¨*»H«E»fË
½=«%«=¾gâ�«^¯LÐP¶u¸=»*¯°¨�¬$¯�¨ ¼ ¿Qª1ª�´u» ¯�¨o´X¾�º�ÆX¾y¿D¨�¬�Â5¾�ª1«=¨G¬[¹��$¿8«PÕ
´X¸^¯�¨fµ+Ó

´u¾ V*�
) (x, y, z) 6= 0,

Æu¾ � ¯u¬$¯°ª u ∈ R3 Æ*¯°ª1«PµP8µN¯°«=¨`¯�¯°«=¨�¬*¯u¿ µP«E» ¯�â�´D³+ª.µÎ¯°¸=¸¢¿D¨*»m´X¸3ª
u = λx + µy + νz.

Â5¾ x, y, z ª5«%¨�¬[¸=«%¨`¯�´X³�¿D¨-´<ÆXÃ-¹D¨*»Q«=»`Ë
½%«=«%«=¾W§©É R3 ª5«%¨�¬�Ä
¯LÉI«=¨G¬$¯°ª.µÎ¯°¨<ª�Õu«l¯°³ #`¯�·fµÎ¶X³°¯°¨�¸%«%¨`¯
´D³�´<ÆXÃ-¹D¨*»Q«=»`Ë
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�v���h�H�P�8~%9 4 � � � �qpL#%�./�#3/Z)AV*#%�yxA(-/1/+7 K �LSQ@8�O!*7X)+B � _ ��� ê^S$# ë _9 4 � �#� � �s7 ë ⇒ , ë ~-�k#=;L� ��& RI�.�W7D�GF
u
,-�C/5#=)1B.����#%� �cp�7D;�/Z)+��2%2=( � K u = λx+ µy + νz.MO( 2=)1#%0 2%#=B.#=�.;1�.�a4�#%;�V*#%�./1�[��2%��#3:�&$( � K #=R !$#=�<� �[V*�./y!$JX782%78;10 ;+@*V*( JH)1�C/LV ��;y���.#=& �.�a�-78:�&

RI#E)
y × z

F
z × x

,<B�4�_
x× y

F /5@I��;+&<782E)+���o4�#=;
〈u, y × z〉 = λ〈x, y × z〉 + µ〈y, y × z〉 + ν〈z, y × z〉 = λ

V*�
)
(x, y, z),

〈u, z × x〉 = λ〈x, z × x〉 + µ〈y, z × x〉 + ν〈z, z × x〉 = µ
V*�
)

(y, z, x),

〈u, x× y〉 = λ〈x, x × y〉 + µ〈y, x× y〉 + ν〈z, x× y〉 = ν
V*�
)

(z, x, y).

MO#=)�V*��;��?�.;5)�7D(</+:�&$( � K /5;+� K ��2`S8@8�O!*7D)1B � _ � � ��;+&<7D2=)1�.��4�#%;AV 7D;�7D(-/
V �
)

(u, y, z) = λ
V*��)

(x, y, z),V*�
)
(x, u, z) = µ

V �
)
(x, y, z),V �
)

(x, y, u) = ν
V*�
)

(x, y, z).

p�7a4�#%;[RI#E)m7 ë Y57�V*�
)
(x, y, z) 6= 0

S8@Q;+78(</ K �./1�
)+B
)v&<7D,`���GF}J8U8�<� ��� 4�#=;"78(��<UQ/1���¤( �<V
��;+&<782E)+���

λ =

V*�
)
(u, y, z)V*�
)
(x, y, z)

, µ =

V �
)
(x, u, z)V*�
)
(x, y, z)

, ν =

V*��)
(x, y, u)V*�
)
(x, y, z)

.

p�7DRI#E)v#%/5) K ��B.��# K ).~��a�.� �ÇR[78��V*�����?�.JH)1@8;
u
]<,-�.;1&<78( 0*)v#=�ÇV ��; K ��4�]<�</1:�&H)+��� 	 @Q;1R

V 78;+/5)1�.2=2%���oJX7D� �GF V<7D� ��Rc]-/1/1����V*#%�y��@$���[B.#=�.�Q)+���o4�#=���.,-�.��78� K � K �.,-�.�o78(</1/1��&<���G_
tA�-V[�$( �"JX7D� �mRI78�m/1#%:�&mV #=�C/5��p�7D;�/5)1��2%2%( � K 78�</+:�&<7D( �.�I( �<V �vRv#=)'�
)Z4'78/923nD� K 2%#%:�& �.;7D,`��;A/1#%Rv0<2=�.;A���.:�& �$( � K �"�<7Q:�& 0 ;+]*\^���qF V 7D�[V*#%�./A78(<:�&o��#%� ��pL78;+/5)1�.2=2%( � K \^] ; u K #=, )._, ë ⇒ : ë ~$����� �cYZ�.V*�.;N�?�.JQ)+@8; K �.�<7D("�.#=�<��/1@823:�& ��p�7D;�/Z)+��2%2=(<� K ,`�./1#E)+B8F*V 78� ��78(<:�&"V*��;

iA(<2=2%S8�.JQ)+@8;CF*( �<VoV*��;�&<7X)A/1#%:�& �.;�V*#=�yp�7D;�/5)1��2%2%( � K RI#E)
λ = µ = ν = 0.

x�2%/1@I#%/5)�V*#%�./�V*#%�
��#%� B.# K �8F /1@$V<7D� x, y, z 2%#%� �.78;�( �<7D,<&<nD� K # K /1#=�<VG_

: ë ⇒ 7 ë ~ �}/�#3/Z)AB.(�B.��# K �.�G~ê�� ë � �#+-2
x, y, z

���#+�� �	
 4 +-����� ��+������	C 7<0(� 7�zV �
)
(x, y, z) 6= 0.pL#=�C/'#%/5)A2=@ K #3/1:�& K 2%��#3:�&$4N�.;5)+# K RI#E)C~

ê���� ë�� 7�zV*�
)
(x, y, z) = 0,

7�0(7�#+-2
x, y, z

���#+-�8��
/����� ��+ �	����G
pL��� ��4'nD;+�I�
)Z4'7�ê�� ë \r7D23/1:�&�( �<Vkê��	� ë ;1#3:�&H)1# K Fq/1@ K n8,-�[�C/�( �<78, &<nD� K # K �[�?��JH)+@8;+���

x0, y0, z0,
\^]<;"V*#=�OV*��)

(x0, y0, z0) = 0,
V*#%��/1@8RI#=)[�<78:�&�ê��	� ë 2%#%� �.78;I78, &<n8� K # K 4'nD;+���G_

p�7D� �v46n8;1�.�c/1#=�'7D,`��; K 2%��#3:�& B��.#E)+# K 2%#=� �C7D;s7D, &-nD� K # K ( �<Vh( �<7D,<&<nD� K # K F.4'78/�� #3:�&H)zRIU K 2=#3:�&#3/Z)C_<xA�<782=@ K #%�OV*��;A78�<V*�.;1�.�o��#3:�&H)1( � K �!$�.#=�.�o782%/1@
x, y, z ∈ R3

RI#=)�V*�
)
(x, y, z) = 0 K � K ��,`���G_

	<782=2 � ~X!*:�& @Q�
y, z

/5#%�<V�2%#%� �.78;�7D,<&<nD� K # K _.p�7D� � K #%,*)q�./���#%� �}p�7D;�/5)1��2%2%( � K 0 = µy+νz,46@8,`��#�� #%:�&H)m,`��#3V*����@$�<�IB.#=�.�H)1���
= 0

/1#=�-V�_6p�7D�<��#%/5)o78,-�.;mRI#=)
λ := 0

7D(-:�&
0 =

λx+µy+νz,
( �<V[&<#=�.;N/1#=�<VI�-7X)1]<;12%#%:�&"78(<:�&I� #3:�&Q)67D2%2=���L@$���[B�#%���H)+���

= 0,
/1@$V<7D�

x, y, z2%#=� �C7D;A78, &<nD� K # K /1#=�-V�_
	<782=2 � ~

y, z
/5#%�<V�2=#%� �C7D;�( �<78, &<nD� K # K _Gp�7D� ��#%/5)y�<7Q:�& 	���#%2Aê^# ë 7D,`��; y × z 6= 0

( �<V
/1@8RI#E)

V*��)
(y × z, y, z) = 〈y × z, y × z〉 = |y × z|2 6= 0.i�7Q:�&�V ��R @8,`��� K ��B.��# K )+����2%n8�D)c/1#%:�&�V 7DRI#=)�YZ�.V*�.;y�?��JH)+@8;CFG7D23/5@O7D(-:�&�V 7Q/ K � K �.,-�.� � x7D(-/

y × z, y, z
V 78;+/5)1�.2=2%����7D23/

x = λ(y × z) + µy + νz.

MO( 2=)1#%0 2%#=B.#=�.;5)AR[78��V #=�C/'Rv#=)
y × z,

/1@v\^@82 K )
〈x, y × z〉 = λ〈y × z, y × z〉 + µ〈y, y × z〉 + ν〈z, y × z〉 = λ|y × z|2.

i�7Q:�&g�?@Q;+78(</1/1�
)+B�( � K #3/Z) 〈x, y × z〉 =
V*�
)

(x, y, z) = 0
( �-Va/1@8RI#E)

λ = 0.
xA23/5@o&<7D)

xV*#%�hp�7D;�/Z)+��2%2=(<� K x = µy + νz,
467Q/

(−1)x + µy + νz = 0
2%#=��\^��;1)L( �<VgV*#=�v,`��&<78( 0*)1��)1�

xA,<&<nD� K # K J8�.#E)�,`��46��#3/Z)C_



����� �

9 4 � �#�#� � �q�N/A/5�.#=�.�
x1, ..., xn ∈ R3 K � K ��,`���qF*4N@Q,-�.# n ≥ 4.!$#%�<V

x1, x2, x3

/+:�& @8�m2=#%� �.78;�7D, &<n8� K # K FH/5@v�<7Q:�&mV*��R /5�.2=,`����!*:�& 2%( �h4�#%��@8,`����78(<:�&
x1, ..., xn.!$#%�<V�V 7 K � K �.� x1, x2, x3

2=#%� �C7D;�( �<78, &<nD� K # K F�/5@�JX7D� ��R[7D���<78:�& 	q�.#=2�ê^#%# ë �
)Z4'7 x4V 78;+/5)1�.2=2%����7D23/
x4 = λ1x1 + λ2x2 + λ3x3.

p�7D� ��/5#%�<V�7D,`��;�4�#=��@Q,-�.� K �C/1:�&<2=@H/1/1���
x1, x2, x3, x4

2%#%� �.78;A7D, &<n8� K # K ( �<V�V 7DRI#=)�7D(<:�&
x1, ..., xn. �

�Ièu�C �¥`��¥-è �����P� �G�.�.� ����æ��zçkämèX�$ �æz���`�$�k� �
R3

äo���s�z�^�.�P¥-���O�-, , �+�Ièu�. z¥-�`¥`�����P� ���C� � �z�Ièu�C �¥`��¥-è �����P� �G�.�.� � ¦�âL³
¯�«�#`¯°·`µ©¶u³
¯�¨ x1,
x2, x3 ∈ R3 ºNÕu¶X¨Ç¬*¯�¨`¯°¨[Ä
¯I8®9¯�«9Q¿H¯�«%¨-´X¨G¬$¯�³h¶X³.µPÃ`¶C» ¶u¨-´D¸sª1«%¨�¬ ºqÃ`¯°«=Ï*¯�¨Ç¯�«%¨��Z±6³.µPÃ`¶C» ¶ �
¨-´D¸%ª��<ª�µ©¯�É �¢Ë?È$«%¨�¬�ª1«l¯m8¿Qª+¹ µr�¸%«PÂZÃÇ¨`¶X³1ÉI«^¯�³CµZº�¬-Ë ÃqËsÃ-´<Æ$¯°¨ ¬8«^¯	#`¯�·fµ©¶u³
¯�¨¤´D¸=¸^¯W¬8«^¯mØz¹X¨*» ¯
|xi| = 1, ª�¶cÃ`¯°«=Ï*¯�¨�ª5«^¯�¯�«%¨��Z±6³CµrÃ`¶X¨`¶u³+É"´X¸3ª �<ª.µÎ¯�É �Pº*´<Æu»*¯°·fÑD³1Qµ'± %�È�Ë
) �*�+*Oæz��çkäo� �z�z�^�C�r¥`� �O�-, /k�1�IèX�P�H�f�C�r�HèXæ��z� ¦
½=«=¾ �N«%¸P¬$¯�¨ x1, x2, x3 ∈ R3 ¯�«%¨�±6³CµrÃ`¶u»*¶u¨`´X¸3ª �<ª.µÎ¯�É ¿D¨G¬�ª1«=¨G¬�´D¸=¸^¯ 6= 0, ª°¶Wª1«=¨G¬�ª1«l¯

¸=«%¨`¯
´D³�¿D¨-´ ÆDÃ-¹X¨*»H«E»fË
½=«%«=¾�N«%¸P¬$¯�¨�ª5«^¯�ª°¶C»$´D³�¯°«=¨�± %�È`º<ª�¶c«3ª�µ?«%Ã ³
¯Lâ�¯XµÎ¯�³+ÉI«=¨`´X¨fµÎ¯�¯°¨`µ©®9¯C¬*¯�³ +1 ¶ ¬$¯°³ −1.

Í9«=¨ ± %�ÈaÉv«¢µ�â�¯uµ©¯�³+Év«%¨-´D¨`µ©¯ +1 Ãf¯�«%Ï<µ � ²z¶Dª5«¢µr«¢Õo¶X³1«^¯�¨fµr«^¯�³Cµ �Pºz¯�«%¨`¯
ª�ÉI«Pµ�â�¯uµ©¯�³+ÉI«��
¨-´X¨fµÎ¯ −1 �%¨f¯+»$´ µr«¢Õh¶u³+«l¯°¨fµr«^¯�³Cµ �ÎË

�v���h�H�P�8~A�`(�ê^# ë ~`!$��# λ1x1 + λ2x2 + λ3x3 = 0.
MO( 2=)1#%0 2=#%B�#%��;+����RI#=)

x1

2%#=��\^��;1)
0 = λ1〈x1, x1〉 + λ2〈x2, x1〉 + λ3〈x3, x1〉 = λ1〈x1, x1〉,

/1@$V<7D��7D23/1@
λ1 = 0.

xA�-7D2%@ K B��.# K )mR[7D�GF6V 7D���<@D)Z46���<V*# K V*#%�a78�<V*��;+���k�L@$���[B�#%���H)1�.�
S8�.;+/+:�&$4�#=�-V*���G_

�`(�ê^#%# ë ~<p�7 x1, x2, x3

2=#%� �C7D;'( �<78, &<nD� K # K /1#%�<V�F*&<78,-�.�o4�#%;���#%� �yp�7D;�/Z)+��2%2=(<� K
x2 × x3 = λ1x1 + λ2x2 + λ3x3.

pL#=�yMO(<2E)+#=0 2%#%Ju7D)1#%@8��RI#E)
x2

, B.4�_*Rv#=)
x3

2=#%�
\^�.;5)
λ2 = λ3 = 0,

/1@$V<7D�
x2 × x3 = λ1x1.p�7v782=2%�

xi

V*#%��iA@Q;1R
1
&<78,-�.��( �-V

x2, x3

@8;1)1&<@ K @Q�<7D2f/1#=�<VGF*#%/5)A�<78:�&�!*7X)+B � _ ��� ê^#%S ë7D(-:�& |x2 × x3| = 1
(<�<V�/5@QRv#=)

λ = ±1.
!*:�& 2%#=�.�82%#%:�&o#3/Z)

V �
)
(x1, x2, x3) = 〈x1, x2 × x3〉 = 〈x1, λ1x1〉 = λ1〈x1, x1〉 = λ1 = ±1.

�{6��B.] K 2%#%:�&��.#=� �C/ � iL!�2378/+/1����/5#3:�&yV*#%�9�?��JH)+@8;+����#=R R3
,`�./1@8�<V ��;�/���#%�*\r78:�&yV<7D;�/Z)+��2%2=�.�G_

) �*�+*g�O�-, � È$«%¨�¬ x1, x2, x3 ∈ R3 ¯�«%¨�± %LÈ`º-ª°¶y»*¯°¸Pµ©¯�¨
½=«=¾ y = 〈y, x1〉x1 + 〈y, x2〉x2 + 〈y, x3〉x3,

½=«%«=¾ |y|2 = 〈y, x1〉2 + 〈y, x2〉2 + 〈y, x3〉2.
�v���h�H�P�8~A�`(�ê^# ë ~-pL7[V*#%�

xi

�.#=� � i�!m,<#=23V*���qF JX7D� �oR[7D�vYZ�.V*�.�*\r7D2%23/
y
V 78;+/5)1�.2=2%����7D23/

y = λ1x1 + λ2x2 + λ3x3.

{6#=23V*��)ARI78�oV<78/A!$JX7D237D;+0 ;+@*V*( JH)�Rv#=)
xi,

/1@c\^@Q2 K )�/5@8\^@8;1) λi = 〈y, xi〉.ê^#%# ë ��;+&<nD2=)�RI78�oV ( ;+:�&�MO( 2=)1#%0 2%#=JX7D)1#%@8�WV*�.;ApL78;+/5)1�.2=2%( � K #%��êr# ë RI#=)
y. �!*:�&<78( ���o4�#%;��H(<�o�<@$:�&oJ$( ;+B�78(*\zpL;+��&$( � K ���o#=R

R3
�

©R ��7D( R , #=23V*�.�"V*#=�AV ;1�.# JX7D� @Q� #%/+:�& �.�v�}#=� &<��#=)+/1S8��JH)+@8;+���
e1, e2, e3

��#%� � i�!f_Qp�7D,`��#
/10<7D� �<���

e2
( �<V

e3
B�(</+7DRIRI���a��#%� �I�9,`��� �"78(*\ZFG7D(*\'V*��;

e1
/5�.� J$;1�C:�&H)�/5)1�.&Q)C_Gp��.� J8�.�

4�#%;c�$( �ÇV*#%�./1�����?�.JH)1@8;
e1

7D23/ �1pL;1�.&<78:�&</1� �I( �<V�V<7D;+( R V ��� K 7D� B.�����A7D(<R K �.V*;+��&H)C_p�7D� �O/5)1��2%2%���o4�#=;�\^�C/Z)C~



�����3� � �����	��
���������������

e2

x

x′

ϕ

z

z′

e1

e2

e3e3

x�, , #%2%V*(<� K �

�

�?��JH)1@Q;1�.�GFqV*#%� K 78� B[#=��V ��;
e2, e3

� �9,`��� ��2=#%� K ���GFqS8��;+&<782E)+����/5#3:�&�4�#=�[,`��#6��#%� �.;
��,`��� �.��pL;+��&$( � K _

�

�?��JH)1@Q;1�.�GFXV*#=�'#%�v�A#%:�&H)1(<� K SQ@8� e1 B.��# K ���qFuVG_ &G_D78(*\`V ��;?p�;+��&-78:�&</1�N2%#%� K �.�GFu, 2%��#%,-�.�( �$S8��;�nD�-V*��;1)._
�

!$( RIRI����( �<Vo��#%��2=\r78:�&<��SQ@8�o�?��JH)1@Q;1�.� K ��& �.��#%�W!$( RIRI��, B�4�_<��#%��2=\r78:�& �C/'] ,-�.;._
!$�.#q�$( �

x = ξ1e1 + ξ2e2 + ξ3e3
��#%�O,`��2%#=�., # K ��;L�?��JH)1@Q;.F<V<7DB�( x′ = ξ′1e1 + ξ′2e2 + ξ′3e3V*�.; K �.V ;1�.&Q)+�8_*�k#%;A/5��)1B.���

y := ξ1e1, y
′ := ξ′

1
e1, z := ξ2e2 + ξ3e3, z

′ := ξ′
2
e2 + ξ′

3
e3,

/1@$V<7D�
x = y+ z

( �-V
x′ = y′ + z′.

p�7D�<��2%#=��\^��;+�m@Q, # K � '�,-�.;12%� K ( � K �.�GF*V 7D� y = y′
(<�<V

V 78�
z′

7D(-/
z
V*( ;�:�&��.#=� ���.,-�.� �ypL;1�.&H(<� K ���H)+/5)1�.&Q)CF V�_ &G_

ξ1 = ξ′1,

(

ξ′
2

ξ′
3

)

=

( :�@Q/
ϕ − /1#%�

ϕ/1#%�
ϕ

:
@H/
ϕ

) (

ξ2
ξ3

)

	z] & ;+����4�#%;��H(<�o/1@ K ���<78� �H)1� 3 × 3
� MW7D)1;+#=B.���o��#%�G~

A =





α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33



 (αij ∈ R, i, j = 1, 2, 3.)

�k#%;��.;1J$23nD;+���yV*#%� � 0`��;�7X)+#=@Q�>���	��
��� × ��� �	����� � �	� �������'78�<7D2%@ K B.( R�B.4N�.#%V #=RI���-/5#%@8�<782=�.�
	<782=2�V*( ;�:�&

Ax :=





α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33









ξ1
ξ2
ξ3



 :=





α11ξ1 + α12ξ2 + α13ξ3
α21ξ1 + α22ξ2 + α23ξ3
α31ξ1 + α32ξ2 + α33ξ3





= ξ1





α11

α12

α13



 + ξ2





α21

α22

α23



 + ξ3





α31

α32

α33





����
��	
�������� �!�"�#�%$'&(���')*�#& � �#+,+-�/.10	+ � ���	� ��
 � 
�032	45���6���#���



����� �

��
87���:9;�<�#� �=&>�	� �	� ���������?�<
87���A@>0�& � 0	+-�<+B���C
D<E �<�#���F9;�<�#� �=&>�	� �	� ��������� D<E �<�#���:@>0�& � 0�+-�<+B����C
2�
�#� ���F9;�<�#� �=&>�	� �	� ���������?2	
�#�����A@�0	& � 0�+���+,���HG

MO#=)"V*#=�C/5�.;m!*:�& ;+��#%,$4N�.#%/1�mJQU8� � �.�Ç4�#%;"V 7D�<�¤V 7Q/I@8,`��� 7D, K ��2%��#=)1��)1�o�9; K ��, �<#%/I] ,`��;
( �</1��;+��p�;+��&$( � K (<R V*#%�

e1
� x�:�&-/5��\^@82 K �.�<V*�.;1R[7D�Q����� @D)+#=�.;1�.�G~

Z/5)
x′ =





ξ′
1

ξ′2
ξ′
3





V*��; K � K �.�H]<,-�.; x =





ξ1
ξ2
ξ3





( R V*�.���k#%� J8�.2
ϕ
( R V*#%�

e1
� x�:�&</1�

K �CV*;+��&H)1���?��JH)+@8;CF /5@v#%/5)

x′ =





ξ′
1

ξ′2
ξ′
3



 =





1 0 0
0

:�@Q/
ϕ − /1#=�

ϕ
0

/1#=�
ϕ

:�@Q/
ϕ









ξ1
ξ2
ξ3





pL#=�v& #%��;�7D(*\l)+;1��)1�.�<V*�IMW7X)+;1#�O� ��� �<���g4�#%;�4�#=�CV*��;���#%� �Ip�;+��&<RI7D)1;+#��_G!$#%�h&-7X)L&<#=�.;��.#=�<�
/10-�.B�#%��2%2=�����./5)+7D2=).FQ4N�.#=2`4�#%;NV*#%�Lx�:�&</1��V*�.;NpL;1�.&$( � K 782%/NV*#=����#3:�&Q)+( � K (<�</5�.;1�C/9�9#%� & �.#E)�/ �S8�.JH)1@8;�/

e1
K ��� @QRIRv�.��&-7D,`���G_<x�(*\9V*����7D2%2 K ��RI�.#=� �.� 	-7D2%2GJ8@QRIRv�.��4�#%;A/10<nX)+��;�B�(<;1]<:�Jf_

{6�
)+;+7Q:�&Q)+����4�#=;�� @*:�&o�
)Z4'78/�V*#%�./1��MO( 2=)1#%0 2%#=JX7X)+#=@Q�OMW7X)+;1#�mR[7D2��?�.JQ)+@8;C~
�9#%� �

3× 3
Mg7X)1;+#�

A K ���<��;+#=�.;5)NV ( ;+:�&�V*#=�L�?@8;�/1:�&<;1#=\l)
x 7→ y := Ax

�.#=�<��x�, , #%2%V*(<� KV*�C/
R3

#=��/1#%:�&GFGV #=�[7D23/1@cYZ�CV*��R��?��JH)1@Q;
x
/5�.#=� �5{6#%2%V��

y := Ax
B�(<@8;�V*� �
)�( �-VW\^] ;hV*#=�

R[7D�o2=�.#%:�&H)�V*#%��\^@82 K �.�<V*�.���9# K �.�</+:�&<7X\l)+���o�<78:�& ;+�.:�&<� �
)C~
) �*�+*g�O�-, � Ì6ÑD³�´D¸=¸^¯ x, y ∈ R3, λ, µ ∈ R «3ª�µ

A(λx + µy) = λAx + µAy.

ÛW«%³�ª+´X»*¯°¨W¬H´DÐ©ÑD³�´*¿*ÂZÃGº�¬8«l¯hÕX¶u¨ a Õu¯°³1ÉI«¢µ5µÎ¯°¸Pµ©¯ ¼ Æ ÆD«=¸P¬<¿D¨*»"«3ª.µ �%¸%«=¨f¯
´X³ �ÎË
	 �.;1�<��; K #%2=)'4�#%�.V ��;

�/� � ��� �	������+�78�#+�2 2	� ���*�#� 2��<
�25��
�
 �#+�� �<�#��78.��8����0�
��<+��

p�78/�tAR K ��& �.��RI#=)LMW7X)+;1#%B��.��4�#%;�VmB.(o(<�</5�.;1�.�o/5)+n8�<V*# K �.�o>�#=2=\r/5RI#=)5)+��2%� K ��&<U8;+���G_
���r�z�r�`����èXæz��ç�å}�$�-èu���}�Oæz��ç �O¥-�.�*�C�r¥`���$�
�9& ��4�#%;h(<�</v�H(<�Ç��;+�</5)1&<7D\l)IV ��;I2=#%� �C7D;+���Çx�2 K ��, ;�7WB.(H46���-V*���GFsRh]</1/1���Ç4�#=;I( �</v] ,`��;
��#%� # K �c��;+( �<V*,`� K ;1#=|f��( �<VOiA@8)+7D)1#%@8� �.�oSQ��;�/Z)�nD�<V # K ���G~ p�7D,`��#�Rc( �[R[7D�-:�& �./sYZ��)1B�)�� @*:�&
7D( \y��#%� ��R ( �<0 ;+n8B�#3/5�.���<78#=SQ��� !H)�7D�<V*0<( � JH)o,<2=�.#=,`���é( �<V�JX78� � �.;+/5)�/10<nX)+��;o@$V ��;o#=R
�A78& RI���OV*#%�./1��;'�?@8;+2=�C/5(<� K ] ,-�.;1&-7D( 0*)A�<#%:�&H)�RI��& ;���*78JH)',`� K ;1]<�<V*�
)A46��;�V*�.�G_�9#%�[B��.�Q)+;+782=�.;9{6� K ;+#=|"#%/5)NV*�.;}V*��;�� 4 + ��� � 0�+"@*V*�.;�� � ���#� 2	4 +��8F846@8,`��# #%�[46��#=)1��� 	���#%2=�.�
V*�.;hMW7D)1& �.RI7D)1#%Ja,`��#3V*�oi�7DRI�.��\^] ;hV*�.�Ç/1��2%,-�.��{N� K ;+#E|¤S8�.;146���<V �
)y46��;�V*���G_s�`(���#%� �.;
	 (<� JH)1#%@8�

f K ��& UQ;1�.�
�

��#%� ����� +B�#� � 0�+B7 �8�<
��<� ���
D(f)

F-V*��;A782=2%�./'�.�Q)+&<nD2=).F<467Q/678, K �., #%2%V*��)�4N�.;+V*�.��JX78� �GF
�

��#%� �*�#� 2	�8�<
���� �	�
B(f)

FDV*��;?/+7 K )s#%�c46��23:�& ���v{N�.;1�.#%:�&h#%:�&vV*���<�h��)Z467Q/�78, , #%2%V*�.�h4�#%2%2PF( �<V�/1:�&<2=#%���Q2=#3:�&
�

��#%� �y�?@8;�/+:�& ;1#=\l)
D(f) 3 x 7→ y := f(x) ∈ B(f),

V*#%�h78� K #%,*)�4�#%�cV*#%�I�`(<@8;�V*�$( � KS8@8�oV*�����92%��RI�.�Q)+���
x ∈ D(f)

B.(o�}2=�.Rv�.�H)1���
y ∈ B(f)

J8@8�<JH;+�
) K �C/1:�&<#=�.&Q)C_
>A#%��;+,`��#NV<7D;1\'782%/1@IYZ�.V*�.R

x ∈ D(f)
#%RIRI��;c�$( ; K ���-7D(���#%�

y ∈ B(f)
B�( K ��@Q;+V � �
)46��;�V*���GF 782=2%��;�V*#%� K /'V*]<;5\^�.�oRI�.& ;1�.;1�

x
V 7Q/1/1��2%,`�

y ∈ B(f)
,-�.J8@QRvRI�.�G_

�k#%;A/5�.& ���oB�46��# 	<( � JH)1#%@8�<���
f
( �-V

g
782%/ K 2=�.#%:�&�7D�GF*46���<��/1#%�



����� � � �����	��
���������������

�

V*����/5�.2=,`���OpL���<�<#E)+#=@Q�</5,`��;+��#3:�&o&<7D,`���GF-7D23/5@
D(f) = D(g)

#%/5).F<( �<V
�

7D(*\qV*�.R K �.RI��#%�</178RI���"pL���<� #=)1#%@8�-/5,`��;+��#3:�&�V*#%��xA, , #%23V*( � K /5SQ@8;�/1:�& ;+#=\l)1���[]<,-�.;1�.#=� �
/Z)+#=RIRI���GF-V�_ &q_

f(x) = g(x)
\^] ;L7D2%2=�

x ∈ D(f)
_

MO#=)�V*��;�! :�& ;1�.#=,$46��#3/5�
f : X → Y, x 7→ f(x)

, ;+#=� K ����4�#%;�B�( R xA(</+V*;+(<:�JfFGV 7D�
X = D(f),

7D23/5@�V*��;ypL���-� #E)+#=@Q�</1,-�.;1�.#%:�&�#3/Z)CF�\^��;+� ��;
V 78�h7D2%2%�#	<( � JH)1#%@8�</146��;1)1��#%�

Y
2%#=� K ���qFH(<�<VmV 78� 7→ V*#%��J8@8�<JH;+�
)+���`(<@8;�V*�$( � K /1S8@Q;+/+:�& ;+#E\l)7D� K #%,*)._*�?)Z4'7
f : N → R, x 7→ +

√
x.

�`46��##	 ( � JH)+#=@Q� ���
f : X → Y

( �<V
g : Z → W

Ju78� ��R[7D� B�(</+7DRIRI���</1�
)+B��.�
#%�<V*��RjR[7D�"/1#=��& #=�H)+��;+��#%�<7D�<V ��;}78(</Z\^]<& ;5)CFQV�_ &G_HB�( �.;+/5)

x 7→ f(x)
(<�<V[V 7D�<�"V*#=�C/5�.�[�a�.;5)

( �H)1�.;
g
78, , #%2%V*��).F`7D23/5@

f(x) 7→ g(f(x)).
p�7DRI#=)LV 7Q/ K (*) K ��&H).F<Rc( �"/5)1��)+/

f(x)
#%�WV*��R

pL���<� #=)1#%@8�-/5,`��;+��#3:�&�SQ@8�
g
2=#%� K ���GF<467Q/6V ( ;+:�& Y ⊂ Z K �./1#%:�&<��;1)6#3/Z)C_tA�H)+��;AV*#%�./1��;��?@Q;+78(</1/1�
)+B�( � K �.;1&<782E)+���o4�#=;AV<7D� ��V*#%� 	 ( � JH)+#=@Q�

g ◦ f : X →W, x 7→ (g ◦ f)(x) := g(f(x)).

�k#%;A� ���<� ���o��#%� � 	 (<� JH)1#%@8�
f : X → Y

�

784 
 � �8�	���#.CF 46��� �o�./�B.(cYZ�CV*��R
y ∈ Y

��#%�
x ∈ X K #%,*).F</1@*V 7D� f(x) = y,

�

�#+ � �8��� �#..F`46��� �OB.(IYZ�yB�46��#GSQ��;�/1:�&<#=�CV*��� �.�OxA; K ( RI���H)+���
x1 6= x2

7D(</
X

78(<:�&OV*#%�
	 ( � JH)+#=@Q�</546��;1)1��S8�.;+/+:�& #%�.V*�.��/1#=�-V�F<V�_ &G_

f(x1) 6= f(x2),

�

��� � �8��� �#.CF<46��� �
f
/1@X46@8& 2f#%�XYZ��JH)1#%Sm4�#%��7D(<:�&�/1( ;rYZ�.JH)1#%S"#%/5)._

xA23/9pL���<�<#E)+#=@Q�</5,`��;+��#3:�&[( �<V[782%/?{6#%2%V ,-�.;1�.#%:�&[�.#=� �.;�	 (<� JH)1#%@8�I,-�.�$(*)1B.���"4�#%; ����+ �5�<+<F
46@8;+( �H)1��;N4�#=;�V*#%�y�`(</+7DRIRI���*\r7Q/1/1( � K S8@8�mRI7D)1& �.R[7X)1#3/+:�& ��� � ,*YZ��JH)1�.�GF*V*��� 
 � �<&>�<+B���<+
2��<
 ���<+����
FsB.(���#%� ��R � �.( ��� � ,*YZ��JH).Fz��,`���¤V*��; ����+ �5�oSQ��;�/Z)+��& �.�G_q�k#%;h,`�./+:�& ;+��#%,-�.�
��#%� �mMW��� K �"#=�-V*��R 4�#%;c� *0 2%#%B�#=)h@*V*��;c#=RI0 2%#=B.#E)I7D� K ��,`���GF�4N�.2%:�&<�"�92%��RI���H)1�o/5#%�"&<7D)._��
!$0<nD)1�.;646��;�V*�.��!$#%�L#%�m�.#=� �.;'�?@8;+2=�C/5( � K ] ,`��;�MO�.� K �.� 2=�.& ;+����;1\r7D&<;1�.�GFHV<7D�c�C/6& #=�.;N�.#=�<# K �
	 (<�Q7D� K ��2%� K #%,*).F�SQ@8;yV*�.� ����R[7D��/5#3:�&�&H] )1����Rh( �<FGV*#%�"7D,`��;�\^]<;�( �</�& #%��;�JQ��#%� �[��@82%2%�
/10 #=�.2=�.��4N�.;+V*�.�G_����`46��#GMO�.� K �.�o/1#=�-V K 2=�.#%:�&GF*46���<��/1#%��V #=�y/1��2%,-�.���92=�.RI���H)1��&<78,-�.�G_

{6��#3/50<#=�.2P~fp�#%�IMO��� K ��� X = {1, 2, 3} (<�<V
Y = {3, 1, 3, 2} /1#=�<V K 2%��#3:�&G_fpL7�/5#%�h�$( ;

���-V*2=#3:�&[S$#=�.2=���}2=�.Rv�.�H)1�A&<78,-�.�GF8�<��� � �.�[4�#=;N/5#%�=�<+-2 ��� �	� �:���<+����<+-GQ�9#%� ��MO�.� K �QFQV*#%� K 78;J8�.#=�o�92%��RI���H)A,`�./1#E)+B
)CF<� �.� � ����4�#%;AV*#%�(� �8��
��F����+ �5��F ( �-V�4�#%;�VmRI#=) ∅ ,-�.B���#3:�& � ��)._
{6��#3/50<#=�.2=��( �<���<V*2%#3:�& ��;6MO��� K ���GFHV�_ &G_QSQ@8�[MO�.� K �.�[Rv#=)N(<� ���<V 2=#3:�&[S$#=�.2=�.�[�92=�.RI���H)1�.�

/1#=�<Vo��)Z467vV*#%�h�f7D& 2%,`��;+��#3:�& �
� N

F V*#=���-7X)1]<;12%#%:�&<���W�f7D& 2%���qF
� Z

F<V*#%� K 7D� B.���W�f7D&<2=�.�GF
� Q

F V*#=��;�7X)+#=@Q�<7D2%���O�f7D&<2=�.�GF
� R

F V*#=��;+���.2=2%���W�f78& 2=�.��(<�<V
� C

F V*#=��JQ@8RI0 2%� *���W�f78& 2=�.�G_
Z/5)

x
��#%�h�92%��RI�.�Q)6V*��;9MO�.� K � X FD/1@�� @D)+#=�.;1�.�h4�#%;

x ∈ X,
V*#%�AiA� K 7X)+#=@Q�vV<7uS8@8�qFu782%/1@<FV 78�

x
JQ��#%���}2=�.Rv�.�H)AS8@8�

X
#%/5).F<782%/

x /∈ X.!$@Q2%:�& � 	q�.;1RI�"4�#%�
x ∈ X, x /∈ X

/5#%�<V�{6�.#%/10 #%��2%�"S8@Q� �%4 7 7<�3�5�<+ C}V*#%�m4'7D&<;c@*V*��;
\r7D23/+:�&o/1��#%��JQU8� �<���G_

!$#%�<V
A

( �<V
B

xA(</+/17 K �.�GF /5@IJQU8� � �.��4�#%;AV 78;+78(</6� ��( �yx�(</+/17 K ����, #%2%V*�.�GF ��)Z467



����� �

� A∧B, K ��2%�./1��� A 4 +�2
B.

!$#%��#%/5) K ���<78(�V 78� �m4'7D&<;.FH4N�.� ��/1@X46@8& 2
A

7D23/N78(<:�&
B4678& ;�/5#%�<V�_

� A∨B, K �.2=�C/5�.� A 0325��

B.

!$#%��#%/5) K ���<78(�V 78� �o4678& ;.FH46��� �oRI#=�<V �./5)1���-/'��#%� ��V ��;
,-�.#%V*�.�OxA(</+/17 K �.� A @*V*��;

B
4'7D& ;'#3/Z)C_

� ¬A, K �.2=�C/5�.��+�0�+
A
@*V*��; +,� ��� �

A.
!$#%��#%/5) K �.�<7D(oV 7D� �o4'7D& ;CF$4N�.� �

A
\r782%/+:�&�#3/5)._

{6���$(*)+B�����4�#=;�V*#%�./ K 2=�.#%:�&qFH(<R 7D(</ K � K �.,-�.� ���oMO��� K ����� ��(<��B.(mR[78:�&<���G_*�k#%;'J8U8� �
� �.�o��)Z467c\^] ;�MW��� K ��� X,Y , #%2%V ���

� X ∪ Y := {z | (z ∈ X) ∨ (z ∈ Y )}, V*#%���,��
 ���#+,���	4 + ��C
� X ∩ Y := {z | (z ∈ X) ∧ (z ∈ Y )}, V*��� �/4 
 �	��7���� +B�#� � C
� X \ Y := {z | (z ∈ X) ∧ (z /∈ Y )}, V*#%� �F� �%��
��<+ D C
� X × Y := {z = (x, y) | (x ∈ X) ∧ (y ∈ Y )}, V 78/ � 
 032	45����G
�?��;+��#%� # K ( � K FDpL( ;+:�&-/1:�& �<#E)1).F8b};1@*V*( JH)92378/+/5�.�[/5#3:�&I#=�I�<78& ��2%#=� K �.�<V*��;?����#3/1��7D(*\fRI��& ;

7D23/'B�46��#GMW��� K ����7D(</+V*��&<� ���G_
����&<U8;1)GYZ�.V*�C/}�}2=�.Rv�.�H)6SQ@8�

X
78(<:�&[B�(

Y,
/5@c� ��� �<���"4�#%;

X
��#%� ���,���#��&>�<+�����S8@Q�

Y( �<V
Y

��#%� ��� �8��
&(�<+�����S8@Q�
X

( �<Vo� @8)1#%��;+����V 7X\^] ;
X ⊂ Y.

�k#%2=2$R[7D�c78(</+V*;1]-:�J8���qF.V 78�
X

�.#=� �:�	��� �����B�<�#��&(��+ �5�'SQ@8�
Y
#%/5).FXV�_ &G_%FuV<7D�LV #=� 	q�.#=2%RI��� K �� #3:�&H)�/1:�& @Q��V*#%� K 78� B���#3/Z)CF /5@[/+:�& ;+��#%,*)�RI78�

X $ Y.

tA�H)+��;L{6�.�H( )1B��.�OV*��;L!*dHRh,-@Q2=� ⇔ \^] ;A2%@ K #%/+:�& �	�  H( #%SX7D2%��� B�( �-V ⇒ \^] ;�2%@ K #%/+:�& � ©RI0 2%# �
JX7X)+#=@Q�GFsJ8U8�<� ��� 4�#=;[V*#%��@Q,-�.�Ç( R K 7D� K /1/10 ;�78:�& 2%#%:�&�\^@Q;1Rh( 2%#=�.;5)+� 	���#%2=RI��� K ���$,`��B.#=�.&H(<� K7D(-:�&o/+:�& ;+��#%,-�.�o782%/

(X ⊂ Y ) ⇔ ((x ∈ X) ⇒ (x ∈ Y )).!*:�& 2%#%���82%#3:�&m\^] &<;1�.�o4�#%;�� @*:�&�/5@ K _�
 4B��+B��0�
 ��+O�.#=�GF-V�_ &q_-!$d$Rc,`@82%��\^] ; �5�./ K #%,*)C_=_ ����)+:D_
Z/5)

X
�.#=�<�yMO��� K �8F A(x)

��#%� �cx�(</1/+7 K �8F V*#%��\^] ;��92=�.RI���H)1�
x ∈ X

/5#%� �$S8@Q2=2�#3/Z)CF-V�_ &G_
\^] ;?YZ�CV*�./�/1@823:�& ���92%��RI���H)A�.�Q)Z46�.V ��;'4678& ;�@*V*��;'\r782%/+:�&o#%/5).F</1@I� @D)+#=�.;1�.��4�#%;

� ∀x∈XA(x) :⇔ �� 
/�	�#� �
x ∈ X

� 78� 2�� � �%4 787<�<���
A(x) E � � 
8C

� ∃x∈XA(x) :⇔ 
 7F��� ���:���#+
x ∈ X

� �<.3� � G ��4 �	� &(�	� 
��<
�� � C���� 
 2���7(2	� � �%4 787<�<���
A(x) E � � 
 � 78��C

�

·

∃x∈XA(x) :⇔ 
 7*��� �<�!����+���4��<�#+
x ∈ X,

��� 
/2���7=2�� � �%4 7 7<�3�5�
A(x) E � � 
F� 7� C

�k#%;646��;�V*�.��V*#%�./1��2=@ K #3/1:�& �.�o�`�.#%:�& �.�o78,yYZ��)1B
)A,`���$(*)+B��.��( �-V�/1@I� ��,`���$,`��#�&<78�<V*&<7 �
,`����2=�.;1�<���G_

!$#%�yJ8�.� � �.�O#=� B.4�#%/+:�& �.�WMO��� K ���W(<�<V 	 ( �<JQ)+#=@Q� ���q_`x�(</��.#=�<��;LMW��� K � A &<78,-�.�O4�#=;
V*#%�NMO�.� K � A×A K ��, #%23V*�
)CFCV*#%�N78(</z7D2%2=�.��bs7Q7D;+��� (a1, a2)

SQ@8���92%��RI���H)+���c78(</
A
,-�C/Z)+��&H)._

{6��#*V*#%�./1���hbs7Q7D;+����, ;�7D(-:�&Q)zR[7D�c�<#%:�&H)?/Z)+��& �.�H,<2=�.#=,`���GFXR[78�yJX7D� � 	q;+#=0`��2¢F �L(<78V ;1( 0`��2¢F%_=_%_=F
7D2%2 K ��RI�.#=�

n
� )+( 0`��2GSQ@8�o�92=�.RI���H)1�.�oSQ@8�

A
, #=23V*�.�G~

An := {(a1, a2, ..., an) | ai ∈ A, i = 1, 2, ..., n.}
p�7D,`��#q&-7X)AR[7D�

(a1, a2, ..., an)
( �<V {a1, a2, ..., an}

/+7D( ,`��;AB.(�( �H)1��;�/+:�& ��#3V*���q_ �}/�/1#%�<V
(a1, a2, a3..., an)

( �<V
(a2, a1, a3, ..., an)

SQ��;�/1:�&<#=�CV*��� � 	�( 0-�.2qêr/1@D\^�.;1�I� #3:�&H) K ��;�78V � a1 =



����� � � �����	��
���������������

a2

#3/Z) ë Fs4'nD& ;+���<V�V #=�oMO��� K ��� {a1, a2, a3..., an}
(<�<V {a2, a1, a3, ..., an}

Y57gV*#%�./1��2%,-�.�
�92%��RI���H)+��&<7D,`���GF-7D23/5@ K 2%��#3:�&o/1#%�<V�_

{6��#�V*�.�
n
� )1( 0`��2%�o#=�H)1�.;1�C/1/1#%��;+���m782%/1@h�<#%:�&H)��$( ;�V*#=��SQ@8;+J8@8RIRI���-V*���"�}2=�.Rv�.�H)1�8F /1@8� �

V*�.;1��7D(<:�&�V*�.;1�.�ox�� @8;�V*�$( � K #%�o�.#=�<� �G#3/Z)+�8_
����� ��4�#%;A7D23/5@v�
)Z4'7IV 78/ � � )+( 0-�.2

(7, 1, 3, 7) ∈ N4
,`�
)+;+7Q:�&H)1���qF /5@I,`�.V*�.(*)1��)LV*#%�./.~

xA��V*�.;���;�/Z)+����!H)1�.2=2%�[J8@QRIRy) � Fq78��V ��;yB.4N�.#E)+����!H)1�.2=2%� � Fq78��V ��;yV*;+#E)1)1�.��!$)1��2%2%� �
( �<Vo7D��V*��;'S$#=�.;5)+����!H)1�.2=2%�L4�#%�.V ��; � _*p�78/6JX7D� ��RI78��78(<:�&"2%�./1����782%/6�.#=� ����( ;+B
\^@Q;1RTV*��;
xA,<, #=23V*( � K

f : {1, 2, 3, 4} → N : f(1) = 7, f(2) = 1, f(3) = 3, f(4) = 7.

xA2%2 K ��RI�.#=�OJQU8� � �.��4�#=;�7D23/5@[�.#=�
n
� )1(<0-�.2

(a1, a2, ..., an) ∈ An
2%�./1���W7D23/A�.#=�<��	 ( �<J �

)1#%@8�
f : {1, 2, ..., n} → A : f(1) = a1, f(2) = a2, ..., f(n) = an.p�7��./978,-�.;?,-�  Q(<��RI��;N#%/5).F8V<78/ 	�( 0`��2<&<#=� B.(</+:�& ;1�.#=,`���[782%/?V*#%� K 7D� B.� 	<( � JH)1#%@8�[B.(I��; �

J$2%n8;1�.�GF�&-7D,`���yV*#%�NMW7D)1& �.R[7X)1#%J8�.;qV*#%�./1���c{6� K ;+#E|hV �./ 	q( 0`��23/�#=R�>A#%�$, 2=#3:�J�7D(*\*,`�./5)1#%RIRy)1�
�?��;+46���<V*(<� K �.��� @*:�&o�
)Z4'78/'SQ��;�7D2%2 K ��RI��#%� ��;1)NB.( ; � ��&��#��� �Q~

	z] ;���#%� � 	<( � JH)1#%@8�
f : I → A, i 7→ ai := f(i), i ∈ I

/+:�& ;1�.#=, )�R[78��V<7D� ��7D(-:�&
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