U Unitare Raume

Im Vorkapitel hatten wir in der Euklidischen Ebene bzw. dem Euklidischen Raum
Winkel und Langen betrachtet und diese Begriffe, insbesondere das Senkrechtste-
hen, i{iber das Skalarprodukt und die daraus gewonnene Norm auf den R? bzw. den
R3 iibertragen. Dies kénnen wir nun auf eine grofe Klasse von Vektorrdumen aus-
dehnen. Wir erhalten so die ,,Unitdren Ridume* bzw. die ,Hilbertrdume®, die in der
Funktionalanalysis und deren Anwendungen eine wichtige Rolle spielen. Ein grofier
Teil der Quantenmechanik beispielsweise ist die Theorie von Homomorphismen in
gewissen Hilbertrdumen.

Vereinbarung Im ganzen Kapitel betrachten wir nur reelle oder komplexe Vek-
torrdume, d.h. der Grundkorper ist R oder C. Fiir eine komplexe Zahl a = a1 + ias
ist @ = a1 — iaq die konjugiert komplexe.

Alle Satze und Definitionen sind — sofern nicht ausdriicklich etwas anderes
gesagt ist — fiir den komplexen Fall formuliert, gelten aber auch fiir den reellen
Fall, wobei dann ein ,konjugiert Strich“ gegenstandslos ist.

Definition U.1 Es sei U ein Vektorraum iiber K := R oder K := C. Eine Ab-
bildung (-,-) : U x U — K heift ein positiv definites, hermitesches Skalarprodukt,
wenn S1 bis S4 gelten:

S1: Yy yev (z,y) = (y,x) (hermitesch),

82: Vo yeev (T,y1 +y2) = (x,41) + (2,72),

S3: Vo yevVack (z,0y) = alz,y),

S4: Vyeev (x,x) >0, =0« x =0 (positiv definit).

Bemerkung S1 liefert insbesondere, daf fiir jedes x € U der Wert (x,z) reell ist,
sodakl S4 eine sinnvolle Forderung darstellt.

Im reellen Fall sind dies genau die schon im Vorkapitel notierten Regeln fiir das
dort im R? bzw. R? betrachtete Skalarprodukt. Im komplexen Fall ergibt sich eine
verniinftige Verallgemeinerung erst, wenn man S; und S3 die oben notierte Form
gibt.

Ein — aber keineswegs das einzige — Skalarprodukt in C? ist etwa:

Fir z = (£1,&2), y = (m,1m2) setze (z,y) = &{m + Eome.

So wird (z,x) > 0 auch fiir komplexe Vektoren, wahrend dies ohne das Konju-
gieren nicht erreicht wiirde.

Dies fiihrt uns auf das Standard-Skalarprodukt im R™ oder C™: Fiir den Spalten-
vektor 2 € C" bezeichne 2 := Z7 den dazu transponierten Zeilenvektor, dessen
Komponenten zudem noch konjugiert komplex genommen sind. z1 heifit der zu «
hermitesch adjungierte Vektor.

Dann liefert im Sinne der Matrixmultiplikation

(@,y) =2y

ein Skalarprodukt im C™, das ,,Standard-Skalarprodukt®.

Definition U.2 Ein reeller oder komplexer Raum mit Skalarprodukt heifst ,eukli-
discher® bzw. ,unitirer Raum.

Zunichst notieren wir einige Rechenregeln fiir das Skalarprodukt:

Satz U.3 (i) Es ist (x,0) = (0,y) = 0.
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(ii) (z,ay+ Bz) = a{z,y) + B (z, z).
(iii) {ay + Bz,2) =@ (y,x) + B (z,z).

D.h. (-,-) ist ,konjugiert linear* im ersten Argument.

Beweis:

(i) Fir alle z,y,z € U ist (z,0) = (2,0-y) = 0(x,y) = 0 und damit (0,2) =
2,0)=0=0.

(
(ii) Dies folgt unmittelbar aus S2, S3.

(iii) Mit S1und (ii) ist (ay + Bz, x) = (z,ay + B2) = a(r,y) + B (z,2) =@ (v,y)+
B (z,2) =aly,z) + B (z,2). -

Da (z,x) > 0 fiir jedes x, kdnnen wir hieraus stets die eindeutig bestimmte nicht
negative Quadratwurzel ziehen:

Definition U.4 Sei (U, (-,-)) ein Raum mit Skalarprodukt. Dann heifst die Abbil-
dung |- |:U = R:z — |z| := /(z,z) die ,Norm* von x.

Satz U.5 Fiir die Norm gelten
NI: Voey 2| > 0,=0< 2 =0,

N2: VocuVaek |ax| = |af|z|, wobel |«| der Betrag der reellen oder komplexen Zahl
« ist,

N3: Yy yev |z +y| < |z| + |y| (Dreiecksgleichung).

Beweis:

N1: folgt unmittelbar aus S4.

N2: |az| = /{az,az) = Ja-a(z,z) = \/|a]? - (z,2) = |a| - |2|.

Zum Beweis der Dreiecksungleichung N3 benotigen wir

Satz U.6 In einem unitdren Raum gilt die CAUCHY-SCHWARZsche-Ungleichung:
Vayer | (z,y) | < |z| - |y|, wobei = nur fiir linear abhéngige x, y gilt.

Beweis: Ist (z,y) = 0, so ist nichts zu beweisen Sei also (z,y) # 0 und damit auch
x # 0,y # 0. Wir setzen o := | p. y Y] |y| B = . Dann ist (Mausefallenbeweis!)

0 < |ax — By|?
= (ax — fy, ax — PBy)
= aalz|® —aB (z,y) — Ba (y,z) + BAly[>

G L@,
eyl T )

| (z,y) 2

ly/?

=lyl* - |2|* -

)] (ay)
wl T
=y - [z — | (2,y) [*

Syl (@ y) + Jyl?

Daraus folgt, die behauptete Ungleichung und Gleichheit kann nur eintreten,
wenn ax — By = 0 ist.
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Damit erhalten wir auch die Dreiecksungleichung N3:

lz+y?=(z+yz+y)
= |z” + (z,y) + (y, 2) + |y|?

[N\ *

2 + lzlyl + lallyl + |
= (Jz| + ly)*.

(* nach CAUCHY-SCHWARZ.)

Definition U.7 (i) In einem unitdren Raum (U, (-,-)) heifen x,y € U orthogonal
(xLly), wenn (x,y) = 0. Hierbei sind x = 0 und/oder y = 0 zugelassen.
(ii) Zwei Familien (x;|i € I), (y;|i € I) heifen ein ,,Biorthonormalsystem (BONS),
wenn fiir alle i,j € I : (x;,y;) = 0;; (Kroneckersymbol).
(iii) Eine Familie (z;]i € I) heifit ,,Orthonormalsystem (ONS)“ wenn sie mit sich
selbst ein Biorthonormalsystem bildet, d.h. fir alle i € I (x;,z;) = ;5. Ist
diese Familie eine Basis, so sprechen wir von ,,Orthonormal-Basis (ONB)*.

Satz U.8 (i) Bilden (x;|i € I),(y;|i € I) ein Biorthonormalsystem, so sind je
endlich viele der x; bzw. der y; linear unabhingig.

(ii) In einem Orthonormalsystem (x;|i € I) sind je endlich viele linear unabhéngig.

Beweis:
(i) Sei (z1,...,%n), (Y1, -.,Yn) ein solcher endlicher Teil des Biorthonormalsystems,
sodaf also (x;,z;) = d;; (i,7 = 1,...,n). Wir betrachten eine Linearkombination

0 = > I, ox;. Bilden wir das Skalarprodukt mit y; zu einem festen j, so folgt
0= (0,55) = (Ory aiti,yg) = doimq @i (T3, y5) = Yoy Widi; = @j. Da j belie-
big war, sind somit alle Koeffizienten «; = 0, d.h. (z1,...,z,) unabhingig. Vollig
analog schliefst man fiir die y.

(ii) folgt aus (i), da Orthonormalsysteme ja spezielle Biorthonormalsysteme sind. [J

Uber die Existenz von Orthonormalsystemen gibt der folgende Satz Auskunft,
der ein wichtiges Konstruktionsprinzip enthilt:

Satz U.9 (Orthogonalisieren nach E. SCHMIDT) Es sei (u1,uz,...) eine end-
liche oder unendliche Folge von Vektoren in einem unitdren Raum (U, (-,-)), sodafs
je endlich viele linear unabhingig sind. Dann existiert eine orthonormierte Folge
(x1,x9,...), sodah

(i) Vn span(uy,...,u,) = span(xy,...,Ty),
(11) Vij <$i, $y> = (Sij, d.h. die (.1‘1, o, .. ) ein ONS bilden.

Beweis: Setze y; := uy,x1 1= ‘y—ll‘yl.

Setze Ynt1 = Upt1 — Z?Zl (TiyUng1) Tiy Tpp1 = myn+1, (n=12...).
Wir haben zu zeigen:

1. Vo yn #0

2. Vo (xp,x,) =1

3- vm,n,m<n <:En; $m> = 0
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4. V,, span(uq,...,u,) =span(ry,...,T,).

Alle diese Behauptungen gelten fiir n = 1.
Wir nehmen an, sie gelten bis zu einer Nummer n und zeigen, daf sie dann auch
fiir n + 1 gelten:

1. Wegen 4. fiir nist > . | (@, unt1) z; € span(zq,...,z,) = span(ui, ..., uy,).
Da (u1,...,up+1) linear unabhéngig, ist somit y,4+1 # 0.
2. @n41, Zon) = <|y Al Ty, +1|y"+1> = WP =1

3. Sei m < n. Dann ist

n

|yn+1| <xma zn+1> = <Ima yn+1> xma UnJrl Z xzvunJrl zma zz>
=1

= <xma un+1> - <:Eia un+1> 67711

-

1

i
= <17m,’ll,n+1> - <9:m,un+1> =0.

4. Wegen 4. fiir n ist 2,41 € span(1, ..., Ty, Unt+1) = Span(ui, ..., Uy, Unt1),
also span(z1,...,Zp41) C span(ug,...,up4+1). Da die (x1,...2,41) als ONS
unabhéngig sind, folgt die Gleichheit. a

Wenden wir diesen Satz gleich an:

Satz U.10 Sei (U, (-,-)) ein endlich-dimensionaler unitirer Raum. Dann gelten
(i) U besitzt eine Orthonormalbasis.
(ii) Jedes ONS (z1,. .., %) in U ldkt sich zu einer ONB ergénzen.

(iii) Zu jedem Unterraum V C U gibt es ein orthogonales Komplement V-, d.h.
einen Unterraum V- C U, der komplementér zu V ist, und fiir den zusétzlich
gilt VoevVyeyr (z,y) = 0.

Beweis:

(i) Wihle irgendeine Basis von U und orthogonalisiere nach E. SCHMIDT.

(ii) Ergdnze (x1,...,%y) irgendwie zu einer Basis und orthogonalisiere.
(iii) Wahle (z1,...,z,,) als ONB von V. Erginze nach (ii) zu ONB (x1,..., 2z,
Tmil,---,Tn) von U und setze V1 := span(z, 41, ...,7,). Dann sind nach Kon-

struktion diese beiden Unterrdume komplementédr. Ferner hat x € V die Form
x =Y " az; und y € V* die Form y = 7 ., Bjz;. Somit ist (z,y) =

<ZZ’L1 LT D 6jz]—> = i1 Dyt il (@i x5) = 0, da (zi,2;) = 0 fiir
i<m,j>m+ L. O
Mit Orthonormalbasen lifst sich besonders bequem rechnen. Als Beispiele zeigen

wir

Satz U.11 Sei (U, (-, -)) ein endlich-dimensionaler unitirer Raum, (u1,...,u,) ONB
von U. Dann gelten:

(1) Istw =370, &Gui,  y = D05 njuy, so st (x,y) = >0, &1
.. n . n = 1/2 n 1/2
(ii) Ist x = Zi:1 §iui, S0 ist |x| = (Zi:l 5151) = (Zi:1 |§z|2) / .

(ifi) Fiir jedes x ist o = S°", (u;, ) u; und || = (0, | (s, 2) [2)"°
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(x,y) = <Z§iuiaznjuj> = &y (ui,uy)

ij=1

:anj z]*anz

7,7=1
(ii) Siehe (i) fiir x = y.
(iii) Betrachten wir y := x — > " | (u;, z) u;. Dann ist fiir jedes j:

n

n
(uja u]ﬂ Z Uiy & u]ﬂuz <ujax> _Z<uiax> 6ij

i=1 i=1
= (uj,z) — (uj,x) = 0.

Die u; bilden eine Basis von U. Damit hat jedes z € U die Form z = > 7, a;u;.

Damit folgt dann (z,y) = <Z?:1 aju;, y> =51 @ (uj,y) = 0. Da dies fiir jeden

Vektor z € U gilt, gilt dies auch fiir z = y, womit dann (y,y) = 0, d.h. y = 0 folgt.
Das weitere folgt mit (i) und (ii) O

Einige wichtige Anwendungen seien noch explizit behandelt.

Satz und Definition U.12 (Proximum) Es sei V ein m-dimensionaler Unter-
raum eines unitdren Raumes (U, (-,-)),y € U. Dann existiert genau ein yo € V,
sodak y — yo € V*. Fiir y, gilt

ly — yo| < |y — 2| fiir jedes x € V,x # yq.

Man nennt daher yq ,Proximum zu y* in V. Ist (z1,...,%,,) eine ONB von V, so
ist das Proximum yo = 37", (z;,y) ;-

Beweis: Wihle eine ONB (1, ...,2,,) von V und setze damit yo := 37" (z,¥) €
V.Ist y € V, so ist offenbar y = yg und alle weiteren Aussagen gelten trivialerweise.

Sei also y ¢ V. Wir orthonormieren das System (x1,...,%,,y) und erhalten ein
ONS (z1,...,Tm, Tmy1), mit dem dann
m+1
Yy = Z <1'],y> Zj = Yo + <zm+lay> Tm+1,
j=1

sodafl y — yo € span(z,,+1) C (span(z1,...,T,))" = V=L, Ist ¢ irgendein Element
von V mit y — y) € V4, soist y) — yo € V, da beide in V; ferner ist y) — yo =
(y — o) — (y — yp) € V4, da beide in VL. Somit ist y) —yo € V N VL = 0. Damit
ist y{, = yo. SchlieRlich gilt fiir yo die Proximum-Eigenschaft; denn fiir jedes x € V'
ist
ly — 2> = (y — vo) — (= — wo)|?
= ((y —y0) — (= y0), (¥ — o) — (= — o))
=y —yol* + |z = yol* = ({(y = v0), (= — y0)) + ((z — %0), (¥ — ¥0)))-

Bei den letzten beiden Skalarprodukten ist je ein Faktor in V, der andere in V*,
sodafs die Skalarprodukte = 0 sind. Damit ist

ly — 2> = ly — yol® + |z — yol* > ly — wol?,
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wobei = genau fiir x = yg eintritt. Unser zu irgendeiner ONB von V konstruiertes
yo ist also das Proximum, dadurch eindeutig bestimmt und somit unabhingig von
der gewahlten ONB. O

Satz und Definition U.13 Es sei V ein m-dimensionaler Unterraum eines uni-
tdren Raumes U. Fiir y € V sei Py := yo das Proximum zu y in V. Dann ist die
Abbildung P : U — U ein Homomorphismus. Es ist imP =V, ker P = V*, P ist
idempotent, d.h. P? = P, ferner ist fiir alle y,z € U : (Py, z) = (y, Pz). Man nennt
P den ,orthogonalen Projektor* auf V.

Beweis: Mit der eben gewonnenen Darstellung fiir yg ist Py = yo = 27:1 (xj,y)
und damit trivialerweise homomorph. Die Aussagen iiber Kern, Bild und Idempo-
tenz folgen unmittelbar aus dem vorigen Satz. Fiir die letzte Aussage zerlegen wir
y=Py+yt,z=Pz+ 2zt mit y*, 2zt € V*, womit dann

(Py,z) = <Py,Pz + ZJ‘> = (Py, Pz),
(y, Pz) = <Py +yt, Pz> = (Py, Pz).

O

Die eben behandelte Aufgabe, beliebige Elemente eines unitiren Raumes U durch
Elemente eines Unterraumes V' zu approximieren, ist insbesondere von Interesse,
wenn U ein nicht mehr endlich-dimensionaler Funktionen-Raum ist und fiir V' Unter-
rdume ,schoner” Funktionen gewidhlt werden, etwa trigonometrische oder gewdhn-
liche Polynome beschrinkten Grades (Fourier-Approximation, Approximation im
quadratischen Mittel.) Typischerweise interessiert hier nicht nur das Proximum be-
ziliglich eines festen Unterraumes, sondern die ganze Folge der Proxima bzgl. einer
aufsteigenden Folge von Unterrdumen.

Betrachten wir daher die folgende Situation: (U, (-,-)) sei ein unitirer Raum,
darin (uq,us,...) eine beliebige Folge von Elementen, sowie V,,, := span(u1, ... um),
(m=1,2,...). Zu y € U sei y,, das Proximum an y in V,,.

Nach Satz und Definition U.12 ist das Proximum y,, charakterisiert als das
Element von V,,, fiir das y — ¥, € V*, oder dquivalent

Wi,y —ym) =0  (i=1,...m).

Stellt man y,,, durch die u; dar, so folgt

Lemma U.14 y,, = Y 7" | aju; ist Proximum an y in V;, genau, wenn die Koeffi-
zienten das System

m

(ui,uj) o = (ui, y) (i=1,..,m)
j=1

erfiillen.
Beweis: Es gilt 0 = (u;,y — ym) genau dann, wenn
(uiy) = (Ui, ym) = <uz'72;n:1 ajuj> =200 (i, uy) . O

Die Matrix dieses Systems hat in Position (¢, j) das Skalarprodukt (u;,u;) ste-
hen.

Definition U.15 Die Matrix ({u;,u;)) heifit ,,Gramsche Matrix* deren Determi-
nante G(u1, ..., Un) := det({u;,u;)) heift ,Gramsche Determinante®

Wir stellen einige Eigenschaften der Gramschen Determinante zusammen.
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Satz U.16 (i) Fiir jede Permutation 7 ist G(ur(1y,- .-, Ur(m)) = G(U1, ..., Um).
(i) G(u1, .. Ui, Ui+ AU, Ujt 1y - - oy Um) = G(Uty o Uj, .o Uy fir X € C K #

J-

(i) G(ur,. .o U1, MU U1y« e U) = [APG (U, ooy Uy ey U

(iv) Ist umi1 = v + dpy, mit vy € Vipydyy L Vi, s0 st G(ug, ..., Uy Umy1) =
|dm|? - G(ug, ... um)

(v) G(ui,...,um) >0,=0<% (uq,...,u,) linear abhingig.

(vi) G(u,...,um) < |ug|*|luz|?- - - |um|?. Dabei gilt = genau wenn ein u; = 0 oder

alle u; paarweise orthogonal sind.

Beweis:

(i) Jede Permutation von m Elementen kann man aus sogenannten Transpositionen,
die genau zwei Elemente vertauschen, aufbauen. Vertauscht man etwa u, und us,
so erhilt man die neue Gramsche Matrix, wenn man in der alten die Zeilen r, s und
die Spalten r, s vertauscht, was sich realisieren 1afft, indem man von links und von
rechts mit der selben Permutationsmatrix multipliziert. Da deren Determinante +1
ist, bleibt dann die Gramsche Determinante selbst ungedndert.

(ii) Man erhilt die modifizierte Matrix, indem man zuniichst zu Zeile j das \-fache
von Zeile k addiert und danach zu Spalte j noch das A-fache von Spalte k.

(iii) Aus Zeile j kann man den Faktor ), aus Spalte j den Faktor \ herausziehen.
(iv) Es ist nach (ii), da vy, € V,»:

G(u1, .. Um,tumi1) = G(Uu1, .. U, Uy + dim) = G(U1, ...y U, dim)
(ur,ur) oo+ (U1, Upm) :

= det (i dim)
<um7u1> e <umaum>

= |dm|2G(u1, ey Um),

da <dmauj>:<ujadm>:03 Za]ém

(v) und (vi) zeigt man zusammen simultan durch Induktion.

m = 1: G(uy) = det({u1,u1)) = |u1|?, woraus die Behauptungen fiir m = 1
folgen.

m = m + 1: Nach (iv) ist G(u1, ..., Um,Um+1) = G(U1, .., Um, dm) = |dm|? -
G(u1,...,Up). Damit ist jedenfalls G(uq,...,um+1) reell, > 0. Ferner haben wir
G(u1,...,Um+1) = 0 genau dann, wenn entweder d,, = 0, d.h. upy1 € V,, =
span (u1,...,uy,) oder wenn G(uq,...,uy) =0,d.h. (u1,...,un) linear abhéngig,
also insgesamt genau, wenn (ui,...,um+1) linear abhingig. Dies beweist (v) fiir

m~+1. Es ist 11 = U +dpm, Wobei (U, dp) = 0, soda [t 11]? = |vom|? +|dm|? >
|dm|?. Also ist

G(’U,l,...,um+1) = |dm|2-G(u1,...,um)
S |um+1|2 'G(Ul,-.-,um)
< Juma? - o - Jum®
nach Induktionsannahme. Da |d,,| = |um+1| genau wenn u,, = 0 ist, d.h. wpmy1 =

dm € V-, folgt auch der Zusatz. O
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Bemerkung U.17 Die Aussage von Satz U.16(v) ist eine Verallgemeinerung der
Ungleichung von CAUCHY-SCHWARZ:

OSG(ul,ug):det( (ur, ) (w1, us) )

(ug,ur) (uz,uz)

= |ur]? - Jua|® — (ug, ur) (ur, ug) = Jua[*lual® — | (ur,u2) °.

Wenden wir diese Aussagen an!
Satz U.18 Es sei (u1,...,un) eine Basis von V . C U, y € U, yo € V des Pro-
ximum und A, bezeichne das algebraische Komplement (mit Vorzeichen!) zur Po-

sition (m + 1, ) in der Gramschen Matrix zu (uy,...,Un,y). Dann ist N, =
G(u1,...,Um) > 0 und damit

1y — yo| = G(ut, .y Um,y)\ 2
Y Yo G(ul,...,um)

und

-1 m
j = 3 Ay =0
A7n+1 l; poR

des Proximum.

Beweis: Die Darstellung fiir |y — yo| folgt unmittelbar aus Satz U.16(iv). Es ist ¢
in V, ferner fiir 1 <7 < m,

. 1 -
<uia Yy— y> = <Uivy> + m : ; Au <Uz‘, Uu>

1 m
= (Z A# <’U,i, U#> + A7n+1 <u17y>) = 07
n=t

A7n-|—1

da hier die algebraischen Komplemente zur letzten Zeile der Gramschen Matrix mit
den Elementen einer anderen Zeile kombiniert werden. Folglich ist y — ¢ € V.-, also
1 das Proximum. O

Wir hatten zu Spaltenvektoren x € C" den hermitesch adjungierten Vektor
2 := (27) eingefiihrt, der also ein Zeilenvektor ist mit den gegeniiber 2 komplex-
konjugierten Komponenten. Damit war

(@,y) =2y

das ,,Standard-Skalarprodukt“ auf C™. Wir verallgemeinern dies fiir beliebige kom-
plexe Matrizen:

Definition U.19 (Adjungierte Matrix) Sei A € C**™. Dann heifit A™ := (AT)
= (ZT) € C™*™ die hermitesch adjungierte Matrix. Man erhélt sie, indem man A

transponiert und alle Elemente konjugiert komplex nimmt.
Dazu einige Rechenregeln:
Lemma U.20 (i) Fiir die Einheitsmatrix I ist I7 = I.
(ii) (A-B) = BHAH
(iii) (A~H)H = (AH)=! (sofern A~ existiert).



U-9

(iv) det(A") = (det A)

(v) A A ist die Gramsche Matrix zu den Spalten (ai,...,a,) von A, somit

det(AH A) = G(ay, ..., am).

Beweis:

(i) ist trivial.

(i) (A-B)" = (AB)T = BTAT = BH AH

(iii) Dies folgt direkt mit (i) und (ii)

(iv) Esist det A = det A und etwa aus dem Entwicklungssatz von LAPLACE folgt
det A = det A.

(v) Die Zeilen von A¥ sind die hermitesch adjungierten der Spalten von A, somit
steht in Position (i,5) von A A das Element

all - a; = (a;,a;)

woraus (v) direkt folgt. O
Das liefert uns etwa die Ungleichung von HADAMARD:

Satz U.21 Fiir eine Matrix A € C"*™ mit Spalten (a1, ...,a,) gilt mit der Norm

aus dem Standard-Skalarprodukt

|det A| < ay| - |ag| - |an],
wobei = genau dann eintritt, wenn ein a; = 0 oder alle paarweise orthogonal sind.
Beweis: Es ist
|det A]* = det A - det A = det(A" A)
=Gla,...,an) < la1]? - |an|?
nach Satz U.16, aus dem auch die Aussage iiber = folgt. O
Eine weitere Anwendung kommt aus der Ausgleichsrechnung:

Problem U.22 (Approximative Lésung eines linearen Gleichungssystems)
Gegeben sei das System Ax = b mit A € C"*™. Wir nehmen an:

(i) b ¢ im A, d.h. das System ist nicht Iosbar.

(ii) m < n und rg A = m, d.h. die Spalten a; von A sind linear unabhéingig,
erzeugen aber nicht den C".

Gesucht ist ein xg € C™, so dafs |Axg — b| minimal.

Lésung: Setze U := C", V := span(ay,...,a;) = im A, by := Proximum an b
in V. Dann ist by € im A, somit Ax = by 16sbar und wegen der Rangbedingung gibt
es genau eine Losung zp. Dann ist |Azg — b| = |bg — b| < |v — b fiir alle v € im A,
d.h. |Azo — b| minimal.

Dieses Proximum berechnet man nach Lemma U.14 aus der Basis (ug, ..., un) =
(a1,...,ap) vonim A, als by = 37", aja; = Awg mit 29 = (o;). Dabei ist zu l6sen
<ai7aj>aj:<ai7b> (i:17"'am)a
j=1
d.h.
AT Azy = AT

Wir haben also
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Satz U.23 Das Problem U.22 hat unter den gemachten Voraussetzungen genau ei-
ne Losung xq. Sie ist die eindeutig bestimmte Ldsung der sog. ,,Normalen-Gleichung:

AP Az = APp.

Mittels Eigenschaften der adjungierten Matrix lassen sich einige Klassen von
Matrizen beschreiben, die fiir die weiteren Uberlegungen wichtig sind.

Definition U.24 Es sei A € C"*™.
(i) A heit ,normal“, wenn AH A = AAH

(ii) A heifit  hermitesch“ oder ,selbstadjungiert”, wenn A = A. Im reellen Fall
bedeutet dies AT = A. Man nennt dann A ,symmetrisch®,

(iii) A heift ,unitdr”, wenn A% = A~!. Im reellen Fall bedeutet dies AT = A~!
und man nennt dann A auch ,orthogonal“.

Die unter (ii) und (iii) genannten Matrizen sind natiirlich auch normal.
Die folgenden Aussagen lassen sich mit den schon bereitgestellten Mitteln leicht
beweisen.

Lemma U.25 (i) Ist A selbstadjungiert, so ist det A reell.
(ii) A ist genau dann unitir, wenn die Spalten eine ONB bilden.
(iii) Ist A unitdr, so ist |det A| = 1.

Jede Matrix F' € K™*™ liefert iiber f : x — Fx einen Homomorphismus f €
Hom(K™, K"). Insbesondere liefert die zu F' adjungierte Matrix F1 € K™*" {iber
iy — FHy einen Homomorphismus f# € Hom(K", K™). Den Zusammenhang
von f und f¥ wollen wir genauer studieren. Dabei werden sich wichtige Folgerungen
iiber Eigenwerte und iiber die durch quadratische Formen gegebenen geometrischen
Gebilde ergeben.

Bezeichnen (-,-), bzw. (-,-),  die Standard-Skalarprodukte im C™ bzw. C™, so
gilt: Fiir

& Uit
T = P Yy = s F= (aij)n,m
Em Nim
ist

(y, Fa), = Zﬁi(z ;i)

1

I
Ms i

(Z Qi )Ej
1=1

—
FHy,z>m.

|
A~

Schreiben wir dies mit den eingefiihrten Homomorphismen f bzw. f, so haben
wir: Fiir alle z € C",y € C™ ist (y, f(x)),, = (f"(y),z), . Dieser Sachverhalt 1aRt
sich verallgemeinern.
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Satz und Definition U.26 ( Hermitesch adjungierter Homomorphismus )
Es seien U,V zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdume iiber K = R oder K = C
mit Skalarprodukten (-,-);; bzw. (,-),,, ferner f € Hom(U,V). Dann gibt es ge-
nau einen Homomorphismus f € Hom(V,U), sodaf fiir alle v € U,v € V gilt:
(v, f(u))y, = (f¥(v),u),. f7 heift der zu f (hermitesch) adjungierte Homomor-
phismus. Es gelten die Rechenregeln:

idff = idy,
(af +Bg)" = aft +pg"
(fo)" = " "
Beweis: Es seien (ug,...,un) bzw. (v1,...,v,) ONB in U bzw. V und damit

flu;) = 37 jaiv; (7 =1,...,m). Dann ist also F := (a;;)n,m Matrixdarstel-
lung von f beziiglich dieser Basen. Wir definieren einen Homomorphismus f¥ €
Hom(V,U) durch fH(v;) := Z;n:1 @;ju; (1 =1,...,n). Er wird also beziiglich der
verwendeten Basen durch die adjungierte Matrix F¥ dargestellt.

Nun rechnet man nach:

(Uu;f(uu)>v = <Uu,Zawvu>

n
= ZO‘W (Vus )y =
i=1

aujuj, UH>
1 U

Qpj (uj,uM»U = Qypy-

NE

<fH('UV)7uM>U =

G,
Il

I
NE

1

<.
Il

Somit stimmen diese beiden Skalarprodukte je auf den Paaren von Basisvektoren
{iberein, woraus direkt die Ubereinstimmung fiir beliebige Elemente folgt. f besitat
also die geforderte Eigenschaft.

Die Eindeutigkeit folgt so: Gilt fiir f’ € Hom(V,U) ebenfalls (v, f(u)),, =
(f'(v),u) fiir alle u und v, so auch

0= (f"(v),u), — (f' (), u)y = (f(v) = f'(v),u), -

Hier kann man speziell u := f¥(v) — f/(v) wihlen, soda dann f(v) = f'(v)

folgt.
Damit ist Existenz und Eindeutigkeit des hermitesch adjungierten Homomor-
phismus gezeigt. Die Rechenregeln seien als Ubung gestellt. 0

Satz U.27 Sind U,V endlich-dimensionale unitéire Riume, f € Hom(U,V), fi €
Hom(V,U) der adjungierte und sind By und By Orthonormalbasen in U bzw. V,
so ist die Matrixdarstellung F'*! von f* beziiglich By, By die adjungierte Matrix
zur Darstellung F' von f bzgl. By, By .

Im weiteren betrachten wir nun Endomorphismen eines unitidren Raumes und
insbesondere deren Eigenwerte und Eigenvektoren. Dabei beschrinken wir uns auf
sog. ,normale“ Endomorphismen, die aus zwei Griinden interessant sind:

— TIhre Eigenwert-Theorie ist relativ {ibersichtlich und

— viele in den Anwendungen — etwa der Quantenmechanik — zu untersuchen-
den Endomorphismen sind normal.
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Definition und Satz U.28 Es sei U ein unitdrer Raum, f € Hom(U,U), f¥ ¢
Hom(U, U) sein adjungierter. Dann heifit f ,normal, wenn

A =rr
Ist sogar fHf = ffH =idy, d.h. f1 = f~1, so heit f ,unitir“ (im reellen Fall
,orthogonal“), ist f = f, so heifit f ,selbstadjungiert“ oder ,,hermitesch” (im reellen
,Symmetrisch*).

Gehen wir mittels einer ONB in U zu einer Matrixdarstellung tiber, so gilt (nach
Satz U.27):

— f normal <= FHF =FFH,
— f unitir &= FEF = FFH = [ &= FH = 1,
— f selbstadjungiert <= F* = F.
Wir sprechen dann von normalen, unitdren, selbstadjungierten Matrizen.

Zum Studium der Eigenwerte und Eigenrdume normaler Endomorphismen brau-
chen wir noch ein paar Vorarbeiten.

Lemma U.29 Fiir g € Hom(U, U) gelten:

(i) (img)+ =kerg".

(i) Ist g normal, so ist ker g = ker g*.
(iii) Ist g normal, so ist (im g)* = ker g, also U = kerg @ im g.
Beweis:

(i) y € (img)" <= Vaer 0= (y,9(z)) = (9" (y),z) <= ¢"(y) =0 =
y € ker g™,

(ii) Esist (g(z), g(x)) stets reell, somit fiir normales g

(9(2),9(x)) = (g"g(x)x)
= (z,9"g(x))
= (z,99"(x))
= (9"(x),9" (2))
sodaR g(r) = 0 <= g (x) = 0, also die Kerne {ibereinstimmen.
(iii) Dies faft nur (i) und (ii) zusammen. O

In Satz und Definition U.13 hatten wir orthogonale Projektoren iiber die Proximum-
Bildung eingefiihrt. Die konnen wir nun folgendermafien charakterisieren.

Satz U.30 Fiir P € Hom(U,U) sind dquivalent:
(i) P ist orthogonaler Projektor (auf V =im P),
(i) P? = P und P" = P, d.h. P ist idempotent und selbstadjungiert.

Beweis:

(i) = (ii): Die ist schon mit Satz und Definition U.13 gezeigt.

(i) = (i): Es sei also P> = P und P = P. Nach Lemma U.29 ist ker P =
(im P)t und U = im P D ker P.

Zerlege x € U als x = x1 + x2 mit z; € im P, x5 € ker P. Dann ist

Px = P(x1 + x2) = Pz + 0 = Pax;.

Da z7 € im P existiert ein y € U, sodafs ©1 = Py, somit ist Pz; = P(Py) = Py =
x1. Folglich ist © — Pz = (v1 + x3) — 21 = 22 € ker P = (im P)* und Pz ist das
Proximum an z, d.h. P orthogonaler Projektor. U
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Satz U.31 Es sei f € Hom(U,U), normal, A € C. Dann gelten:
(i) (f — Aidy)" = f7 —Nidy und f — Nidy ist normal.
(ii) Esist f(x) = Az genau, wenn fH (z) = \z.

(iii) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten von f sind orthogonal.

Beweis:

(i) Wegen der Rechenregeln aus Satz und Definition U.26 brauchen wir nur die
Normalitét zu beweisen:

(f = Aido)(f = Aide)T = (f = Aidy)(f7 = Nidy)
= [T =T - Xf+ MNidy
= (f = Xidp)"(f — Nidv),

da f selbst normal ist.
(ii) Dies ist die Aussage von Lemma U.29(ii) angewendet auf g := f — \idy.

(iii) Sind A # X\ Eigenwerte von f mit Eigenvektoren z,z’. Dann ist
Al ,@) = (@ ) = (@, [ (@) = (@), 2) = (N, a) = N (o).

Da A # X ist, muf notwendig (2/, x) = 0 sein. O

Damit erhalten wir nun als zentrale Aussage iiber Eigenwerte und Eigenvektoren
normaler Endomorphismen den folgenden

Satz U.32 (Spektralsatz) U sei endlich-dimensionaler komplexer unitirer Raum,
# (0), f € Hom(U,U). Dann sind &quivalent:

(i) f ist normal
(ii) f hat eine ONB aus Eigenvektoren.
(iii) Es gibt orthogonale Projektoren P; und Zahlen \; (i =1,...,m), sodaR

(a) Yin b= idu,
(8) BiPp = 0 (i#))
™) Yianb o= f

So eine Darstellung heifst ,,Spektraldarstellung*.

Beweis: (i) = (ii): Als Endomorphismus in einem endlich-dimensionalen komple-
xen Raum U(# (0)) besitzt f mindestens einen Eigenwert A, da das charakteri-
stische Polynom mindestens eine Nullstelle hat. Es ist dann « # 0 genau dann
Eigenvektor zu A, wenn = € E(f;\) := ker(f — Aidy), dem Eigenraum von f zu
A. Dies ist ein endlich-dimensionaler Unterraum von U, # 0, der somit eine ONB
besitzt. Betrachten wir nun alle — hochstens dim U vielen — Eigenrdume zu den
verschiedenen Eigenwerten von f und wahlen fiir jeden eine ONB, so geben diese
alle zusammen ein ONS (z1,...,2,,) in U. Denn nach Konstruktion sind alle nor-
miert und paarweise orthogonal, soweit sie zum selben Eigenwert gehdren, und nach
Satz U.31 orthogonal, sofern sie in verschiedenen Eigenrdumen liegen. Wir setzen
V :=span(z1,...,%n,) und zeigen, daf V =U:

Die x; sind Eigenvektoren von f, somit nach Satz U.31 auch Eigenvektoren
von fH sodaf dann auch fH (V) c V. Falls V C U (sonst ist ja nichts mehr zu
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beweisen,) bilden wir das orthogonale Komplement V-, womit dann U =V @ V+
ist. Fiir v € V,w € V- ist dann

(va(w» = <fH(’U),’LU> =0,

da fH(v) € V,w € V*. Da hier v, w sonst beliebig gewihlt werden kénnen, ist also
fw) € V* fiir w € V4. Also bildet f den Unterraum V' in sich selbst ab und
(s. oben) die Einschrankung f};,. hat somit einen Eigenwert Ao mit zugehdrigem
Eigenvektor 29 € V1. 1 gehdrt damit zu den Eigenvektoren von f und liegt damit
- nach Konstruktion von V - in dem Vektorraum V', was aber zp € V N V' also
xo = 0 impliziert, obwohl xg als Eigenvektor # 0 ist. Also fithrt die Annahme, daf$
V C U zum Widerspruch, d.h. esist V ="U.

(i) = (iii) : Es sei (z1,...,xy,) eine ONB aus Eigenvektoren. Wir haben damit
als Eigenrdume V; := E(f; \;) = span(z;|z,; Eigenvektor zum Eigenwert \;).

Haben wir genau m verschiedene Eigenwerte, so folgt trivialerweise V; L V; fiir
i,j < m,i # j, d.h. die Elemente aus verschiedenen Eigenrdumen sind paarweise
orthogonal, und somit auch

U=V1®--dVy
Die orthogonalen Projektoren P; auf dem jeweiligen Raum V erfiillen dann (iii):

Zua:SeilU > u = vi+- - -+v,, entsprechend den V; zerlegt, d.h. v; € V;,v; € le
fiir ] 7é i, SO ist Pi’l)i = ’UZ',]DZ"U]' =0 (’L 7é ]) und damit

S Pu =S RS v = S Py
- =Y Pui=>" v =u.
Zu B: P,Pju= Pv; =0 (i # j).
Zuy: 30 NiPu= 3000 Nvg = 300 f(vi) = FOSL vi) = f(u).

(iii) = (i) : Nach den Rechenregeln fiir adjungierte ist

= (i APt = inPjH = ixipia
i=1 i=1 i=1

da die Projektoren selbstadjungiert sind. Dann ist

=0 NP O NP) = Y. MnPP =Y PP
i=1 j=1 i=1

i,j=1
und ebenso erhilt man diese Darstellung fiir ff. O

Deuten wir dies fiir Matrizen: Eine normale Matrix F' besitzt also eine ONB
(z1,...,z,) aus Eigenvektoren, ist folglich diagonalisierbar. Stellen wir F' beziiglich
dieser Basis dar, so ist also, wenn die Matrix X gerade die z; als Spalten hat.

D:=X'FX =X"YFuxy,...,Fz,) = X '\z1, ..., \tp)
= (MX oy, X ) = (Mer, . Anen)

gerade diese Diagonalmatrix.

Die Projektoren P; werden beziiglich dieser Basis ebenfalls durch Diagonalma-
trizen dargestellt, wobei alle Diagonalelemente 0 oder 1 sind und in dem Projektor
zum Eigenraum FE(f;\) genau die Diagonalelemente gleich 1 sind, fiir die in D
gerade \; = A gilt.

Fiir weitere Anwendungen brauchen wir zunéchst
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Lemma U.33 Sind (Pi,...,P,,) orthogonale Projektoren mit Y .- P, = idy,
Pin =0 (’L 7é j) und sind mit )\i,’yi e C f = Zi)‘ipi’ g = Zj’yjpj’ so ist
fa=gf=>" NviP

Beweis:
fa=0Q_ NP b))
i J
=Y NyPP =) AP
i, i
und die selbe Darstellung ergibt sich natiirlich fiir g f. O

Dies liefert uns den
Satz U.34 Es seien (Pi,...,P,,) orthogonale Projektoren in U mit Y " P, =
idy, Pi.Pj =0 (i # j), ferner f = >""" | \; P, mit Koeffizienten \; € C. Dann gelten:
(i) Sind alle \; # 0, so existiert f~! und hat die Darstellung

m

=y %PZ-.

i=1 """

(ii) Ist p(T) = Z?:o a;T7 € C[T] ein Polynom mit komplexen Koeflizienten, so
ist

k m
p(f) =Y o’ = p(h)P:.
j=0 i=1

Sind dabei die Zahlen p()\;) # 0 fiir alle i, so ist p(f) invertierbar und

W)=Y —

P;.
P p(Ai)

m

(iii) Sind p, q zwei solche Polynome, dabei q(\;) # 0 fiir alle i, so existiert (q(f))~ 1,
ist mit p(f) vertauschbar und mit der rationalen Funktion r(T') := % ist

m

r(f) = p(Ha(F)) ™ = @) p(f) =D r(N)P.

i=1

(iv) Einen Ausblick in weitere Anwendungen gibt etwa
etf = Zexp(i)\j)Pj.
j=1

Dies ist ein unitdrer Homomorphismus, sofern alle A; reell sind. (exp(i)\) be-
zeichnet die komplexe Exponentialfunktion!)

Beweis:
(i) g:=>1", %Pz ist wohldefiniert und mit Lemma U.33 bekommen wir fg = gf =
Dy )\U%_Pi =idy .

(ii) Induktive Anwendung von Lemma U.33 liefert zunsichst f/ = 7" M P; und
damit auch die behauptete Darstellung fiir p(f). Fiir die weitere Aussage wende
man(i) an
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(iii) Stelle p(f) und (q(f))~! nach (ii) dar und wende Lemma U.33 an.

(iv) e/ = 37" exp(i\;)P; ist jedenfalls wohldefiniert (und normal). Ferner ist
nach den Rechenregeln fiir adjungierte bei reellen \;

(et = Zexp(i)\j)Pj = exp(—i\;)P;
j=1 j=1
1
- Py = (),
jz:; exp(i\;) "’
sodafs ein unitirer Homomorphismus vorliegt. O

Betrachten wir noch einige wichtige Spezialfille normaler Homomorphismen.

Nach Definition und Satz U.28 heifit ein Endomorphismus selbstadjungiert (K =
C) bzw. symmetrisch (K = R), wenn ff = f, bzw. fiir Matrizen F¥ = F. Selbst-
adjungierte Endomorphismen sind insbesondere normal, sodaf die bisherigen Sétze
wieder gelten. Dariiber hinaus erhalten wir

Satz U.35 (i) Alle Eigenwerte eines selbstadjungierten Endomorphismus bzw.
einer selbstadjungierten Matrix sind reell.

(ii) Fiir den Fall K = R (er ist im Spektralsatz nicht erfaft!) gilt: Jede sym-
metrische (reelle) Matrix I besitzt eine ONB aus Eigenvektoren im R™. Sie
lafst sich mittels einer (reellen) orthogonalen Matrix X auf Diagonalform D
transformieren:

X 'FX=X"FX =D.

Beweis:

(i) :Ist z (# 0) Eigenvektor zum Eigenwert A des selbstadjungierten Endomorphis-
mus f, so gilt

Ma, ) = (2, Ma) = (, f(2)) = (f1(2),2) = (f(2),2) = (\z,z) = (2, 7).

Wegen (z,x) # 0 mufl \ reell sein.
(Man hétte auch eleganter tiber die Spektraldarstellung argumentieren koénnen.)

(ii) : Jede reelle symmetrische Matrix F' definiert einen selbstadjungierten Endo-
morphismus f im C". Dieser besitzt eine ONB (x1,...,2,) des C" aus Eigenvek-
toren zu den sdmtlich reellen Eigenwerten \; (i = 1,...,n). Nun ist « Eigenvektor
ZUu A\ genau wenn

x € ker(F — A\I) C C™.

Somit gibt es zu A\ genau
dimker(F — X) =n —rg(F — \I)

viele unabhéngige Eigenvektoren. Da F' und ) reell sind, kénnen wir auch den Kern
von (F'— AI) im R™ bestimmen und der hat (iiber R) die selbe Dimension. Wahlen
wir also fiir jeden solchen reellen Kern, d.h. reellen Eigenraum eine ONB, so ergeben
alle diese zusammen eine (reelle) ONB des R™ aus Eigenvektoren von F. O

Als weiteren Spezialfall betrachten wir die unitdren (C) bzw. orthogonalen (R)
Endomorphismen, fiir die f# = f~! bzw. f7f = ff7 =1id ist.

Satz U.36 Es sei U ein n-dimensionaler (reeller oder komplexer) unitirer Raum
und f € Hom(U,U). Dann sind dquivalent:

(i) f ist unitdr bzw. orthogonal.
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(ii) Ist (x1,...x,) eine ONB, so auch (f(x),..., f(x,)).

(iii) Es gibt eine ONB (z1, ..., x,), fir die auch (f(z1),..., f(z,)) eine ONB ist.
(iv) f ist isometrisch, d.h. fiir alle x € U ist |f(x)| = ||

(v) Fiir alle z,y € U ist (f(x), f(y)) = (z,y).

(vi) f ist normal und alle Eigenwerte sind vom Betrag = 1.

Beweis: (i) = (ii): Ist f unitdr oder orthogonal, so gilt auf einer ONB:
(f (@), f ) = (ST f (@) 5) = (i, w5) = 64
sodafs auch die Bilder eine ONB bilden.
(if) = (iii): Was in (ii) fiir jede ONB gefordert wird, braucht in (iii) nur fiir eine
zu gelten.
(iii) = (iv): Sei (21, ..., xy) eine ONB, die unter f wieder in eine ONB tiberfiihrt
wird. Dann ist fiir z = Y, | a5

|f ()]

<Z a; f(x;) Zozjf(zj)>

= ij (i), f(23))
Zaiaj .Z‘i,l'j
%]
<Z aizi,Zaj:cj> = |z|?.
i J

(iv) = (v): Durch Nachrechnen verifiziere man die Identitéten
— reell: |z +y|? — |z — y|? = 4 (z,9)
— komplex: (i=imaginire Einheit)

lz+yl? = |z —y> +i(jz +iy|* — |z —iy[>) = 4 (z,y),

sodaft f mit dem Erhalten der Norm auch das Skalarprodukt unveréndert l1aft.
(v) = (i): Fiir alle z, y folgt aus (v): (z,y) = (f(z), f(y)) = (f7 f(z),y)), sodaR
stets f f(z) = x, d.h. fH f = idy und damit hier f# = f~! folgt. Also ist f unitér.
Bleibt noch die Aquivalenz von (vi) mit den iibrigen Aussagen zu zeigen: Ist f

unitdr, so auch normal und nach (iv) folgt fiir Eigenvektoren: |z| = |f(x)| = |\x| =
|A| - |z, sodafl |A] =1 sein muf.
Setzen wir (vi) voraus, so ist f normal, hat also eine ONB (z1,...,2,) aus

Eigenvektoren, wobei sogar alle Eigenwerte \; vom Betrag 1 sind. Dann ist

(f(@3), f(25)) = (Niwi, Ajaj)

= N\ (4, 75)
_ {0, i # J,
Ail? i=17,
= (i, z5)
d.h. wir haben (iii) gezeigt und f ist also unitér. O

Die Ubersetzung dieses Sachverhaltes auf Matrizen liefert
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Satz U.37 Es sei F' € C"*™ oder € R"*". Dann sind dquivalent:
(i) F ist unitdr, d.h. F = F~1 (in C) bzw. FT = F~! (in R).
(ii) Ist (x1,...,2,) ONB, so auch (Fx1,...,Fxy,).

(iii) Die Spalten von F' bilden eine ONB.

(iv) F ist isometrisch, d.h. fiir alle x ist |Fx| = |z|.

(v) Es ist stets (Fxz, Fy) = (x,y).

(vi) F ist normal und alle Eigenwerte haben Betrag = 1.

Der Beweis folgt direkt aus dem vorigen Satz. Bei (iii) wurde benutzt, daf die kano-
nischen Einheitsvektoren eine ONB bilden, ferner gilt ja bekanntlich: ,,Die Spalten
sind ...«

Betrachten wir noch den reellen Fall, d.h. orthogonale Matrizen F' € R™*". Der
Endomorphismus C* — C", x — F'x ist unitdr, besitzt also eine Basis aus Eigen-
vektoren zu Eigenwerten, die simtlich vom Betrag 1 sind. Fiir reelle Eigenwerte, die
sind dann +1 oder —1, kdnnen wir wie bei den symmetrischen Matrizen auf reelle
Eigenvektoren schlieflen.

Echt komplexe Eigenwerte haben die Form \ = ¢¥ = cos ¢ +1 sin ¢ mit ¢ # k,
d.h. sinp # 0.

Sei dazu = := u — iv mit u,v € R" ein Eigenvektor. Dann ist also

Fx = Fu—iFv=¢e"%(u—iv) = e%x.
Da F, u, v alle reell sind, ist dann mit  := u + v auch
FT =Fx =e%(u—iv) =e "(u+iv) = e T

d.h. 7 ist Eigenwert von F' zum konjugiert komplexen Eigenwert. Da sinp # 0
ist, sind €' und e™'¥ verschiedene Eigenwerte, also die Eigenvektoren x und =
orthogonal. Damit ist

0= (z,7) = (u—iv,u+iv) = (u,u) — (v,0) +i((u,v) + (v, u)).
Da hier alle notierten Skalarprodukte reelle Werte haben, ist insbesondere
(uyu) = (v,v) und (u,v) = (v,u) =0.

Es sind also v und v orthogonal und von der selben Norm, die wir (E als = 1 wahlen
konnen. Rechnet man noch ¢ (u — iv) nach Real- und Imaginirteil aus, so folgt:

Zu jedem Eigenwert ¥ # +1 ist auch e~*¢ Eigenwert, und zu solchem Paar
gibt es Vektoren u,v € R™ mit |u| = [v| =1, (u,v) = 0, sodafl

Fu= cospu+sinpv

Fv=—sinpu+cospv
d.h.

siny  cosp

P = o (27 ~50)

F bewirkt also in der von u und v aufgespannten (reellen) Ebene eine Drehung um
den Winkel ¢.

Nun kann man folgendermafien eine reelle ONB zu F' gewinnen: Zunéchst wéhle
eine ONB zu dem Eigenraum zu +1, dann eine zum Eigenraum zu —1. Wie bei
symmetrischen Matrizen kann man hier reelle Eigenvektoren wéhlen. Dann wihle
fiir jeden Eigenraum zu einem komplexen Eigenwert mit positivem Imaginérteil eine
(komplexe) ONB. Nach dem eben Gezeigten sind dann die jeweiligen konjugiert
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komplexen Vektoren Eigenvektoren zu den konjugiert komplexen Eigenwerten und
jedes solche Paar konjugierter z,T Vektoren liefert eine solche reelle ONB (u,v)
fiir eine reelle Ebene, in der F' als Drehung wirkt. Wegen span(z,T) = span(u, v)
erhalten wir so insgesamt eine ONB des R™. Wir haben also

Satz U.38 Zu jeder orthogonalen Matrix F' € R™"*™ gibt es eine ONB (z1,...,Zy)
im R™, beziiglich der F' die folgende Gestalt hat:

1

XPFX =

R,

wobei die Matrix X die Spalten x; hat und die R, 2 x 2-Matrizen der Form

R— ( cosp  —sing )
sing  cos¢
sind. Dies bedeutet, daf der R™ zerlegt wird in eine direkte (orthogonale) Summe
R'=VteV - eoVie oV,

wobei V1,V ™ die Eigenrdume von F zu +1 bzw. —1 sind — hierauf wirkt F als
Identitédt bzw. als Punktspiegelung — und in 2-dimensionale Rdume V,, auf denen
F' als Drehung wirkt.

Die hier behandelten Typen von Endomorphismen oder Matrizen bilden teilweise
Gruppen beziiglich der Komposition bzw. der Matrix-Multiplikation; d.h. mit je
zweien ist auch das Produkt vom selben Typ, ferner existiert die Inverse und ist
ebenfalls vom selben Typ.

Wir definieren hier nur die wichtigsten dieser Gruppen und lassen das Nachrech-
nen der Gruppeneigenschaften als Ubung.

Definition U.39 Die allgemeine lineare Gruppe

GL(n) :={F € K™ | det F £ 0}
Die orthogonale Gruppe

O(n) := {F € R**" | F orthogonal}

Die unitdre Gruppe
U(n) := {F € C"*"| F unitir} .

Dazu betrachtet man jeweils noch die ,speziellen Gruppen®, SL(n), SO(n), SU(n)
die aus den invertierbaren, orthogonalen, unitidren Matrizen mit Determinante = +1
bestehen.
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Unsere Ergebnisse iiber selbstadjungierte Endomorphismen wollen wir nun noch
anwenden, um einiges iiber symmetrische Bilinearformen, bzw. quadratische Formen
zu erfahren. Insbesondere erhalten wir daraus eine Klassifizierung der Kurven bzw.
Flachen zweiter Ordnung,.

Ein selbstadjungierter Endomorphismus f eines endlich-dimensionalen unitiren
Raumes U besitzt ja eine ONB aus Eigenvektoren, die samtlich zu reellen Eigen-
werten gehdren.

Definition U.40 (Signatur) Sei f selbstadjungiert, € Hom(U,U), V., bzw. V_,
bzw. Vi sei der von allen Eigenvektoren zu positiven bzw. negativen Eigenwer-
ten bzw. zum Eigenwert 0 aufgespannte Unterraum. Dann heift das Zahlentripel
(k4, ko, k_) die Signatur von f, wobei ki := dimVy, ko :=dimVp, k_ :=dimV_.
Esist ki + ko + k- =dimU.

Fiir selbstadjungiertes f ist fiir alle = : (z, f(z)) = (f¥(2),2) = (f(2),2) =

(x, f(x)), d.h. (x, f(x)) stets reell. Zudem ist, wie man sofort nachrechnet: (z, f(x)) >
0 fiir x € Vi, x # 0, ferner =0 fiir x € Vp und < 0 fiir x € V_,x # 0.

Definition U.41 (Definit) Sei f selbstadjungiert, € Hom(U,U),V C U ein Un-
terraum. Dann heifit

— f auf'V positiv definit: < Ve € V, x # 0 ist (z, f(z)) >0
— f auf V negativ definit: < Vr € V, x # 0 ist (x, f(x)) < 0.

Lassen wir > 0 bzw. < 0 zu, so reden wir von positiv bzw. negativ semidefinit.
Ist kein Unterraum V spezifiziert, so ist V := U gemeint.

Auf den Rdumen V bzw. V_ ist also f positiv bzw. negativ definit, auf V; + V|
bzw. V_ + Vj positiv bzw. negativ semidefinit. Diese Rdume sind auch maximal
unter dieser Bedingung:

Satz U.42 Ist f positiv (negativ) definit auf V, so ist dimV < ky (dimV < k_).
Ist f positiv (negativ) semidefinit auf V', so ist dim V < ky + ko (dimV < k_ + ko).

Beweis: Sei f positiv definit auf V. Dann ist (x, f(z)) > 0 fiir alle z € V, 2 # 0. Ist
x € Vo+V_,soist (z, f(x)) < 0. Damit ist VN (Vo+V_) = (0), somit k4 +ko+k_ =
dimU > dim(V + V5 + V) =dimV +dimVy + dimV_ = dimV + kg + k_, d.h.
dimV < k. 0

Diese Definitionen und Aussagen {ibetragen sich sofort auf selbstadjungierte Ma-
trizen F = F € C"*", wenn wir den durch 2 — Fz definierten Endomorphismus
von C" — der mit dem Standard-Skalarprodukt versehen — betrachten. Wir sprechen
dann von positiv, negativ, (semi-)definiten Matrizen, bzw. von der Signatur der Ma-
triz F'.

Satz U.43 (Trigheitssatz von Sylvester) Ist FF € C"*" gelbstadjungiert, G €
C™*™ invertierbar, so ist auch G¥ FG selbstadjungiert und F und G” FG haben
dieselbe Signatur.

Beweis: Es ist (GHFG)H = GHFHGHHE = GHFG, dh. GEFG ist selbstadjun-
giert. Es seien (ky, ko, k—) bzw. (K, k{, k") die Signaturen von F bzw. von G¥ FG
und V4, Vo, V_ bzw. V|, Vy, V' die entsprechend Definition U.40 gebildeten Unter-
rdume. Dann haben wir fiir z € V, 2 #0:

0< <x,GHFGx> = (Gz, FGx) .



U-21

Somit ist F positiv definit auf GV := {y| Es existiert ein x € V] ,y = Gx}. Nach
Satz U.42 ist dann dim GV < k; und da G invertierbar ist, ist dim GV = dim V.
also /. < k4. Nun ist F = (G~V"(GEFG)G~! und mit dem selben SchluR wie

eben erhalten wir k. < £/, sodaf beide gleich sein miissen. Analog verfihrt man
bei k/’o, k_. ]

Eine weitere Anwendung von Satz U.42 liefert uns Abschitzungen der Eigen-
werte selbstadjungierter Endormorphismen.

Satz U.44 (1. Separationssatz) Es sei U ein n-dimensionaler unitirer Raum,
f € Hom(U,U) selbstadjungiert. Seine sdmtlich reellen Eigenwerte seien entspre-
chend der Gréfie numeriert: A\ < Ay < --- < \,,. P sei ein orthogonaler Projektor
in U mit m :=rg P < n. Dann gilt: f' .= PfP € Hom(U,U) ist selbstadjungiert
und mit V :=1im P ist fl;,. =0, (V) C V und fir die Eigenwerte A\} <--- < X,
von fl’v gilt \j <N < Aji(nem) (1 < <m).

Beweis: (PfP)! = PEfHPH — PfP da f und P selbstadjungiert sind. Damit
ist auch f’ selbstadjungiert. Nach Satz und Definition U.13 ist ker P = V-, somit
f"vL = 0, und wegen V = im P trivialerweise im f’ C V. Damit ist f\/v € Hom(V,V)

auch selbstadjungiert. Dazu sei (z,...,z,,) Basis aus Eigenvektoren zu Eigenwer-

? m

ten Aj <--- <X . Ferner ist P als Projektor idempotent, somit Pz = z fiir z € V.
Dann gilt auf V' auch

(@, f'(x)) = (x, PfPx) = (P, fPx) = (x, f(2)) .

Zur Abschitzung der Eigenwerte wihle j : A < j < m und bilde die Unterrdume

von V:

Vi i=span(z),...,2}), V; :=span(zj,...,2],)

und die Homomorphismen
g = /\gidff, g = )\S»idff’.
Firl <i<mist
o (@) = Nyl — ['(a) = () — N,
Da die A, der Grofe nach geordnet sind, ist also

— ¢ positiv semidefinit auf Vj+, und

— ¢’ negativ semidefinit auf V.

Diese Réume liegen in V', sodaft darin

(@,9'(2)) = Aj (@, 2) = (@, ['(2)) = A (&, 2) = (&, f(2)) = (2, 9(x)) -

Somit ist auch g positiv semidefinit auf VjJr und negativ semidefinit auf V,~, sodaf g
nach Satz U.42 wenigstens j = dim V;r viele nichtnegative und wenigstens m — j =
dim V.~ viele nichtpositive Eigenwerte besitzt. Da die Eigenwerte von g gerade die

J
A} — Ai(i = 1,n) sind, folgen daraus direkt die behaupteten Abschétzungen. O

Fiir Matrizen und spezielle Projektoren erhalten wir daraus den

Satz U.45 (2. Separationssatz) F sei eine selbstadjungierte n x n-Matrix, H
die daraus durch Streichen von Zeile k und Spalte k entstehende (n — 1) x (n — 1)-
Untermatrix. Dann gilt fiir die Eigenwerte A\ < Ay < --- < A\, von F und \| <
Ay <o <N _,von H

AM <A S A SA << A KA < .

n—1



U-22 U UNITARE RAUME

Beweis: Es sei P : C" —— C" der Projektor, der genau die k-te Komponente
annulliert

a1 aq
Qp—1 Qp—1
P Qn, — 0 ,
Op+1 Op+1
(679 Qp

V :=im P sein Bildraum. Setze

f € Hom(C",C") : x +— Fx,
' € Hom(C",C") : x — PFPuz.

Dann ist H gerade die Matrixdarstellung von f\lv beziiglich der V-Basis (e1, .. ., ex—1,

€kt1,---,en). Auf diese Konstellation pafit der Satz U.44 der die Behauptung lie-
fert. d

Bemerkung U.46 Analoge Resultate erhdlt man natiirlich, wenn man symme-
trisch 2, 3 oder mehr Zeilen und Spalten streicht.

Diese Separationssitze liefern auch ein schénes Kriterium dafiir, wann eine selbst-
adjungierte Matrix positiv definit ist.

Eine ,,Haupt- Unterdeterminante“ einer Matrix ist die Determinante eines ,, Haupt-
Minors“, d.h. einer durch symmetrisches Streichen von Zeilen und Spalten entste-
henden Untermatrix.

Satz U.47 F := (a;;) € C™*" sei selbstadjungiert. Dann gelten
(i) Ist F positiv definit, so sind alle Haupt-Unterdeterminanten positiv.

(ii) Sind alle Haupt-Unterdeterminanten der speziellen Form det Fy, = det (o )k.k
(1 < k < n) positiv, so ist F positiv definit.

Bei (ii) werden gerade die symmetrisch liegenden Untermatrizen betrachtet, die die
linke obere Ecke von F' ausfiillen.

Beweis: Da eine selbstadjungierte Matrix dhnlich zu einer Diagonalmatrix ist und
dhnliche Matrizen die selben Eigenwerte haben, ist die Determinante einer solchen
Matrix das Produkt ihrer Eigenwerte.

Zu (i): I sei positiv definit: Nach Satz U.42 sind dann alle Eigenwerte von F positiv,
also nach dem Satz U.45 auch alle Eigenwerte von (n — 1) x (n — 1)-Haupt-Minoren
und durch Iterieren dieses Schlusses auch alle Eigenwerte beliebiger Haupt-Minoren.
Als Produkte positiver Eigenwerte sind dann auch deren Determinanten positiv.

Zu (ii): Die Determinanten det Fj, = det(aj )ik sind positiv fir 1 <k <n:

Wir zeigen, daft dann alle Fj, nur positive Eigenwerte besitzen, also insbesondere
F = F, selbst, wonach F positiv definit ist.

Fi habe die Eigenwerte )\gk) <. < A,(Ck).

k = 1: Esist Fy = (a11) mit a;; = det F; = A\ Wegen det F; > 0 ist also
)& > 0. Somit sind alle Eigenwerte von Fj positiv.

k= k+1:S8ei 0 < )\gk), d.h. F}j habe nur positive Eigenwerte. F}, entsteht aus
F41 durch Streichen der (k + 1)-ten Zeile und Spalte. Also gilt mit dem zweiten
Separationssatz

k+1)

AFFD < AR N <
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Somit kann hochstens der kleinste Eigenwert )\gkﬂ) von Fj, 1 nicht positiv sein.

Die Determinanten-Bedingung besagt aber

0 <det Fy1 = )\gk"'l)/\ék-'rl) N '/\l(c]f:il)a

sodaft wegen /\Ekﬂ) >0 (¢ > 2) auch )\gkﬂ) > 0 sein muf, was wir zeigen wollten. [

Der Begriff der positiv definiten Matrix gibt uns auch einen Uberblick iiber alle
moglichen Skalarprodukte auf dem C”.

Satz U.48 (-,-) sei das Standard-Skalarprodukt auf C", d.h. (x,y) = >, &n;. Dann
gelten:

(i) Ist F = (p;;) € C**™ selbstadjungiert und positiv definit, so ist

(z,y) = (z, Fy)

ein Skalarprodukt.

(ii) Ist (-,-) ein Skalarprodukt auf C", so bilde mit den kanonischen Einheitsvek-
toren e; die Werte @;; := (ej,e;) (4,7 = 1,...,n). Dann ist ' = p(;;y € C"*"
eine selbstadjungierte positiv definite Matrix und

(z,y) = (z, Fy).

Beweis:

(i): Man rechne die Eigenschaften S1, ..., S4 nach. Die Definitheit von F braucht
man fiir S4.

(ii): Fiir F:= (i) ist F7 := (of]) mit off = @5 = (ej,e;) = (ei, €5) = @ij-
Also ist F = F'H d.h. selbstadjungiert.
Damit wird fiir 2 = >, &ei, y = >, nje;

(x,Fyy = <Z &ei, anFej>

<Z &ieir y nj@kj€k>
i ik

= Z &injerj (eisex)

0,4,k

Zémw

0,

> Gmileie))

.

(Z &iei, anej) = (x,y)

Somit wird das Skalarprodukt (-,-) {iber F richtig dargestellt. Fiir x = y beweist
dies auch die Definitheit von F. O
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Die Uberlegungen dieses Kapitels haben noch eine schéne geometrische Anwen-
dung: Die allgemeine Gleichung einer Fliche zweiten Grades im R" lautet

D€l +2- Y bl +2-Y Bi&i+v=0, (U.49)
i=1 ig=1 i=1
i<j

mit oy, Gi,vy € R.

Im Falle n = 2 ist dies die Gleichung fiir den allgemeinen Kegelschnitt, hier ist
natiirlich das Wort ,Flache“ etwas unpassend, fiir n = 3 bekommen wir Flichen,
die sog. Quadriken. Setzen wir A: = (;)nn, wobei a;; 1= a;; fiir i > j gesetzt sei,

B1 &
b:.= : :

3 T = 3

B &n
s0 kann man mit dem Standard-Skalarprodukt im R"™ die Gleichung (U.49) kompakt
schreiben als

(x, Az) +2{x,b) + v =0 (U.50)

Da A symmetrisch ist (nach Konstruktion), gibt es nach Satz U.35 eine orthogonale

Matrix G, d.h. GH = G, sodak G AG =: L Diagonalform hat. Wihlen wir nun

als neues Koordinatensystem gerade die durch die Spalten von G gegebene ONB

in R™, so erhilt jeder Vektor z € R"™ beziiglich der neuen Basis die Darstellung
2 =GHz, bzw. x = Ga'.
Damit wird (U.50) zu

0= (G2, AGz') + 2 (G, b) + v
= (2/,G"AGz") + 2 (2/,G"b) + v
= (z/,La’) +2 <:c',GHb> +7,

d.h. mit ¢ := Gb:
0= (', La'y +2(2',¢) + . (U.51)
Damit haben wir wieder eine Gleichung der Gestalt (U.50), wobei jetzt aber die
Matrix L Diagonalform hat, d.h. in der ausgeschriebenen Form (U.49) der zweite
Term mit den ,,gemischten Produkten &;&;(¢ # j) verschwunden ist. Als néichstes

versuchen wir den linearen Term durch eine Translation der Form 2’ = 2" — ¢ zu
beseitigen. Dies liefert

0= (2" —xo, L(x" — 20)) + 2 (2" — mg,c) +7
= (2", L") — ({(wo, L") + (2", Lxg) — 2 (z", ¢)) + ({wo, Lxo) + 7).
Da L symmetrisch ist, ist (xg, Lz") = (z”, Lzo) und wir erhalten mit

/

~" = (xo, Lxo) + 7

0= (2", L") —2(z", Lxg — c) ++'.

Damit der lineare Term verschwindet, muff Lzg —c¢ = 0 sein, d.h. ¢ € im L. Dies
ist nun nicht notwendig der Fall. Wir kdnnen aber folgendes erreichen: Die Signatur
von A bzw. L sei (ky,k_,ko) = (s,t,n — (s + t)). Durch geeignetes Numerieren
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erhalten wir

At
0 0
As
L= As+1 ,
0 : 0
As+t
0 0 0

wobei A; >0 (i=1,..,5), \; <0 (i =s+1,...,s+t) und schlieflich n — (s + ?)
Eigenwerte = 0.

Dann koénnen wir zwar nicht unbedingt Lzy = ¢ = 0 erreichen, aber doch si-
chern, daft die ersten s+¢ Komponenten verschwinden. Damit haben wir: Gehen wir
zunéchst von der Standardbasis im R™ iiber zu einer ONB aus Eigenvektoren zu A
und fiihren anschlieffend noch die oben beschriebene Translation aus, so bekommt
(U.49) die Gestalt:

(z,Lz) +2{x,c) +7=0 (U.52)

Dabei ist L Diagonalmatrix der Form
L= diag(/\l, . .7)\5,)\S+17 . .,ASth,O, .. ,0)

und Ap, ..., s sind die positiven, As;1,..., A\s1¢ die negativen Eigenwerte von A.
Ferner hat C' die Gestalt ¢ = (0,...,0, Ysitt1,--->Vn)".
Die Gleichung (U.52) kénnen wir noch folgendermafien kompakt schreiben: Set-

zen wir zu x = (&1,...,&,)T 3= (&,..., &, 1)T und
(5
T () x(nt1)
A1
0 0
)\s-i-t
= 0 Vstt+1 ;
0 s
0 Yn
0 Tstt+l oo n v (n41)x (n+1)

so kann man das in der Form
(#,F&) =0 (U.53)
zusammenfassen.

Bemerkung U.54 Im Falle ¢ = 0 spricht man von einer Kurve bzw. Fliche mit
Zentrum, im Falle ¢ # 0 von einer Kurve bzw. Fliche ohne Zentrum.

Wir wollen nun die Fliche n = 2, 3 genauer studieren:

Im Falle n = 2 reden wir statt von Flichen von Kurven und erhalten die be-
kannten Kegelschnitte.

Die wichtigsten Spezialfélle fiir n = 2 sind:

s =2:

Die Kurve hat ein Zentrum, also ¢ = 0, A1, A2 > 0.
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(U.52) lautet: A\1&7 + \o&2 + v = 0 oder nach Multiplikation mit o := —%

A A
(_—3)&% + (_—27)53 =1.

Fiir v > 0 hat dies keine Losung, fiir v < 0 ist es die Gleichung einer Ellipse mit
den Halbachsen a; := ,/|/\ll|, ay = 1/|/\12|. Fiir \; = Ay gehort hierzu auch der
Kreis.

s=1,t=1:

Die Kurve hat ein Zentrum, also ¢ = 0, \; > 0, A2 < 0. Gleichung (U.52) lautet:
IA1]€2 — |X2]€3 + v = 0 und dies liefert fiir v # 0 analog oben eine Hyperbel.

s=1,t=0:

¢ = (Y,) mit 2 # 0. Die Kurve hat kein Zentrum.

Gleichung (U.52) lautet: A\1&? + 2v2&2 + v = 0 und dies ist die Gleichung einer
Parabel.

Die weiteren Fille liefern entweder die schon behandelten Kurven (etwa s = 0,
t = 2) oder Ausartungen zu Geraden oder Punkten. Die Details seien dem Leser
iiberlassen.

Spezialfalle fiir n = 3:

s =3:

A1, A2, A3 > 0, die Flache hat ein Zentrum, d.h. ¢ = 0. Die Gleichung (U.52)
lautet: )\16% + )\26% + )\3632, +~v=0.

Fiir v > 0 hat dies keine Losung, fiir v < 0 ist es die Gleichung eines FEllipsoids.
Fiir den Fall, daff zwei oder gar alle drei Eigenwerte gleich sind, ergibt dies das
Rotationsellipsoid bzw. die Kugel. Das Ellipsoid ist ein beschrinktes Gebilde und
der Schnitt mit jeder Ebene ist eine Ellipse (oder leer).

Im folgenden seien die wichtigsten Fille tabellarisch aufgefiihrt, wobei wir die
Matrix F aus (U.53) benutzen und dabei noch einige einfache Normierungen vor-
nehmen. Die p; bezeichnen positive Zahlen. Die weiteren Fille liefern aufer Entar-
tungen wie Ebenen, Geraden, Punkte, keine wesentlichen neuen Flichen und seien
deshalb iibergangen.
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(Leere Menge)
&7 + p2ks + pagd +1=0

(Ellipsoid)
pa€f + paks + psé3 —1=0

(Einschaliges Hyperboloid)
[0&F + p2€3 — paéy —1=0

(Zweischaliges Hyperboloid)
&f — p2ks — paéd —1=0

(Elliptisches Paraboloid)
1&F + pok3 = 263

(Hyperbolisches Paraboloid)
€f — p2k3 = 263

(Elliptischer Doppelkegel)
pa€F + pks = psés

(Elliptischer Zylinder)
&7 + paks =1

(Hyperbolischer Zylinder)
€f — p2ts =1

(Parabolischer Zylinder)
€l =26

U-27
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(L}] EI!|||.~_;|J||I rrd BIPNLE Scdwniten

(2) Einschaliges Hyperbaloid

D

{3] £weischaliges Hyperbaloid

[1f

{5) Hyperbolisches Parabaloid

\__ |/
{7} Eltiplischer Zylinder (8] Hyperbalischer Zylinder

[8] Parabolischer Zylinder

{4) Elliptisches Paraboloid

(6] Doppelkeget [elliptzcn)
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BU Anleitung, Beispiele, Aufgaben

BU1: Hier zunichst einige Beispiele fiir unitire Rdume. C" ist mit dem Standard-
Skalarprodukt (-, -) ein euklidischer Raum, wobei

(z,y) Z Tili

mit x = (z1,...,2,)7, y= (y1,...,yn)?. R" ist mit dem Standard-Skalarprodukt:

(z,y) Z TiYi,

wo z = (21,...,7,)", ¥y = (y1,...,yn)T, ebenfalls ein euklidischer Raum. Rechnen
Sie selbst die Axiome nach! Die aus diesem Skalarprodukt entstehende Norm ist

gerade

|:L'| 1/2 Z 1/2 Z|zi|2)1/2-
=1

=1
Die Schwarzsche Ungleichung lautet.

) | < lllyl, dob |35 Tayl < (20 )2 (00 lwal®) /2.

BU2: Ein weiteres Beispiel ist folgendes: C[a,b] ist der Raum, der auf einem
reellen Intervall [a, b] stetigen komplexwertigen Funktionen. p € C|a, b] nehme nur
reelle positive Werte an. Dann ist fiir f, g € Cla, b

(frg) = /b o0 T Da(t)dt

ein Skalarprodukt auf Cfa,b].

Beweis:
fp (t)]?dt > 0und = 0 <=V, f(t) =0, d.h. f =0.
2.
b -
(f,ag + Bh) = / p(O)F @) (g(t) + Bh(t))dt
b b

=a [ s T+ 5 [ o T

= al(f.g)+ BUFY.
3.
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da p(t) reell, d.h. p(t) = p(t). O

Die zugehorige Norm auf Cla, b] lautet:

X 1/2 b 1/2
up:(/°mwﬂﬂﬂwm> :</°moumﬁﬁ>

und die Schwarzsche Ungleichung

b b b
y/mmmWW§deMMWW/mmw%W?

Insbesondere ist p(¢t) = 1 eine zuldssige ,,Gewichtsfunktion®. Dieses Skalarpro-
dukt auf Cla,b] bzw. auf dem groReren Raum L2[a,b], der auf [a,b] quadratisch
integrierbaren Funktionen, wird Ihnen vermutlich im Laufe Ihres Studiums noch
ofter begegnen.

Das in BU1 angegebene Skalarprodukt ist keineswegs das einzige auf C™. Rech-
nen Sie selbst nach: Ist

P

Pn

eine Diagonalmatrix mit reellen positiven Diagonalelementen, so ist mit dem Stan-
dardskalarprodukt (-,-) auch (z,y), := (z, Py) ein Skalarprodukt. Was ist, wenn

Sie — im Falle n = 2 — setzen P = (21)?
Weiter bis .

BU3: Es seien A, B € R"*". A habe die Spalten a1, ..., a,, ferner B die Zeilen
bT, ..., bl. Dann ist das Element c;; von C := BA von der Form ¢;; = (b;,a;)
(i,7 = 1,...,n). Ist nun A invertierbar, B := A™!, so ist BA = I, d.h. ¢;; = §;;
(Kronecker). Damit bilden aber fiir invertierbares A die Spalten von A und die
Zeilen von A~! ein Biorthonormalsystem. Was folgt fiir die Zeilen von A und die
Spalten von A~1?

Nun ein paar Beispiele zum Begriff der Orthogonalitét:

BU4: Nehmen wir den C" mit dem Standard-Skalarprodukt. Dann bilden die
kanonischen Einheitsvektoren (eq,...,e,) eine Orthonormalbasis. Es ist ja

61':(0,...70,170,...,0)T:(51'1,51'2,...,5ii,...,5in)T

(0;1 = Kronecker-Symbol). Damit ist
<€Z‘, €j> = Z 5ik5jk = (5”
k=1

(Rechnen Sie fiir n = 3 dies notfalls explizit!)
Sie bilden also ein Orthogonalsystem, und da sie {iberdies eine Basis bilden, also
eine ONB. Ein etwas ungewohnteres Orthogonalsystem erhalten wir aus BU2:
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BUS5: Nach BU2 ist C[0,27] mit (f,g) = fOQW f(t)g(t)dt ein euklidischer Raum.

Wir untersuchen die Funktionen f(t) : \/%eikt (i = imaginére Einheit) fiir k € Z.

Dann ist wegen
etkt — efikt:

1 2m o 1 2m ) 1 9 C 1 -
{15, fr) = —/ ettt = —/ ety = — [ =0 T = )
27 Jo 27 Jo 2r |0 j#k 0 j#£k

Diese Funktionen bilden also ein Orthonormalsystem in C[0, 27].

Das Orthogonalisierungsverfahren von SCHMIDt finden Sie im folgenden Beispiel
aufgefiihrt:

BU6: Wir nehmen den R* mit dem Standard-Skalarprodukt: Wir setzen

1 3 5 8
1 |3 |3 4
Uy = 1 ) Uz = 1 9 uz = 3 ) Uqg = )
1 1 1 2
0,5
Dann ist y1 := u1, 11| = Vi=2 1z = <8§> = ‘y—ll‘yl.
0,5
L 3 0,5 1
3 0,5 1
Y2 2=U2—2($i,u2>$i=U2—<$1,U2>$1= 1 —4 0.5 | = -1
= 1 0,5 -1
Hier ist |y2| = 2 und somit
0,5
IR S R
2 = y2y2 _075
-0,5
Damit ist
5 0,5 0,5 +1
3 0,5 0,5 -1
Y3 := uz— (w1, u3) x1— (T2, u3) T2 = 3 —6 0.5 —2 05 | 7| +1
1 0,5 0,5 ~1
Durch Normieren folgt wieder
0,5
I
3 0,5
-0,5

7

Den letzten Vektor x4 sollten Sie selbst bestimmen. Wir haben also — bzw. Sie
werden — erhalten

0,5 0,5 0,5 0,5
0,5 0,5 ~0,5 0,5
=1 o5 |0 2T —o5 |0 BT 05 |7 "7 | o5
0,5 ~0,5 ~0,5 0,5

)
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Priifen Sie nun selbst noch die restlichen Aussagen von Satz U.9.

Dieses Orthogonalisierungsverfahren ist natiirlich nicht auf den R™ oder C" be-
schrankt. Im vorigen Beispiel haben sie ein ONS in C0, 27| gesehen. Denken Sie
mal iiber folgende Aufgabe nach!

Wir betrachten C[0, 1] mit dem Skalarprodukt (f, g) = fol f(t)g(t)dt. Darin sind
durch fy(t) :=t* (k = 0,1,...) linear unabhiingige Elemente gegeben, die wir also
nach Satz U.9 orthonormieren kdénnen.

Was ist dafiir zu tun?

Fiir die Bestimmung des Proximums gibt es einige wichtige Anwendungen:

BUT7: Im R2 seien Vektoren xg,x; gegeben, z; # 0. Dann beschreiben die Punkte
von G = {xg + tx1 |t € R} eine Gerade durch den Punkt zy. Von einem weiteren
Punkt y € R? wollen wir den kleinsten euklidischen Abstand zu G wissen, d.h.
gesucht ist

0 :=inf{ly — x| |z € G} = inf{|(y — xp) — tx1]|t € R}

Zu bestimmen ist also das Proximum ¢gx; € V := span(z1) zu y — xo. Dazu ortho-
gonalisieren wir (x1,y — o) nach E. SCHMIDT. Dies liefert das Orthonormalsystem

Damit ist dann
y —xo = (T, y — xo) - Ty + x2 = (2], y — o) ] + 22| - 5.
Nach dem Beweis von Satz und Definition U.12 ist damit
<£L'/1, y— I0> 1'/1

das Proximum und |z2| = §. Man beachte, dafs =/, gar nicht explizit gebraucht wird.

Stellen Sie analoge Formeln fiir den Abstand eines Punktes von einer Ebene in
R? auf.

Weitere wichtige Beispiele findet man in der Approximationstheorie:

In einem homogenen elektrischen Feld £ = (e1,¢€2,€3)7 gilt fiir die zwischen
zwei um einen Vektor s = (01,02,03)7 auseinanderliegenden Punkten gemessene
Spannung U:

(€,8) =U d.h. €101 + €202 + €303 = U.

Messen wir nun fiir drei unabhingige Richtungen si, s2, s3 die jeweiligen Span-
nungen Uy, Us, Us, so 1aft sich das Feld, d.h. €1, €2, €3 aus dem Gleichungssystem

€10;1 + €2042 + €303 = U; (i=1,2,3)

berechnen. Da beim Messen Fehler auftreten, wird man weitere Messungen ausfiih-
ren. Dies gibt weitere Gleichungen dieser Art, d.h. das Feld geniigt einem System

€10;1 + €200 + €30;3 = U; (’LZ 1,27...,m).

Wir haben also m > 3 Gleichungen fiir drei Unbekannte. Theoretisch sollte dies
System eindeutig 16sbar sein, durch die eingetretenen Mefifehler wird in der Praxis
dieses System keine Losung besitzen. Man hilft sich indem man sagt: Bestimme
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€1, €2, €3 80, dafs, wenn schon €10, + €302 + €30;3 — U; = 0 nicht mdglich ist, so
diese Ausdriicke doch moglichst klein werden.

Dies ergibt die Situation von Problem U.22 mit A := (0y;), b := (U;), = =
(€1, €2, €3)T. Betrachten wir dazu folgendes Beispiel:

1 1 1 3,1
1 -1 1 0,9
A= | b= 0,9
1 -1 -1 -0,9

7

Man iiberzeugt sich mit Gaufs-Elimination sofort, dafl ax = b nicht 16sbar ist.
Stattdessen betrachten wir

AT Az = AHp,
Es ist
1 1 1 1 i _i } 4 0 0 4
AfA=(1 -1 1 <1 11 4 |=0 40 |, A= 4
1 1 -1 -1 L1 00 4 4
Somit ist x¢9 = (1,1,1)7 die Losung von A7 Az = AHp,
Unsere Mefsfehler ergeben sich aus
3 3,1 —0,1
1 0,9 _ 0,1 _
|Azg — b| = | 1| - 0.9 | = 0.1 | =0,2.
-1 —-0,9 —-0,1

Weiter bis .

Beispiele fiir normale Homomorphismen erhalten Sie aus Matrizen F', die mit
ihrer adjungierten F'¥ vertauschbar sind: FF* = FHF. Ein interessantes Beispiel
ist

BU9: In C[0,27] betrachten wir den Teilraum U aller Funktionen f, die belie-
big oft differenzierbar sind und fiir deren sdmtliche Ableitungen einschlieflich der
Funktion selbst gilt £ (0) = f(™)(27) (n = 0,1,...). Etwa die Funktionen sin kz,
cos kx gehoren zu U. Wir versehen U mit dem Skalarprodukt

2m

(f,9) = f(t)g(t)dt

0

und untersuchen den Endomorphismus

D:f(t)— 3—];(15).

Dies ist ein normaler Endomorphismus. Durch partielle Integration folgt ndmlich

2w [

(D11.a) = [ FOattat = FEma(zn)-FO0)- | Fa' 0t = - (£.D(a).
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da der ausintegrierte Bestandteil nach Voraussetzung tiber den Raum U wegfillt.
Damit ist D¥ = —D und somit

DD = D(—D) = —DD = DD,

Nun ist mit D auch jedes Polynom in D mit komplexen Koeffizienten normal. Dies
liefert uns hier beispielsweise

L:=—-D?+aD + Bidy
ist normal («, 8 € C) und L bewirkt fiir f € U:
L(f)==1"+af + B8]

Das Anwenden eines unitdren oder orthogonalen Endomorphismus dndert Ska-
larprodukte nicht. Da Winkel und Léngen hieriiber definiert sind, sind diese Abbil-
dungen also lingentreu und winkeltreu. Sie sind also Verallgemeinerungen der aus
Drehungen und Spiegelungen aufgebauten Abbildungen, die wir schon im Vorkapitel
studiert hatten.

BU 10: FEin Beispiel fiir eine solche Abbildung im C* wird etwa durch die Matrix

0 0 140 1—i
1 0 0 1—i 1+7
2 14+i 1-4 0 0

1—i 14i 0 0

gegeben. Priifen Sie fiir f : x — Fz die einzelnen Bedingungen von Satz U.36 nach.
Die Eigenwerte von F' sind +1, —1,+i, —¢ und die Vektoren

1 1 1 -1

RIS Y Y Y
$1*2 1 9 :CQ*Q -1 9 1"3*2 1 9 1‘4*5 1
1 —1 —1 -1

sind die zugehorigen Eigenvektoren. Transformieren Sie F' auf Diagonalform.

BU11: Sei U wieder der in BU9 beschriebene Raum der beliebig oft differenzier-
baren Funktionen mit ,periodischen Randbedingungen“ mit dem in BU9 notierten
Skalarprodukt. Wir betrachten fiir eine beliebige Zahl « die Abbildung

T:U—U, f(t)— et f(t).

— {iberzeugen Sie sich, daf tatsdchlich fiir f € U auch T(f) € U ist! — Dieses T
ist unitar; denn wir haben fiir f,g € U:

<ﬂﬂﬂwAWMW@%W%@WAweWWW%@ﬁ

= fgt)dt = (f,g)

0

womit die Bedingung Satz U.36(v) gezeigt ist.



BU-7

BU12: Vertauschen wir in der Matrix F' aus BU10 die ersten beiden Spalten, so
erhalten wir die Matrix

0 0 1+4i 1—i

a1 | o 0 1—i 1+i

o 1—i 1+i 0 0o |
14+i 1—i 0 0

fir die G = G ist, d.h. G ist hermitesch oder selbstadjungiert. Die Eigenwerte
sind \; = Ay = 1, A\3 = Ay = —1 mit Eigenvektoren

1 7 1 1

1 1 1 —1 1 1 1 -1
ZE1—§ 1 ) X2 3 1 ) $3*§ _1 ) $4f§ i )

1 -1 -1 —1

die ein Orthonormalsystem bilden.

BU13: In C[0,1] mit dem Skalarprodukt (f,g) = [ f(t)g(t)dt ist der ,Multipli-
kationsoperator*

p: f(t) = Lf(t)

selbstadjungiert, denn

() g) = / LF(£)g(t)dt = / Ftg(t)dt = (£, 0(9)) -

Dieser Homomorphismus hat keinen Eigenwert - so etwas kommt nur im co-dimen-
sionalen vor.

BU14: Verifizieren Sie, daR mit dem Differentialoperator D aus BU9 zwar D
selbst nur normal und nicht selbstadjungiert ist, wahrend der Operator
daf

D:=iD: j——
) fr—>zdt

selbstadjungiert ist. Zeigen Sie, dafs jedes k € Z ein Eigenwert ist mit Eigenvektor

fk : fk(t) = eikt.

BU15: Schlieflich sei noch ein Beispiel fiir die reelle Normalform durchgerechnet:
Sei mit reellen «, 3

@ 1-0 —a 140
F_il 1+6 « 1-68 -«
=3l o 148 a 1-8

1-8 —a 1+p «

Betrachten wir dies als Abbildung in C*, so erhalten wir als Eigenwerte \; = 1,
Ao =—1, A3 = a— 18, \y = a+ i mit den zugehorigen Eigenvektoren

1 1 1—1 1+
uy = 1 Uy = -1 g — 1+ wy = 1—4
1|’ 1]’ —14+3 |’ —1—q
1 -1 —1—1 -1+

Nach dem Beweis von Definition und Satz U.28 haben wir nun, um zu der reellen
Normalform zu kommen, die Vektoren
1

1
X1 =1, T = Ug, X3 := —(uz + ug), Tq = —(us — uyg)
2 21
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zu bilden, d.h.

1 1 1 -1
1 -1 1 1

€Tl = 1 ) T2 = 1 ) €r3 = -1 3 Ty = 1 )
1 -1 -1 -1

die in der Tat ein Orthogonalsystem bilden — die Normierung ist weggelassen.
Priifen Sie nach, daff gilt:

Fxy =21, Fxo=x2, Fx3=oax3+Prs, Fr4y=—0r3+ axy,

d.h. F' hat beziiglich dieser Basis die Darstellung

a —p
0 «

Im Falle o+ 3% = 1 kénnen Sie dies geometrisch iiber Drehungen und Spiegelungen

interpretieren. Tun Sie das!
Weiter bis .

BU16: Sei f:C" — C" gegeben durch x — Fx, wobei I eine Diagonalmatrix der
Form F = diag(A1,. -, Ay 1y -+« s fns V15 - « s Vk ) mbntk,m+n+k- Dabel seien diese
Diagonalelemente reell und

AM>00G=1,....,m), ;=00 =1,...,n), v, <0 (@ =1,...,k).

Nun bestimmen Sie einmal die Unterrdume, auf denen f positiv definit, positiv
semidefinit, usw. ist.

Als nichstes nehmen Sie einen selbstadjungierten Endomorphismus, der beziig-
lich einer orthogonalen Basis aus Eigenvektoren die eben genannte Matrixdarstel-
lung hat und behandeln dafiir die selbe Fragestellung.

BU17: Ist A eine beliebige n x n Matrix, so ist AAX selbstadjungiert (Beweis ?).
Zeigen Sie

— AAH ist positiv semidefinit,

— AAH ist positiv definit, genau wenn A invertierbar ist.
1 -2
(4 3)
5 =5
H _
AAM — < 2 >

(AAT 2, 2) = 5(& — &)* > 0.

Ein kleines Beispiel: Fiir

ist

und



BU-9

BU18: Mit Satz U.47 hatten wir einen Zusammenhang zwischen der Definitheit
und den Hauptunterdeterminaten hergestellt. Untersuchen Sie diesen Zusammen-
hang fiir negativ definite bzw. semidefinite Matrizen. Muff man, um aus den Haupt-
unterdeterminanten auf die Positiv-Definitheit schliefsen zu kénnen, das Vorzeichen
aller Hauptunterdeterminanten kennen? Wie steht das bei Semidefinit?

BU19: (z,y), sei das Standard-Skalarprodukt in R™ oder C", A eine positiv de-
finite hermitesche Matrix. Dann ist (z,y), := (Az,y), wieder ein Skalarprodukt
auf R™ oder C™ (Beweis?) und somit auch |- | : |z|2 := \/(Az, z) eine Norm auf
R™ oder C™. Vergleichen Sie die ,,Einheitskugeln beziiglich beider Normen und den
Orthogonalitatsbegriff beziiglich beider Skalarprodukte.

Betrachten Sie speziell im R? die Matrizen

2 0 1 5 —1
Al'(o 3>’ A2'§<—1 5)

Was geschieht wenn Sie eine positiv-semidefinite, aber nicht definite Matrix A neh-
men?

—6

BU20: Sei F := ( 72 7 ) Fy = G"FG mit G = (

25 0
Fa= < 0 —50 )
Somit hat F, die Eigenwerte 25, —50 also einen positiven, einen negativen und

keinen = 0. Nach dem Sylvesterschen Satz muff F; dieselbe Signatur haben.
Die Eigenwerte von Fj sind die Nullstellen von

2 1 .
1 9 ) Dann ist

det(Fy, — \I) :det( 21’6\ r :i ) =2-N)(=7-X)—36

=X +5X—50 = (A —5)(\ + 10).

Damit hat F) die Eigenwerte 5 und —10, die zwar verschieden von denen von F»
sind, aber die selbe Vorzeichenverteilung besitzen.
Weiter bis .

BU21: Im R? beschreibt die Gleichung 2?+y? = §(2—23) einen Kreis-Doppelkegel

um die z-Achse mit ,Taille* im Punkt (0,0, zq). Fiir § = z% und zp — oo erhalten
0

wir als Grenzfall den Kreiszylinder mit Radius R um die z-Achse.

ax + by + cz = d beschreibt eine allgemeine Ebene im R3. Fiir ¢ # 0 kdnnen wir
nach z auflésen und aus der Ebenen- und der Kegelgleichung z eliminieren.

Dies liefert dann gerade die Gleichung (U.49) fiir — wir sind jetzt im R? — die
Kurven zweiter Ordnung, die eben gerade die ,,Kegelschnitte“ sind.

Versuchen Sie einmal die obigen Parameter so zu wahlen, dafs Sie eine Ellipse,
bzw. eine Parabel, bzw. eine Hyperbel erhalten. Wie kommen die ,Sonderfélle
zustande?

BU22: In der Normalformendarstellung fiir Flachen zweiter Ordnung hatten wir
gesehen, daft man alle Komponenten des linearen Anteils ¢, die auf nichtverschwin-
dende Eigenwerte treffen, eliminieren kann. Uberlegen Sie einmal, daff man auch von
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den restlichen Komponenten noch alle mit evtl. einer Ausnahme zu Null machen
kann. Was bedeutet dies geometrisch?

Zum Einiiben sei noch folgender Weg empfohlen. Nehmen Sie einen Kegelschnitt
in Normalform, etwa die Ellipse

2?2
I
4 * 9 ’
die ihr Zentrum im Nullpunkt und Halbachsen der Lingen 2 und 3 in Richtung der
Koordinatenachsen hat. Jetzt verschieben und drehen Sie das Koordinatensystem
und stellen die Ellipse beziiglich der neuen Koordinaten dar. Von der so erhalte-
nen quadratischen Form bilden Sie nun entsprechend dem Vorgehen im Skript die

Normalform. Viel Spaff beim (Ver-)Rechnen.

BU23: Zum Schluff noch eine Aufgabe vor allem fiir die kiinftigen Lehrer unter
Thnen. a,b seien zwei feste Punkte im R?, o ein reeller Parameter, | - | die iibliche
Euklidnorm im R2.

Bestimmen Sie alle Punkte x € R?, fiir die eine der folgenden Bedingungen gilt

1. |z —a|l+ |z -0 =q,
2. |z —a|l—|z—b=q,
3. |z —a| |z —0b =aq,

|z—al
lz—b|

4.

= Q.

1., 2., 4. liefern Kurven zweiter Ordnung. Welche?



