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Z.  Zerlegung von Moduln

Im Kapitel {iber Eigenwerte haben wir gezeigt, dafs jeder Endomorphismus f in
einem endlich-dimensionalen Vektorraum eine Matrix-Darstellung in Diagonalform
besitzt, sofern eine Basis aus Eigenvektoren vorhanden ist, aber auch gesehen, dafs
solche Basen nicht zu existieren brauchen. Wir wollen nun diese Frage unter allge-
meineren Gesichtspunkten neu behandeln. Wir werden insbesondere Normalformen
fiir Matrix-Darstellungen erhalten, aus denen sich dann unter speziellen Voraus-
setzungen auch die Diagonalform ergeben wird. Dariiberhinaus werden wir noch
wesentlich allgemeinere Sachverhalte mit einbeziehen kénnen.
Zur Vorbereitung brauchen wir etwas Algebra.

Die Polynomalgebra

Definition Z.1 (K-Algebra) Ein K-Vektorraum A, in dem noch eine weitere
Operation, genannt “Multiplikation” - : Ax A — A erklért ist, heifit eine K -Algebra,
wenn gelten:

(i) Die Multiplikation - ist associativ,
(ii) Es gelten die Distributivgesetze (a,b,c € A, «a, 3,7 € K)
(aa+ pb)-c=ala-c)+ B(b-c)
a-(Bb+~c)=P(a-b)+~(a-c).
Gibt es ein Element 1 € A, sodakV,c 4 1-a = a-1 = a, so heifst A eine K-Algebra mit
1. Fiir o € K schreibt man statt -1 kurz «. Ist die Multiplikation kommutativ, so

heifit A eine kommutative K-Algebra. Der Multiplikations-Punkt wird meist nicht
geschrieben.

Im weiteren betrachten wir nur K-Algebren mit 1-Element.
Zwei simple Beispiele sind etwa K selbst oder im Falle K = R die “Polynome”.
Beide sind kommutativ mit 1. Ein fiir das Weitere wichtiges Beispiel enthilt

Lemma Z.2 V sei ein K-Vektorraum. Dann ist Hom(V, V') mit der iiblichen Ad-
dition und dem Hintereinanderausfiihren von Homomorphismen als Multiplikation
eine im allgemeinen nicht kommutative K-Algebra mit idy als 1-Element.

Ein weiteres wichtiges Beispiel ist folgendes:
Zu einem Korper K bilden wir die sogenannte “direkte Summe” iiber N viele
Exemplare von K :

P:=@ K :={(ao,01,....) | &; € K, # 0 nur endlich oft.}.
€N

In Analogie zu den iiblichen Einheitsvektoren in K™ bezeichnen wir die Folgen
(0,...,0,1,0,....), die genau an der Position i eine 1, sonst nur 0 haben, mit dem
Symbol e;. Offensichtlich ist P ein Vektorraum und (e; | i« = 0,1,2,...) eine Basis
von P.

Wir definieren nun in P eine Multiplikation - aus der Festsetzung

€; €5 1= €i4+j,

was, um die Distributivgesetze zu erhalten, zwangslaufig zu

n m n+m
(Z aiGi) . Zﬂjej = Z Vrer mit v, = Z a;3;
i=0 j=0 k=0 i+j=k

fiihrt.
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Satz und Definition Z.3 Mit der eben eingefiihrten Multiplikation ist der Vek-
torraum P := @, K eine kommutative K-Algebra mit dem 1-Element eg. P
heit die “freie, von einem Element erzeugte K-Algebra” oder auch “Algebra der
Polynome in einer Verdnderlichen iiber K” und wird auch mit K [T] - gelesen als
K adjungiert T - bezeichnet. Die Elemente von K [T] heifen “Polynome” in einer
Verédnderlichen iiber K.

Der Beweis, daf es sich hier um eine Algebra handelt, d.h. das Nachrechnen der
Axiome sei als Ubung gelassen. Die zuniichst befremdlich erscheinende Bezeichnung
“Polynomalgebra” wir verstindlich, wenn wir die Symbole anders wihlen.

Schreiben wir in P einmal statt eq das Symbol 1, statt e; das Symbol 7. Dann
ist wegen e; - e; := e;4; offensichtlich

62261'61:T-T=T2,

63:62'61:T2'T:T3,
u.s.w. Jedes Element von P 14f3t sich also statt als
P = Qpeg + a1e1 + gy + ... + €y
auch schreiben als
agl + o T + a2t2 + .+ a, T

und die Multiplikation von solche Elementen verlauft genauso, wie wir es naiv von
“Polynomen” gewohnt sind.

Im weiteren werden wir nur noch K [T statt P schreiben und analog T statt ey,
sowie 1 oder auch TV statt eg. Diese freie, von einem Element erzeugte K-Algebra
besitzt eine (sie auch bis auf Isomorphie kennzeichnende) universelle Eigenschaft
iiber die Existenz und Eindeutigkeit gewisser Homomorphismen. Dazu zunéchst

Definition Z.4 (K-Algebra-Homomorphismus) Sind A, A’ K-Algebren mit 1-
Elementen 14 bzw. 14+, so heifft eine Abbildung ¢ : A — A’ ein K-Algebra-
Homomorphismus, wenn gilt:

(i) ¢ ist Vektorraum-Homomorphismus,
(i) Yapea @(ab) = @(a)p(b).
(iii) @(1a) = 1.

Die freie Algebra K [T] besitzt nun die folgende universelle Eigenschaft:

Satz Z.5 Ist A irgend eine K-Algebra mit 1-Element 14, so gibt es zu jedem Ele-
ment a € A genau einen K-Algebra-Homomorphismus

0o K[T] = A mit ¢(T)=a.

Beweis: Ist ¢ ein solcher Homomorphismus, so ist notwendig fiir
n
p= Zaﬂ” € K [T)
0

dann
n

o) = (z T> S T = eI = 3 o

0

wobei noch als Notation a? := 14 verwendet ist.
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Andrerseits priift man leicht nach, daft die Abbildung

n n
Yo g oa;T" — E a;a
0 0

tatsdchlich ein Homomorphismus mit den gewiinschten Eigenschaften ist. O

Dieser durch die Vorgabe von a € A eindeutig bestimmte Homomorphismus ¢,
“setzt also in jedes Polynom p statt T' das Element a ein”. Wir schreiben dafiir auch
abkiirzend
Pa(p) =: pla).

Ist speziell A = K = R, so ist dies das iibliche Auswerten eines reellen Polynoms an
der reellen Stelle a. Wir sind jetzt aber nicht mehr auf diesen Spezialfall beschrankt.

Ist V ein K-Vektorraum, so ist Hom(V,V) eine K-Algebra und wir kdnnen Satz
Z.5 hierauf anwenden. Ist dann f € Hom(V,V), p=>"( a;T", so ist

¢r(p) =p(f) =D af* € Hom(V,V),
0

also wieder ein Endomorphismus in V. Da ¢y die 1-Elemente in sich {iberfiihrt, ist
insbesondere fiir jedes f € Hom(V,V):

(pf(l) = idv.

Die Algebra Hom(V,V) ist im allgemeinen nicht kommutativ. Die durch Einsetzen
eines Endomorphismus f in verschiedene Polynome p, g entstehenden Endomorphis-
men sind jedoch stets vertauschbar, da K [T] kommutativ ist:

p(f)a(f) = er)er(a) = v5(pg) = v5(ap) = v () (p) = a(f)p(f).

All dies werden wir in Kapitel A noch ausfiihrlicher behandeln.

Wir brauchen noch einige Ergebnisse iiber K [T].

Ist p =Y a;T"% so heilt m := max{i | a; # 0} der “Grad” von p : degp und
o, der “hochste” Koeffizient von p. Ist er 1, so heiflt p “normiert”. Ist p = 0, d.h.
das Nullpolynom, in dem alle Koeffizienten = 0 sind, so setzen wir deg0 := —o0 .
Fiir den Grad gelten folgende Regeln:

deg(p + ¢) < max{degp,degq}

deg(p - q) = degp + degq.

Satz Z.6 (Division mit Rest) Zu je zwei Polynomen p;,p2 (p2 # 0) gibt es ein-
deutig bestimmte Polynome q,r mit degr < degps, sodafs

p1 = qps + 1.

Beweis: Ist degpi < degp2, so setze ¢ := 0,7 := p;.

Sei also my = degpr > mo :=degpa, p1 = > o T und po = Y o BT,
wobei ay,, # 0, B, # 0. Wir setzen q; := %T’"l_m? und 71 := p; — ¢1p2. Dann
ist

P1=qip2 + 711

und degr; < mj — 1 < degp;, da wir gerade den hdchsten Koeffizienten annulliert
haben.
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Ist schon degr; < deg ps, so sind wir fertig.
Andernfalls ist noch degr; > degps und wir kénnen mit r; statt p; dieselbe
Konstruktion nochmal machen und erhalten ¢z, 72 mit degre < degry, sodah

r1 = q2p2 + 2.

Dann ist
p1 = qip2 + 71 = qip2 + @202 + 12 = (1 + q2)p2 + 72,

wobei degry < degpy — 2.

Dies kann man iterieren, bis schlieflich bei einem k-ten Schritt der dann erhal-
tene Rest 7, die gewiinschte Ungleichung degri < degps erfiillt. Die Details seien
als Ubung gelassen.

Die Eindeutigkeit der obigen Darstellung folgt so:

Sei p1 = q1p2 + 71 und p; = gap2 + ro mit degr; < degps (¢ = 1,2). Dann ist
(@1 — q2)p2 = 12 — 1. Ist 1 # ¢2, so steht links ein Polynom vom Grad > deg po,
rechts eines vom Grad < deg ps2, was nicht sein kann. Also ist ¢ = g2 und damit
auch 1 = ra. O

Wir sagen: Ein Polynom ps “teilt” ein Polynom p;, wenn ein Polynom ¢ existiert,
sodafl p; = gp2. Es heifit p ein “gemeinsamer Teiler” von p1, ..., p,, wenn p jedes p;
teilt. p ist “gréfiter gemeinsamer Teiler” von (p1, ..., pn), abgekiirzt ggT (p1, ..., pn),
wenn

p gemeinsamer Teiler von (p1, ..., p,) und

jeder gemeinsame Teiler von (py, ..., pn) auch Teiler von p ist.

Polynome heifsen “teilerfremd”, wenn bis auf Normierung 1 ggT ist.

Den ggT kann man algorithmisch berechnen:

Satz Z.7 (Euklids Algorithmus) Zu zwei nichttrivialen Polynomen pi,ps defi-
nieren wir weitere Polynome durch fortlaufende Division mit Rest:

Ist pn4+1 # 0, so sei p,yo der bei Division von p,, durch p,.1 auftretende Rest
mit degppi2 < degpny1. Wir haben also fiir n = 1,2, ... solange p,+1 # 0 die
Darstellung

Pn = Qn - Pn+1 + Pnt2-

Ist dann m die grokte Nummer mit p,,, # 0, so ist p,, grokter gemeinsamer Teiler
von p1 und ps.

Beweis: (E sei degp; > deg pe. Dann haben wir nach Satz Z.6 fiir die Grade jeweils
degpi > degpa > degps > ...... . Der Algorithmus bricht also ab. Ist nun p,, der
letzte nicht verschwindende Rest bei dieser Kette von Divisionen, so haben wir

P1 = qQ1p2 +  p3
p2 = q2p3 +  Da
Pm—3 = QGm-3DPm-2 + Dm-1
Pm—2 = QGm-2Pm-1 -+ Pm

Pm—-1 = dm—1Pm

Nach der letzten Zeile ist p,,, Teiler von p,,_1. Also ist nach der vorletzten Zeile p,,
auch Teiler von p,,_2 und indem man das Divisions-Schema riickwérts durchgeht,
folgt, dafs p,, alle p; teilt, also auch p; und p,.

Hat man in d einen gemeinsamen Teiler von p; und p2, so gehe man das Schema
von oben durch und erhélt sukzessive d als Teiler von ps, ps, .... und schliefslich von
Dm- Somit ist p,, der ggT. O
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Euklids Algorithmus liefert uns auch eine geschlossene Darstellung fiir den ggT:

Satz Z.8 Sind py,p2 Polynome, d ein ggT(p1,p2), so existieren Polynome sy, so
sodafs

d = s1p1 + sap2.
Sind insbesondere p1, ps teilerfremd, so gibt es eine Darstellung
1 = s1p1 + s2pe.

Beweis: Wir verwenden die Divisionskette von Euklids Algorithmus. Sei d := py,
der letzte nicht verschwindende Rest. Dann ist (vorletzte Zeile!)

d=Pm = Pm—2 = gm—2Pm—1-
Aus der davor liegenden Zeile ergibt sich die Darstellung
Pm—-1 = Pm-3 — ¢m—3Pm—2;
womit wir aus der eben gewonnen Formel p,,,_; eliminieren kénnen. Es entsteht
d = pm = pm—2—Gm—2Pm-3—Gm-3Pm—2) = (—qm—2)Pm-3+ (1 +@m—2Gm—3)Ppm—2,

sodaf d durch p,,,—o und p,,_3 dargestellt ist. Dies kann man in naheliegender Weise
iterieren, was die behauptete Darstellung liefert. O

Wir hatten bemerkt, dafs jeder Kérper K insbesondere eine K-Algebra ist. Dann
kénnen wir also in ein Polynom p € K [T] ein Korperelement A einsetzen und
erhalten wieder ein Korperelement p(A). Wir nennen A eine “Nullstelle” von p, wenn

p(A) =0.
Lemma Z.9 ) ist Nullstelle von P, genau wenn (T — \) Teiler von p.

Beweis:

Sei (T'— \) Teiler von p: Dann haben wir eine Darstellung p(T') = ¢(T)- (T — ),
sodafs (setze A ein!) p(A) = q(A)- (A=) =0.

Sei A Nullstelle von p: Per Division mit Rest gibt es eine Darstellung

p(T) = q(T) - (T = X) +r(T)

mit degr < deg(T — \) = 1. Demnach besitzt das Polynom r nur einen einzigen
Koeffizienten, den zu 7° und der muf wegen p(\) = 0 selbst = 0 sein. Also ist 7 = 0
und damit (7' — \) Teiler von p. O

Da in einem algebraisch abgeschlossenen Kérper — C ist ein solcher — jedes Poly-
nom vom Grad > 1 eine Nullstelle hat, erhalten wir

Satz Z.10 Ist K ein algebraisch abgeschlossener Korper, p € K [T], degp = n
mit n > 1, so existieren Korperelemente \1, ..., \, sodafs, wenn «, den héchsten
Koeffizienten von p bezeichnet

P(T) = an(T — M) - (T = Xa) - oo - (T — M)

Genau die \; sind die Nullstellen von p.
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Beweis: Da K algebraisch abgeschlossen ist und n > 1, hat p eine Nullstelle A;.
Dann ist nach dem Lemma also

p(T) =p1(T)(T — A1) wobei degp; =degp—1=n—1.

Ist n =1, so ist als p; € K und damit = «,,.
Ist » > 1, so ist noch degp; > 1, p; besitzt somit einen Nullstelle A5 ..... . Es
ist wohl klar, wie man zu argumentieren hat. O

Diese Nullstellen brauchen nicht paarweise verschieden zu sein. Dies ergibt
Korollar Z.11 Uber einem algebraisch abgeschlossenen Korper K besitzt jedes
normierte Polynom p vom Grad n > 1 eine Darstellung

m

p(T) = T[T —x)"

1

mit paarweise verschiedenen \; € K und Exponenten v; € N. Die v; heiken die
Ordnungen der \; als Nullstelle von p.

Aus dieser Darstellung folgt sofort

Satz Z.12 Uber einem algebraisch abgeschlossenen Korper sind zwei Polynome
genau dann teilerfremd, wenn sie keine gemeinsame Nullstelle haben.

Beweis als Ubung.

Da viele Korper, etwa Q,R und alle endlichen Ké&rper nicht algebraisch ab-
geschlossen sind, wollen wir noch untersuchen, in welcher Form die Aussage von
Korollar Z.11 dort gilt.

Betrachten wir das Polynom p(T) = T* — 2.

Als Polynom in C [T'] kdnnen wir es zerlegen in

p(T) = (T — V2)(T + V2)(T - iV2)(T +iV2).
In R [T] geht das so nicht mehr, aber wir finden noch die Darstellung
p(T) = (T = V2)(T + V2)(T* + V2),

wahrend iiber Q abgesehen von Trivialitdten wie

p(T) =3 (3-(T"-2)

iiberhaupt keine Zerlegung in Faktoren mehr mdglich ist.
Die Zerlegbarkeit von Polynomen héngt also vom Koérper ab.

Definition Z.13 (Irreduzibel, prim)
(i) Ein Polynom p € K [T] heift irreduzibel (iiber K ), wenn p nur triviale Teiler

besitzt, d.h. wenn gilt:
p ¢ K undist p=q -q2 soist 1 € K oder ¢o € K, d.h. einer der Teiler ist
ein Polynom vom Grad 0.

(ii) Ein Polynom p € K [T] heifst prim (iiber K ), wenn gilt:
Sind p1,p2 € K [T] und teilt p das Produkt p; - pa, so teilt p schon einen der
Faktoren also p; oder po.

Satz Z.14 In K [T) gilt: Jedes irreduzible Polynom ist prim.
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Beweis: Nehmen wir an, das irreduzible Polynom p ((Evom Grad > 1) teile p;po,
aber nicht p;. Dann sind p und p; teilerfremd. Nach Satz Z.8 gibt es also Polynome
s, 81, sodafh 1 = sp + syp; ist. Dann ist auch ps = pasp + s1p1p2. Hier teilt p die
rechte Seite und damit auch die linke, d.h. p | p. O

Satz Z.15 Jedes normierte Polynom p € K [T| vom Grad n > 1 besitzt eine - bis
auf die Nummerierung der Faktoren - eindeutig bestimmte Zerlegung

p(T) = H a:(T)",

wobei die q; normierte, paarweise verschiedene irreduzible Polynome vom Grad > 1
sind, die Exponenten v; € N, > 1 und >_|" v; deg ¢; = n.

Beweis: Eristenz: Induktion iiber n := deg p:

Ist n = 1, so hat p die Form p(T) = (T — A) und dies ist mit m = 1,1y = 1,
q1(T) = (T — A) die behauptete Darstellung.

Ist n > 1 und (Induktionsannahme) fiir Polynome vom Grad < 1 die Aussage
schon gezeigt, so sind zwei Fille zu unterscheiden:

—Ist p irreduzibel, dann liegt wieder wie eben ein triviale Form der behaupteten
Darstellung vor.

— Zerfallt dagegen p in zwei nichttriviale Faktoren p = pips, mit degp; < n,
degps < m, so kénnen wir nach Induktionsannahme jeden der Faktoren auf die
genannte Weise als Produkt von irreduziblen darstellen, die Darstellungen multipli-
zieren und evtl. doppelt auftretende Faktoren zusammenfassen.

Eindeutigkeit: Wir nehmen an, das Polynom besitze zwei Zerlegungen in irredu-

zible Faktoren: i

m
p(T) =] a(m) =] ri(m).

i=1 j=1
Ist fiir ein ¢ und ein j gerade g; = r;, so bleibt die rechte Gleichung erhalten, wenn
wir diesen gemeinsamen Faktor herauskiirzen und dies kénnen wir solange iterieren,
bis beide Seiten keine gemeinsamen Faktor mehr enthalten. Bleibt auf beiden Seiten
nur das leere Produkt {ibrig, so waren die Zerlegungen — bis auf die Reihenfolge —
identisch. Waren sie dagegen echt verschieden, so tritt etwa links ein Faktor ¢; auf,
der von allen noch rechts vorhandenen Faktoren r; verschieden ist. Da er irreduzibel
ist, und das noch rechts stehende Produkt teilt, muf er nach dem vorigen Satz einen
Faktor teilen und so mit einem der r; {ibereinstimmen, was aber doch gar nicht mehr
geht. Somit kénne die Darstellungen nicht echt verschieden sein. 0

Zerlegung eines Raumes nach einem Endomorphismus I

Im Weiteren sei stets V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum # (0) {iber einem
beliebigen Korper K.

Definition Z.16 Zu f € Hom(V, V) heifst ein Unterraum U C V f-invariant, wenn
flU)cU.

Beispiele sind etwa Eigenrdume von f, der ganze Raum V, aber auch der triviale
Raum (0). Ein f-invarianter Unterraum U enthilt mit einem Element « auch alle
Elemente der Form f(u), f2(u), f3(u), ... und deren Linearkombinationen, somit fiir
jedes Polynom p € K [T] auch das Bild (p(f))(«) von u unter dem Homomorphismus
p(f). Damit haben wir
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Lemma Z.17 Ist U f-invariant, so ist U fiir jedes p € K [T| auch p(f)-invariant.

Die Betrachtung solcher Polynome in f fiihrt uns {iberhaupt hier weiter:

Lemma Z.18 Zu p € K [T] ist U := ker p(f) ein f-invarianter Unterraum.

Beweis: Fiir u € kerp(f) ist

p(N)(f(w) = (p(f) ) (w) = (fp(f)(w) = f(p(f)(u) = f(0) =0,
somit auch f(u) € ker p(f). O

Es sind zwar i.a. nicht alle f-invarianten Unterrdume von V solche Kerne, aber sie
liegen alle in solchen:

Satz und Definition Z.19 Wir setzen J(f) := {p € K [T] | p(f) = 0}. Dann ist
J(f) # {0} und das normierte Polynom ¢y kleinsten Grades in J(f) heifit das
“Minimalpolynom von f auf V”. Es ist eindeutig bestimmt und teilt jedes Polynom
aus J(f). Man nennt J(f) das von f erzeugte “Ideal”.

Beweis: Da V' endlich-dimensional ist, ist auch Hom(V, V') endlich-dimensional.
Somit gibt es zu der Folge f° = idy, f! = f, f?, f2,... in Hom(V, V) eine Nummer
m > 0, sodaf f™ € span(f°, f1, f2,..., f™~1), d.h. mit gewissen o; € K

m—1

= Z a; f'

=0

oder p(f) = 0 fiir das nichttriviale Polynom
m—1 )
p(T)=T" =Y oT" € K[T].
i=0

Also ist p € J(f).
Sei nun ¢ € J(f), normiert, von minimalem Grad, ferner p € J(f) beliebig,
# 0. Dann ist degp > deg und per Division mit Rest ist

p(T) = a(T)(T) + (1),

wobei degr < deg. Da p,¢ € J(f) sind, ist p(f) = ¢ (f) = 0, also auch r(f) =0,
somit r € J(f). Da es kleineren Grad als ¢ hat, bleibt dann nur r = 0 € K [T],
sodaft ¥ ein Teiler von p ist. Damit folgt auch die Eindeutigkeit. d

Bemerkung Z.20 Abgesehen von dem trivialen und deshalb im allgemeinen aus-
geschlossenen Fall V = (0) ist stets degyy > 1.

Bezeichnung Z.21 Ist U C V ein f-invarianter Unterraum, so ist f' := fjy €
Hom(U,U). Dann nennen wir das Minimalpolynom ' von f’ auch kurz das “Mini-
malpolynom von f auf U” oder, wenn f aus dem Kontext klar ist, nur “Minimalpo-
Iynom zu U”.

Uber invariante Unterriume und ihre Minimalpolynome gilt der folgende

Satz Z.22 Es sei f € Hom(V, V) mit Minimalpolynom 1.

(i) Ist U C V f-invariant, ¢’ das Minimalpolynom von f aufU, so ist ¢’ ein Teiler
von .
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(ii) Fiir jedes p € K [T] gilt: Das Minimalpolynom v’ zu f auf dem Unterraum
kerp(f) teilt p.

(iii) Ist v» = p1p mit normierten teilerfremden (nichttrivialen) Polynomen pi,ps
und ist U; := kerp;(f), (i = 1,2), soist V = Uy ® Us und p; das Minimalpo-
Iynom von f auf U;:

Beweis:

(i) Esist ¥(f) =0 € Hom(V,V), d.h. ¢(f)(v) = 0 fiir alle v € V und damit auch
fiir alle v € U. Damit ist fiir [ = fjy,v € J(f') also Vielfaches von 7.

(if) U := kerp(f) ist nach Lemma Z.18 f-invariant und per definitionem ver-
schwindet p(f) auf U, sodak p € J(fjv).

(iii) Da p; und po teilerfremd sind, gibt es nach Satz Z.8 Polynome s1, s, sodaft
1= s53(T)p2(T) + s1(T)p2(T)

und damit auch

idv = s2(f)p2(f) + s1(f)pr(f).
Setze fiir v € V: uy := so(f)p2(f)(v), wua:=s1(f)p1(f)(v). Dann ist

p1(f)(u1) = p1(f)s2(f)p2(f)(v) = s2(f)(p1(f)p2(f))(v) = s2(f)v(f)(v) =0,

und analog
pg(f)(’dg) =0, d.h. u; € U; (’L = 1,2).

Ferner ist

v =idy (v) = s2(f)p2(f)(v) + s1(f)p1(f)(v) = u1 + ua,
also V =U; + Us.

Schlieflich ist diese Summe direkt, da die Rdume komplementér sind; denn
fiir u € Uy NU3 ist p1(f)(uw) = p2(f)(u) = 0, somit

u = s3(f)p2(f)(u) + s1(f)p1(f)(u) =0,
d.h. u=0.

Bleibt noch die Aussage iiber die Minimalpolynome zu zeigen:

Als Kerne sind die U; f-invariant und die Minimalpolynome v; von f auf U;
nach 2. Teiler von p;. Mit der direkten Summenzerlegung u = u; + us folgt

Y1 (F)b2(f)(w) = a2 ()1 (f)(ur) + 1 (f)2(f)(uz) =0,

soda ¥11e € T (f).

Damit haben wir also: ¥ = p1po teilt Y119, 11 teilt p1, Yo teilt po und alle
sind normiert. Dann ist aber notwendig p; = 1;(i = 1, 2). O

Damit erhalten wir einen ersten Zerlegungssatz:

Satz Z.23 Es sei f € Hom(V, V) mit Minimalpolynom

k
(1) = [ [ wi(T), wobei vi(T) = &} (T)
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mit v; > 1, und die p; paarweise verschiedene, (nichttriviale,) normierte, irreduzible
Polynome sind. Dann ist mit U; := ker ¢;(f)

V=U,0U:®..0 U

eine direkte Summenzerlegung in (nichttriviale) f-invariante Unterrdume. Die zu-
gehdrigen Minimalpolynome von f sind genau die ¢;(T).

Waéhlt man zu jedem U; eine Basis B; so ergeben diese zusammen eine Basis
B von V. Die Matrix-Darstellung F' von f beziiglich dieser Basis B hat dann die
Block-Diagonal-Gestalt

F = diag(Fl, FQ, ceey Fk),
wobei die F; die Matrixdarstellungen von f|y, beziiglich der Basen B; sind.

Beweis: Die erste Aussage folgt durch rekursive Anwendung von Satz Z.22, der
Rest ist trivial. N

Betrachten wir einen Spezialfall:
Das Minimalpolynom 1 habe die Gestalt

k
(1) =TT - N)
i=1
mit paarweise verschiedenen \; € K. Es ist also, bezogen auf den vorigen Satz, fiir
alle iz ;(T) = @;(T) =T — X\i, v; = 1. Dann ist u € U; := ker(f — A\;id) genau
wenn fu = \;u, die U; sind also genau die Eigenrdume von f zu den verschiedenen
Eigenwerten \; und jede Matrixdarstellung von f|y;, hat die Gestalt

Nach Satz Z.23 ist also f diagonalisierbar.

Ist umgekehrt f diagonalisierbar und sind dabei A1,...,A\; die verschiedenen
Eigenwerte von f, so gibt es eine Basis aus Eigenvektoren und fiir jeden solchen
Basisvektor v ist dann f(v) = \;v fiir eines der \;. Somit gilt mit dem Polynom

Y(T) =T —-M) (T —=Xg):

¥(f)(v) = 0 fiir jeden Basisvektor, also auf ganz V. Damit ist ¢(T) € J(f), woraus
man leicht erhélt, dafs es sogar genau das Minimalpolynom von f ist.
Wir haben also gezeigt:

Satz Z.24 f € Hom(V,V) ist genau dann diagonalisierbar, wenn das Minimalpoly-
nom v die Form (T) = Hle(T — \;) hat, wobei die \; € K paarweise verschieden
sind.

Zerlegung f-zyklischer Rdume

Unter den f-invarianten Unterrdumen gibt es besonders einfache, die aus einem
Element entstehen, die “ f-zyklischen”. Nach Lemma Z.17 enthélt ein f-invarianter
Unterraum U mit jedem Element u auch alle Elemente der Form p(f)(u) fiir p €
K [T]. Diese bilden aber selbst schon einen f-invarianten Unterraum.

Satz und Definition Z.25 Fiir jeden Vektor v € V ist
Uy :=A{p(f)(v) |p € K[T]}

ein f-invarianter Unterraum. Wir nennen ihn (vorldufig) den “f-zyklischen Unter-
raum zu v”.



Zerlegung f-zyklischer Rdume Z-11

Beweis: Sind u; :=p;(f)(v) € Uy, o; € K (1 =1,2), so ist
aqur + aguz = (a1p1(f) + azp2(f))(v) = ((cap1 + az2p2)(f)) (v) € Us,

da ayp1 +agps € K [T). Also ist U, ein Unterraum. Da mit p(f) auch fp(f) = p(f)f
ein “Polynom im f” ist, ist er f-invariant. O

Daf ein solcher Raum schon durch f und ein einziges Element v bestimmt ist, hat
eine Reihe von Konsequenzen.

Satz Z.26 Es sei U, der f-zyklische Unterraum zu v # 0. Dann gilt fiir Polynome
q € K [T): Genau wenn q(f)(v) = 0 ist, gilt ¢(f)(u) = 0 fiir alleu € U, . Insbesondere
ist damit das Minimalpolynom 1, von f auf U, das normierte Polynom kleinsten
Grades, fiir das p(f)(v) = 0. Wir nennen 1, auch kurz “Minimalpolynom zu v”.

Ferner ist der Grad m := deg, des Minimalpolynoms gleich der Dimension
von U, und (v, f(v), f2(v), ..., f""1(v)) eine Basis.

Beweis: Jedes u € U, hat die Gestalt u = p(f)(v) mit einem p € K [T]. Damit

folgt: Ist q(f)(v) = 0, so ist q(f)(u) = q(f)p(f)(v) = p(f)a(f)(v) = p(f)(0) =0.
Wegen v € U, ist die Umkehrung trivial. Hieraus ergibt sich auch die Charak-
terisierung des Minimalpolynoms:
Das Minimalpolynom ), habe die Form

m—1
Uo(T) =T™ = o T".
1=0

Dann ist )
0= B () = (7~ 3 e )0)
oder . o
F7(0) = Y 00 (@) € span(o, S0), £20), £ )
Damit ist o

T ) = F(f™)(v) € span(f(v), f2(v), ..., f™ 7 (0), f™ ()
C span(v, f(v), f2(v), ..., f" 1 (v)), da
f™(w) € span(v, f(v), f2(V), .., f77H(0)).

Dies léfst sich iterieren, sodaf fiir alle n = 0,1,2, ...
f(v) € span(v, f(v), f2(v), ... [ (v)).
Nach Definition von U, ist damit
Uy = span(v, f(v), f*(v), ..., f" 7' (v)).

Diese Elemente sind auch linear unabhingig (v # 0!). Denn wire 0 = Z?:Ol Bifi(v)
wobei nicht alle 8; = 0, und dazu k := max{i| §; # 0}, so wire wegen v # 0
jedenfalls 1 < k < m und (E kénnten wir 8 = —1 annehmen. Dann hitten wir
aber eine Gleichung
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sodafs mit
k—1
p(T) :=T" - Z BiT"
i=0

auch p(f)(v) = 0 gelten wiirde, im Widerspruch dazu, daf das kleinste nichttriviale
Polynom ¢ mit ¢(f)(v) = 0 den Grad m hat. O

Fiir solch f-zyklischen Riume gilt natiirlich auch die Zerlegung nach Satz Z.23.
Schauen wir dies genauer an!

Satz Z.27 Essei U, ein f-zyklischer Raum, zerlegt in f-invariante Unterrdume U;:
U, =U; & Us.

Dann gelten:

(i) Die U; sind selbst f-zyklisch und ist v = uj + us mit u; € U;, so ist U; erzeugt
von u;, d.h. U; =U,,.

(ii) Fiir die entsprechenden Minimalpolynome 1,1, 12 gilt
Y = P19s.
Beweis:

1. Wegen v = ug + ug ist fiir jedes Polynom ¢ € K [T

q(f)(v) = q(f)(w1) + q(f)(u2) € Uuy + Uus,

sodaf U, c U,, + U,,. Nach Lemma Z.17 ist U,, C U;, da die U; f-invariant
sind, ferner ist Uy @ Us = U,. Damit ist notwendig U; = U,,, (i = 1,2).

2. Betrachte das Polynom p := ¢115. Es ist

P(f) (W) = 2 (F)or(f)(u1) + 1 ()2 (f)(uz) = 0+0 =0,

sodak p(f) ganz U, anulliert. Damit ist v ein Teiler von 11 1)2. Sind andrerseits
m,my, mo die Grade der Minimalpolynome, so ist nach Satz Z.26 dann m =
dimU,, m; = dimU; und wegen Uy & Us = U, auch m; + mo = m. Somit
haben 1 und 1> den selben Grad, sind beide normiert und stimmen wegen
der gezeigten Teilbarkeit also {iberein. 0

Definition Z.28 Wir nennen einen f-invarianten Unterraum U ‘“irreduzibel”, wenn
jede Zerlegung U = Uy ® U, als direkte Summe f-invarianter Rdume trivial ist, d.h.
einer der Ridume der Nullraum (0) ist.

Satz Z.29 (i) Ein f-zyklischer Raum U, ist genau dann irreduzibel, wenn sein
Minimalpolynom eine Potenz eines irreduziblen Polynoms ist.

(ii) Besitzt der f-zyklische Raum U eine Zerlegung U = Uy @ U, in f-invariante

Ré&ume, wobei U irreduzibel (# (0)) ist, so hat sein Minimalpolynom ¢ die
Form

Y =X,
wobei ¢ irreduzibel und teilerfremd zu . Dabei sind ¢* und x die Minimal-
polynome zu U; bzw. Us,.
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Beweis:

(i) Hat das Minimalpolynom (nichttriviale) teilerfremde Faktoren, so kann man
nach Satz Z.22 den Raum nichttrivial in f-invariante Rdume zerlegen.

Ist umgekehrt das Minimalpolynom von U, Potenz eines irreduziblen und
U, = Uy ® U, Zerlegung in f-invariante Rdume, dann gilt nach Satz Z.27, dafs
mit v = u; +us (u; € U;) dann U; = U, . Ferner gilt fiir die Minimalpolynome
¥, 1,2 dab o = Prio.
Ist also 1) = ¢ mit irreduziblem ¢, soist ¥; = ¢** mit 0 < v; < v, V1+vo = V.
Sei (E v; < v5. Dann ist

P2(f)(v) = P2(f)(ur) +b2(f)(u2) = ™7 1 (f) (wr) +92(f)(uz) = 0+0 = 0.

Nach Satz Z.26 ist dann das Minimalpolynom v von U, ein Teiler von s,
somit v < vy, d.h. vo = v, 1 =0.

U, und Us haben also das selbe Minimalpolynom, als zyklische Raume nach
Satz Z.26 damit die selbe Dimension, sodaf die Zerlegung U, = U; & U, trivial
ist, also U, irreduzibel.

(ii) Sind 41,9 die Minimalpolynome von U;, Us, so ist nach Satz Z.27 ¢ = 1119
und nach Teil 1 hat 1, die Gestalt ¥; = ¢” mit einem irreduziblen Polynom
. Somit bleibt nur noch zu zeigen, daft ¢ kein Teiler von 5 ist.

Nehmen wir an, es sei ¥y = pa. Sei wieder v = uj + us entsprechend den
Unterrdumen zerlegt. Dann ist

" (Ha(f) ) = alf)e” () ) + " (Hle(al))(u2)
= a(f)vr(f)(ur) + "7 (Fia(f)(uz) = 0.

Somit ist das U,-Minimalpolynom % ein Teiler von ¢"«, d.h. ¥ = ¢”(pa) =
' teilt ¢ a, was unmoglich ist. O

Damit bekommen wir den

Satz Z.30 (Zerlegungssatz fiir f-zyklische Riume) Jeder f-zyklische Raum
U besitzt eine Zerlegung als direkte Summe irreduzibler f-invarianter Unterrdume:

U=U:®..0U.

Diese Zerlegung ist eindeutig abgesehen von der Reihenfolge und von trivialen Sum-
manden. Die U, sind selbst f-zyklisch. Diese Zerlegung entspricht der Zerlegung des
Minimalpolynoms 1 in irreduzible Faktoren:

k
(T) = Hwi(Tx

wobei die v; von der Form v; = @;*, mit ¢, irreduzibel, normiert und paarweise
verschieden. Bei richtiger Nummerierung ist dann ¢;* das Minimalpolynom von U;.

Beweis: Satz Z.23 liefert eine direkte Summenzerlegung geméif der Darstellung des
Minimalpolynoms in
U=U,&..8 U,

wobei das Minimalpolynom zu U; gerade ¢; = ¢}*.

Da U f-zyklisch ist, sind nach Satz Z.27 die U; ebenfalls zyklisch und, da die
Minimalpolynome Potenzen von irreduziblen sind, sind diese Rdume nach Satz Z.29
irreduzibel. Damit ist die Existenz gezeigt.
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Die Eindeutigkeit folgt aus dem zweiten Teil von Satz Z.29, wonach jeder ir-
reduzible (f-zyklische) Summand als Minimalpolynom genau einen solchen Faktor
1; aus der Darstellung des Minimalpolynoms haben mufi, und die restlichen Sum-
manden zusammen als Minimalpolynom das Produkt der restlichen Faktoren, was
rekursiv die Behauptung ergibt. 0

Matrix-Darstellungen auf f-zyklischen Riumen

Nach Satz Z.23 liefert eine Zerlegung des Raumes in eine direkte Summe f-invarian-
ter, irreduzibler Raume eine Matrixdarstellung in Block-Diagonalform, wobei jeder
Block die Einschrankung von f auf einen solchen Summanden-Raum beschreibt.

In der Situation von Satz Z.30 sind dies alles irreduzible f-zyklische Rdume mit
einem Minimalpolynom der Gestalt ¢ = ¢”, wobei ¢ normiert, irreduzibel ist. Hat
fiir einen solchen irreduziblen Raum U, das Minimalpolynom die Form

m—1
YT =T™ =Y T,
1=0

S0 wissen wir nach Satz Z.26, daf3

(0, (), [ (0))
Basis von U, ist, wobei wegen ¢ (f)(v) = 0 noch

m—1
U W) = M) =Y aif (v).
i=0
Numeriert man diese Basis von links nach rechts, d.h. setzt
(Ula V2, ..., Um) = ('U, f(U), reny fm_l(v))7

so erhdlt man als Matrixdarstellung von f auf U, offenbar

000... 0 ap
100... 0 ag
010... 0 oo

f=F=

000.. 1am

(m,m)

Bezeichnung Z.31 Man nennt die eben erhaltene Matrix F' die “Begleitmatrix”
zum Polynom (T) = T™ — S o, T

Dieser Name wird noch deutlicher durch den leicht zu verifizierenden

Satz Z.32 Ist F die Begleitmatrix zu dem (normierten) Polynom p(T), so ist
p(T) = tdet(F — T - I), d.h. jedes normierte Polynom ist das charakteristische
Polynom seiner Begleitmatrix.

Bemerkung Z.33 Es ist auch gebrduchlich, die oben verwendete Basis in der an-
deren Reihenfolge zu numerieren, sodak man bezeichnet

(V] V), ooy 0p) := (F77H(0), [ 72 (0), o, f(0),0).
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Dann erhilt man als Matrixdarstellung von f die andere Form der Begleitmatrix :

am,ll()...()()
am_201...00

~ ’ .
fﬁF* (65) 00..10
op 00..01

(&%) 00..00

(m,m)

Bei dieser Darstellung haben wir noch nicht benutzt, daf das Minimalpolynom
die spezielle Form 1 = p”hat. Dem kann man mit der Wahl einer speziellen Basis
Rechnung tragen:

Sei k := deg p; damit ist dann m := degy = kv = dim U,,. Wir setzen g := ¢(f)
und betrachten die m Elemente

(0 f(0), ooy ¥ (0), 9(0), f9(0)s ooy ¥ g(0), 42 (0), F P (V) oves [5G (0)).

Diese sind linear unabhéngig. Um dies zu sehen, seien («o, ..., a,,—1) die Koeffizien-
ten einer sie annullierenden Linearkombination. Dazu betrachte das Polynom

p(T) = ag+ar1T+ ..o 1T*  +arpo(T) + ap1 TO(T) + oo 4ty 1 TF L ~1(T).
Nach Konstruktion ist p(f)(v) = 0, andrerseits ist sein Grad
degp<k—-1+wv—-1k=vk—1l=m—-1<m,

also kleiner als der des Minimalpolynoms, sodaf§ p(T") = 0 € K [T], somit ap = ... =
qp—1 = 0.
Stellen wir f beziiglich dieser Basis (von links nach rechts numeriert) dar! Dazu
ist fiir jedes Basis-Element v; das Bild f(v;) wieder durch die Basis auszudriicken.
Sofern v; von der Form

vi = ffg*(v)mit 0<k<k—-1,0<pu<v

ist f(v;) = frfTlg*(v) = vit1, d.h. einfach das niichste Basis-Element. IThm ent-
spricht eine Spalte mit genau einer 1, die gerade unter der Diagonalen steht, und
sonst alles = 0.

Dann bleiben noch zu betrachten die Basiselemente der Form

gk (v) fiir 0 < p <.

Mit
k—1
p(T) =T = 3T’
i=0
ist
k—1
g=0(f)=r"=> wur’
i=0
also
k—1
F=g+> vt
i=0
Damit ist

k—1 k—1
P W) = fra ) = (g + 3 7if)g" (0) = g () + Y7t (),
i=0 =0
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wobei g*(v) das niichste Basis-Element ist, sofern y+1 < v bzw. gt (v) = g (v) =
¢’ (f)(v) =0, im Falle u + 1 = v. Also taucht hier eine Spalte auf von der Form

Y0

V-1

wobei die Eintragung 1 wieder genau unter der Diagonalen steht. (Bei dem letzten
Term taucht die 1 nicht mehr auf.)
Dies bedeutet:

Satz Z.34 Hat der f-zyklische Unterraum das Minimalpolynom ¢(T) = ¢¥(T)
und ist

000.. 0 7
100... 0 v
010... 0 7

G =

000 171 /g

die Begleitmatrix zu o(T), so lakt sich f auf U, darstellen durch

GOO.. 00
EGO .. 00
foF = 0 FEG.. 00 ’
000.. EG ()
wobei
00..01
00..00
E =
00..00

und dabei insgesamt v viele Blécke G auftreten.

Bemerkung Z.35 Numeriert man die hier benutzte Basis riickwérts, so erhilt man
eine analoge Darstellung, wobei zu ersetzen sind

- die Matrix G durch die andere Begleitmatrix G’ zu ¢,

- die Matrix E durch eine Matrix E’, die ihre einzige 1 nun in der linken unteren
Ecke hat, und

- diese Matrizen E' nun oberhalb der Diagonale anzusiedeln sind.

Von besonderem Interesse ist der Spezialfall, daft der Korper algebraisch abgeschlos-
sen ist. Dann hat jedes normierte irreduzible Polynom die Form

p(T) =T =
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das Minimalpolynom eines irreduziblen f-zyklischen Raumes also die Gestalt
W(T) = (T = M.
Die Begleitmatrix zu ¢ ist dann eine 1 x 1 Matrix, ndmlich
G=),

und die Matrix F' nach Satz Z.34 lautet

A00..00
1X0...00
r_ 01X...00
000..1X
oder wenn man anders numeriert
A10...00
0OAXN1..00
o 0O0AX...00
D W |
000..0\

was uns als ein Kasten der JORDANschen Normalform bekannt ist. Wir nennen
daher die Darstellung aus Satz Z.34 auch verallgemeinerte JORDANmatrix.

Fassen wir nochmal zusammen, was bisher erreicht ist:

Satz Z.36 (i) Einer Zerlegung U = Uy @ ... ® U, eines f-invarianten Raumes in
f-invariante Unterrdume entspricht eine Darstellung von f als eine Blockdia-
gonalmatrix ' = diag(F1, ..., F,), wobei die F; Matrixdarstellungen fiir fiy,
sind.

(ii) Ein f-invarianter f-zyklischer Raum U besitzt eine im wesentlichen eindeutig
bestimmte Zerlegung U = Uy @ ... ® U, in irreduzible, f-invariante, f-zyklische
Ré&ume. Deren Minimalpolynome sind von der Form ; = ¢ mit paarwei-
se verschiedenen irreduziblen Polynomen ;. Die dazu gemif 1. gehérenden
Blockmatrizen F; kénnen in verallgemeinerter JORDANform (Satz Z.34) ge-
wahlt werden.

Unsere bisherigen Ergebnisse sichern uns aber noch nicht, daft jeder f-invariante
Raum eine Darstellung als direkte Summe f-zyklischer Rdume besitzt, die man
dann entsprechend 2. verfeinern konnte.

Wir konnten dies mit den bisher benutzten Methoden beweisen, wollen aber
einen anderen Zugang wahlen, der die Situation von einem allgemeineren Stand-
punkt aus betrachtet. Dazu gehen wir von Vektorrdumen zu “Moduln” iiber, was
bedeutet, daft der Skalarbereich jetzt ein Ring sein kann und nicht notwendig ein
Korper sein muf, sodafs wir also bei den Skalaren auf das Dividieren verzichten.
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Etwas iiber Ringe

Definition Z.37 (Kommutativer Ring mit 1) Ein Ring besteht aus einer Men-
ge R mit zwei ausgezeichneten Elementen 0,1 und zwei Operationen, genannt Ad-
dition und Multiplikation: +,- : R X R — R, sodaifs alle Gesetze fiir einen Korper
gelten mit Ausnahme der Existenz der Inversen beziiglich der Multiplikation.

Da wir fiir die Multiplikation die Kommutativitidt und die Existenz eines 1-
Elementes gefordert haben, sprechen wir genauer von einem ‘kommutativen Ring
mit 17

Man spricht auch unter schwicheren Bedingungen an die Multiplikation noch
von Ringen, doch sollen uns die hier nicht interesssieren.

Beispiele kommutativer Ringe mit 1 sind etwa:
1. Jeder Korper K.

2. Jede K-Algebra, etwa K [T]. Man redet daher auch vom Polynomring statt
von der Polynomalgebra.

3. Die ganzen Zahlen Z
4. Die Restklassenringe Z /7.

Ein Beispiel fiir einen nicht-kommutativen Ring sind etwa die n x n Matrizen,
einen Ring ohne 1-Element bilden etwa die geraden ganzen Zahlen. Solche Situatio-
nen hatten wir ausgeschlossen.

Im Ring Z/ez sind 2 und 3 von Null verschiedene Elemente, ihr Produkt ist
aber = 0. Sie sind sogenannte “Nullteiler”. Ringe, in denen es so etwas gibt, seien
auch noch ausgeschlossen, ebenso der triviale Ring, der nur aus dem Nullelement
besteht.

Definition Z.38 (Integritits-Ring) Ein kommutativer Ring R mit 1 heifst ein
“Integritdts-Ring”, wenn
(i) 1# 0 und
(ii) R ohne Nullteiler ist, d.h. ist ab =0, so ist a = 0 oder b = 0. Hierfiir sagt man
auch “nullteilerfrei”.

Vereinbarung Z.39 Im weiteren stehe “Ring” stets fiir “Integritdts-Ring”, sofern
nichts anderes gesagt ist.

Etwa Z und K [T] fiir beliebige Korper K sind Integritdtsringe. In diesen beiden
Ringen kennen wir schon einiges iiber Teilbarkeit. Dies sei nun verallgemeinert.

Definition Z.40 (Teiler,Vielfache) Es seien a,b,c Elemente eines Ringes R.
(i) Gibt es ein ¢, sodal ac = b, so sagt man“a teilt b”,“a ist Teiler von b” oder auch
“b ist Vielfaches von a” und schreibt a | b.

(ii) Die Teiler von 1 nennt man “Einheiten”. R* bezeichnet die Gesamtheit der
Einheiten von R.

(iii) a und b heifen “assoziiert”, geschrieben a=b, wenn a | b und b | a.

(iv) a heifit “echter Teiler” von b, wenn a Teiler von b, aber a keine Einheit ist und
auch nicht zu b assoziiert.

Die Einheiten in Z sind offenbar {+1, -1}, fiir einen Korper K ist K* = K \ 0,
ferner ist (K [T])* = K*, d.h. die Einheiten in Polynomring sind genau die im
Grundkorper.

Wir notieren einige Eigenschaften von Teilbarkeit als
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Lemma Z.41 Fiir die Teilbarkeit in (Integritéits-)Ringen gelten
(i) ala (reflexiv)

(ii) Ausa|bundb|c folgt a|c. (transitiv)

(iii) 1| a und a | 0.

(iv) Ausa | b folgt ac | be.

Zu diesen Aussagen war die Nullteilerfreiheit nicht nétig. Wir brauchen sie aber fiir
(v) Aus ac | be folgt a | b, sofern ¢ # 0.

(vi) a und b sind genau dann assoziiert, wenn a = eb, wobei € eine Einheit ist.

Wir beweisen nur die letzten beiden Aussagen.

Zu (v) Wird bc von ac geteilt, so gibt es ein r € R, sodak bc = rac, d.h.
0 =bc—rac = (b—ra)c. Da ¢ # 0 und der Ring ohne Nullteiler ist, mufs b —ra =0
sein, sodafl b = ra, also a Teiler von b.

Zu (vi) Zu einer Einheit € gibt es nach Definition eine weitere Einheit €', sodaff
e/ = 1, beide also zueinander multiplikativ invers sind.

Sei a = eb: Dann gilt also b | a. Wir haben aber auch €/a = €’eb = b, also a | b.
Somit sind sie assoziiert.

Sind umgekehrt a, b assoziiert, so gibt es Elemente r,s € R mit ar = b, bs = a.
Also ist ars = bs = a = a - 1 und wegen der Nullteilerfreiheit ist also rs = 1, d.h. r
und s sind Einheiten. Hierbei ist a # 0 vorausgesetzt. Behandeln Sie den Fall a = 0
selbst.

Wie bei den ganzen Zahlen und den Polynomen koénnen wir zu zwei oder mehr
Elementen gemeinsame Teiler und gemeinsame Vielfache betrachten und insbeson-
dere nach “grofiten” gemeinsamen Teilern und nach “kleinsten” gemeinsamen Viel-
fachen fragen. Doch muff man damit rechnen, daff so etwas nicht unbedingt zu
existieren braucht.

Definition Z.42 (ggT, kgV) Es seien ay, ...,a, € R.
(i) d € R heifit ein grokter gemeinsamer Teiler (ggT) von ay, ..., a,, wenn
(a) d jedes a; teilt und
(b) jeder gemeinsame Teiler t von ay, ..., a,, auch Teiler von d ist.
(ii) v € R heift kleinstes gemeinsames Vielfaches (kgV) von aq, ..., a,, wenn

(a) v Vielfaches von jedem a; ist und
(b) jedes gemeinsame Vielfache w von ay, ..., a,, auch Vielfaches von v ist.

Lemma Z.43 Es sei d ein ggT von as, ...,a,. Dann gilt: d' ist ggT von aq, ..., an,
genau, wenn d und d' assoziiert sind.
Analoges gilt fiir das kgV.

Beweis: Ist d’ auch ein ggT, so gelten nach Definition Z.42 die beiden Teibarkeits-
relationen d | d’ und d’ | d, sodaf d und d’ assoziiert sind.

Sind d und d’ assoziiert, so gelten beide Teilbarkeitsrelationen. Dann ist wegen
d' | d auch d’' ein gemeinsamer Teiler. Andrerseits ist jeder gemeinsame Teiler von
ai,...,an auch Teiler von d, somit wegen d | d’ auch Teiler von d’. Folglich ist auch
d' ein ggT. O

Die Menge
(a):==R-a:={ra|r € R}

aller Vielfachen von q liefert uns ein Beispiel fiir die folgende Definition:
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Definition Z.44 (Ideal) Eine nichtleere TeilmengeZ C R heifst ein “Ideal” in dem
kommutativen Ring R, wenn gelten

(i) Sind a,b € T so ist auch a+b € .
(ii) Ist a € Z und r € R so ist auch ra € T.

Gibt es Elemente a1, ...,a, € I, sodal T = {3} r;a; | r; € R}, so heifit T endlich
erzeugt.

Das von einem Element a € R erzeugte Ideal wird mit (a) bezeichnet und heifit
“Hauptideal” zu a.

Definition Z.45 (Hauptideal-Ring) Ein (Integritits-)Ring, in dem jedes Ideal
ein Hauptideal ist, heilt “Hauptideal-Ring”.

Wir werden sehen, daff Z und die Polynomringe K [T] solche Hauptideal-Ringe
sind. In ihnen gelten Teilbarkeitseigenschaften, die recht dhnlich sind zu dem, was
wir von Z kennen bzw. fiir K [T] gezeigt haben. Daher sind solche Ringe fiir die
Weiterfilhrung unserer allgemeinen Fragestellung dieses Kapitels brauchbar.

Lemma Z.46 Sind 7,7, Ideale in R, so auch 7 NIy und Z; + o := {a1 + a2 |
a; € Ii}
Der triviale Beweis sei {ibergangen.

Ubersetzen wir die Aussagen iiber Teilbarkeit in die Sprache der Ideale:

Lemma Z.47 Uber einem (Integritéits-)Ring gelten:
(i) a teilt b genau, wenn (b) C (a).
(ii) a und b sind assoziiert genau, wenn (b) = (a).
(iii) v ist gemeinsames Vielfaches von a und b genau, wenn
(v) C (a) N (b)
und damit: v ist ein kgV von a und b genau, wenn
(v) = (a) N (b).

(iv) d ist gemeinsamer Teiler von a und b genau, wenn (a) + (b) C (d).

(Die naheliegende Aussage iiber den ggT braucht nicht zu gelten, siehe aber
Satz Z.48.)

Beweis:
(i) a | b ist Aquivalent zu : Es existiert ein ¢, sodak ac = b. Haben wir dies, so

folgt
b=ac € (a), also (b) C (a).

Ist umgekehrt (b) C (a), so ist b = ra mit einem r € R, also a Teiler von b.
(if) Trivial nach 1.

(iii) (a) und (b) enthalten genau die Vielfachen von a bzw. b. Also besteht (a) N (b)
genau aus den gemeinsamen Vielfachen von a und b. Insbesondere ist fiir jedes
gemeinsame Vielfache v dann (v) C (a) N (D).

Ist v ein kgV von a, b, so ist also (v) C (a)N(b). Andrerseits ist ein gemeinsames
Vielfaches w von a,b auch Vielfaches von v, woraus (a) N (b) C (v) folgt und
dann die Gleichheit erhalten ist.

Ist (a) N (b) = (v) also insbesondere ein Hauptideal, von v erzeugt, so ist v ein
gemeinsames Vielfaches, das trivialerweise jedes andere gemeinsame Vielfache
teilt.
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(iv) Ist d gemeinsamer Teiler, so ist (a) C (d) und (b) C (d) und damit dann auch
(a) + (b) C (d). Ist umgekehrt

(a) + (b) ={ra+sb|r,s € R} C (d),
so ist auch (a) C (d) und (b) C (d), folglich d ein gemeinsamer Teiler. O
Achtung: Auch in schén aussehenden Ringen braucht es keine ggT. zu geben!
Es gibt sie jedoch in Hauptideal-Ringen.

Satz Z.48 In einem Hauptideal-Ring R gibt es zu beliebigen Elementen ay, ..., a,, €
R stets einen ggT. Jeder ggT d besitzt eine Darstellung als

d=nria1+ ... + rpa, mit r; € R.

Beweis: Durch triviale Verallgemeinerung von Lemma Z.47.4 erhélt man, daf ¢
genau dann gemeinsamer Teiler ist, wenn

(a1) + (a2) + ... + (an) C (t.)

Da R ein Hauptideal-Ring ist, gibt es ein d, sodaf (a1) + (az2) + ... + (an) = (d).
Damit ist also d einmal ein gemeinsamer Teiler und fiir jeden weiteren t gilt, wie
eben gezeigt, dann (d) C (t), sodafs also d ein ggT ist.

Die Beziehung (a1) + (a2) + ... + (an) = (d) bedeutet natiirlich die Existenz der
behaupteten Darstellung fiir den ggT.

Zur Darstellung vergleiche auch Satz Z.8.

Wir hatten oben gesagt, daff Z und die Polynomringe K [T'] Hauptideal-Ringe
seien. Zeigen wir dies fiir die Polynomringe:

Lemma Z.49 K [T] ist Hauptideal-Ring.

Beweis: Sei 7 ein Ideal in K [T], (E # 0. Wihle darin ein Polynom ¢ # 0, von
minimalem Grad. Dann ist Z = (¢) : Denn fiir ein beliebiges Element p € 7 kénnen
wir per Division mit Rest bilden

p=q¥+r mit degr < deg,

wobei, da p,y € T, auch r = p — qp € 7 ist. Nun ist degr < deg aber ¢p € T,# 0
von minimalem Grad, sodaf notwendig r = 0 sein muf}, also p ein Vielfaches von v
ist, d.h. p € (V).

Folglich ist Z = (v), also Hauptideal. O

In diesen Beweis ging von den spezifischen Eigenschaften des Polynomrings nur ein,
daf wir eine Division mit Rest durchfiihren kénnen, wobei der Rest kleineren Grad
hat als der Divisor. Sowas geht auch in gewissen anderen Ringen:

Definition Z.50 (Euklidischer Ring) Ein Integrititsring R heifit “euklidischer
Ring”, wenn eine Abbildung v : R — N existiert mit v(0) = 0, sodaf gilt: Zu
a,b € R,a # 0 existieren q,r € R, sodafl wir Division mit Rest machen kénnen, d.h.

b=qa+r wobeiv(r) <v(a).

v heifit “euklidische Normfunktion” auf R.
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Beispiele sind etwa Z mit dem gewohnlichen Betrag als Normfunktion, oder der
Polynomring K [T] mit v(0) = 0,v(p) = degp + 1 fiir p # 0.

Fiir solche Ringe kann man offenbar den eben fiir die Polynome gefiihrten Beweis
sinngem&fl wiederholen und erhélt dann

Satz Z.51 Jeder euklidische Ring ist Hauptideal-Ring.

Bemerkung Z.52 In euklidischen Ringen kann man den fiir Polynomringe stu-
dierten euklidischen (Divisions-)Algorithmus nachbauen und damit etwa den ggT
berechnen und darstellen, etc.

Wir wollen nun noch die von Z und den Polynomringen her bekannte Moglichkeit
der Primfaktor-Zerlegung auf Hauptideal-Ringe ausdehnen. (Siehe Definition Z.13)

Definition Z.53 (irreduzibel, prim) R sei ein (Integritits-)Ring.

(i) Ein Element p € R heifit “irreduzibel”, wenn p nur triviale Teiler hat, d.h. wenn
p ¢ R* und wenn aus p = p1p2 folgt, da p; € R* oder ps € R*.

(ii) Ein Element p € R heifit “prim”, wenn gilt: p ¢ R* und teilt p das Produkt
p1p2 so auch schon einen der Faktoren.

Uber Z und K [T fallen die Begriffe “prim” und “irreduzibel” zusammen. In allge-
meineren Ringen ist dies nicht so. Es gilt aber

Lemma Z.54 (i) Uber beliebigen (Integritits-)Ringen sind Primelemente irre-
duzibel.

(ii) Uber Hauptideal-Ringen sind irreduzible Elemente auch prim. Hier fallen also
die beiden Begriffe zusammen.

Beweis:
(i) sei wegen Trivialitdt {ibergangen.

(ii) Sei p irreduzibel, Teiler von ab, aber kein Teiler von a. Es sind dann p,a
teilerfremd. Nach Satz Z.48 gibt es dann eine Darstellung 1 = rp + sa. Damit
gilt auch b = rpb + sab. Die rechte Seite wird hier von p geteilt, also auch die
linke, d.h. p | b. O

Haben Sie diesen Beweis schon mal gesehen?

Definition Z.55 (Zerlegung in irreduzible Faktoren) (i) Eine Darstellung
a = €qiq2...qn mit e € R*, ¢; irreduzibel,

nennen wir “Zerlegung von « in irreduzible Faktoren.”
(ii) Gilt iiberdies: Sind fiir jede weitere solche Zerlegung von a

Y /
4= €q19z---Gyy

notwendig n = n' und nach geeigneter Numerierung fiir alle i jeweils ¢; und
q. assoziiert, so sagen wir “ a besitzt eine eindeutige Zerlegung in irreduzible
Elemente.”

(iii) Ein (Integritits-)Ring, in dem jedes Element eine eindeutige Zerlegung in ir-
reduzible Faktoren besitzt, heifst “faktoriell”.

Uber diese Zerlegung zeigen wir zuniichst die folgende Eindeutigkeitsaussage:
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Satz Z.56 Es sei R ein Integrititsring, in dem jedes Element a # 0 eine Zerlegung
in irreduzible Faktoren besitzt. Dann sind dquivalent

(i) R ist faktoriell d.h. die Zerlegung ist eindeutig,

(ii) Jedes irreduzible Element ist prim.
Beweis:

(¢) = (41) : Sei p irreduzibel und Teiler von ab. Wir zerlegen

a=aq...qn, b= 0p1...pm,

Dann ist
ab = afqr...qup1.--Pm

Zerlegung von ab in irreduzible Faktoren. Wegen der vorausgestzten Eindeu-
tigkeit mufs dann auch p zu einem dieser ¢; oder p; assoziiert sein, ist somit
Teiler von a oder von b.

(#4) = (i) : Seien
a=€qi...Qn = €P1...pm

zwel Zerlegungen in irreduzible Faktoren und (E n > 0. Dann ist ¢; irreduzibel,
also prim und Teiler von p;...pn,, teilt also einen der Faktoren rechts. Der sei
(E p1, ist dann irreduzibel und somit zu ¢; assoziiert. Dann kann man ¢; und
p1 herauskiirzen und induktiv weiterschliefien. O

Hier hatten wir noch die Existenz der Zerlegung mit vorausgesetzt. Die ergibt sich
mit bei folgendem

Satz Z.57 Ein (Integritits-)Ring R ist genau dann faktoriell, wenn die folgenden
beiden Bedingungen erfiillt sind:

(i) Jede Kette
(a1) C (a2) C ... C (an) C (an+1) C ...

von Hauptidealen ist schlieflich stationdr, d.h. es existiert ein Index n, so-
daf a, = aj fiir alle j > n. Man nennt dies die “aufsteigende Teilerketten-
Bedingung”.

(ii) Jedes irreduzible Element ist prim.

Beweis: Wir arbeiten dahin, Satz Z.56 anwenden zu konnen und zeigen : Gilt (i), so
hat jedes Element a # 0 eine Zerlegung in irreduzible Elemente: Dazu betrachte die
Menge M aller Hauptideale (a), die erzeugt werden von Elementen «, die keine solche
Zerlegung besitzen. Wegen der Teilerketten-Bedingung besitzt M ein maximales
Element, das ist hier ein Hauptideal (m), fiir das kein a existiert, sodal (a) €
M und (m) G (a). Denn andernfalls konnten wir eine nicht stationére Teilerkette
konstruieren. So ein maximales Element (m) liefert aber einen Widerspruch. Denn
ist m eine Einheit oder irreduzibel, so hat es ja eine solche Zerlegung, sodaf (m)
nicht zu M gehoren kann. Bleibt nur, dafl m = ab mit echten Teilern a, b, fiir die
dann aber (m) & (a), (m) & (b). Da (m) maximal ist, sind also (a) und (b) nicht
in M, d.h. a und b haben beide eine Zerlegung in irreduzible Faktoren, womit dann
auch m eine solche hat, was aber nicht sein darf. Damit ist in allen Fallen ein
Widerspruch erhalten.

Zusammen mit Satz Z.56 ergibt sich also:

Aus (i) und (ii) folgt, daft R faktoriell.
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Sei nun R als faktoriell vorausgesetzt. Nach Satz Z.56 gilt jedenfalls (ii). Be-
trachte ein Element a, fiir das (0) # (a) # (1), mit der Darstellung

a = €q1...qy mit irreduziblen Elementen ¢;.

Dann hat ein ¢ mit (a) & (t) bei geeigneter Numerierung eine Darstellung als

t=¢€q1...qm, mit 0 <m < n,

woraus sich sofort die Teilerketten-Bedingung ergibt. O

Zusammen mit Lemma Z7.54 erhalten wir daraus insbesondere den fiir den Rest des
Kapitels zentralen

Satz Z.58 Jeder Hauptideal-Ring ist faktoriell.

Beweis: Nach Lemma Z.54 ist jedes irreduzible Element prim. Wir zeigen die
Teilerketten-Bedingung: Sei (a1) C (az) C ... eine aufsteigende Kette von Haupt-
idealen in R. Betrachte 7 := | J;.(a;). Dies ist, wie man leicht nachpriift, wieder
ein Ideal in R, also, da wir in einem Hauptideal-Ring sind, ein Hauptideal. Somit
existiert ein a € (J;cy(ai), sodak

(a) = (J(a2).

€N

Dann gibt es natiirlich eine Nummer m, sodaf8 a € (a,,), d.h. daf also fiir jedes j

(a5) € [J(@i) = (a) C (am)

€N

und diese Kette also spétestens ab Stelle m stationér ist. O

Matrizen iiber Hauptideal-Ringen

Im Zusammenhang mit der Matrixdarstellung von Vektorraum-Homomorphismen
hatten wir in Satz H.41 gezeigt:

Uber einem Korper K gibt es zu jeder Matriz F € K"*™invertierbare Matrizen
R, S, sodafl F' := RF'S die spezielle Gestalt

(L0
7= (5 0)

hat. Dabei ist I, die r x r Einheitsmatriz.

Fiir den Fortgang des Hauptthemas dieses Kapitels brauchen wir etwas dhnliches
wie diese Normalform von Matrizen iiber Ringen. Speziell fiir Hauptideal-Ringe
werden wir eine schone solche Verallgemeinerung finden.

Zunichst einiges vorbereitende fiir Matrizen iiber Ringen, worunter wir wieder
Integritétsringe verstehen wollen.

Zu einem Ring R bezeichne R™*™ die n x m Matrizen mit Elementen aus R.
Addition, Multiplikation mit Skalaren d.h. Ringelementen und Multiplikation von
Matrizen jeweils passender Formate sind wie iiber Korpern erklart. I, € R™*"
bezeichne wieder die Einheitsmatrix, eine Matrix A € R"™*"™ heifit invertierbar,
wenn es eine Matrix B gibt, sodat AB = BA = I,,.

Im Einklang mit den schon fiir Ringe eingefiihrten Bezeichnungen nennt man
invertierbare Matrizen auch “Einheiten”, Matrizen, die sich nur um eine solche Ein-
heit als Faktor unterscheiden auch “assoziiert”. Etwa {iber die Formeln des Entwick-
lungssatzes von LAPLACE kdnnen wir auch fiir Matrizen in R"*" eine Determinante
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erkldren und wie iiber Kérpern hat eine invertierbare Matrix eine nicht verschwin-
dende Determinante. Doch reicht dies hier nicht fiir die Invertierbarkeit.

2 1

Dazu ein Beispiel: Es sei R =7, A := ( 0 1

> mit det A = 2.

Fiir eine Matrix B = ( i frz ) mit AB = I miifite gelten

B21 Ba2
_ _ (21 Bir Biz \ _ [ 26811+ Ba1 20812+ Ba2
I_AB_(O 1)(621 522)_( 6531 P22 )’

sodafs notwendig 1 = 2,0 = 2312 + P22 = 2612 + 1, was (zwar {iber Q, aber) nicht
iiber Z l6sbar ist.
Die richtige Bedingung lautet:

Satz Z.59 A € R™*™ ist genau dann invertierbar, wenn det A € R*, d.h. Einheit
in R ist.

Beweis: Ist A invertierbar, so ist AA~! = I, also det Adet A~! = det I = 1, sodaf
det A und det A~! Einheiten sind.

Daf§ dies auch hinreichend ist, entnimmt man der in Satz D.21 gegebenen Dar-
stellung der Inversen mittels der Algebraischen Komplemente, in der lediglich durch
die Determinante der Matrix dividiert wird. 0

In den uns interessierenden Féllen werden wir allerdings die Invertierbarkeit durch
Angeben der Inversen nachweisen.
Unser angestrebtes Hauptergebnis ist der folgende

Satz Z.60 (Invarianten-Teiler-Satz) Uber einem Hauptideal-Ring R gibt es zu
jeder Matrix F' € R"*™ invertierbare Matrizen B € R™*"™ und C € R™*™, ferner
eine eindeutig bestimmte Zahl k < min{n, m} und bis auf Einheiten festgelegte
Ringelemente (0; | i = 1,2,..., k), sodaf

(i) alle §; # 0 sind und die sukzessive Teilbarkeitsbeziehung
51|62||6k

gilt,
(ii) F':= B~1FC die spezielle Gestalt

/I Dko
F<oo

Bezeichnung Z.61 Die §; nennt man die Invarianten-Teiler der Matrix A.

mit Dy = diag(dy, ..., 0) hat.

Uber einem Korper sind ja alle Elemente # 0 schon Einheiten und mit solchen kann
man trivialerweise auch die d; noch multiplizieren, sodaf iiber einem Koérper dann
die 0; sdmtlich = 1 gewdhlt werden kénnen, womit wir dann Satz H.41 wiederge-
wonnen haben.

Zur Konstruktion dieser Normalform verschaffen wir uns zunichst eine Reihe
von speziellen invertierbaren Matrizen, mit denen wir die gewiinschte Darstellung
konstruktiv gewinnen werden.

Lemma Z.62 Beispiele fiir liber einem Hauptideal-Ring R invertierbaren Matrizen
sind:
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(i) Fiir Einheiten A1, ..., A\, € R*

A =diag(Ay, ..., \n), A1 =diag\h, . 00,

(i)

(iii)

Ea:(l 0), E'=F_,.
a 1

Dito fiir die transponierte Matrix.
(iv) Zu o, € R, beide # 0 mit § := ggT(«, 5) =: Ao+ uf sei « = o'§, f = F'4.

Dann sind
_ Ao 4 (o —p
(% 8) a(% 7)

bzw. die jeweiligen transponierten invertierbar und je invers zueinander.

Beweis: Nur (iv) ist nicht (vollig) trivial. Es ist § = Aa + pf8 = Ma/é + pf'é
also, da wir kiirzen diirfen, auch 1 = Ao’ + p3’. Dann folgt die Behauptung durch
Ausmultiplizieren. O

Wenn man diese 2 x 2—Matrizen symmetrisch zur Diagonalen in eine (grofie) Ein-
heitsmatrix als Haupt-Minoren einbaut, erhélt man bei (ii) bzw. (iii) Matrizen, die
durch Multiplikation von links

— 2 Zeilen vertauschen (Transposition)

— das a-fache einer Zeile zu einer anderen addieren (Elimination),

bzw. das Analoge mit Spalten bei Multiplikation von rechts.

Wenden wir die Matrizen aus (iv) auf eine Matrix F' an, die zwei Zeilen der

Form
a ...
F:
(57
hat, so ist

Pears (U ) (5 ) () (e )

Diese Operation erzeugt also den ggT der Elemente o und 3 in der Position von «
in der ersten Zeile.

Analog kann man mit Q7 von rechts auf den Spalten operieren.

Wir haben somit als Werkzeug zum Beweisen von Satz Z.60 das Folgende zur
Verfiigung:

Lemma Z.63 Uber einem Hauptideal-Ring sind an einer Matrix durch Multipli-
kation mit invertierbaren Matrizen folgende Operationen ausfiihrbar:

(i) Vertausche zwei Zeilen (Transponieren).
(ii) Addiere zu einer Zeile ein Vielfaches einer anderen (Elimination).

(iii) Ersetze eine Zeile durch eine solche Linearkombination mit einer anderen, dafs
an einer gegebenen Position der ggT der beiden entsprechenden Elemente ent-
steht.

Analoges geht fiir die Spalten.
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Wir beschreiben nun zunichst einen Algorithmus, der eine gegebene Matrix F' =
(pij) € R™*™ in die in Satz Z.60 genannte Diagonalform {iberfiihrt, sofern der Ring
euklidisch ist. Wir benutzen dabei zentral, dafy die euklidische Normfunktion v ihre
Werte in den natiirlichen Zahlen hat.

Algorithmus Z.64 Gegeben sei eine Matrix F' = (p;;) € R"*™ liber einem eukli-
dischen Ring R.

Schritt 1: Suche in der ganzen Matrix ein Element ¢;; # 0, sodafs v(p;;) minimal, und
schaffe dieses durch Tauschen von Zeilen und Spalten an die Position (1,1).
Gibt es kein solches, so sind wir fertig.

Schritt 2: Betrachte die weiteren Elemente der ersten Zeile und ersten Spalte, also die
Elemente ©1j, Pi1 (Z,j > 1)

(a) Sind alle = 0, so mache weiter bei Schritt 3.

(b) Ist etwa ¢1; # 0 (sinngemdéfs geht alles genauso fiir ein Element der ersten
Spalte), so dividiere

Y15 = qp11 + 90/1j wobei V(<Pl1j) < v(p11).

Ein Eliminations-Schritt erlaubt es ¢1; durch ¢}, zu ersetzen.

i. Ist jetzt p1; # 0 (gemeint ist das aktuell an dieser Position stehende
Element), so ist jedenfalls v(p1;) < v(p11). Wir beginnen wieder neu
mit Schritt 1, wobei danach die Norm des (1,1)-Elementes kleiner
geworden ist.

ii. Ist jetzt ¢1; = 0, so beginne wieder Schritt 2.

Schritt 3: Jetzt ist @11 # 0, aber alle anderen Elemente der ersten Zeile und der ersten
Spalte sind alle = 0.

(a) Es gibt ein Element ;j,(i,j > 2), das nicht von (11 geteilt wird: Dann
Addiere Zeile i zu Zeile 1. (Dabei dndert sich ¢11 nicht!) Beginne wieder
Schritt 2.

(b) Andernfalls haben wir die Situation: In der ersten Zeile und Spalte sind
alle Elemente = 0 ausgenommen das Diagonalelement 11, was # 0 ist.
Dieses teilt alle Elemente ;; mit 7,j > 2. Nun streiche die erste Zeile
und erste Spalte — wobei das Diagonalelement als ein ¢ fiir die gesuchte
Diagonalmatrix aufzubewahren ist — und beginne den Algorithmus neu
fiir die verkleinerte Matrix mit Schritt 1.

Dieser Algorithmus liefert offenbar die gewiinschte Diagonalform, wenn sicher ist,
daf er jemals fertig wird. Dabei ist allein der Riicksprung nach Schritt 1 problema-
tisch, bei dem ja scheinbar fast alles Erreichte wieder durcheinander gebracht wird.
Dies ist aber nicht so: denn jedesmal, wenn dieser Schritt 1 durchgefiihrt wird,
bekommt das Element in der Position (1,1) eine definitiv kleinere Norm, was nur
endlich oft moglich ist, da es sich stets um natiirliche Zahlen handelt. Also kommt
der Algorithmus zum Ende.

Wir bemerken noch fiir das praktische Durchfiihren, daff man jederzeit die Ele-
mente einer Zeile oder Spalte mit einer festen Einheit aus R* multiplizieren darf.

Ist der Ring nur ein Hauptideal-Ring, so konnen wir die Primfaktorzerlegung her-
anziehen. Statt der euklidischen Norm-Funktion v verwenden wir die Lange \(«) :=
Anzahl der Faktoren in der Primfaktorzerlegung zu e und ersetzen die Division mit
Rest durch die Bildung des ggT.

Haben « und ggT(a, B) die selbe Anzahl von Primfaktoren, so ist « ein Teiler
von 3, also 8 —va = 0 fiir ein geeignetes v. Andernfalls hat ¢ := ggT(«, §) weniger
Primfaktoren als «, ferner kénnen wir nach Lemma Z.63.3 dann « durch diesen
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ggT ersetzen. Folglich lassen sich alle Schritte des Algorithmus auch in diesem Fall
nachbauen.
Damit ist der Existenz-Teil von Satz Z.60 nachgewiesen.

Es bleibt noch die Eindeutigkeit der Invariantenteiler zu zeigen.

Bezeichnung Z.65 Zu einer Matrix A iiber R sei
d;(A) der ggT aller j-reihigen Unterdeterminanten von A.
d;(A) heifit der ‘j-te Determinanten-Teiler von A.”

Dafiir gilt

Lemma Z.66 Mit Matrizen A, B, C' iiber R ist
d;(A) Teiler von d;(BA),
d;(A) Teiler von d;(AC).

Beweis: Die Spalten von AC sind Linearkombinationen der Spalten von A. Folglich
ist jede j-reihige Unterdeterminante von AC eine Linearkombination von (vielen) j-
reihigen Unterdeterminanten von A. Diese werden aber alle von d;(A) geteilt, somit
teilt dies auch jede Linearkombination, also auch die j-reihigen Unterdeterminanten
von AC.

Analog schliefst man {iber die Zeilen fiir die andere Aussage. O

Damit bekommen wir

Satz Z.67 Es seien R ein Hauptideal-Ring, A € R"*™, B € R"*" C € R"™* ™,
dabei B, C invertierbar, A’ := B~ AC. Dann haben A und A’ die selben Determi-
nanten-Teiler.

Beweis: Mit Lemma Z.66 und der Invertierbarkeit der Matrizen B, C' bekommen
wir die Teilbarkeitsbeziehungen
dij(A) | d;(B7*AC) und dj(B7'AC) | d;(BB7*ACC™1) =d;(A). O

D, 0
0 O
81 | 02 | ... | 9, haben wir offenbar

Fiir die Matrix F' = ) mit Dy, = diag(dy, ..., 0), wobei die J; # 0 und

dJ(FI):(Sl(SJ furjgkz,

wihrend fiir j > k alle j-reihigen Unterdeterminanten von F’ verschwinden, was
dann auch d;(F’) = 0 bedeutet. Fiir die Determinanten-Teiler ist es nun nach Satz
7..67 unerheblich ob wir sie fiir die Matrix F’ oder fiir die “unbehandelte” Matrix F'
betrachten. Also folgt

Satz Z.68 Hat F' geméifs Satz Z.60 eine Darstellung als F' mit Invarianten-Teilern
01, ..., 0x (alle #0), so gilt fiir die Determinanten-Teiler von F :

) _ 516_] ﬁll‘jgk/’,
dJ(F)_{O fiir j > k.

Damit sind k und die §; (letztere nur bis auf Multiplikation mit Einheiten) eindeutig
bestimmt.

Dies war nun gerade der noch fehlende Eindeutigkeits-Teil zum Invarianten-Teiler-
Satz Z.60, der damit vollsténdig bewiesen ist.

Behandeln wir iiber dem Polynomring K [T] ein paar fiir das Weitere wichtige
Beispiele:
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Satz Z.69 Ist F' die Begleitmatrix zu einem normierten Polynom p vom Grad n,
so hat deren charakteristische Matrix A(T) := F — T - I die Invarianten-Teiler

(515 AR 5”) = (15 17 b} 1ap(T))a
wobei also genau n — 1 mal eine 1 auftritt.

Beweis: Die charakteristische Matrix A(7T') hat die Gestalt

=T 0 N 0 (7))
1 =T 0 e 0 a1
1 =T ... 0 as
A(T) = : :
=T Qn—2
1 Ap—1 — T

n,n

Streicht man die erste Zeile und die letzte Spalte, so entsteht eine obere Dreiecks-
Matrix mit Diagonal-Elementen 1, deren Determinante also 1 ist. Damit folgt sofort:

Fir j < n sind alle Determinanten-Teiler d;(A) = 1. Ferner ist nach Satz Z.32
dn(A) = £p(T). Uber Satz Z.68 ergibt sich daraus unmittelbar die Behauptung fiir
die Invarianten-Teiler. O

Dies kann man verallgemeinern.

Satz Z.70 Es seien p1,...,pm € K [T] normierte Polynome, F; deren Begleitma-
trizen, A;(T) := F; — T - I die entsprechenden charakteristischen Matrizen. Ferner
bilden wir die Block-Diagonal-Matrix

A = diag(41, ..., Ap).
Dann gibt es invertierbare Matrizen B, C iiber K [T], sodaf
A" = B7YAC = diag(1,...,1,p1, ..., Pm)-

Erfiillen insbesondere die p; die Teilbarkeitsbedingung p1 | p2 | ... | pm, so sind sie
genau die nichttrivialen Invarianten-Teiler der charakteristischen Matrix A.

Beweis: Jede einzelne Matrix A; ist nach dem vorigen Satz zu einer speziellen
Diagonalmatrix assoziiert, d.h. es gibt {iber K [T'] passende invertierbare Matrizen
B;, C;, sodafs

Al = B A,C; = diag(1, ..., 1, ;).

Fithrt man diese Transformationen simultan fiir alle Blocke der Block-Diagonal-
Matrix A = diag(A4,..., Ay) aus, so erhilt man als die dazu asoziierte Matrix
diag(Aj, ..., Al,). Dies ist schon eine echte Diagonal-Matrix, sogar mit den selben
Diagonal-Elementen wie A’ allerdings noch in anderer Reihenfolge notiert. Dies
bringt man mit Permutations-Matrizen in Ordnung, womit dann die gewiinschte
Form erhalten ist.

Mit der Eindeutigkeits-Aussage des Invarianten-Teiler-Satzes folgt dann die Be-
hauptung. O
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Moduln iiber Hauptideal-Ringen

Im weiteren sei R wieder ein Hauptideal-Ring, also insbesondere kommutativ mit
Einselement und ohne Nullteiler.

Definition Z.71 (R-Modul) Ersetzen wir in der Definition des Vektorraumes den
Koérper K durch unseren Ring R, so erhalten wir den Begriff des “R-Moduls”.

Auf natiirliche Weise iibertragen sich darauf die Begriffe Untermodul (statt Unter-
raum), Erzeugendensystem, linear abhingig, linear unabhéngig, Basis. Ebenso er-
halten wir aus den Vektorraum-Homomorphismen den entsprechenden Begriff der
R-Modul-Homomorphismen, bzw. entsprechender Isomorphismen. Kerne und Bil-
der von Homomorphismen sind offenbar wieder Untermoduln.

Beispiele fiir Moduln sind etwa

- jeder K-Vektorraum als Modul {iber dem Ring R := K.

- jede abelsche Gruppe als Modul iiber dem Ring 7 der ganzen Zahlen.
- ein K-Vektorraum als K [T]-Modul:

Fixiere einen Vektorraum-Homomorphismus f € Homg (V, V). Erkldre eine
Operation

KT xV =V
durch

(p(T), v) = p(f)(v).

Damit wird V ein Modul iiber dem Polynomring K [T1].

Definition Z.72 Ein Modul heifst
- endlich erzeugt, wenn er ein endliches Erzeugendensystem besitzt,
- zyklisch, wenn er von einem Element erzeugt wird,
- frei, wenn er eine Basis besitzt.

Hier werden nun schon Unterschiede zum Vektorraum deutlich.

Nehmen wir wieder einen endlich-dimensionalen K-Vektorraum V' aufgefafst als
K [T]-Modul, wobei die “Skalar-Multiplikation” {iber den Vektorraum-Homomor-
phismus f vermittelt werde. Die “konstanten” Polynome in K [T], d.h. die vom
Grad = 0 operieren dann wie die Kérperelemente auf V. Damit folgt sofort:

Erzeugen (vi,...,v,) den Raum V als K-Vektorraum, so auch als K [T]-Modul.
Andrerseits gilt:

Der K [T)-Modul V' besitzt keine linear unabhdingige Familie, insbesondere keine
Basis; denn ist ¢(T') € K [T] das Minimalpolynom zu f, so ist ¢(f) = 0, also auch
»(f)(v) = 0 fiir jedes Element v € V, sodafl wegen 1 # 0 also stets (v) eine ein-
elementige Familie ist, die linear abhingig ist, und damit natiirlich in keiner Basis
vorkommen kann.

Ferner erkennt man die aus einem Element v entstehenden f-zyklischen Un-
terrdume U, := {p(f)(v) | p € K[T]} als genau die zyklischen Untermoduln des
K [T]-Moduls V.

Daf nicht alles anders wird, zeigen die nachsten Aussagen:

Lemma Z.73 Fiir jeden Ring R und jedes m ist

1
R™ := : | ri € R
T'm
mit der naheliegenden Struktur ein freier R-Modul. Die kanonischen Einheitsvekto-
ren - sie seien wieder mit e; bezeichnet - bilden eine Basis.
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Satz Z.74 (i) Sind V,W R-Moduln, dabei V frei mit Basis (v1,...,v,) und ist
(w1, ..,wy) in W, so existiert genau ein R-Modul-Homomorphismus

o:VoWmitv,— w; (i=1,..,n).

(ii) ¢ ist genau dann ein Isomorphismus, wenn auch (w1, .., w,) eine Basis ist.

Die Beweise verlaufen wie bei Vektorrdumen und seien deshalb iibergangen.

Wir hatten gesehen, daff ein Modul keine Basis zu besitzen braucht. Ist der
Ring nicht so schoén, wie wir dies hier voraussetzen, so kann es sogar geschehen,
daft ein Untermodul eines endlich erzeugten Moduls nicht mehr endlich erzeugt ist.
Uber Hauptideal-Ringen (und auch noch iiber etwas allgemeineren Ringen) kann
dies allerdings nicht passieren. Dies wollen wir nun herleiten. Zunéchst

Lemma Z.75 Ist ¢ : V — W ein Modulhomomorphismus und sind ker ¢ und im ¢
endlich erzeugt, so ist auch V endlich erzeugt.

Beweis: Sei kerp = span(vi,...,vx), 1im ¢ = span(ws, ..., w,,). Dann existieren
!

Elemente (v, ...,v,,) € V, sodals w; = ¢(v]) (i =1,...,m).

Ul 4
Wir zeigen: (vy, ..., vk, v, ..., v),,) erzeugen V:
Dazu wihle beliebig v € V. Dann ist ¢(v) € im ¢ = span(wy, ..., wy,), also
o(v) = Y0, ddw;, dh. mit o' = Y7 alv) ist p(v) = @(v'), oder p(v —v') =0,
somit

v = v —v" € kerp = span(vy, ..., vg).

Also gibt es eine Darstellung
k
v = E ol

i=1
und damit

k m

v=0v"4+v = g allv; + E ajvy,
i=1 i=1

was zu zeigen war. O

Satz Z.76 Jeder Untermodul U eines endlich erzeugten Moduls V iiber einem
(Hauptideal-)Ring R ist selbst endlich erzeugt.

Beweis: 1. Fall : V = R™:

Wir fiithren Induktion iiber m.

m =1 :Dann ist V = R, U C R ist als Untermodul ein Ideal, was nach
Voraussetzung tiber den Ring sogar Hauptideal ist, also endlich erzeugt. (Hier wiirde
eine schwichere Ring-Eigenschaft reichen.)

m > 1 : Betrachte die Abbildung

aq
. aq
7:R™ — R™ 1. ’ — :
QO —1
Om—1
Qo
mit
0
kerr=R-| =R-e,=R, imm=Rm1!
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Es ist U C R™. Betrachte
0:U—R™1, p:= -

Dann ist
kerop=kernNU =UN(R-ep),

also Untermodul von R und damit endlich erzeugt. Ferner ist im ¢ Untermodul von
R™~1 also (nach Induktionsannahme) endlich erzeugt. Folglich ist nach Lemma
7.75 auch U selbst endlich erzeugt.

2. Fall : V = span(vs, ..., vn,) ist allgemeiner endlich erzeugter Modul mit Un-
termodul U : Dann existiert nach Satz Z.74 ein Modulhomomorphismus

Y:R™ =V, e —wv(i=1,..m),
der also surjektiv ist. Betrachte zu U C V :

Y YU) = {w e R™ | (w) e U} € R™.

Dies ist trivialerweise ein Untermodul von R™, also nach dem schon behandelten
Fall endlich erzeugt: ¥~ (U) = span(wy, ..., w,). Dann gilt aber fiir U selbst: U =
span(i(wy), ..., ¥ (wy)), d.h. U ist endlich erzeugt. O

Eine analoge Aussage gilt fiir freie Moduln. Ehe wir diese genauer formulieren, ein
paar technische Voriiberlegungen:

Bezeichnung Z.77 Sind (v1,...,v,), (w1, ...,wy,) Familien in einem R-Modul V
und gilt mit Koeffizienten «;; einer Matrix A = (a;;) € R™™™

n
wj = E Qi Vi,
i=1

So notieren wir

(W1, ey W) = (V1,00 - A.

Lemma Z.78 (i) Die eben eingefiihrte Notation ist kompatibel mit der Matrix-
multiplikation.

(ii) Ist (v1,...,v,) erzeugend und A invertierbar, so ist auch (vy,...,v,) - A erzeu-
gend.

(iii) Ist (v1,...,v,) eine Basis, so ist (v1, ..., v, ) - A genau dann Basis, wenn A inver-
tierbar ist.

Beweis als Ubung.

Satz Z.79 Es sei V frei mit Basis (v1,..,v,), U C V ein Untermodul. Dann exi-
stieren eine Basis (v],..,v},) von V und Ringelemente 61, ..., (k < n) wobei alle
d; # 0 und jeweils ¢; Teiler von §;, sofern i < j, soda# (61v1, ..., 0,v},) Basis von U
ist.

Insbesondere ist U selbst frei.

Beweis: V ist endlich erzeugt. Wie oben gezeigt hat dann auch der Untermodul U
ein endliches Erzeugenden-System: U = span(uy, ..., 4y, ). Dies sind alles Elemente
von V selbst. Mit einer geeigneten Koeflizientenmatrix A = (a;;) € R™*™ ist also

(U1 ey Un) = (V14 e, Up) - A
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Nach dem Diagonalisierungs - Satz Z.60 gibt es dann invertierbare Matrizen B €
R™" yund C € R™*™, sodal A’ := B~1AC die Gestalt

A" = diag(éy, ..., 0k, 0, ..., 0)

hat, wobei k < min {n,m},d; # 0 und die Teilbarkeits-Bedingung 61 | d2 | ... | Ik
gilt.

Da B, C invertierbar sind, folgt aus dem Lemma Z.78:

(vf,...,v)) == (v1,...,v,)B  ist Basis von V und

(W, oyur,) := (U1, ..., up,)C' it erzeugend fiir U.

°* m

Es ist dann

(U], oy ul) = (U, ooy Uy )C = (V1 ., ) AC = (v], ..., v, )BTTAC = (v], ..., v} A’

(v, ey vi) - diag(d1, ..., 0k, 0, ..., 0) = (8101, ..., dxvy, 0..., 0).

Die (v,...,v},) bilden eine Basis von V. Sie sind also linear unabhingig. Da die
9; #0,(1 <i<k), sind dann auch die (61v], ..., 0xv},) linear unabhéngig, also auch
die (uf, ..., u},). Ferner ist v} = 0 flir £+ 1 <1 < m, sodafl schon die (u],...,u}) den
Untermodul U erzeugen, damit also eine Basis der gew{inschten Art von U bilden. O

Bemerkung Z.80 Wiren wir in einem Vektorraum, d.h. wire der Ring R sogar ein

Korper, so kénnte man die Faktoren d; herausdividieren und wir hitten eben eine

Basis des ganzen Raumes V erhalten, die als Teilfamilie eine Basis von U enthélt.
Dies braucht im Modul-Fall nicht so zu sein.

Als ein Beispiel betrachten wir {iber R := Z den freien Modul

72 = A1 | z; € Z mit der Basis v1 :=e; = 1 ,V9 1= €9 = 0 .
29 0 1

Dazu betrachte den Untermodul

U—{<322 ) |zz€Z} erzeugtvonul—(o),uQ—(g).

Offenbar sind diese beiden Erzeugenden sogar unabhingig, also eine Basis von U,
aber sie erzeugen nicht den ganzen Modul V' (e1, eo gehéren nicht zu U!)

Es kann also sein, daf8 ein freier Modul und ein echter Untermodul von ihm
gleich lange Basen besitzen! In Vektorrdumen ist das unmdoglich.

Bestimmt man die Basen nach Satz Z.79 so erhilt man:

u’1<_§>,ul2< _g),v’l<_§>,vé<_1>mit511,526.

Sind wir in einem K-Vektorraum V und ist av = 0, so ist entweder a =0 € K
oder v = 0 € V. Bei Moduln iiber Ringen (selbst wenn die schon sind!) braucht dies
nicht der Fall zu sein

Beispiel: Es sei V' := Z,19z , d.h. die abelsche Gruppe mit den Elementen
{0,1,...,9} und der Addition durch Rest modulo 10 nach Addition als ganze Zahlen.
Hier ist offenbar 0 das neutrale Element der Addition, ferner ist etwa 2 € V,# 0,
ebenso sind 2-2:=2+2, 3:-2:=2+2+2 4-2:=242+4+2+ 2 alle # 0, aber
5:2:=2+4+2+2+2+2=10= 0. In diesem Z-Modul V := Z 1oz sind also die
Elemente 1-2, 2-2, 32, 4-2 samtlich # 0, wihrend 5 - 2 = 0 ist.

Man sagt: Das Element 2 hat die Ordnung 5. Offenbar ist fiir eine ganze Zahl
z € Z hier z-2 = 0 in Z/19z, genau wenn 5 ein Teiler von 2, d.-h. z € (5), dem von
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5 in Z erzeugten Ideal ist. Dies nennt man das Ordnungs-Ideal von 2 € Z /107 im
Ring Z.

Beispiel: V sei wieder ein K-Vektorraum, f € Hom(V, V) und wir betrachten
wieder V' als K [T]-Modul mittels

p(T) v=p(f)lv) peK[T],veV.

Wir wissen: Es gibt dann zu jedem v € V nichttriviale Polynome ¢(T') € K [T],
sodafs g(f)(v) = 0 oder mit der Modul-Operation ¢(7T") - v = 0. Wie man leicht
nachrechnet bilden diese Polynome ein Ideal in K [T, das Ordnungs-Ideal zu dem
Element v.

Satz und Definition Z.81 Es sei V ein Modul iiber einem (Hauptideal-)Ring R.
Dann ist fiir jedes v € V die Menge J, := {s € R | s-v = 0} ein Ideal in R, das
sogenannte “Ordnungs-Ideal” oder den “Annihilator” von v. Da R ein Hauptideal-
Ring ist, ist J, ein Hauptideal, also von einem Element 1, erzeugt. Jedes solche 1),
heit eine “Ordnung” von v. Genau das Nullelement hat die Ordnung 1, d.h. den
ganzen Ring als Ordnungsideal.

Beweis: Es ist nur die Idealeigenschaft zu zeigen: Seien s1,s2 € Jp,71,72 € R
beliebig; dann ist

(r181 4 ros2)v = r1(s10) + ra(s2v) =110+ 10 =0+ 0 =0,
sodaf also auch ry1s1 + rose € J,, was die Ideal-Eigenschaft beweist. O

Fiir Moduln erkliren wir auch wieder den Begriff der Direkten Summe:

Definition Z.82 Es sei V ein R-Modul mit Untermoduln Vi, ...,V,. Dann ist V
die “direkte Summe” der V;,

V=via..oV,

wenn V = Vi + ... +V,,, d.h. jedes v € V eine Darstellung v = vy + ... + v, mit
v; € V; hat, und dies iiberdies direkt ist, d.h. wenn 0 = vy + ... + v, mit v; € V;, so
notwendig v1 = ... = v, = 0.

Damit haben wir nun alles zusammen fiir den zentralen

Satz Z.83 (Struktursatz fiir endl. erz. Moduln iiber Hauptideal-Ringen)
Jeder endlich erzeugte Modul V iiber einem Hauptideal-Ring R ist eine direkte Sum-
me von zyklischen Moduln und einem freien Modul.

Genauer existiert eine Darstellung

V=Vio.oV,oV,

wobei V' frei (evtl. trivial), die V; zyklisch, d.h. von der Form V; = span(v;) und
die v; von Ordnungen §; # 0, die zudem die Teilbarkeitsbedingung 61 | 2 | ... | O
erfiillen.

Dariiber hinaus gilt folgende Eindeutigkeitsaussage:

Die Dimension des freien Anteiles ist eindeutig, die Ordnungen §; sind bis auf
Einheiten eindeutig bestimmt.

Beweis: Wir beschrinken uns darauf, die Existenzaussage zu beweisen.
Es sei V = span(wy, ..., wy, ). Betrachte den surjektiven Modul-Homomorphismus

p:R" =V, e — w;,
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und setze U := keryp C R™. Dies ist ein Untermodul des freien Moduls R", so-
mit gibt es nach Satz Z.79 eine Basis (b1, ...,b,) von R™ und dazu Ringelemente
51, ..,5k 7& 0 mit 51 | 5j (1 < ) <j < k), sodafl (51b1, 75kbk) Basis von U ist.

Setze

und
Vi:=span(v;) (i =1,....,k), V' :=span(vki1,...,0n)-

Da (by,...,b,) eine Basis von R™ bilden und ¢ : R™ — V surjektiv ist, ist damit
(v1,...,v,) erzeugend fiir V, d.h.

V=Vi+.+V,+V
wobei V1, ..., Vi zyklisch sind.
Es bleibt zu zeigen, daf8 die v; (i < k) die richtige Ordnung haben, daf8 V' frei

ist und die Summe direkt. All dies ergibt sich aus den beiden folgenden Aussagen,
die wir zunéchst beweisen werden. Es gelten

L ;=0 (i=1,...k)
2.3 ;=0 & (;=XN6mit \;, €R, (i=1,..,k)und a; =0 (i > k)).
Beweis:
1. Fiir i < k ist ;b; € ker ¢, also
0 = p(d;b;) = d;0(b;) = d;v;.
2. Iiaben die Koeffizienten «; die angegebene Gestalt, so folgt mit 1. sofort, daft
" av; = 0.

Sei umgekehrt

0= Z ;U = Zai@(bi) = (p(z Oéibi).
i=1 i=1 i=1

Dann ist

u = a;b; € ker p = U,

1

n
=

hat also die Basisdarstellung

k
i=1
sodaft wegen der Eindeutigkeit folgt, dafs

und
a; =0 (i > k),

womit die Zwischen-Behauptung gezeigt ist.
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Wenden wir dies an: Ist mit @ € R fiir ein i < k : awv; = 0, so ist nach 2.
notwendig a € (J;), dem von §; erzeugten Hauptideal, sodaf wegen J;v; = 0 dies
genau das Ordnungsideal ist. Alle v; haben also jeweils die Ordnung §; (i < k).

Ist mit o; € R : Z?:kH a;v; = 0, so ist nach 2. notwendig ag4+1 = ... = o, =0,
sodakl (vk41,-..,vn) linear unabhingig sind, also eine Basis von V’. Damit ist V'
frei.

Sind schlieflich w; € V; (i = 1,...,k), w’ € V' und 0 = Zle w; + w’, so haben
wir ja Darstellungen
Ww; = QU; (Z = 1, ]C),

n
!
w = E Vi,

i=k+1
sodafs
k n
0= g Q;v; + E Q;v;,
i=1 i=k+1
also nach 2.

a; = \0; mit \; € R, (Z =1,.., k) und o; =0 (’L > k)

Damit ist w’ = 0 und, da d;v; = 0, sind auch alle w; =0 (i = 1, ..., k), sodak die
Summe direkt ist. O

Ist eines der §; eine Einheit in R, so ist notwendig v; = 0, somit der entsprechende
zyklische Modul trivial (d.h. besteht nur aus dem Nullelement). Sowas kann man
getrost weglassen!

Um diese Zerlegung eines R-Moduls V' zu erhalten sind also folgende Schritte
zu tun.

Algorithmus Z.84 (Zerlegung eines Moduls)
(i) Wiéhle ein Erzeugenden-System (wy, ..., wy,) von V.

(ii) Zu dem Modul-Homomorphismus
p:R" =V, e —uw
bestimme ein Erzeugenden-System (u1,...,uy,) von U := kerp C R™. Dabei

sind die e; die kanonischen Einheitsvektoren im R"™.

(iii) Bestimme die Koeffizienten-Matrix A € R™*™  mit der

(U1, ooy Um) = (€1, .0y €n) A

(Die Spalten von A sind einfach die u; !)
(iv) Transformiere A auf Diagonalform, d.h. bestimme invertierbare Matrizen B, C
sodaf
A’ := B7'AC = diag(é, ..., 0k, 0, ..., 0),
mit §; # 0 und der Teilbarkeits-Bedingung.
(v) Berechne die Basis
(bl, ceey bn) = (61, ceey en)B
(Wieder sind die b; einfach die Spalten von B !)

(vi) Die v; := @(b;) fiir (i = 1, ..., k) erzeugen die zyklischen Moduln V; mit den
Ordnungen (;), die restlichen v; (i > k) sind Basis fiir den freien Anteil V.
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Struktursatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen

Als erstes Anwendungsbeispiel betrachten wir abelsche Gruppen, die wir schon als
Moduln iiber dem Ring Z der ganzen Zahlen kennengelernt hatten.

Z selbst, sowie die Restklassengruppen Z 4z (d € Z, > 1) sind offenbar zyklisch,
namlich von dem Element 1 erzeugt und haben Ordnungen 0 (Null) bei Z bzw. d
bei Z,47. Dies sind aber auch schon im wesentlichen alle nichttrivialen zyklischen
abelschen Gruppen.

Satz Z.85 (i) Jede zyklische (abelsche) Gruppe G der Ordnung d € Z ist iso-
morph (als Z-Modul) zur Gruppe 7Z,qz.

(ii) Jede endlich erzeugte freie abelsche Gruppe ist isomorph zu 7" fiir ein n € N.

Beweis:
(i) Essei G = (g) = {zg | z € Z} von Ordnung d.

(a) d =0: Dann ist zg = 0 genau wenn z € (0), d.h. z = 0. Somit ist G frei
mit Basis (¢g) und
p:Z—G,1—-g

ist der gewiinschte Isomorphismus.

(b) d > 0: Esist zg =0 genau wenn z € (d), d.h. wenn d | z. Betrachte den

Homomorphismus
p:Zjqz — G, 1—g.

Dann ist im ¢ = {0, g, 2g, ..., (d — 1)g}. Nach Definition der Ordnung ist
zg = z'g genau, wenn z — 2z’ € (d), d.h. ein Vielfaches von d. Daraus
erkennt man, daf die fiir im ¢ notierten Elemente alle verschieden sind
und sich jedes Element von G darstellen 14t als zg mit 0 < z < d. Somit
ist wieder ¢ ein Isomorphismus.

(ii) Die Aussage zu den freien Gruppen zeigt man (simpel) iiber Basen. O

Damit konnen wir Satz Z.83 formulieren als

Satz Z.86 (Struktursatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen)
Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe G ist isomorph zu einer direkten Summe

Z/dlZ D...0D Z/de e,

wobei n € Z, > 0 und die Ordnungen d; € Z, > 1 sind und zudem die Teiler-
Bedingung dy | da | ... | d. gilt.

Zerlegung eines Raumes nach einem Endomorphismus I1

Wir kommen nun wieder auf die Fragestellung vom Anfang des Kapitels zuriick,
einen K-Vektorraum V zu einem Endomorphismus f € Hom(V, V) moglichst fein
in f-invariante Unterrdume zu zerlegen. Dazu fassen wir V' auf als Modul {iber dem
Hauptideal-Ring K [T] mit der Skalar-Multiplikation p(T) - v = p(f)v. Auf diese
Situation passen dann die hergeleiteten Sitze.

Zunichst eine “Ubersetzung”:

Lemma Z.87 Bei der Deutung von V als K-Vektorraum bzw. als K [T]- Modul
entsprechen sich:
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(i) “U ist f-invarianter Unterraum” und “U ist Untermodul”.

(ii) “U, ist f-zyklischer Unterraum” und “U, ist zyklischer (von v erzeugter) Un-
termodul”.

(iii) “¢ ist Minimalpolynom zu f auf U,” und “Das Haupt-Ideal (1) ist Ordnungs-
ideal zum Element v.”

Beweis als Ubung,.
Ferner sei an Satz Z.26 erinnert, wonach jedes Element v € V' ein nichttriviales
Ordnungs-Ideal besitzt und damit in V' (als Modul) keine freie Familie existiert.
Auf diesen Modul kénnen wir unseren Satz Z.83 anwenden. Dies fiihrt zu

Satz Z.88 Es sei V ein Vektorraum, f € Hom(V, V') ein Endomorphismus. Dann
gibt es eine Darstellung
V=Vie..eoV

von V als direkte Summe f-zyklischer Unterrdume V;, fiir deren Minimalpolynome
die Teilbarkeitsbeziehung

U1 [ Yo | | g

gilt.

Diese Minimalpolynome sind dabei genau die (nichttrivialen) Invarianten-Teiler
der charakteristischen Matrix F' — T - I zu einer beliebigen Matrixdarstellung F' von
f und somit eindeutig bestimmt.

Yy ist das Minimalpolynom von f auf V.

Beweis: Die Existenz einer solchen Zerlegung einschliefilich der Teilbarkeit der Mi-
nimalpolynome folgt direkt aus Satz Z.83.

Sei nun eine solche Zerlegung gegeben. In jedem Teilraum V; kann man eine Basis
wihlen, beziiglich der fy, dargestellt wird durch die Begleitmatrix F; zum Mini-
malpolynom ;. Zusammen genommen ergeben diese Basen eine Basis (w1, ..., wy,)
des Gesamt-Raumes V, beziiglich der dann f die Matrixdarstellung

F = diag(F1, ..., Fi)

hat. Dies ist nun genau die Situation von Satz Z.70, sodafl 1, ...,%¢, genau die
nichttrivialen Invarianten-Teiler der charakteristischen Matrix F' — T - I sind. Die
sind aber allein durch f bestimmt und nicht abhingig davon, mittels welcher Basis
f durch eine Matrix dargestellt wird.

Ist 1) das Minimalpolynom von f auf ganz V, so ist nach Satz Z.22 das Polynom
1y als Minimalpolynom auf einem Teilraum selbst Teiler von 1. Andrerseits 1afst
sich jedes v € V entsprechend der Zerlegung darstellen als

V=01 + ..+ Vg,

wofiir dann fiir jedes i gerade ¢;(f)v; = 0 und wegen v); | 1, dann auch ¥y (f)v; =0
ist. Dann ist aber auch ¥ (f)v = 0 und, da v beliebig war, also i | ¥k, sodaf beide
iibereinstimmen miissen. d

Die in der Zerlegung von Satz Z.88 auftretenden Teilrdume V; sind zwar f-zyklisch,
brauchen aber keineswegs irreduzibel zu sein, sodaf sie evtl. noch nach Satz Z.30
weiter zerlegt werden konnen. Fiihren wir dies aus, so erhalten wir den angestrebten

Satz Z.89 (Zerlegung eines Raumes nach einem Endomorphismus)
Zu einem Vektorraum V mit einem Endomorphismus f € Hom(V,V) gibt es
eine Zerlegung
V=Uid..0U,
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in irreduzible f-zyklische Unterrdume. Das zugehérige System von Minimalpoly-
nomen ¢1, ..., ., ist bis auf die Reihenfolge und abgesehen von trivialen Teilen
eindeutig bestimmt.

Es ist

’l/) = kgv(wlv ) 90771>

das Minimalpolynom von f auf'V,

das charakteristische Polynom von f.
Insbesondere ist das Minimalpolynom ein Teiler des charakteristischen Poly-
noms.

Beweis: Nach Satz Z.30 14t sich jeder f-zyklische Raum in eine direkte Summe
irreduzibler f-invarianter Riume zerlegen, wobei diese Zerlegung der Darstellung
des Minimalpolynoms als Potenzprodukt verschiedener irreduzibler Faktoren ent-
spricht. Damit ergibt sich die Existenz der Zerlegung und die Eindeutigkeit des
Systems der Minimalpolynome direkt aus Satz Z.88.

Als Minimalpolynome zu f auf Teilrdumen von V sind die ¢; alles Teiler des
Minimalpolynoms v von f auf ganz V. Zerlegen wir zundchst nur nach Satz Z.88,
so ergibt sich bei der hier entstehenden Zerlegung V = V; @ ... @ Vi mit den sich
sukzessive teilenden Minimalpolynomen 1 | 12 | ... | 1 ja einerseits ¢ = 1,
andrerseits wird bei der anschliefenden Verfeinerung nach Satz Z.30 hier ¢ zerlegt
in ein Produkt teilerfremder Polynome, die alle als Minimalpolynome ¢; bei der
Zerlegung in irreduzible Rdume auftreten. Damit ist dann ¢ = kgV (1, ..., om).

Schliefslich konnen wir fiir jedes U; eine Basis so wéhlen, daf beziiglich dieser f
durch die Begleitmatrix F; zu ¢; dargestellt wird. Dies ergibt fiir f eine Darstellung
als

f=F = diag(Fh, ..., Fp).

Dann ist

Xf(T) =det(F —T-1) = [[det(F; — T - I,) = [ [ i(T),

da nach Satz Z.32 die Begleitmatrix zu einem Polynom p € K [T] genau p als
charakteristisches Polynom hat.

Damit ist dann auch bewiesen, daft das Minimalpolynom ein Teiler des charak-
teristischen Polynoms ist. O

Diese letzte Aussage ist bekannt als

Satz Z.90 (HAMILTON-CAYLEY) Ist x;(T") das charakteristische Polynom eines
Vektorraum-Endomorphismus f, so ist

oder formuliert fiir Matrizen:
Fiir x(T) :=det(F —T - I) ist
X(F) = 0.

Wir beschliefien dieses Kapitel, indem wir noch den Algorithmus Z.84 zur konstruk-
tiven Ausfiihrung von Satz Z.83 fiir die Situation des durch einen Endomorphismus
f gegebenen K [T]-Moduls explizit durchfiihren.
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Sei also V ein K-Vektorraum mit einer Basis (wi,...,wy), f € Hom(V,V)
ein Vektorraum-Endomorphismus. Trivialerweise ist die gegebene Vektorraum-Basis
(w1, ...,wy) auch K [T]-erzeugend fiir V.

Wir verfolgen nun Algorithmus Z.84:

Schritt 1: Als K [T]-Erzeugenden-System fiir V' wahle die gegebene K-Basis
(W1, ey Wy )-

Schritt 2: Als nichstes ist der Kern U des durch
e (KT =V, e—w; (i=1,..,n)

gegebenen Modul-Homomorphismus zu studieren. Die e; sind wieder die kanoni-
schen Einheitsvektoren.

Dafiir gilt

Lemma Z.91 Ist F' = (n;;) € K™*" die Matrix-Darstellung von f beziiglich der
Vektorraum-Basis (w1, ..., w,) von V, d.h. ist

flw;) = zn:mjwi (j=1,...n),

i=1

so bilden die Elemente (in (K [T])")
ui(T) = zn:mjei —Te; (j=1,..,n),
i=1

eine Basis des oben genannten K [T|-(Unter-)Moduls U C (K [T])".
Die u;(T") sind dabei genau die Spalten der charakteristischen Matrix zu F.
Beweis:

uj € U: Es ist p(u;) = <p(2?21 nije; —Tej) = Z?Zl nijw; — f(w;) = 0.
Also liegen die u; in kerp = U.

(U1, .y up) ist erzeugend fir U: Die e; sind Basis von (K [T])", wovon U ein
Untermodul ist. Somit hat jedes u € (K [T])" eine Darstellung als

u(T) =Y 0;(T)e;  6;(T) € K[T].
Nach Konstruktion ist
Te; :zn:mjei—uj(T) (j=1,...n).
i=1
Zerlegen wir also

0;(T) =~;(T)- T+ p; mit p; € K,

S0 ist

w(T) = 0;(T)e; = Z%‘(T) Tej+ Zﬁ'jej

j=1 j=1
=> %) (Z Mijei — uj(T)> +Y pie
j=1 i=1 j=1
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wobei der maximale Grad der 0; kleiner ist als der der ;. Dies kann man iterieren
und erhalt:
Jedes u € (K [T])™ hat eine Darstellung als

w(T) =Y 7(T)u;(T)+>_ pje; mit p; € K.
j=1 j=1
Ist jetzt u € U, so ist p(u) = 0,¢(u;) = 0 fiir alle j, also

0=cp(u) =Y v(fe(u;) + ijsﬁ(ej) = ijwj,

j=1

und da die w; eine K-Basis von V bilden, sind alle p; = 0.
Somit besitzt jedes u € U = ker ¢ eine Darstellung

u(T) = Z ¥ (T)u; (T,

sodafs die u; ganz U erzeugen.

(U1, ..., up) ist K [T]-unabhingig: Wahle 0;(T) € K [T, sodaf

0= Z 0;(T)u;(T) = Z 0;(T)mijei — Z 0;(T)Te;.

Dies ist eine Gleichung in K [T]", d.h. fiir jedes k gilt in der k-ten Komponente die
Polynomgleichung

0= 6;(T)n; — Ou(T)T.

Fiir ein ), mit maximalem Grad ist dies aber aus Gradgriinden ein Widerspruch,
sofern es sich um ein nichttriviales Polynom handelt. Also miissen alle 6; = 0 sein,
was die Unabhangigkeit zeigt. d

Fahren wir im Algorithmus Z.84 fort.
Schritt 8: Bestimme die Koeflizienten-Matrix A fiir die

(U1, ooy Up) = (€1, ..y en) Al
Wegen .
ui(T) = ijei —Te;
i=1
ist dies die Matrix
A=F-T-1,
also die “charakteristische Matrix” des zugrunde liegenden Endomorphismus f.

Schritt 4: Diese Matrix A € (K [T])"*™ haben wir nun noch zu diagonalisieren
und die zugehorigen Transformationsmatrizen B,C € (K [T])"*™ zu bestimmen.
Da U eine Basis der Lange n hat, entsteht hier die Diagonalmatrix

A’ = B~ AC = diag(dy, ...,0,), wobei alle §; € K [T],# 0 und 61 | 62 | ... | 6,
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Schritt 5 und 6: Die Spalten (by,...,b,) von B sind dann die gesuchte Basis,
sodafs
vii=p(b;) (i=1,..,n)

die Erzeugenden fiir die zyklischen Moduln mit den Ordnungen d; sind.
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BZ Beispiele zur Modulzerlegung

BZ1: Auf der Schule hatten Sie (reelle) Polynome eigentlich nur unter dem Aspekt
einer besonders bequemen Abbildungsvorschrift fiir Funktionen R — R angesehen.
Dieser Standpunkt sollte jetzt endgiiltig verlassen werden. Fiir einen Korper K ist
ein Polynom p € K [T] ein Element der eingefiihrten Polynom-Algebra, auf das man
fiir jede beliebige weitere K-Algebra A einen Einsetzhomomorphismus

¢a : K[T] — A; pa(p) = pla)

anwenden kann. Speziell kann man auch als Algebra A den Korper K selbst nehmen.

Nehmen wir etwa den Korper F> mit den beiden Elementen {0, 1}, so ist fiir das
Polynom p(T) := T(T — 1) offenbar p(0) = 0,p(1) = 0, d.h. unter den beiden nach
A := K := F; moglichen Einsetzhomomorphimsen ¢y, 1 : F» [T] — F» kommt hier
stets der Wert 0 heraus, obwohl das Polynom selbst nicht das 0-Element in F5 [T']
ist.

Wihlt man hier als Algebra A etwa die Matrixalgebra K2*2, so kann man iiber
den Einsetzhomomorphismus jetzt eine 2 x 2-Matrix in ein Polynom einsetzen und
da kann dann evtl. auch wieder die Nullmatrix herauskommen. So ist beispielsweise
fiir p(T) = T2 — 10T + 24, a = <51 51)

pla) =a®>—10-a+24-1
26 —10 5 -1 1 -0
_(10 26)_10'(1 5)+24'(0 1)
(00
“lo o

Dieses Polynom hat also die Matrix a := ( 5o 1

1 5 ) als “Nullstelle”.

BZ2: Zu EUukLIDs Algorithmus:
Mit den beiden Polynomen p;(T) = T — 1, po(T) = T* + T3 +2T? + T + 1
erhalten wir aus p1(T") = ¢1(T)p2(T) + p3(T) :

T —1=(T*-T-1)(T*"+T°+21° + T+ 1)+ 2(I° + T* + 1),

dh. p3(T) =2(T3*+T?+1T).
Der nichste Schritt ist dann

p2(T) = q2(T)p3(T) + pa(T),

d.h.
1
T4+ T3 42T + T +1 = (§T)2(T3+T2+T)+(T2+T+1),

was ps(T) = T? + T + 1 ergibt.
Damit folgt dann schliefllich

2T* +T*+T) = 2T)(T* + T + 1),
wobei kein Rest bleibt. Also ist

d(T):=T*+T+1
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der letzte nicht verschwindende Rest und damit ein ggT(p1, p2). Er besitzt die Dar-
stellung aus den Anfangspolynomen

1 1
T2+T+1:(—ET)-pl+§(T3—T2—T+2)-p2.

Weiter bis

BZ3: Wir betrachten den Homomorphismus f : R* — R*, der beziiglich der
0 -2 4 -1

kanonischen Basis durch die Matrix F := 8 (2) (2) 8 vermittelt wird.
1 1 -2 -1
-1 -5 10 1 1 -7 14 0
_10 4 0 O 0O 8 0 O
. 22— 3
Dafiir ist F 0 0o 4 ol F° = 0 0 8 0
-1 -1 2 0 0O 0 0 1

Man verifiziert leicht, daR F + F? = F3 — 2[ ist. Damit annulliert das Polynom
p(T):=T>—T?>—-T—2=(T-2)(T*+T+1)

den Homomorphismus f, d.h. es ist p(f) = 0.

Die zweiten Spalten von I, F, F2, also die Vektoren eg, f(e2) = Fea, f2(e3) =
F?ey sind offenbar linear unabhiingig, sodaft es kein nichttriviales Polynom ¢(7T')
vom Grad < 2 geben kann, fiir das ¢(f) = 0 ist. (Denn dafiir wire dann auch
q(f)(e2) = Baf?(e2) + 1 f(e2) + Boez = 0, etc....)

Also haben wir in p(7T") das Minimalpolynom gefunden. Es ist also fiir unseren
Homomorphismus f das Polynom

Up(T) = (T =2)(T°+ T +1)
das Minimalpolynom.

BZ4: 7Zu dem Homomorphismus f aus BZ3 lautet das charakteristische Poly-
nom
Xf(T) = (T —2)X(T? + T +1)

Es wird also vom Minimalpolynom geteilt, genauer ist
Xf(T) = (T = 2)¢py(T)
und damit auch
xf(f) = (f —id) oy (f) = (f —id) o0 = 0.

Das ist ein Beispiel fiir den Satz Z.90, der besagt, dafs fiir jeden Homomrphismus f
stets xs(f) = 0 ist.

BZ5: Bleiben wir bei dem in BZ3 begonnenen Beispiel. Nach Satz Z.22 ist
das Minimalpolynom 7’ zu einem f-invarianten Unterraum U C R* ein Teiler von
Y¢(T) = (T —2)(T*+ T + 1), sodak hier an nichttrivialen Teilerpolynomen gerade

Y1(T) ;=T —2und »(T) :=T?> + T+ 1
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infrage kommen. Ferner sind nach dem selben Satz die Radume U; := ker); (f) selbst
f-invariant und es gilt R* = U; @ U,. Diese Riaume kann man ausrechnen. Es ist

Ui =keryi(f) =ker(f—2id) = ker(F — 21)
Uy :=keryo(f) =ker(f?+ f+id) =ker(F?+F+1).

Hier sind einfach homogene Geleichungssysteme zu 16sen und man erhélt

Uy = span(e; — ez, e1 + €2 + €3),
Us = span(ey, eq).

Die vier hierbei notierten Vektoren bilden eine Basis des R*, womit — wie oben
behauptet — dann Ujs @ Us = R%.

Als Kerne von Polynomen in f sind U; und U; je f-invariant. Rechnen wir dies
auch direkt nach: Es ist

0 -2 2
0 2 -2
f(€1*€2):F(61*62): ol ~ 0 = 0 :2(61762),
1 1 0
ferner
0 —2 4 2
0 2 0 2
flerteates) = Fleiteates) = [ |+ o [T] o | = | 5| = 2(ert+eates).
1 1 —2 0

Damit sind beides Eigenvektoren von f zum Eigenwert 2 und ganz U; besteht somit
nur aus solchen, d.h. fiy;, = 2idy, . Also hat fjy, beziiglich jeder Basis von U; die

Matrixdarstellung
. 2 0
f\Ulel = <0 2> .

Fiir die Basis (e1, e4) von Uy haben wir

fler) =Fer =ey,
f(€4) = Fey :—(€1+€4).

Beides liegt wieder in Us, sodafs sich Us als f-invariant erweist. Beziiglch dieser Basis
haben wir also die Matrixdarstellung

f‘U2£F2 = ((1) :}) .

Daraus gewinnt man geméaf Satz Z.23 die Zerlegung

RY=U, ¢ U,
und
2 0
0 2
~ .
f=F= 0 -1
1 -1

BZ6: Der in BZ5 erhaltene Raum U, = span(eq, e4) ist f-invariant und wegen
es = f(e1) auch zyklisch, erzeugt von eq; d.h. Us = span(ey, f(e1)).
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Ist uy € Uy, # 0, d.h. ein Eigenvektor zum Eigenwert 2, so ist auch der Raum
U := span(ui, e1,e4)
f-zyklisch; denn U ist f-invariant wegen
flur) =2u; €U, f(er) =es €U, fles) = —(e1 +e4) €U
und dariiber hinaus haben wir etwa in U die Vektoren
vi=u +er, f(v) =2u +eq, fA(0) = 4u; — (e1 +eq),

und, da uq,e1,e4 unabhingig sind, sind auch die letztgenannten Vektoren unab-
héngig und damit eine Basis von U, sodaf dieser Raum als zyklisch nachgewiesen
ist.

Der ganze Raum R* ist aber nicht f-zyklisch, was man folgendermafen sieht:
Nach BZ5 bilden die Vektoren

(blab23b33b4) = (el — €2,€1 + €2 + 63561364)

eine Basis des R*, wobei by, by Eigenvektoren zum Eigenwert 2 sind und bs, by den
f-invarianten Raum U, aufspannen. Jeder Vektor v € R* hat eine Darstellung als

v = B1by + Paba + B3b3 + B4ba.

Dafiir ist
f(v) = 2B1by + 22b2 + B5bs + B4ba

und allgemein
FH () = 2" Biby + 2 B2bs + 55" by + 81 by
und alle diese Vektoren liegen in

span((3101 + B2b2), b, bs).

Damit ist auch

Uy := span(v, f(v), f*(v),...) C span((Bibs + Baba), b3, ba) G R™.

BZ7: Betrachten wir nochmal den in BZ6 eingefilhrten Unterraum U :=
span(uy, ey, eq), wobei uy ein Eigenvektor zum Eigenwert 2 von f ist. Er ist f-
zyklisch mit Basis

(b1, ba, b3) := (v, f(v), f()) := (u1 + €1, 2uy + e, dus — (e1 + e4)).

Es ist

f( (v )) f?(v) = bs,
(bs) = f(4us — (e1 +eq)) = 8ug —eq — (—e1 — e4)
8u +€1:2b1+b2+b3.

Also hat f|i; beziiglich dieser Basis die Matrixdarstellung

_ o O

0 2
f|U£F’ = 1 1
0 1
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Dies ist die Begleitmatrix zu dem Polynom
Y(T) =T~ 2+T+T?) =(T—-2)(T*+T+1).

Es ist dies das Minimalpolynom zu f auf dem f-zyklischen Raum U. Es ist nicht
irreduzibel. Wenden Sie nun auf diese Situation den Satz Z.30 an und gewinnen Sie
daraus die Zerlegung in irreduzible Riume!

Weiter bis

BZ8: Nach Definition Z.50 ist der Ring K [T] der Polynome in einer Verén-
derlichen 7" {iber dem Korper K stets Hauptidealring. Ersetzt man hier K durch
einen allgemeinen Ring oder nimmt man mehrere Verénderliche, so stimmt diese
nicht mehr.

Betrachten wir etwa R [X, Y], d.h. die reellen Polynome in 2 Veranderlichen. Sie
bilden einen kommutativen Ring mit 1, der kein Hauptidealring ist. Um letzteres
zu sehen betrachten wir das von den beiden Verdnderlichen X, Y erzeugte Ideal:

Z:=(X,Y)={p(X,Y) X +¢q(X,Y)-Y|[p,qgeRIX, Y]}

Daf dies ein Ideal im Sinne von Definition Z.44 ist, rechnen Sie mal selber nach. Es
enthdlt genau alle Polynome, deren absoluter Term verschwindet.
Wiére 7 ein Hauptidealring, so gibe es ein Polynom a(X,Y) € R[X,Y], sodaf

T=(a(X,Y)) = {r(X,Y) a(X,Y) | r € R[X,Y]}.

Wegen X € 7 gébe es dann ein 1 sodal X = 71 - a(X,Y). Da a(X,Y) kein
Absolutglied hat, ginge dies (bis auf Trivialitdten) nur fir 4 = 1,a(X,Y) = X.
Damit wére aber Y = r5 - X, was unmoglich ist.

BZ9: Es bezeichne Z[i] die “ganzen GAUsSschen Zahlen”, d.h. die komplexen
Zahlen mit ganzzahligem Real- und Imaginirteil. Mit den von C ererbten Opera-
tionen ist dies ein kommutativer Ring mit 1. Wir definieren die Abbildung

v:iZ[i] — Ny =2y +irg — v(z) = 27 + 235 = (1 + ixe)(x1 — ixo) = x - T.

Mit dieser “Normfunktion” wird Z [ ] ein EUKLID-Ring. Eine Division mit Rest, die
den Anforderungen von Definition Z.50 geniigt, erhilt man so:
Zu a := aj +iay # 0,b:= by + iby gilt in C
b a-
b = —--q= a
a

>
f

a = —b a
ZO
Dabeiist a-b = (a1 — iag)(bl + ’ng) =:c1 + Co, d.h.

a) =
Nun sind ﬁ, V‘ZZ) i.a. keine ganzen Zahlen, sondern nur rational. Aber wir

haben eine Darstellung

Ql
S|

a-b c e
Wa) — v T @

a-b C1 . C2 o ¢ i ¢
(@) = (@) +l1/(a) =(q1+e€1) +i(q2+ €2)

mit q1,92 € Z und |e1], |e2] < % Damit ist dann b = (q1 + ig2)a + (€1 + i€a)a,

also b — (g1 +ig2)a € Z[i], sodal auch r := (€1 + iez)a € Z[i] und damit b =
(g1 +ig2)a + 7 in Z[i] gilt. Und hierfiir ist
1

W) = (& + Bwa) < (7 + pv(a) =

1
51/((1) < v(a).



BZ-6 BZ BEISPIELE ZUR MODULZERLEGUNG

BZ10: Ein Beispiel fiir den Invariantenteilersatz iiber Z und den Algorithmus
7.64: Wir diagonalisieren die folgende Matrix

= O NN
N OO N
o o OO
= O NN
T O W N

Ausrdumen der ersten Zeile und Spalte nach Schritt 2 liefert

2 0 0 0 O
0 -2 0 0 1
0 -6 6 -6 0
0 -2 0 0 1

Verwende Schritt 3a: addiere die zweite Zeile zur ersten:

2 =2 0 0 1
0 -2 0 0 1
0 -6 6 —6 0
0 -2 0 0 1
Schritt 1: Tausche Spalten 1 und 5:
1 -2 0 0 2
1 -2 0 0 O
0 -6 6 —6 0
1 -2 0 0 O

Schritt 2: Ausrdumen der ersten Zeile und Spalte:

1
0
0 -6 6 -6 0
0

Schritt 1: Tausche Spalten 1 und 4:

-2 0 0 0
0 6 —6 —6
-2 0 0 0
Ausraumen der ersten Spalte
-2 0 0 0
0 6 —-6 -6
0 0 O 0
Schritt 3b: Setze 05 := —2 und mache weiter mit der Restmatrix

6 —6 —6
0o 0 0)°
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Schritt 2: Ausraumen der ersten Zeile:

6 0 0
0 0 0/°

Damit haben wir als Normalform

1 0 00O
0 -2 0 0 O
0 0 6 0 O
0 0 0 0 O

erhalten.

Bestimmen wir noch die Determinantenteiler
d;(A) := ggT(j — reihige Unterdeterminanten vonA).

Es ist d1(A) der ggT der Matrixelemente, also d1(A) = 1.

Es ist d3(A) = 2; denn die 2 x 2-Unterdeterminante in der rechten oberen Ecke
hat den Wert 2 und in jeder 2 x 2-Untermatrix stehen in einer Zeile oder Spalte nur
gerade Zahlen, sodaf jede 2 x 2-Unterdeterminante durch 2 teilbar ist.

Es ist d3(A) = 12; denn die 3 x 3-Unterdeterminante in der rechten oberen Ecke
hat den Wert 12. Bei den 3 x 3-Unterdeterminanten, die die dritte Zeile enthalten,
liefert diese eine Faktor 6, ein weiterer Faktor 2 kann jeweils leicht gefunden werden.
Somit sind diese alle durch 12 teilbar. Die 3 x 3-Unterdeterminanten, die die dritte
Zeile nicht enthalten, sind alle = 0, da die vierte Zeile die Summe der ersten beiden
ist.

Mit der letzten Bemerkung folgt dann auch, daf alle 4 x 4-Unterdeterminanten
= 0 sind, d.h. d4(A4) = 0.

Vergleichen Sie dazu den Satz Z.68.

BZ11: Nun noch ein Beispiel zum Invariantenteilersatz iber R [T'] :
Mit der Matrix F' aus BZ3 betrachten wir

-T -2 4 ~1
0 2-T7 0 0
A=F=T-I=| 4 "o 2.7
1 1 -2 -1-T

und bestimmen die Normalform.
Tausch der Zeilen 1 und 4 liefert

1 1 -2 —-1-T
0 2-T 0 0
0 0 2-T 0
- =2 4 -1

Darin kann man nun die erste Zeile und erste Spalte ausrdumen und erhélt

1 0 0 0
0 2-T 0 0
0 0 2-T 0

0 24T 4-2T -T?-T-1
Alsoist §; = 1 und wir konnen die erste Zeile und erste Spalte streichen. Dies liefert

2-T 0 0
0 2-T 0
—(2-T) 22-T) —(T*4+T+1)
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Hierin ist 2—T ein Polynom niedrigsten Grades, sodaft wir damit Zeile 1 und Spalte
1 ausrdumen kénnen. Dies liefert

2T 0 0
0 2-T 0
0 22-T7) —(T?>+T+1)

Nun sind aber die Polynome 2 — T und 72 + T + 1 teilerfremd. Somit ist die dritte
Zeile zu der ersten zu addieren:

Esist —(T?+T+1) = (T +3)(2—T) — 7, soda durch Subtraktion von Vielfachen
der ersten Spalte sich

2T 0 —7
0 2-T 0
0 22-T7) —(T?>+T+1)

ergibt. Hierin ist —7 ein Polynom niedrigsten Grades. Wir haben also die Spalten
1 und 3 zu tauschen und erhalten

-7 0 2-T
0 2-T 0
—(T?+T+1) 22-T7) 0

Ausrdumen der ersten Zeile und Spalte liefert

-7 0 0
0 2-T 0
0 22-T7) -i2-T)(T*+T+1)

(—=7) ist eine Einheit in R [T], somit ist d2 = —7 und es bleibt

2-T 0
<2(2—T) —12-T)(T*+T+ 1)) :

Hier ist alles durch (2 — T') teilbar, sodafs wir sofort auf

2-T 0
0 —2@-T)(T?*+T+1)
kommen. Dies liefert
1
05 =(2—T), 6, = 7(2 ~TYT?+T+1).

Da es auf die Multiplikation mit Einheiten nicht ankommt, kénnen wir diese noch
etwas glitten und erhalten als Normalform die Diagonalmatrix

10 0 0
0 1 0 0
00 (I'-2) 0
0 0 0 (T —2)(T*+T+1)

Berechnen wir noch die Determinantenteiler.
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Trivialerweise ist dq(A4) = 1.
Unter den 2 x 2-Unterdeterminanten finden wir unter anderem

=T =2
det(1 1)T+2

4 -1
det (2 1 T) =—4—-4T -2 = —-2(2T + 3),
die offenbar teilerfremd sind. Damit ist d2(A) = 1.

An jeder 3 x 3-Unterdeterminante ist die zweite oder dritte Zeile beteiligt, sodaft
sie sicher durch 7" — 2 teilbar ist. Spezielle solche Unterdeterminanten sind

-T =2 4
det| O 0 2-T)|=-2-T)(-T+2)
1 1 -2
und
-2 4 -1
det|2—-T 0 0 =2(2-T)(2T + 3),
1 -2 —-1-T

deren ggT gerade T — 2 ist. Also ist d3(A4) =T — 2.
Schlieflich ist dy(A) = det(A) = (T —2)*(T* + T + 1).
Weiter bis

BZ12: Als die “KLEINsche Vierergruppe” bezeichnet man die Gruppe V mit
vier Elementen 0, a, b, ¢ fiir die die folgende Additionstabelle besteht:

+]0 a b ¢
0/0 a b c
ala 0 ¢ b
blb ¢ 0 a
cle b a O

Wir fithren damit den Algorithmus Z.84 aus.

1.) Es ist (a,b) ein Erzeugendensystem, d.h. deren Linearkombinationen mit
Koeffizienten in Z sind ganz V. Es hat zwei Elemente.

2.) Der Z-Modul-Homomorphismus ¢ : Z? — V, ¢(e1) = a,¢(e2) = b hat als
Kern genau U := span(2ey, 2e5). Denn jedes u € Z? hat eine Darstellung als

u= (201 + €1)e1 + (2aa + €2)ea
mit aq, s € Z,€1,€62 € {0,1}. Dann ist aber

p(u) = (2a1 + e1)p(e1) + (202 + e2)p(e2)
= (2a1 + €1)a + (202 + €2)b

= €1a + €3b,

daja2e=a+a=0=">b+b=2b Wegen ¢1,e5 € {0,1} ist dann nach der
Additionstabelle also ¢(u) = €1a + e2b = 0 genau dann, wenn €; = eo = 0. Also ist
(u1,u2) := (2e1,2es) Basis von U = ker .
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3) Es ist (ul,uQ) = (61,62) ((2) (2)) s d.h.

A(?) g)

4.) Diese Matrix hat schon die gewiinschte Normalform, d.h. wir kénnen

1 0
=5 1)
wahlen.

5.) Die gesuchte Basis ist dann (b1, b2) = (e, €2).
6.) Es ist
(’UlaUQ) = (‘P(bl)a‘P(bQ)) = (a7b)7
d.h. die von a und b erzeugten Moduln V,, V}, haben damit die Ordnungen 2 und
ihre direkte Summe ist V. Ein freier Anteil tritt nicht auf. Mit Satz Z.86 ist also

V = Z/QZ @Z/QZ.

(Fiir dieses Beispiel hiitte scharfes Hinsehen natiirlich auch ohne die ganze Theo-
rie dieses Ergebnis gebracht.)
Weiter bis

BZ13: Wir demonstrieren die Zerlegung des Raumes nach einem Endomor-
phismus an dem schon in BZ3 und BZ11 behandelten Beispiel:

f:R* = R*: 2z~ f(x):= Fr mit

0 -2 4 -1
0 2 0 0
F= 0 O 2 0
1 1 -2 -1

Wir verwenden den Algorithmus Z.84 und arbeiten in dem K [T]-Modul V := R*
mit der skalaren Multiplikation p(T') - v := (p(f))(v).
Schritt (i) und (ii): Wir haben ein Erzeugendensystem (wq,...,ws) von V zu
wéhlen und den durch
o: (K[TN* =V e w;

gegebenen Homomorphismus zu bestimmen.
Wihlt man als w; die kanonischen Einheitsvektoren im R*, so bilden nach Lem-
ma Z7.91 die Spalten u; der charakteristischen Matrix

(’U,l,...,U4) =F-T-1

eine Basis von U := ker p C (K [T])*.
Schritt (iii): Die hier zu betrachtende Matrix ist also

A=F-T-1I

Schritt (iv): Diese Matrix ist nun auf Diagonalform zu bringen. Die Diagonalform
selbst haben wir schon in BZ11 bestimmmt. Wir brauchen aber auch die transfor-
mierenden Matrizen. Dafiir beachten wir, daff der Tausch von Spalten oder das
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Addieren eines Vielfachen einer Spalte zu einer anderen, wie man es zum Ausriu-
men von Zeilen braucht, die Multiplikation mit einer geeigneten Matrix von rechts
bedeuten, und die entsprechenden Operationen mit Zeilen durch Multiplikation von
links realisiert werden. Man braucht also nur die bei den jeweiligen Einzelschritten
entstehenden Matrizen aufzumultiplizieren und erhéalt so die Transformationsmatri-
zen B~ bzw. C.

Zur Abkiirzung setzen wir
a:=2-T, f:=—-1-T -T2

wofiir dann
B+7=(T+3)

ist. Unsere Matrix lautet damit

-T -2 4 -1
0 a 0 0
0 0 « 0
1 1 -2 —(1+7)

Aus den ersten Operationen ergibt sich dafiir

1 000\ /000 1\ /~-T -2 4 -1 1 -1 2 1+T
010 0|[o 100 0 a 0 0 0 1 0 0
0 01 0floo1ol]lo 0 « 0 0 0 1 0
T 0 0 1/ \1 0 0 0 1 1 -2 —a+7m)/\0 0 0 1
000 1\ /-T -2 4 -1 1 -1 2 1+T
(o100 0 a 0 0 0 1 0 0
“lo o 1 0 0 0 « 0 0 0 1 0
100 T 1 1 -2 —a+7))\o 0 0 1
1 0 0 0
0 a 0 0
*00040*"41'
0 —a 2a
Mit
00 0 1
. 010 0
Bii=10 01 o
1 00T
und
1 -1 2 1+T
0 1 0 0
C=10 0 1 0
0 0 0 1

ist also A; = BflACl.
Nun kann man die erste Zeile und erste Spalte von A; zunichst weglassen und
mit der Restmatrix
o 0 0
A= 0 a 0
—a 2a
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weitermachen. Die in BZ11 durchgefiihrten Schritte liefern

1 0 0\ /10 1\ /1 00 a 0 0
0 1 0][0o 1 0][0 1 0 0 a 0
i30 1)\0o 0 1/ \1 0 1)/ \-a 2a p
1 =2 —(T+3)\ /0 0 1\ /1 0 i«
1o 1 0 01 0]{o 1 o0
0 0 1 1 00/ \0 0 1
2 0 1 o 0 0\ /[-(T+3) -2 —-1ip
0 1 0 0 a 0 0 1 0
264+1 0 18+1) \—a 2a §f 1 0 ia
-7 0 0
0204%0[5

Mit den aufmultiplizierten linken bzw. rechten Matrizen

2 0 1
(BY)™! = 0 1 0
2 1
26+1 0 ip+1
—(T+3) -2 -1ip
CY = 0 1 0
1 0 ita
ist also
Ay = (By) ™ AL Gy
Die Normalform von A, erhalt man offenbar, wenn man das Doppelte der zweiten
Zeile von der letzten subtrahiert, d.h. von links mit der Matrix

1 0 0
(B5)™t:=10 1 0

0 -2 1
multipliziert. Nimmt man alles zusammen, fiillt die verkiirzten Matrizen auf die
volle Grofse auf, so haben wir also: Mit

o () (M) 5

und
1
CC“( Cé)
ist
1
B'AC = diag(1, -7 E B) = -7
- a‘g ) 70[77(1 - 2—T
—1Q2-T)T*+T+1).
Dabei ist
0 0 0 1
-1 1 2 0 T
B = 0 0 1 0
W1 2641 -2 T(EA+1)
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und
1 2T+4 4 i+ (T +1)ia
0 —(T'+3) -2 —1p
C =
0 0 1 0
0 1 ia

Hieraus bekommt man die Matrix B zu

-T —-26-1 4 2
0 8+1 -2 -1
0 0 10
1 0 0 0

Thre Spalten seien (b1,...,b4).

Schritt (vi): Mit dem in Schritt (i) und (ii) notierten Homomorphismus ¢ haben
wir zu berechnen v; := ¢(b;) und diese v; erzeugen zyklische Moduln deren Ordnung
gerade die ¢;, d.h. die Diagonalelemente der berechneten Normalform von A =
F —T .1 sind, also

61:=1,00:= —T7,03 :=a=2—T,0, := %aﬁ: —%(2—T)(T2+T+1).
Es ist
o(b1) = p((—T)er +es) = (—f)(e1) +ea =0
plb2) = (36 = Der + (25 + 1ea)
= 2(P 4+ FD(en) —er— (24 4 D(ea) +e2 =0,

Daft hier jedesmal 0 herauskommt folgt natiirlich theoretisch daraus, dafs 41, d2
Einheiten sind, somit (b1), p(b2) als Ordnungsideal den ganzen Ring haben und
damit = 0 sein miissen.

Es ist
4 1 1
-2 1 -1
0 0 0

und damit (siehe BZ5) Eigenvektor von f zum Eigenwert 2. Hierzu gehort der recht
simple zyklische Modul
V3 := R-span(vs).

Ferner ist
2 2
-1 -1
Vg = (p(b4) = 90( 0 ) = 0
0 0
Hierzu gehort der zyklische Modul
2 2 3
-1 -2 —4
Vi := R-span(vs, f(v4),...) = R-span( ol 1ol lo ).
0 1 -1

Zum Modul V3 gehort als Minimalpolynom die Ordnung von vs, also das Polynom
T — 2 und zu dem Modul V; als Minimalpolynom die Ordnung von vy, also das
Polynom (T — 2)(T? + T + 1). Da dies reduzibel ist, kann man V; noch nach Satz
7.30 weiter zerlegen. Das auszufiihren sei Thnen iiberlassen.
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