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1 Grundlagen

Axiome der Lage

Der nun aufzubauende drei - dimensionale projektive Raum enthilt drei Sorten
von “Grundelementen”, genannt “Punkte, Geraden, Ebenen”. Diese stehen iiber die
“Grundbeziehung” der “Inzidenz” miteinander in Beziehung. Statt des abstrakten
Wortes “inzident” benutzen wir auch aus der Euklidischen Geometrie entnommene
anschauliche Begriffe wie “geht durch”, ‘liegt auf” etc.

Wir setzen die Giiltigkeit der folgenden Aziome voraus.

Grundphinomene der Lage 1.1

G1 a) Zu einer Geraden g gibt es Punkte, die mit g inzident sind. Sie bilden eine
“Punktreihe mit Triger g”.

b) Zu einer Geraden g gibt es Ebenen, die mit g inzident sind. Sie bilden ein
“Ebenenbiischel mit Trager g”.

G2 a) Zu einer Ebene E~ gibt es Punkte, die mit E~ inzident sind. Sie bilden ein
“Punktfeld mit Trager E~".

b) Zu einem Punkt P gibt es Ebenen, die mit P' inzident sind. Sie bilden
ein “Ebenenbiindel mit Triger PT”.

G3 a) Zu einer Ebene E~ gibt es Geraden, die mit E~ inzident sind. Sie bilden
ein “Geradenfeld (Strahlenfeld) mit Trager E~7.

b) Zu einem Punkt P gibt es Geraden, die mit P inzident sind. Sie bilden
ein “Geradenbiindel (Strahlenbiindel) mit Triger PT”.

G4) Zu einem Paar {P*,E~} aus Punkt und Ebene, die miteinander inzident
sind, gibt es Geraden, die sowohl durch diesen Punkt gehen als auch in dieser
Ebene liegen. Diese bilden ein “Geradenbiischel (Strahlenbiischel) mit Triger
{PT,E~}"

G5 a) Liegt eine Gerade in einer Ebene, so liegt auch jeder Punkt der Geraden
(als Punktreihe) in dieser Ebene.

b) Geht eine Gerade durch einen Punkt, so geht auch jede Ebene dieser Gerade
(als Ebenenbiischel) durch diesen Punkt.

G6 a) Liegt ein Punkt in einer Ebene, so liegt nicht jede Gerade des Punktes (als
Strahlenbiindel) in dieser Ebene.

b) Geht eine Ebene durch einen Punkt, so geht nicht jede Gerade der Ebene
(als Strahlenfeld) durch diesen Punkt.

G7 a) Liegt ein Punkt auf einer Geraden, so geht nicht jede Ebene des Punktes
(als Ebenenbiindel) durch diese Gerade.

b) Geht eine Ebene durch eine Gerade, so liegt nicht jeder Punkt der Ebene
(als Punktfeld) auf der Geraden.

Wir nennen G1 — G7 die “Grundphdnomene der Lage”.

Diese Grundph@nomene kénnen unmittelbar fiir unsere {iblichen rdumlichen Begriffe
realisiert werden. Sie sind zudem so formuliert, daf sie beim “Dualisieren” , d.h. dem
Austauschen der Begriffe “Punkt” und “Ebene” in sich selbst {ibergehen.

Jedes Grundelement erscheint so in drei Ausprégungen, einmal als es selbst, ferner
unter dem Aspekt der beiden anderen:

Punkt Strahlenbiindel Ebenenbiindel
Punktreihe Gerade Ebenenbiischel
Punktfeld Strahlenfeld Ebene



1-2 1 GRUNDLAGEN

Hinzu kommt aus inzidenten Punkt und Ebene das

Strahlenbiischel.

Bezeichnung 1.2 Punktreihe, Strahlen- und Ebenenbiischel bezeichnen wir auch
als “Grundgebilde erster Stufe”.

Weiter fordern wir :

Grundphinomene der Verkniipfung 1.3

V1 a) Zu zwei verschiedenen Punkten gibt es genau eine Gerade, die beide enthilt,
die “Verbindungsgerade”.

b) Zu zwei verschiedenen Ebenen gibt es genau eine Gerade, die in beiden liegt,
die “Schnittgerade”.

V2 a) Zu einem Punkt und einer nicht durch ihn gehenden Geraden gibt es genau
eine Ebene, die beide enthilt, die “Verbindungsebene”.

b) Zu einer Ebene und einer nicht in ihr liegenden Geraden gibt es genau einen
Punkt, der beiden angehért, der “Schnittpunkt”.

V3) Zwei verschiedene Geraden haben entweder genau einen Punkt und genau
eine Ebene gemeinsam oder weder einen Punkt noch eine Ebene.

Im letzten Fall nennen wir sie “windschief”.

Von diesen Aziomen der Verknipfung sind V1 a), V2 a) und V3 im Euklidischen
sofort einleuchtend, wihrend V1 b) und V2 b) im Widerspruch zur Moglichkeit der
parallelen Lage von Geraden und/oder Ebenen stehen. Dies deutet darauf hin, dafs
unser projektiver Raum nicht der iibliche Euklidische ist.

Ein mathematisches Modell, das obigen Axiomen geniigt, gewinnt man leicht auf
folgende Weise: Es sei K ein Korper. Wir betrachten den linearen Raum K* und
darin alle

1 - dimensionalen Unterrdume und nennen sie “Punkte”,

2 - dimensionalen Unterrdume und nennen sie “Geraden”,

3 - dimensionalen Unterrdgume und nennen sie “Ebenen”.

Inzidenz erkliren wir iber die Inclusion im K*.

Dann ergibt sich die Giiltigkeit der geforderten Axiome unschwer aus Sétzen der
linearen Algebra.

Bezeichnung 1.4 Die so erhaltene Struktur heifst der ‘projektive Raum der Di-
mension 3 iiber K : P3(K)”.

Wiéhlen wir hier etwa K als einen endlichen Kérper, so ist natiirlich auch der ent-
stehende projektive Raum endlich. Dies fithrt zwar zu manchen interessanten An-
wendungen, soll jedoch hier nicht weiter verfolgt werden. Wir fordern deshalb das

Reichhaltigkeitsaxiom 1.5 Punktreihen, Geraden- und Ebenenbiischel haben je-
weils unendlich viele Elemente.

Dies ist natiirlich automatisch erfiillt, wenn wir von dem Korper R der reellen Zahlen
ausgehen, was uns zu dem reellen P? fijhrt. Von diesem wollen wir uns nun ein
geometrisches Modell verschaffen, was nicht nur die Axiome nachzupriifen erlaubt,
sondern auch einen direkten Bezug zu der uns vertrauten Euklidischen Geometrie
hat.

Wir beginnen mit den Punkten, Geraden, Ebenen des gewthnlichen Euklidischen
Raumes und fiigen noch gewisse weitere - vom Euklidischen Standpunkt “uneigent-
liche” - Elemente hinzu, ndmlich
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— zu jeder Geraden genau einen uneigentlichen Punkt, ihren “Fernpunkt”, den sie
genau mit allen zu ihr parallelen Geraden gemeinsam hat,

— zu jeder Ebene genau eine uneigentliche Gerade, ihre “Ferngerade”, die sie genau
mit allen zu ihr parallelen Ebenen gemeinsam hat,

— eine feste uneigentliche Ebene, die “Fernebene”.

Die Ferngerade einer Ebene bestehe als Punktreihe aus genau allen Fernpunkten der
in ihr liegenden Geraden, die Fernebene als Punktfeld aus genau allen Fernpunkten
und als Strahlenfeld aus genau allen Ferngeraden.

Nach dem eben Ausgefiihrten besteht dann etwa die Ferngerade einer Ebene als
Ebenenbiischel aus allen zu dieser Ebene parallelen Ebenen und der Fernebene,
ferner der Fernpunkt einer Geraden ¢ als Ebenenbiindel aus allen Ebenen, die eine
zu dieser Geraden g parallele Gerade enthalten, und der Fernebene, etc.

Motiviert wird solches Vorgehen aus der zeichnerischen Perspektive, wo eben die
Bilder paralleler Geraden einen auf dem Zeichenblatt erscheinenden Schnittpunkt
erhalten kénnen, und umgekehrt zu manchen Punkten oder Geraden kein reales
Bild existiert.

Es bleibt nun eine langwierige Aufgabe, der Sie sich aber wenigstens zum Teil unter-
ziehen sollten, nachzuweisen, daff alle Axiome der Lage und Verkniipfung uneinge-
schrankt gelten, und daf die Sonderrolle der uneigentlichen, d.h. der Fernelemente,
nur bei der Entwicklung vom Euklidischen Standpunkt aus besteht, in dem fertigen
Gebilde aber alle Punkte, Geraden, Ebenen untereinander vollig gleichberechtigt
sind.

Dies so erhaltenen Gebilde ist die Struktur, in der wir unsere dreidimensionale syn-
thetische projektive Geometrie betreiben werden, wobei wir gleich sehen werden,
daR es sich um den reellen P? handelt. Diese geometrische Konstruktion erlaubt es
aber, das Geometrisieren mit den Objekten Punkt, Gerade, Ebene zu betreiben, die
sich in vielerlei Hinsicht so verhalten, wie wir es aus der Euklidischen Elementar-
geometrie kennen, und nicht bloff Namen fiir axiomatisch charakterisierte Objekte
sind.

Dabei ergibt sich noch folgende Konsequenz: Wahlen wir in unserem projektiven
Raum eine beliebige Ebene aus, nennen sie “Fernebene”, alle in ihr liegenden Ge-
raden “Ferngeraden” und alle in ihr liegenden Punkte “Fernpunkte”, so ergibt der
Rest ein Modell unseres iiblichen Euklidischen Raumes; d.h. wir kénnen uns diesen
Rest stets im Euklidischen Bild veranschaulichen, und insbesondere dann Paralleli-
tit iiber gemeinsame Fernelemente erkldren. Man beachte aber, daf im projektiven
Raum Begriffe wie “parallel”,“rechter Winkel” oder “Linge von Strecken oder Win-
keln” a priori nicht erklért sind, sondern erst in speziellem Kontext eingefiihrt werden
konnen.

Betrachten wir nun den Zusammenhang des oben anschaulich geschilderten geome-
trischen Modells mit dem aus den Unterrdumen des R* gebildeten P3. Wir begin-
nen mit der Geraden als Punktreihe. Nach dem Unterraum-Modell sind also deren
Punkte alle eindimensionale Unterrdume eines zweidimensionalen Raumes g, der
isomorph zum R? ist. Siehe Abbildung 1.1.

Wir wihlen als g =2 R? die Zeichenebene mit Nullpunkt O. Jeder projektive Punkt
P wird dann durch einen eindimensionalen Unterraum, also durch eine Nullpunkts-
Gerade P (durch O) dargestellt. Nun zeichnen wir eine beliebige Gerade g nicht
durch O, und tragen den Schnittpunkt P der Nullpunktsgeraden P, die den projek-
tiven Punkt P darstellt, mit g ein. Auf diese Weise wird jedem projektiven Punkt P
genau ein (gewdhnlicher) Punkt P der gewdhnlichen Geraden g eineindeutig zuge-
ordnet; es gibt jedoch eine Ausnahme: Der durch die zu g parallele Nullpunktsgerade
dargestellte Punkt P, geht leer aus, bis wir ihm den einen Fernpunkt von g zuord-
nen. Lassen wir nun den Strahl P etwa im Uhrzeigersinn kontinuierlich um O rotie-
ren, so wandert der zugeordnete Punkt P zuniichst nach rechts bis zum Fernpunkt
und kommt dann von links wieder an. Die projektive Gerade ist als Punktreihe
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Abbildung 1.1

eine geschlossene Linie, der Fernpunkt keineswegs ein Ende, d.h. topologisch ist die
projektive Gerade ein Kreis.

Abbildung 1.2

Analog kénnen wir fiir die projektive Ebene vorgehen. Siehe Abbildung 1.2. Wir
beginnen mit der Ebene als Strahlenfeld. Nach dem Unterraum-Modell sind diese
Strahlen alle zweidimensionalen Unterrdume eines dreidimensionalen Raumes £,
der also isomorph zum R3 ist. Sein Nullpunkt sei wieder O. Jede projektive Gerade
g unseres Feldes wird dann realisiert durch eine Ebene durch O. Nun zeichnen wir
eine Ebene £, nicht durch O und tragen die Schnittgeraden § von g mit £~ ein.
Fiir jede projektive Gerade g erhalten wir in g genau eine gewohnliche Gerade in
der gewdhnlichen Ebene £~ , wobei wieder genau eine Ausnahme eintritt: Die durch
die zu £~ parallele Nullpunktsebene dargestellte Gerade g liefert mit £~ keine
gewdhnliche Schnittgerade, bis wir eben in £~ noch die Ferngerade einfiihren.

In dieser Ferngeraden liegen dann auch genau die Fernpunkte aller der Geraden,
die ganz in der Ebene E~ verlaufen. Da parallele Geraden den selben Fernpunkt
haben, sind dies also genau die Fernpunkte der Geraden eines ganz in dieser Ebene
liegenden Geradenbiischels.

Wir hatten festgestellt, daf die (reelle) projektive Gerade topologisch ein Kreis ist,
sodafk es naheliegt, zu vermuten, die (reelle) projektive Ebene sei eine Kugel. Dies ist
falsch! Die richtige Vorstellung bekommt man, wenn man wieder von dem eben be-
trachteten Bild ausgeht, wobei die Punkte der projektiven Ebene dargestellt werden
durch alle Nullpunktsgeraden im R3. Eine beliebige Kugelsphére K mit Mittelpunkt
im Nullpunkt O wird dann von einer solchen Nullpunktsgeraden in zwei diametral
gegeniiberliegenden Punkten geschnitten und wir erhalten offenbar so eine Bijektion
zwischen den Punkten der projektiven Ebene und den Paaren von Diametralpunk-
ten einer Kugelsphire. Das entstehende Gebilde hat grofe Ahnlichkeit mit dem
MOBIUS-Band:
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Satz 1.6 Die topologische Gestalt der reellen projektiven Ebene ist eine geschlos-
sene einseitige und damit nicht orientierbare Fliche.

Letzteres bedeutet, daft es moglich ist, etwa einen kleinen orientierten Kreis durch
blofses Verschieben auf der Fliche in den umgekehrt orientierten Kreis zu iiberfiih-
ren. Siehe Abbildung 1.3.

Abbildung 1.3

Es ist wohl deutlich, wie man fortzufahren hat, um die Aquvalenz von unserem
geometrisch erzeugten Raum und dem reellen P? vollstindig zu beweisen.

Kehren wir nun zu der allgemeinen, durch die bisherigen Axiome beschriebenen Si-
tuation zuriick, die keineswegs nur den P2 ergibt. Wir hatten schon bei den Grund-
phanomenen der Lage darauf hingewiesen, daff sie invariant sind unter dem Aus-
tauschen der Begriffe “Punkt” und “Ebene”. Dies gilt auch fiir die weiteren schon
formulierten Axiome — und wird auch fiir die noch hinzuzunehmenden gelten. Dies
fiihrt zu dem

Prinzip der Dualitét 1.7 Mit jeder Aussage gilt auch ihre “duale”, die durch for-
males Austauschen der Begriffe “Punkt” und “Ebene” (“Dualisieren”) entsteht.
Man braucht jeweils nur eine der beiden zu beweisen, da auch der Beweis der anderen
daraus durch Dualisieren entsteht.

Noch ein Wort zu den verwendeten

Notationen 1.8 Punkte bezeichnen wir durch Grofsbuchstaben mit einem hoch-
gestelltem + : A% BT .. P* .. entsprechend Ebenen durch Grofibuchstaben
mit hochgestelltem ~— : E~,F~,...,Q,... und Geraden mit kleinen Buchstaben.
Es bezeichnet v := XT NY™T die Verbindungsgerade der Punkte X,Y ™ und
s:= X~ NY~ die Schnittgerade der Ebenen X ~,Y ~.

Das Zeichen V benutzen wir als allgemeinen Verkniipfungsoperator. So sind — geeig-
nete gegenseitige Lage vorausgesetzt — (PTVg)~ die Verbindungsebene des Punktes
P mit der Geraden g, entsprechend (E~V g)™ der Schnittpunkt der Ebene E~ mit
der Geraden g. Treffen sich die Geraden g, h so bezeichnen (g V h)* bzw. (g V h)~
den Schnittpunkt und die Verbindungsebene.
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Projektivititen

Neben den Objekten Punkt, Gerade, Ebene gehdren zum Geometrisieren auch Ab-
bildungen und die “richtigen”, genannt “Projektivititen”, werden die Bijektionen sein,
die die Inzidenzrelation erhalten: Sind zwei Urbilder inzident, so auch deren Bilder
und umgekehrt.

Hier seien zunéchst nur anfinglich “Projektivititen zwischen Grundgebilden erster
Stufe (Bezeichnung 1.2)” behandelt. Zentral dafiir sind die Abbildungen durch
Schnitt und Schein. Siehe Abbildung 1.4.

X+ z B
P+

Abbildung 1.4

Es sei B := PT™ N E~ ein Strahlenbiischel mit Zentrum PT und Ebene E~, g sei
eine Gerade in F~, nicht durch PT. Dann hat jede Gerade x € B genau einen
Schnittpunkt X := (2 V g)* mit g und umgekehrt liefert jeder Punkt X+ € g
genau eine Verbindungsgerade x := X+ N P+ mit PT.

Definition 1.9 Wir nennen fiir die eben beschriebene Konstruktion die Abbildung
B — g,x — X die “Abbildung durch Schnitt” und deren Umkehrung, die Abbil-
dung g — B, Xt — x die “Abbildung durch Schein”, und notieren dafiir

Schnitt Schein

B(x) A g(XT) bzw. g(Xt) A B(x).

Dieses Konstruktionsprinzip 14t sich natiirlich auch auf andere Situationen anwen-
den.

>N

Abbildung 1.5

Ist etwa h eine Gerade, die durch das Biischelzentrum P* geht und nicht in der
Ebene E~ liegt, so liefert jede Ebene X~ von h durch Schnitt mit der Biischelebene
E~ eine Gerade z im Biischel B, und umgekehrt spannt jede Biischelgerade z € B
mit h zusammen eine Ebene X~ des Ebenenbiischels um h auf. Auch hier redet
man sinngemaf von Schnitt und Schein.

Schlieflich kann man analog fiir zwei windschiefe, d.h. sich nicht schneidende Ge-
raden g, h durch Schneiden bzw. Verbinden jeder Ebene der einen Geraden deren
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Schnittpunkt mit der anderen zuordnen, bzw. einem Punkt der einen die durch ihn
gehende Ebene der anderen.

Bei allen diesen Abbildungen spricht man von Schnitt und Schein und benutzt dafiir
sinngemf die in Definition 1.9 eingefiihrte Notation. Siehe Abbildung 1.5.

Schnitt und Schein sowie eine simple Verallgemeinerung fafst man zusammen unter
dem Namen “perspektiv”.

Definition 1.10 (Perspektivitét) 1. Zwei ungleichartige Grundgebilde heifen
“perspektiv auf einander bezogen” — oder kurz “perspektiv”’ —, wenn die Zuord-
nung durch Schnitt/Schein gegeben ist.

2. Zwei gleichartige Grundgebilde heiflen “perspektiv auf einander bezogen” —
oder kurz “perspektiv’ —, wenn die Zuordnung durch Schnitt/Schein iiber ein
drittes Grundgebilde gegeben ist. Auch hierfiir verwendet man das Zeichen A,
iiber dem man evtl. das vermittelnde Gebilde notiert.

In Abbildung 1.6 sind zwei solche Situationen dargestellt.

Abbildung 1.6

Hieraus gewinnen wir den allgemeinen Begriff der Projektivitdt:

Definition 1.11 (Projektivitidten fiir Grundgebilde erster Stufe) Eine Ab-
bildung m zwischen zwei Grundgebilden g, g’ erster Stufe heiit “Projektivitdt”, wenn
sie durch eine endliche Kette von Perspektivititen realisiert werden kann. Die No-
tation

T:9(X,Y,.) A J(X,Y'.)

bezeichnet, dafs w eine Projektivitit zwischen g und ¢’ ist, wobei X und X' einander
zugeordnet sind und ebenso Y und Y.

Da Perspektivitdten bijektiv sind, folgt sofort

Satz 1.12 Projektivitdten sind bijektiv.

Fiir diese Projektivitdten haben wir den folgenden

Existenzsatz 1.18 Es seien g, g’ zwei nicht notwendig verschiedene Grundgebilde
erster Stufe, (A, B,C) bzw. (A, B',C") je drei paarweise verschiedene Elemente von
g bzw. ¢'. Dann gibt es eine Projektivitit

m:g(A,B,C) A g'(4,B.C),

die also A und A’ , B und B’ sowie C und C’ einander zuordnet.
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Beweis: Betrachten wir zunichst den Fall, daf g und ¢’ zwei verschiedene Geraden
in einer Ebene sind und deren Schnittpunkt verschieden ist von den vorgegebenen
sechs Punkten AT, BT, .... Dann gewinnen wir 7 iiber die in Abbildung 1.7 darge-
stellte Konstruktion:

Abbildung 1.7

Verbinde A* und A’". Wihle darauf zwei beliebige Punkte Z*, Z'", nicht auf g, ¢’
und bilde die Geraden B™NZ* und B'tNZ’" mit Schnittpunkt B” ", sowie C*+*NZ+
und ¢’ N Z'" mit Schnittpunkt C”*. B”" und €™ liefern als Verbindungsgerade
z, die AT N A" in A" schneidet. Dann bekommen wir die folgende Kette von
Perspektivitdten:

+

zZ z'*
g(A+,B+,C+,X+) /:\ Z(A”+,B”+,C”+,X”+) /:\ gI(A/+,BI+,CI+,XI+),

wodurch eine Projektivitdt mit den gewiinschten Eigenschaften gefunden ist.

Alle anderen Fille kann man auf diesen zuriickfiihren:

Sind etwa gegeben eine Gerade g mit drei Punkten U™, V™ W und ein Bii-
schel B = PT™ N E~ mit drei Strahlen u’,v',w’ , so wihle man eine beliebige
Ebene E; um g, die nicht durch Pt geht, bilde die Schnittgerade ¢’ := E{ N
E~ und bezieche B* und ¢’ durch Schnitt/Schein aufeinander. Dann gehdren zu

o/, v, w drei Punkte U'Y, V/* W’'T auf ¢’. Die Konstruktion von oben, gefolgt von
Schein

g (U’ tvtwty A B(u',v',w") liefert dann die gesuchte Projektivitét.

Es ist wohl deutlich, wie in den iibrigen Fallen zu verfahren ist. O

Nach dem hier Gezeigten ist klar, dat die Konstruktion zum Existenzsatz keineswegs
eindeutig ist, sodafs die Frage entsteht, ob durch drei Paare eine Projektivitit schon
eindeutig bestimmt ist. Fiihrt man verschiedene Konstruktionen auf dem Zeichen-
blatt — d.h. in der reellen Geometrie — aus, so scheint stets dasselbe zu entstehen.
Andrerseits lassen unsere Axiome noch ganz andere Geometrien zu, in denen defi-
nitiv keine Eindeutigkeit vorliegt. Wir nehmen daher noch weitere Axiome hinzu.

Axiome der Anordnung und Stetigkeit

In der Euklidischen Geometrie ist der Begriff “Auf einer Geraden liegt der Punkt C+
2wischen den Punkten AT und BT ” wohlbekannt. Wenn dies ein auch der projekti-
ven Geometrie angemessener Begriff ist, muf er sich unter Projektivitaten verniinftig
verhalten, insbesondere also unter Schein-Bildung.

In Abbildung 1.8 liegt C'* zwischen AT und BT, nicht aber DT. Fiir die dar-
aus durch Schein aus einem auferhalb liegenden Zentrum ZT gebildeten Geraden
a,b,c,d liegt aber d genau so gut “zwischen” a und b, wie c. “Zwischen” ist also
kein projektiv sinnvoller Begriff. Dagegen haben wir in beiden Féllen die Evidenz,
daR sich die ungeordneten Paare {AT, BT} und {C*, D1} gegenseitig trennen und
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Abbildung 1.8

ebenso {a,b} und {c,d}. Dies wollen wir nun axiomatisch fassen. Dazu vereinbaren
wir noch folgende Redeweise:

Definition 1.14 Die aus einem n-Tupel (g1, ..., gn) von Elementen einer Menge M
durch zyklisches Vertauschen hervorgehenden n-Tupel nennen wir ‘“zyklische Um-
stellungen”, das durch Riickwértslesen entstehende die “Umkehrung”. Genau die
durch zyklische Umstellung aus der Grundform oder der Umkehrung hervorgehen-
den Tupel nenne wir “elementare Umordnungen”.

Von einem m-Tupel (hy, ..., h,,) sagen wir “es kommt in (g1, ...,g,) vor”, wenn es
Indizes 1 < i1 < ... < iy, < m gibt, sodaB (hy,...,hm) = (giys - gi,,,) ISt.

Damit kénnen wir unsere Forderungen an Anordnung so aussprechen:

Grundphinomene der Anordnung 1.15

A0 ) In jedem Geradenbiischel B ist eine Relation zwischen je zwei ungeordneten
Strahlenpaaren {a,b} und {c,d} erklirt, die Relation des sich “Trennens”. Ste-
hen {a,b} und {c,d} in Relation, so sagen wir auch {a,b} und {c,d} “trennen
sich” oder “a und b trennen c und d”, etc.

Von dieser Relation verlangen wir:

A1l a) Trennen sich {a,b} und {c,d}, so sind alle vier Strahlen paarweise verschie-
den.

b) Trennen sich {a,b} und {c,d}, so auch {c,d} und {a,b}. Die Relation ist
symmetrisch.

¢) Zu je drei Geraden a,b, ¢ eines Biischels gibt es (mindestens) eine Biischel-
gerade d, sodaf sich {a,b} und {c,d} trennen.

A2 a) Je n > 4 Geraden eines Biischels B lassen sich stets so als (ai,....,an)
nummerieren, daf fiir je vier Geraden {b1,...,bs} C {a1,....,an} gilt
— Kommt (b1, ...,b4) in (a1, ..., a,) vor, so trennen sich {b1,bs} und {ba, bs}.

— Trennen sich {b1, b3} und {bs,bs}, so kommt (by,...,bs) oder eine elemen-
tare Umordnung davon in (aq, ..., a,) vor.

Eine solche Nummerierung nennen wir “zyklische” Anordnung.

b) Alle zyklischen Anordnungen von {ay, ..., ay} sind elementare Umordnungen
einer einzigen.

A3 ) Perspektivititen zwischen Strahlenbiischeln erhalten die zyklische Anord-

nung.

Die letzte Forderung gibt insbesondere die Mdoglichkeit, die neuen Begriffe auch auf
den iibrigen Grundgebilden einzufiihren.



1-10 1 GRUNDLAGEN

Definition 1.16 Die Begriffe “ sich Trennen” und ‘zyklische Anordnung” werden
auf Punktreihen und in Ebenenbiischeln iiber Perspektive aus Strahlenbiischeln er-
klart.

Wegen A3 ist es dabei unerheblich, wie man das konkret macht, es ergibt sich stets
die selbe Relation. Insbesondere folgt damit auch

Satz 1.17 Projektivititen erhalten die Trennrelation und zyklische Anordnung,
kurz Projektivititen sind “ordnungstreu”.

Betrachten wir einmal vier Geraden a,b,c,d in einem Biischel. Nach Axiom A2
lassen sie sich zyklisch anordnen. Sei etwa (a, b, ¢, d) eine solche Anordnung, wobei
die Nummerierung durch die Position im Tupel gegeben ist. Dann sind nach A2
genau die folgenden 8 Anordnungen zyklisch:

(a’ b7 C’ d) (b7 C’ d’ a) (67 d7 a’ b) (d’ a7 b’ C)
(d,e,b,a) (a,d,c,b) (b,a,d,c) (c,b,a,d)

Hier stehen a, ¢ stets gleichzeitig auf Positionen mit ungerader Nummer oder mit
gerader Nummer und ebenso b, d, was bedeutet, daf sich die Paare {a, c} und {b, d}
trennen, andrerseits aber auch, daf dies die einzige Méglichkeit ist, diese vier Ge-
raden in zwei sich trennende Paare aufzuteilen. Geringfiigig verallgemeinert liefert
dies den folgenden

Satz 1.18 Vier Element a,b,c,d eines Grundgebildes erster Stufe lassen sich auf
genau eine Weise in zwei sich trennende Paare aufteilen.

Eine weitere Folgerung aus A2 ist

Satz 1.19 1. Lafst man in einer zyklischen Anordnung ein oder mehrere Elemen-
te weg, so entsteht wieder eine zyklische Anordnung (sofern noch geniigend
Elemente iibrig!)

2. Sind (a,b,c,d,e,...,m,n) und (a,z,b,c) zyklische Anordnungen, so auch die
durch Zusammensetzen entstehende Anordnung (a,x,b,c,d,e,...,m,n).

Beweis: Wir beweisen nur 2). Nach A2 kann man alle beteiligten Elemente in
eine zyklische Anordnung bringen. Laft man = weg, so entsteht dabei eine zykli-
sche Anordnung der iibrigen, die wir 0.E. als die oben genannte annehmen konnen.
Dann entsteht die Anordnung des Gesamten, indem man in diese letzte Anordnung
an geeigneter Stelle = einschiebt. Wahlt man eine andere als die behauptete, und
a8t dann alles aufser {a, b, c,z} weg, so entsteht ein Widerspruch zur Anordnung
(a,z,b,c). O

Die Trenn- bzw. Anordnungsrelation gibt noch zu weiteren Begriffen Anlafs. Sind
{a,c},{b,d} zwei sich trennende Paare, so ist nach A2 jede Anordnung, die ab-
wechselnd ein Element des einen und des anderen Paares benutzt, zyklisch. Dies
ergibt genau die oben notierten acht Anordnungen, wobei jeweils die vier in einer
Reihe nur durch zyklische Umordnung auseinander hervorgehen. Trigt man dies
mit den iiblichen (Euklidischen) Begriffen in einem Biischel auf, so erhilt man zwei
verschiedene Durchlaufrichtungen, wobei schon durch drei Geraden alles festgelegt
ist.

Wir gewinnen daraus

Definition 1.20 Zwei Tripel (a,b,c) und (d,e, f) eines Grundgebildes B erster
Stufe haben den ‘“selben Sinn”, wenn entweder (d,e, f) eine zyklische Umstellung
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von (a,b,c) ist, oder {a,b,c,d, e, f} wenigstens vier Elemente enthilt und in jeder
zyklischen Anordnung aller dieser Elemente, in der (a,b, ¢) vorkommt auch (d, e, f)
oder eine zyklische Umstellung davon vorkommt.

Satz und Definition 1.21 Durch die eben getroffene Festsetzung ist eine Aqui-
valenzrelation erklirt, die die Menge der Tripel von Elementen von B in genau zwei
Aquivalenzklassen gruppiert.

Die zu (a, b, c¢) gehdrende Aquivalenzklasse sei mit O(a, b, c) bezeichnet. Man nennt
sie den “(Durchlauf-)Sinn” oder die “Orientierung” von (a,b, ¢). Insbesondere ist

O(a,b,c) = O(b,c,a) = O(c,a,b) # O(c,b,a) = O(b,a,c) = O(a,c,b).

Ferner ist fiir vier Elemente genau dann O(a, b, c) # O(a, b, d), wenn sich {a,b} und
{¢,d} trennen.

Alle in einer zyklischen Anordnung (ay, ..., a,) vorkommenden Tripel haben die selbe
Orientierung. Wir sprechen diese auch als die Orientierung des n-Tupels (aq, ..., an)
an.

Beweis: Daf fiir drei Elemente a, b, ¢ die Beziehungen
O(a,b,c) = O(b,c,a) = O(c,a,b) # O(c,b,a) = O(b,a,c) = O(a,c,b).

gelten, folgt unmittelbar aus der Definition.

Sind nun d, e, f Elemente des selben Grundgebildes, sodak {a, b, ¢, d, e, f} wenigstens
vier Elemente enthélt, so ordne man alle so zyklisch an, daf darin (d, e, f) vorkommt.
Dann kommt darin auch eine zyklische Umstellung von (a,b,c) oder von (c,b,a)
vor. Im ersten Fall ist dann O(d, e, f) = O(a, b, ¢), im zweiten Fall ist O(d, e, f) #
O(a, b, c). Folglich gibt es genau zwei Aquvalenzklassen.

Trennen sich {a,b} und {c,d} so ist (a,d,b,c) eine zyklische Anordnung. In ihr
kommt (a, b, ¢) aber keine zyklische Umordnung von (a, b, d) vor. Somit ist O(a, b, ¢)
# O(a, b, d).

Sind die beiden Orientierungen O(a,b,c) und O(a, b, d) verschieden, so kann keine
zyklische Anordnung von allen vier Elementen sowohl (a,b,c) als auch eine zykli-
sche Umstellung von (a,b,d) enthalten. Wesentlich verschiedene Anordnungen, die
(a, b, ¢) enthalten, sind (a, b, ¢,d), (a,b,d, c), (a,d, b, c), von denen aber nur die letzte
nicht (a,b,d) (oder eine zyklische Umstellung davon) enthélt. Damit ist (a,d, b, ¢)
bis auf elementare Umordnungen die einzige Moglichkiet fiir eine zyklische Anord-
nung dieser Elemente, sodaf sich {a,b} und {c,d} trennen. O

Satz 1.22 Es ist (a,b,c,d) genau dann zyklisch, wenn (a,b,c) und (a,c,d) gleich
orientiert sind.

Beweis: Es seien (a,b,¢) und (a,c,d) gleich orientiert. Nach Axiom A2) gibt es
eine zyklische Anordnung aller vier Elemente und wieder nach A2) konnen wir an-
nehmen, daf (a,b,c) darin vorkommt. Da beide Orientierungen gleich sind, muf
darin auch (a,c,d) oder (c,d,a) oder (d,a,c) vorkommen. Alle wesentlich ver-
schiedenen Anordnungen, die (a,b,c) enthalten sind aber nur (a,d, b, ), (a,b,d,c)
und (a, b, c,d). Von diesen erfiillt nur die letzte auch die zweite Bedingung, sodaf
(a, b, c,d) die zyklische Anordnung sein muf.

Die Umkehrung ist trivial. O

Die Abbildung 1.9 gibt uns einen unmittelbaren Eindruck davon, daft zwei Geraden
a, b ein Biischel in zwei Winkelfelder zerlegen, ndmlich eines, was noch eine gegebene
Gerade c¢ enthélt, und eines, was diese nicht enthélt. Aus unseren Axiomen kénnen
wir diesen Begriff so einfiihren:
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Abbildung 1.9

Definition 1.23 Zu Geraden a, b, ¢ eines Biischels B sei
Savje = {x € B | {a,b} und {c,x} trennen sich},

das “von a und b gebildete Segment, das c nicht enthdlt” oder auch “das Segment
der beziiglich ¢ zwischen a und b liegenden Geraden”.
Die Geraden a,b gehéren nicht zu Sgy,).. Wir bezeichnen

Sab/c = Sab/c U {a7 b}

und nennen dies den “Abschluf” oder das “abgeschlossene Segment”.
SinngemdéX sind Segmente auf Punktreihen bzw. in Ebenenbiischeln erklért.

Man beachte, dafs nach Axiom A1 die Gerade c nicht in dem eben erklirten Segment
Sap /e liegt.
Fiir Segmente in Biischeln und sinngemif in den anderen Grundgebilden gilt:

Satz 1.24 Zwei seiner Geraden a, b teilen ein Biischel in genau zwei Segmente. Zwei
weitere Geraden x,y liegen genau dann im selben Segment, wenn sie von a und b
nicht getrennt werden.

Abbildung 1.10

Beweis: Es seien a, b zwei Biischelgeraden, ¢, d zwei weitere, so daf§ sich {a,b} und
{¢,d} trennen. (Dies geht nach Al.) Wir setzen

S" = 8ape= {x]{a,b} und {c,x} trennen sich},
S§" = Sasa= {z|{a,b} und {d,z} trennen sich},
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d.h. S’ bzw S” ist das von a, b gebildete offene Segment, das die Gerade ¢ bzw. d
nicht enthilt. Da sich {a,b} und {¢, d} trennen, haben wir

deS', ceS8’, aber c¢gS, dgS5”.

(Siehe Abbildung 1.10).
Sei nun z ein beliebiger weiterer Strahl im Biischel. Da sich {a, b} und {¢, d} trennen,
ist acbd eine zyklische Ordnung und somit eine der folgenden vier Anordnungen
zyklisch:

1. azcbd, 2. acxbd, 3. acbzd, 4. acbdx.

Uber Axiom A2) kénnen wir aus diesen Anordnungen ablesen:

Bei 1.: {z, ¢} trennt nicht {a,b}, aber {z,d} trennt {a,b}, d.h. v ¢ §",x € §".

Bei 2.: Dito.

Bei 3.: {z,c} trennt {a,b}, und {z,d} trennt nicht {a,b}, d.h. z € S',x ¢ S”.

Bei 4.: Dito.

Also gehort jede weitere Gerade x noch zu genau einem der beiden Segmente. Da
x € S', genau wenn sich {z,c} und {a,b} trennen, folgt also, daf = € S, genau
wenn sich {z,c} und {a,b} nicht trennen. Somit folgt, da ja ¢ € S”, daf z und ¢
im selben Segment liegen, genau wenn sich {z, ¢} und {a, b} nicht trennen. Analog
schliefst man mit d. Damit haben aber ¢ und d ihre spezielle Rolle verloren und der
Satz ist gezeigt. O

Wir werden in der sogenannten harmonischen Spiegelung (Satz und Bezeichnung
1.43) an zwei Elementen a, b eine Projektivitat kennen lernen, die die beiden von a, b
gebildeten Segmente bijektiv aufeinander abbildet. Damit folgt dann trivialerweise

Satz 1.25 Jedes Segment enthélt unendlich viele Elemente.

Manchmal ist es zweckméfig, Segmente iiber Orientierung zu charakterisieren. Wir
beschreiben dies wieder an Geraden eines Biischels.

In einem Biischel B wihlen wir willkiirlich drei Geraden u, v, w und nennen deren
Orientierung O(u, v, w) “positiv”, die andere Orientierung “negativ”’. Dann gilt

Satz 1.26 Zu zwei Geraden a, b eines Biischels B bilden die beiden Mengen

Sy :={z € B (a,z,b) ist positiv orientiert} und
S_ :={ye€ B|(a,y,b) ist negativ orientiert}

die beiden von a,b erzeugten Segmente.

Beweis: Wihle ein beliebiges Geradenpaar {c,d}, was {a,b} trennt. Dann sind
nach Satz und Definition 1.21 die Orientierungen O(a, b, ¢) und O(a, b, d) verschie-
den. Somit ist etwa (a, b, ¢) positiv, (a, b, d) negativ orientiert. Damit folgt {iber Satz
1.22: Ist © € S, so ist (a,z,b) positiv orientiert, ferner ist (a,b,c) positiv orien-
tiert. Folglich ist (a,z,b,c) zyklisch. Damit trennen sich {a,b} und {x,c}, sodaf
x € Sap/- Damit ist also S C Sqp/.. Ebenso folgt, da S— C Su/4 liegt, woraus
dann direkt die Behauptung folgt. 0

Das Hinzunehmen der Anordnungsaxiome schliefit zwar etwa Geometrien iiber “zu
grofien” Korpern aus, reicht aber nicht hin, um die oben aus der Euklidischen ge-
wonnene reelle Geometrie P? zu charakterisieren. Dies gelingt erst, wenn wir noch
ein weiteres Axiom hinzunehmen.

Wir fordern ein Analogon zum Schnitt-Axiom von DEDEKIND fiir die reellen Zahlen:
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Grundphinomen der Vollstindigkeit 1.27 In einem Biischel B sei das Seg-
ment Sy, S0 in zwei nichtleere, disjunkte Mengen S1, S zerlegt, dak jede mit zwei
Geraden s',s" auch das ganze Segment Sy ./ /. enthdlt. Dann gibt es genau eine
Gerade z € B, sodaR fiir alle von z verschiedenen Geraden s; € Si,ss € Sy sich
{51, $2} und {z, ¢} trennen.

Bemerkung 1.28 Durch Schnitt und Schein iibertrdgt sich diese Eigenschaft na-
tiirlich auch auf Punktreihen und Ebenenbiischel. Ferner ergibt sich allein aus der
Existenz von z schon dessen Eindeutigkeit.

Wir haben nun alle Axiome notiert, die wir verwenden wollen. Es wird sich in
Kapitel 3 zeigen, daR damit der reelle P? charakterisiert ist.

Nach Satz 1.17 erhalten Projektivitdten die Trennrelation und die zyklische Anord-
nung. Dies liefert sofort

Satz 1.29 Das projektive Bild eines Segmentes ist wieder ein Segment.

Ferner war die Orientierung definierende Aquvalenzrelation allein iiber die Trennre-
lation und zyklische Anordnung definiert, vertauscht also mit Projektivitaten, sodafs
das Bild einer Orientierungs- Aquivalenzklasse unter einer Projektivitéit o wieder ei-
ne solche Klasse ist. Dabei gilt noch genauer

p(0(a,b,c)) = O(p(a), p(b), ¢(c))-

Bildet ¢ speziell ein Grundgebilde B erster Stufe in sich ab, so gehen also dessen
beide Orientierungen unter ¢ wieder in diese beiden Orientierungen iiber, wobei
sich jedoch die beiden Orientierungs-Klassen vertauschen kénnen.

Definition 1.30 Eine Projektivitit ¢ eines Grundgebildes B in sich heit “gleich-
sinnig” oder “ungleichsinnig”, je nachdem, ob sie die beiden Orientierungen von B
je auf sich abbildet oder vertauscht.

Ein Beispiel fiir eine gleichsinnige Projektivitit ist die Identitét, die harmonische
Spiegelung (Satz und Bezeichnung 1.43) wird sich als ungleichsinnig erweisen.
Betrachten wir ein (Euklidisches) Strahlenbiischel, darin eine ungleichsinnige Pro-
jektivitdt . Dreht man nun eine Gerade x gegen der Uhrzeigersinn durch das
Biischel, so durchliuft die Bildgerade ¢(z) das Biischel mit dem Uhrzeigersinn und
zweimal kommen z und ¢(x) zur Deckung, d.h. ¢ hat zwei Fixelemente.

Dies ist nun etwas, was auf’s engste mit dem Vollstindigkeitsaxiom verkniipft ist.
Betrachten wir zundchst, um konkret zu sein, ungleichsinnige Projektivititen auf
einem Strahlenbischel B.

Satz 1.31 Es sei ¢ eine ungleichsinnige Projektivitdt auf B. Dann gelten

1. ¢ hat héchstens zwei Fixelemente.

2. Es gibt ein Segment S, sodaf fiir dessen Abschluf noch ¢(S) C S und die
“Randstrahlen” von S keine Fixelemente sind.

Beweis: Zur Abkiirzung schreiben wir 2’ statt ¢(x), etc.
1. Hitte ¢ wenigstens drei Fixelemente f, g, h, so wire fiir diese
@(O(f,g9,h)) = O(f',g",1') = O(f,g,h),

daja f=f',g=g',h="h.Damit wire p aber gleichsinnig.
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2. Wéhle ein a € B, sodal a # o’ = ¢(a) und damit auch a” := ¢(a’) # o’. Wir
fixieren irgend eine Orientierung als positiv und bilden die Segmente

Sy :={z € B (a,x,d’) positiv orientiert},
S_:={y € B| (a,y,d’) negativ orientiert}.

 tiberfithrt Segmente in Segmente und dreht die Orientierung um, sodaf also

o(Sy):={2' € B| (d/,2',a") negativ orientiert},
o(S-):={y € B| (d,y',a") positiv orientiert}.

Ist a = a”, so folgt

©(S4) ={2' € B | (d’,2',ad") negativ orientiert}
= {2’ € B| (d’,2',a) negativ orientiert}
= {2’ € B (a,2',d’) positiv orientiert}
_—

Damit ist (S, ) = S,, also auch p(S,) C 5.

Sei @ # a” und etwa (a,a’,a”) positiv orientiert. Fiir ein y € ¢(S_) ist
(a’,y,a") positiv orientiert, somit (a,a’,y,a”) zyklisch und damit auch noch
(a,a’,y) positiv orientiert. Dann ist aber (a,y,a’) negativ orientiert, somit
y € S_. Damit ist p(S_) C S_.

a’ liegt in S_ und in (S5_) und, da (a,a”, a’) negativ orientiert ist, liegt auch
a” in S_. Also ist sogar ¢(S_) C S_.

Ist (a,a’,a”) negativ orientiert, so schliefft man analog mit S, . O

Insbesondere (aber nicht ausschlieflich) auf ungleichsinnige Projektivitaten &t sich
also der folgende Satz anwenden. Wir formulieren ihn fiir ein Strahlenbiischel, er
gilt natiirlich sinngemf fiir Punktreihen, Ebenenbiischel.

Satz 1.32 (Fixpunktsatz) Es sei ¢ : B(z)AB(z') eine Projektivitit in einem
Strahlenbiischel, die ein Segment S := S, auf das Segment S’ := S, /., abbilde,
sodaff S’ C S. Dann enthélt S’ ein Fixelement von .

Beweis: Die Orientierung O(a, b, c) bezeichnen wir als positiv, sodaf dann also
S = {z € B | (a,z,b) positiv orientiert}. Zur Abkiirzung sagen wir fiir Geraden
T,y € S:

“z liegt vor 3’ oder “y liegt nach 2”, wenn x = a oder (a, z,y) positiv orientiert ist.
Trivialerweise liegt jedes Fixelement von ¢, das in S liegt, auch schon in (S) = 5’
Wir nehmen nun an, in S habe ¢ kein Fizelement, sodafi x # 2’ fiir alle x € S ist.

Wir bilden die beiden Teilmengen von S

Sy :={p €S |Fiir alle h € S,,,. liegt h vor h".} U {a},
Sy :={q € 5| Esgibt ein k € S,/ mit k" vor k.}.

Wir zeigen nun, daf8 mit diesen Mengen S1, 52 das Vollstindigkeitsaxiom anwendbar
ist und die zugehorige “Schnitt”Gerade z doch eine Fizgerade wire. Nach Definition
ist a € S, ferner ist b # b’ und somit notwendig b’ vor b, sodak b € S5 liegt. Also sind
beide Mengen nicht leer. Nach Konstruktion ist aber S;1 NSy = 0. Ist x € S, ¢ S,
so existiert ein k € S, /., sodaff nicht £ vor £’ liegt. Dann ist aber entweder k = &/,
was ja ausgeschlossen war, oder es ist k' vor k, d.h. 2 € Sy. Somit ist S = S; U Ss.
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Ist p € Sy, so ist nach Konstruktion auch jedes r vor p aus S1, d.h. es ist S,/ C S1
fiir alle p € 5;.

Ist ¢ € So, so ist nach Konstruktion auch jedes s nach q aus So, d.h. es ist Tb/c C S
fiir alle ¢ € Ss.

Damit kann man aber das Vollstindigkeitsaxiom anwenden und wir erhalten ein
Element z € S, sodaB S1 C S,./c, S2 C Sup)c-

Wir zeigen nun, daff dieses z im Gegensatz zur Annahme doch ein Fizelement sein
muf, d.h. z = 2/

Dazu beweisen wir zunédchst folgendes

Fakt 1.33 Fiir jedes Paar (x,y) aus S, fiir das x vor y ist, gilt fiir deren Bilder:

x' ist vor y' genau, wenn ¢ gleichsinnig ist,

2’ ist nach y' genau, wenn ¢ ungleichsinnig ist.

Beweis: Sei ¢ gleichsinnig und z,y,z’,y’,a’ je verschieden von a und b. Da z vor
y ist, ist (a,x,y) positiv orientiert, damit auch (a’,2’,y’) positiv orientiert, ferner
ist wegen o', 2’,y’ € S auch (a,a’, 2,9, b) zyklisch. Damit ist auch (a,2’,y") positiv
orientiert, d.h. =’ vor ¥/’

Analog schliefst man fiir ungleichsinniges ¢. Die Fille, in denen Randelemente in-
volviert sind, seien zur Ubung gelassen. O

Gibt es, wie angenommen, kein Fixelement, so ist also z # 2’

Wir zeigen: Dann ist p notwendig ungleichsinnig.

Fall 1: Es sei z € S1 : Dann ist z vor 2. Damit ist 2’ € Sy und es gibt ein k € S,/ /.
mit k' vor k. Dann ist aber k ¢ Si, also in S und damit nach z. Folglich haben
wir: z vor k, ferner k' vor k und k vor z’, somit k' vor z’. Also ist ¢ ungleichsinnig.
Fall 2: Es sei z € Sy : Jedes h vor z liegt in S; und damit ist h vor h’. Da z € S
muf dann nach Definition von Ss notwendig 2z’ vor z liegen. Wihlt man h vor z
aber nach 2/, so ist dafiir auch h vor h’, aber eben h vor z und h’ nach h nach 2/,
sodaft b’ nach 2’ liegt. Also ist ¢ auch in diesem Fall ungleichsinnig.

Nun betrachte (a, h, p, z) zyklisch (in S). Dann sind h, p vor z, somit in S, folglich
p’ nach p. Ferner ist h vor p und, da ¢ ungleichsinnig ist, ist also p’ vor h’, und
damit dann A’ nach p. Dies gilt fiir beliebige Elemente p (“nahe” bei z). Somit ist
notwendig i’ = z oder A’ nach z. Da noch o’ € S, ist, haben wir also, da das
Bild jedenfalls in Tb/c liegt,

@(Saz/c) = Sa/z’/c’ - Szb/c-

Analog betrachten wir (z, v, u, b) zyklisch. Dann sind u,v € S, dabei u nach v. Zu
v € So gibt es ein k, das vor v oder = v ist, mit &’ vor k. Sicher ist k& vor u und
k' vor v. Da ¢ ungleichsinnig ist und k vor u, ist v’ vor &/, und da k' vor v, ist
damit v’ vor v. Da v beliebig aus Sy war, folgt wieder v’ vor z oder v’ = z, d.h. wir
bekommen wie oben

(p(sz/c) = Sb’z’/c’ - Saz/c-

Dies kann aber nicht sein, wenn z # 2’|

Denn wire etwa 2’ vor z, so wire wegen a’ € m dann S./,,. C Sua/e C Tb/c,
was nicht geht. Einen analogen Widerspruch bekommt man im anderen Fall. Mit
diesem Widerspruch ist die Existenz eines Fixelementes nachgewiesen.

Finige Fille in denen Randpunkte involviert sind, sind nicht explizit betrachtet, sie
seien zur Ubung gestellt. O

Als erste Anwendung zeigen wir
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Satz 1.34 Eine ungleichsinnige Projektivitdt ¢ eines Grundgebildes in sich hat
genau zwei Fixpunkte.

Beweis: Nach Satz 1.31 hat ¢ hochstens zwei Fixelemente, ferner existiert ein
Segment S, dessen Randelemente keine Fixelemente sind, sodaf ¢(S) C S. Nach
Satz 1.32 hat somit ¢ ein Fixelement in S. Mit ¢ ist auch ¢~! ungleichsinnig und
bildet das zu S komplementire Segment 7 in sich ab. Somit hat ¢! ein Fixelement
in T, das natiirlich auch ein Fixelement von ¢ ist. Da die Randelemente von S bzw.
T nicht fix sind, kénne die beiden Fixelemente von S und 7T nicht zusammenfallen,
sodafl wir tatsdchlich zwei verschiedene auch gefunden haben. O

Eine weitere Anwendung werden wir beim Beweis des Fundamentalsatzes kennen
lernen.

Harmonische Lage

Wir beginnen nun im projektiven Raum Geometrie zu betreiben, d.h. Folgerungen
aus den Axiomen abzuleiten, die uns geometrische Einsichten vermitteln. Obwohl
wir als Operationen im Wesentlichen nur Verbinden und Schneiden zur Verfiigung
haben, wird sich eine iiberraschende Fiille von Ergebnissen zeigen.

Wir beginnen mit dem

Satz von DESARGUES 1.35 ( DESARGUES (1593 - 1662))

1. Gehen die Verbindungsgeraden AtNA'", BtnB'", Ct*NC'" zweier Dreiecke
AYBTCT bzw. AT B'TC'" durch einen Punkt S, so liegen die Schnittpunkte
der entsprechenden Dreiecksseiten (aVa')t, (bVb')T, (cVc')T auf einer Geraden.

2. Die Umkehrung gilt auch.

“Zwei Dreiecke sind entweder ‘“zentriert” und “liniert” oder keines von beiden”.

Abbildung 1.11

Beweis: Siehe Abbildung 1.11. Die beiden Dreiecke liefern Ebenen E~ := (AT Vv
BtvCt)"und B/~ == (AT VvBT v,

Foll 1: E-— # E'~ :Dann haben E~, E’~ eine eindeutig bestimmte Schnittgerade
s. Die Dreiecke sind zentriert, somit liegen A*, A’", ST und Bt, B'", S jeweils auf
Geraden durch ST, die also in der Ebene (AT Vv Bt v §t)~ = (A" v BT v .§+)~
liegen. In dieser Ebene liegen die Seiten ¢ := At N Bt und ¢ := A" n BT,
schneiden sich also. Da zudem c der Ebene £, ¢ der Ebene £’ angehort, mufs der
Schnittpunkt ein gemeinsamer Punkt von E~ und E’~ sein, also auf der Geraden s
liegen. Vollig analog schliefst man fiir die anderen Seiten. Damit ist die Behauptung
1. in diesem Fall gezeigt.
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Fall 2: E- = E'~ : Jetzt liegen beide Dreiecke in einer Ebene E~ und wir haben
natiirlich keine Schnittgerade, mit der wir argumentieren kénnten. Deshalb ver-
schaffen wir uns ein weiteres Dreieck A*, B¥,C* in einer Ebene £~ # E~, sodaf
fiir dieses mit jedem der beiden gegeben Dreiecke die Voraussetzung von Fall 1.
gilt. Dann haben wir, daf (a V a)t =: M+ auf s, (¢’ V&) =1 M'" auf s, d.h.
Mt = (avs)t, M'" = (avs)t, dh. M+ = M'". Somit gehen a und o’ durch
den selben Punkt von s. Analog fiir die anderen Seiten. (Den Spezialfall, der diesen
Schluff nicht erlaubt, 16sen Sie mal selbst!)

Ein solches Dreieck kénnen wir so erhalten:

Wir legen durch St eine Gerade g, die nicht in der Dreiecksebene £~ liegt, und wih-
len darauf zwei Punkte S;", S beide # S+*. Nun liegen A, A", S+ und S+, 5], S
je auf verschiedenen Geraden durch S, somit alle fiinf Punkte in einer Ebene. Die-
se Ebene enthilt dann auch die Geraden S;" Vv A und S5 v A’". Thr Schnittpunkt
sei AT. Analog gewinnen wir BT, C*. Nach Konstruktion liegen S;, AT, A und
S, A’ At je in einer Geraden und Analoges gilt fiir B*,C*. Somit kénnen wir
jeweils die rdumliche Version von Fall 1. anwenden.

Damit ist die Aussage 1. im wesentlichen gezeigt; die Umkehrung, d.h. die Aussage
2. beweist man mit den selben Ideen. O

Im Falle E~ = E’'™ ist der DESARGUESsche Satz ein Satz iiber eine ebene Figur, der
Beweis benutzt aber die dritte Raumdimension. Dies ist insofern unvermeidbar, als
es sog. “Nicht-DESARGUESsche Ebenen” gibt, in denen die entsprechenden Axiome
des Verbindens und Schneidens gelten, aber nicht der Satz von DESARGUES. Diese
kann man dann natiirlich nicht in unseren P? einbetten.

Bemerkung 1.36 Den Satz von DESARGUES kann man natiirlich rdumlich duali-
sieren, wobei also Punkte in Ebenen und Ebenen in Punkte iibergehen. Formulieren
und beweisen Sie diesen Satz selbst.

Dieser Satz von DESARGUES hilft uns, den zentralen Begriff der “harmonischen

Lage” oder des “harmonischen Wurfes” zu gewinnen. Wir entwickeln ihn am Viereck.
Siehe Abbildung 1.12.

Ct

Abbildung 1.12

In einer fiir das folgende festgewihlten Ebene seien 4 Punkte A*, BT, CT, DT in
allgemeiner Lage, d.h. nicht drei auf einer Geraden, gegeben. Diese 4 Punkte ha-
ben (;1) = 6 Verbindungsgeraden. Die 4 Punkte mit den 6 Verbindungsgeraden
bilden das “vollstindige Viereck”. Dies hat also 4 Ecken und 6 Seiten. Die Seiten-

schnittpunkte sind einmal die 4 Ecken AT, B* C* D, daneben gibt es aber noch
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3 weitere Schnittpunkte P, Q™, RT, die sog. “Nebenecken” des Vierecks, die zu-
sammen mit ihren Verbindungsgeraden, genannt “Nebenseiten”, das “Nebendreieck”
des Vierecks bilden.

Jede Nebenseite hat aufser den auf ihr liegenden 2 Nebenecken, in denen sich je 2
Viereckseiten schneiden, noch je einen Schnittpunkt mit den verbleibenden 2 Vier-
eckseiten. Etwa r := PTNQT besitzt die weiteren Schnittpunkte M, N*. Sie sind
untereinander und von den Punkten PT,Q" verschieden. Nach Abbildung 1.12
scheinen sich die Punktepaare {P*,Q"} und {M ™, NT} zu trennen. Dies ist tat-
sichlich der Fall.

Satz 1.37 Es seien AT BTCT D™ ein nicht ausgeartetes Viereck, dazu P+, Q", R™
die Nebenecken, r := PT N QT Nebenseite und darauf wie in Abbildung 1.12 M+
und N7 die Schnittpunkte mit den weiteren Viereckseiten. Dann gelten

1. Die Punkte P*,Q", R" sind untereinander und von den Vierecksecken ver-
schieden.

2. Die Punktepaare {P",Q%} und {M*, N} trennen sich (im durch die Axiome
gegebenen Sinne). Sinngemif gilt dies fiir die anderen Nebenseiten auch.

3. Die Punkte P*,Q%, R sind nicht kollinear.

Beweis: Zu 1.: Wire etwa PT = Q™, so wiren die Geraden AT NP+ und ATNQ™
identisch und darauf liegen ja die Ecken AT, BT und D™. Das Viereck wire also
ausgeartet.

Zu 2.: Siehe Abbildung 1.13. Auf der Seite AT N B™ wihlen wir einen Punkt ST

Abbildung 1.13

so, daR PTSTATB* zyklisch ist. Damit konstruieren wir, wie in Abbildung 1.13
dargestellt, die Punkte O, X+, Y+, T". Projektive Bilder von PTST AT BT sind
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ebenfalls zyklisch. Wir bekommen so etwa

Dt
(1) PTSTA*B* A PYXTQTMT,
Bt

of 3

(2)  PYSTATBY A PTDTCTTT A PTMTQTYT,
O_+

(3) PYSTATBT A PTXTN*tY™T.

Nach (1) und (2) werden X wie Y durch {PT,Q"} von M* getrennt, lie-
gen somit im Segment Spiqg+/r+. Folglich ist entweder PTXTYTQTM™ oder
PTY+TX+tQTM™ zyklisch. Zusammen mit (3) folgt dann aber aus Satz 1.19, daf
notwendig PTXTNTYTQTM™ oder PTYTNTXTQVtM™ zyklisch ist, wonach in
jedem Falle sich {PT,Q"} und {M*, NT} trennen.

Zu 3.: Nach 2. sind insbesondere M+ und N7 verschieden. Waren Pt Q", R"
kollinear, so wire im Widerspruch dazu Rt = M*™ = N+, O

Die Abbildung 1.12 vermittelt also einen zutreffenden Eindruck.

Ausgehend von dreien dieser Punkte, etwa M ™, P, Q™, kénnen wir auf viele Wei-
sen vollstindige Vierecke konstruieren, in denen M ™, PT QT, die Bedeutung aus
Abbildung 1.12 haben. Etwa so:

Konstruktion 1.38 — Lege durch jeden der Punkte eine Gerade. Die Schnitt-
punkte werden DV, BT, CT.

— Bilde die Verbindungsgeraden PT™ N B* und QT N D™, deren Schnittpunkt A"
sei.

— Dann liefert AT N C* den fehlenden Punkt N7.

Uben Sie diese Konstruktion, bis sie im Schlaf geht!
Fiihrt man dies durch, so erscheint immer der selbe Punkt N*. Dies ist kein Zufall.
Satz 1.39 Der Punkt N+ auf der Geraden r ist schon durch die Punkte M+, P,

Q7T bestimmt und unabhéingig davon, wie man obige Konstruktion im Einzelnen
ausfiihrt.

Abbildung 1.14
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Beweis: In Abbildung 1.14 ist zu den gegebenen Punkten M+, PT, Q% die obige
Konstruktion zweimal ausgefiihrt. Wir beweisen die Eindeutigkeit des Punktes N T
iiber eine mehrfache Anwendung des Satzes von DESARGUES. Betrachten wir die
Dreiecke AtBT D' und A" BT D'". Entsprechende Seiten schneiden sich in den
Punkten M+, PT, Q% auf r. Somit sind die Dreiecke liniert, also auch zentriert,
d.h. die Geraden At N A’", BTN BT, D* N D'" gehen durch einen Punkt S*. Die
selben Betrachtungen gelten fiir die Dreiecke CTBT Dt und ¢’* B D'". Somit
gehen auch die Geraden B* N B'",CtnC'", DY N D't durch einen Punkt S*. S+
wie ST ist Schnittpunkt der Geraden B* N B’ und C* N C’'", woraus S+ = S+
folgt. Damit gehen alle 4 Geraden AT N AT, BT NB'T,ctnC'™, DY N D'" durch
einen Punkt, also insbesondere auch At N A’T, B* N BT, C*t N C'", was besagt,
daR die Dreiecke A*B+*C* und A’* BT C'" zentriert sind, nach DESARGUES also
auch liniert. Nun treffen sich AT N BT und A" N B'" in P+ auf r, Bt N C* und
BTN’ in QF auf r, und somit treffen sich auch AT N C*T und A/’T N C'" in
einem Punkt N ' auf r. Beide Konstruktionen liefern also den selben Punkt N*+. [

Diese Eindeutigkeit rechtfertigt die folgende

Definition 1.40 Wir nennen ein Quadrupel (M ™, Pt NT, Q%) auf einer Geraden
einen “harmonischer Wurf” oder in “harmonischer Lage”, bzw. sagen, dafs die Paare
{PT,Q"} und {M™*,N*} sich “harmonisch trennen”, wenn {P",Q"} Nebenecken
eines vollstidndigen Vierecks sind und {M™, Nt} die weiteren Schnittpunkte von
Vierecksseiten mit dieser Nebenseite PT™ N Q™.

Wegen Satz 1.37 trennen sich Punktepaare, die sich “harmonisch trennen” auch im
Sinne der Axiomatik.

Der Begriff der harmonischen Lage ist der zentrale Begriff fiir alles weitere. Machen
Sie sich insbesondere an speziellen (Euklidischen) Vierecken klar, daf etwa N der
Euklidische Mittelpunkt von P und Q* wird, wenn man M ™ als Fernpunkt der
Geraden wihlt. (Man nehme zunéchst auch C* als Fernpunkt.) Harmonische Lage
ibernimmt in der projektiven Geometrie die ordnende Funktion, die im Euklidischen
eben durch das Mittelpunktbilden, oder allgemeiner das Vergleichen von Strecken,
d.h. das Messen gegeben ist.

In der gegebenen Definition haben die beiden Punktepaare noch verschiedene Rol-
len. Dies ist aber nur scheinbar so. Um dies zu sehen, gehen wir nochmals vom
vollstdndigen Viereck aus, erweitern aber noch unsere Konstruktion zur sogenann-
ten “harmonischen Grundfigur”’(Abbildung 1.15).

Abbildung 1.15

Dazu fithren wir folgende Konstruktion aus:
- Beginne mit dem Viereck AT BTC*T D™ und seinen 6 Seiten —— .
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- Bilde das Nebendreieck PTQT RT mit den drei Nebenseiten — — — — .
- Bilde die Schnittpunkte 1t = M+, 2T = N*,3% 4% 5% 6 von den Nebenseiten
mit den Viereckseiten und ziehe deren 4 Verbindungsgeraden ..............
Dafs beim letzten Schritt tatsichlich nur 4 neue Geraden entstehen, folgt wieder
mit dem Satz von DESARGUES: Die Dreiecke PTQ1TR* und DY Bt AT sind in C*
zentriert. Somit sind sie liniert, d.h. die Schnittpunkte

1t von PP NQ* und DT N Bt

5% von Qt N RT und BT N AT

4% yvon R* NPT und At N DT
liegen auf einer Geraden. Analog zeigt man, dafy alle neuen Verbindungsgeraden
dieser Punkte je drei von ihnen enthalten.
Diese Abbildung 1.15 heifit die “harmonische Grundfigur”.

Sie besteht aus 4 + 3 + 6 = 13 Punkten

und 6 + 3 + 4 = 13 Geraden.

Wir werden sie noch genauer studieren. Zunichst betrachten wir nur das Vier-
eck 37,47 57,67. Es hat M, N* als Nebenecken und P*, Q™" als Schnittpunkte
weiterer Viereck-Seiten mit der entsprechenden Nebenseite, d.h. die Qualitdten “Ne-
benecke” und “weiterer Schnittpunkt mit Nebenseite” haben sich gerade vertauscht
und unsere symmetrische Definition von harmonischer Lage ist gerechtfertigt.
Ferner liest man ab:
Je 4 in der harmonischen Grundfigur auf einer Geraden eingezeichnete Punkte
bilden einen harmonischen Wurf.
Fiir je 4 Punkte auf einer Nebenseite ist dies klar. Betrachten wir eine Viereck-Seite,
etwa BT N CT mit den Punkten Q, B*,3",C™". Fiir das Viereck ATRTDTP*
ist der Schnittpunkt B von Pt N AT und R* N DT eine Nebenecke, ebenso der
Schnittpunkt C* von PTND* und AT NR*, der Punkt 37 liegt auf PT N R, der
Punkt QT auf D™ N AT, womit die harmonische Lage gezeigt ist. Analog geht man
fiir die anderen Geraden vor.
Der Triger eines harmonischen Wurfes (M*, P+, Nt , Q1) war eine Gerade als
Punktreihe. Genausogut kénnen wir natiirlich harmonische Lage in Geraden- oder
Ebenen-Biischeln einfiihren. Spdter werden wir noch allgemeinere Tréger nutzen
konnen.
Die “harmonische Lage von 4 Ebenen eines Ebenenbiischels” gewinnt man aus unse-
rer Definition 1.40 durch raumliches Dualisieren. Man baut also alle durchgefiihrten
Konstruktionen nach, indem man die Begriffe Punkt und Ebene austauscht, wobei
Verbindungsgerade zweier Punkte durch Schnittgerade zweier Ebenen zu ersetzen
ist. Das Ganze spielt sich dann nicht mehr in einer Ebene als Punkt- und Geraden-
Feld sondern in einem Punkt als Ebenen- und Geraden-Biindel ab und ist der Vor-
stellung entsprechend schwieriger zugénglich. Versuchen Sie dennoch sich ein Bild
zu machen.
Die “harmonische Lage von 4 Geraden eines Geradenbiischels” konnen wir auf zwei-
fache Weise einfiihren, die sich jedoch als dquivalent erweisen; namlich indem wir
— entweder das Biischel als Teil eines ebenen Feldes ansehen, also mit Geraden und
Punkten einer Ebene operieren,
— oder das Biischel als Teil eines zentrischen Biindels ansehen, also mit Geraden
und Ebenen operieren.
Diskutieren wir den ersten Aspekt:
In einer festen Ebene wahlen wir 4 Geraden a, b, ¢, d in allgemeiner Lage, d.h. nicht
drei durch einen Punkt. Diese 4 Geraden haben (3) = 6 Schnittpunkte. Die 4
Geraden mit den 6 Schnittpunkten bilden das “vollstindige Vierseit”. Dies hat also 4
Seiten und 6 Ecken. Die Verbindungsgeraden dieser 6 Schnittpunkte sind einmal die
4 Geraden a, b, ¢, d, daneben gibt es aber noch 3 weitere solche Verbindungsgeraden
D, q,r, die sog.“Nebenseiten” des Vierseits, die zusammen mit ihren Schnittpunkten,
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Abbildung 1.16

genannt “Nebenecken”, das “Nebendreiseit” des Vierseits bilden (Abbildung 1.16).
Vergleichen Sie das mit der bisher ausgefiihrten Konstruktion (Abbildung 1.15).
Zwei Nebenseiten, etwa p, ¢ schneiden sich in einem Punkt R, auf ihnen liegen
insgesamt 4 der 6 Vierseit-Ecken. Verbinden wir R+ mit den restlichen beiden Ecken,
so erhalten wir 2 Geraden m,n. Wir sagen

Die Geraden (m,p,n,q) bilden einen “harmonischen Strahlenwurf im Biischel RT”.
Uber den Satz von DESARGUES zeigt man wieder, da zu m, p, ¢ der Strahl n ei-
nes harmonischen Wurfes eindeutig festgelegt ist, und daf die Rollen von p, g und
m,n wieder vollig symmetrisch sind. Ferner ergibt sich, daff die beiden formal ver-
schiedenen Begriffe von harmonischer Lage im Strahlenbiischel (s.o0.) zusammenfal-
len und, daf die Begriffe von harmonischer Lage in verschiedenen Gebilden iiber
Schnitt/Schein auseinander hervorgehen.

Wir begniigen uns damit, den Zusammenhang zwischen der harmonischen Lage von
Punkten und dem zuletzt behandelten Begriff der harmonischen Lage von Geraden
in einem Biischel darzustellen.

Dazu gehen wir nocheinmal zu der harmonischen Grundfigur (Abbildung 1.15) zu-
riick, deren Konstruktion mit 4 Punkten begann und mit 4 Geraden endete. Beginnt
man nun in der fertigen Figur die 4 letzterhaltenen Geraden zu markieren, dann
deren Schnittpunkte u.s.w., so erhalt man durch Ausfiihren der gesamten Konstruk-
tion in umgekehrter Reihenfolge wieder die harmonische Grundfigur. Diesmal ist sie
aber entstanden aus der Konstruktion zur harmonischen Lage von 4 Geraden eines
Biischels. Dies bedeutet:

Satz 1.41 1. Die harmonische Grundfigur der Ebene bestehend aus 13 Punkten
und 13 Geraden ist eine eben-selbstduale Figur, d.h. sie geht beim Austauschen
von Punkten und Geraden in sich selbst iiber.

2. Je 4 ihrer Punkte, sofern sie auf einer Geraden liegen, bilden einen harmoni-
schen Punktwurf.

3. Je 4 ihrer Geraden, sofern sie durch einen Punkt gehen, bilden einen harmo-
nischen Strahlenwurf.

Beweis: Die ersten beiden Aussagen haben wir schon gezeigt, die letzte folgt aus
der zweiten, da der Satz von DESARGUES invariant ist unter dem Dualisieren in der
Ebene. d

Schliefilich erweist sich “harmonische Lage” als projektiver Begriff, d.h. als eine
Eigenschaft, die sich unter Projektivitdten erhalt.
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Satz 1.42 1. Schnitt und Schein zwischen verschiedenartigen Grundgebilden er-
ster Stufe erhalten harmonische Lage.

2. Projektivitidten erhalten harmonische Lage.

Beweis: Da Projektivititen als endliche Ketten von Schnitt/Schein erklart sind,
folgt natiirlich die zweite Aussage direkt aus der ersten.

Bleibt die erste zu beweisen. Wir betrachten zunéchst Punktreihe und Geradenbii-
schel. In der harmonischen Grundfigur Abbildung 1.15 haben wir auf der Nebenseite
r die 4 Punkte M+, PT, NT,Q™", die einen harmonischen Wurf bilden. Die durch
Schein aus dem Punkt RT aus ihnen entstehenden 4 Geraden gehoren ebenfalls zur
harmonischen Grundfigur, bilden also nach dem eben gezeigten Satz ebenfalls einen
harmonischen Wurf. Wir sind also fertig, wenn wir noch zeigen, daff man die har-
monische Grundfigur etwa aus kollinearen Punkten M ™, P™, Q" und einem dazu
nicht kollinearen Punkt R aufbauen kann. Dies geht iiber folgende Konstruktion:
P*,QT, R legen das Nebendreieck mit den Nebenseiten ( ———) fest, M TNR™ eine
Viereck-Seite. Nun wihle auf M+ N R beliebig D*. D™ N Q™" schneidet PT* N R*
im Punkt 4%, M N4% schneidet R N Q™ im Punkt 57 und P™ N 5" ergibt mit
M*TNRT den Punkt B*. Der Schnitt von PTN DT mit QTN BT liefert C*, der von
PT*NBT mit Q*NDT den Punkt A*. Wir haben somit die folgende Abbildung 1.17
erhalten.

Abbildung 1.17

Nach Konstruktion sind P, Q% Nebenecken von ATBTCtD™T, ferner M+ der
Schnitt einer Seite mit einer Nebenseite, dito N fiir die Seite A™ N C™T. Bleibt zu
zeigen, daR RT weitere Nebenecke ist, d.h. daR AT, CT, R* kollinear sind. Dies folgt
aber aus dem Satz von DESARGUES fiir die in Mt zentrierten Dreiecke P74+t D+
und Q5T BT. Damit 1ift sich aber diese Figur zur harmonischen Grundfigur er-
ginzen und unsere Behauptung ist gezeigt.

Raumliches Dualisieren liefert uns den selben Zusammenhang zwischen Strahlen-
biischeln (andere Fassung fiir harmonische Lage) und Ebenenbiischeln.

Schliefilich kann man die zentrische Grundfigur aus der ebenen gewinnen, indem
man zunichst eben dualisiert und dann aus einem nicht in dieser Ebene liegenden
Zentrum den Schein bildet. Dies liefert dann die noch ausstehenden Relationen. O

Harmonische Lage und Anordnung

Wir hatten schon in Satz 1.37 festgestellt, daff sich Punkte, die sich harmonisch
trennen, auch im Sinne der Axiomatik trennen. Die Beziehungen zwischen harmo-
nischer Lage und Anordnung seien noch etwas genauer betrachtet.
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Satz und Bezeichnung 1.43 1. Zu festen Punkten PT Q" auf einer Geraden
g ist die Abbildung

opPQ :g(P+aQ+aX+) _>g(P+aQ+aXI+)a

wobei {PT,Qt}, {X*, X'"} harmonisch getrennt sind, eine Projektivitéit.
. .. -1
Fiir sie ist opg = Opg-
opq heifit die “harmonische Spiegelung” an P*, Q.
2. Die harmonische Spiegelung ist ungleichsinnig.

3. Sinngemdf erklirt man harmonische Spiegelungen in Geraden - oder Ebenen-

biischeln.
&7 N
X+ g p+t  xt QF
Abbildung 1.18
Beweis:

1. Wir fixieren zwei zu Q* kollineare Punkte BT, C*. Zu jedem Punkt X' auf
g ergibt sich dann die in Abbildung 1.18 dargestellte Situation. Hier sind
die Paare {P*, Q*},{X*, X'"} harmonisch getrennt, ferner haben wir die
Perspektivititen

T
+

.
o(PT, BT, XF) A g(PT,QY, X'T).

>\|<O

Bt
g(P+aQ+aX+) /:\ U(P+,C+,X1+)
Die Aussage iiber a;é? folgt aus der Symmetrie der harmonischen Lage.

2. Nach Satz 1.37 trennen sich {P*,Qt} und {X*,X’"}. Somit sind nach
Satz und Definition 1.21 die Orientierung O(P*,Q", X 1) und die Orientie-
rung O(Pt,Q, X'") = O(opg(P1),0pq(QT),0po(XT)) verschieden, so-
daf opg ungleichsinnig ist. O

Damit kénnen wir nun den Beweis von Satz 1.25 nachholen: Zwei Punkte P*, Q%
erzeugen zwei Segmente, die durch die harmonische Spiegelung bijektiv aufeinander
bezogen sind. Da insgesamt unendlich viele Punkte auf der Geraden “sitzen”, miissen
beide Segmente also unendlich viele enthalten.

Eine der wichtigsten Aussagen iiber harmonische Lage steckt in folgendem

Satz 1.44 Fiir Punkte auf einer Geraden sind dquivalent
1. {X{", XS} und {Y7,Y,"} trennen sich nicht;

2. es gibt ein Paar {P*,Q*}, das beide Paare {X;", X;7} und {Y;",Y,"} harmo-
nisch trennt.
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SinngemdX gilt dies auch in Geraden- und Ebenenbiischeln.

Beweis: 2. = 1. : Wir konnen annehmen, daf PtQTX;"Y;" zyklisch ist. Da
sich {P*,Q"} und {X;, X; '} sowie {PT,QT} und {Y;",Y,"} trennen, sind dann
PTXSY,F QT XY und PTY;" X QX Y;" die einzigen wesentlich verschiede-
nen Moglichkeiten fiir eine zyklische Anordnung. Die Spiegelung opg erhilt als
Projektivitiit zyklische Anordnung. Somit ist auch PTQ* X Y," zyklisch, sodaf
die oben erstgenannte Moglichkeit ausscheidet. Also ist PTY," X QT X[ Y;" die
einzige mogliche Anordnung. Weglassen von P+ und Q7 liefert die Behauptung.
1. = 2.: Wir betrachten die Spiegelungen ox an {X;", X5 } und oy an {Y;",Y;"}
und bilden damit die Projektivitdt ¢ := oyox. Sie ist gleichsinnig. Wir werden
gleich zeigen, daR ¢ einen Fixpunkt P% besitzt. Damit ist dann o(Pt) = PT,
d.h. oyox(PT) = P oder QT := ox(PT) = oy(P%). Dies bedeutet aber, daft
{P*,Q%} durch {X;", X;'} wie durch {Y;",Y,"} harmonisch getrennt wird, was
behauptet war.

Einen Fixpunkt P von ¢ gewinnen wir iiber den Fixpunkt-Satz 1.32, indem wir
ein Segment S angeben, das von ¢ in sich abgebildet wird.

Dasich {X;", X5 } und {Y;", Y,"} nicht trennen, kénnen wir annehmen, daf X", Y;",
Y,", X5 zyklisch ist. Die dadurch gegebene Orientierung nennen wir “positiv’ und
bilden das Segment S := {V* | O(X],V* X )positiv}. Mit U = p(X;") =
oyox(X;") = oy(X;") (i = 1,2) wird S unter der gleichsinnigen Projektivitit ¢
abgebildet auf p(S) = S" := {V'* | O(U;{, V', U )positiv}. Es ist oy ungleichsin-
nig, somit liegen die oy-Bilder von X", Y|, Y;", X wieder zyklisch, jedoch negativ
orientiert, und damit ist dann Y;©, U;", U, Y," wieder zyklisch und positiv orien-
tiert. Damit ist insgesamt X", Y;", U;", U, Y,;", X5 zyklisch und positiv orientiert
und damit p(S) = S’ C S, sodak Satz 1.32 anwendbar ist. O

Als néchstes betrachten wir, was passiert, wenn wir bei der harmonischen Spiegelung
einen Fixpunkt verschieben.

Satz 1.45 Sind fiir die Punkte einer Geraden g sowohl (Xt,Pt X'T Q%) als
auch (Xt, P, X'T,QF) harmonische Wiirfe, so stimmen die Orientierungen von
(PT,Q*,QF) und (P, X'", X'T) iiberein.

Verschiebt man also den einen Fixpunkt QT einer harmonischen Spiegelung opg
nach Q7, so wandern die Bilder X’ + beliebiger Punkte X im selben Sinne nach
X't

Beweis:

VAR ¥
X+ Pt Xt X7 Qt g Qi

Abbildung 1.19

Wir spiegeln einen Punkt X+ an zwei Paaren {P*,Q*} und {P*,Q{}. Die Bild-
punkte seien entsprechend X't bzw. X'[. Dazu nutzen wir folgende Konstruktion
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(siehe Abbildung 1.19): Auf der Geraden g sind gegeben P, Q%, Q] und X+. Wir
wihlen eine Gerade z durch X, fixieren darauf Punkte B™, D' und bilden die
Geraden u := Pt N Dt w:= Pt N BT. Um X'" zu gewinnen, bilde man den
Schnittpunkt CT von @+ N BT mit u und den Schnittpunkt AT von Q+ N DT mit
w. Dann ist X’* der Schnittpunkt von A* N C*t mit g. Analog erhélt man X'}
indem man mit Q] beginnt und die Zwischenpunkte C;” und A konstruiert. Die
Dreiecke ATQtCT und AT Q] C; sind zentriert im Punkt P+, also auch liniert und
zwar iiber die Gerade x = DTN B™. Folglich gehen die beiden Geraden A™NC™ und
AT NCY durch den selben Punkt RT von z. Damit haben wir folgende Projektivitét:

+
+

B R
¢:g(XT, PT,QT,Q) A w(D*, Pt Cct,Cf) A g(xT, Pt X", X'T).

Da (XT,Pt, X't Q%) ein harmonischer Wurf ist, sind die Tripel (X*, Pt Q1)
und (X+, P, X'") gleich orientiert. Folglich ist ¢ gleichsinnig und daher sind auch
auch (P, Q%, Q) und (P+, X'*, X']) gleich orientiert. O

Drei Punkte AT, B, C™T einer Punktreihe kann man (auf drei verschiedene Weisen)
zu einem harmonischen Wurf ergénzen. Dann kann man aus den alten und den
neuen Punkten wieder drei auswéhlen, zu einem harmonischen Wurf ergdnzen und
so fortfahren. Dies fiihrt zu folgendem Begriff:

Definition 1.46 Die kleinste Menge G, die drei Punkte A*, BT, C* einer Punktrei-
he enthélt und mit je drei Punkten auch die damit bildbaren harmonischen Wiirfe,
heifst “harmonisches Gitter” zu diesen Punkten.

Solche Gitter liegen dicht in der Punktreihe:

Satz 1.47 Ist G ein harmonisches Gitter auf einer Punktreihe g, so enthilt jedes
Segment von g einen Punkt von G.

Im Hinblick auf eine Anwendung in Kapitel 3 fiihren wir den Beweis fiir Gitter, die
nur die folgende schwichere Eigenschaft erfiillen:

Eigenschaft 1.48 Die Menge G enthalte wenigstens drei Punkte, darunter einen
ausgezeichneten Punkt F'™, und enthalte ferner zu je zwei weiteren Punkten P+ Q"
€ G auch die Punkte X+, X', X"t fir die F+,X*,PT,Q" bzw. F+, Pt X'T Qt
bzw. F+ Pt Qt, X"t harmonische Wiirfe sind.

Beweis: (von Satz 1.47 unter der schwicheren Voraussetzung von Eigenschaft 1.48.)
Wir nehmen an, es gebe ein Segment S = Syy von g, das keinen Gitterpunkt
enthdlt. Dabei sei gleich S als maximal angenommen. Durch geeignete Festlegung
der Orientierung ist dann S = {XT|O(U*, X+ V7T) positiv}.

Fall 1: Es ist UT = F* (analog VT = F): Da G wenigstens drei Punkte enthilt,

S

. ) .

Ut = Ft Xt VEorvt P+

Abbildung 1.20

gibt es einen Punkt Pt € G,# U™, V™, der dann notwendig ¢ S. Wir spiegeln F'*
an {VF, P} zu V'* ¢ S. Dann gibt es im Segment Sy+y+,p+ eine Gitterpunkt
Q7. Spiegeln wir Pt an {F*,QT} zu X, so erhalten wir einen Gitterpunkt. Es
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sind nun PTF*V*V’" und PTF+XTQ" harmonische Wiirfe und somit nach Satz
1.45 (beachte F* = U™!) die Orientierungen O(UTX*tV+) und O(UTQTV'™)
gleich. Letztere ist nach Konstruktion positiv, somit liegt dann X+ € S, was nach
Voraussetzung nicht sein kann. Dieser Fall kann also nicht eintreten.

Fall 2: F* Ut VT:
Dann ist S = Sy+y+ = Sy+vy+/p+ und O(F*, U™, V™) positiv.

S
Ft Al pt Bt
L L O
X+t utatwt BTyt Y+

Abbildung 1.21

Wir bestimmen eine Reihe von Punkten:

W+ durch Spiegeln von F* an {UT, V T},

X7 durch Spiegeln von W+ an {UT, FT},

Y+ durch Spiegeln von W+ an {V*+ F*t}.

Es ist dann FYTXTUTW V1Y ™ zyklisch und positiv orientiert.

Im Segment Sx+y+,p+ gibt es einen Gitterpunkt A* € G, im Segment Sy+y+/p+
gibt es einen Gitterpunkt BT € §. Bestimme P* durch Spiegeln von F' an
{AT,B*}. Dann ist PT € G. Wir zeigen, daR P sogar in S liegt, was den er-
wiinschten Widerspruch liefert.

Dazu spiegeln wir At an {U*, Ft} zu AT, dito Bt an {V*,F+} zu B'". Es
sind also FTATUT A" und FTAtP*B* harmonische Wiirfe, somit nach Satz
1.45 At AT BT und ATUT P+ gleichorientiert und zwar beide positiv. Ebenso sind
FtBtV+B'" und FtBTPt A" harmonische Wiirfe, somit wieder B+ B’" A+ und
BTV PT gleichorientiert und zwar beide negativ. Damit ist notwendig UT PtV ™+
positiv orientiert, d.h. PT € S. O

Der Fundamentalsatz

Mit den nun vorhandenen Mitteln, kénnen wir die Projektivitdten (Definition 1.11)
zwischen Grundgebilden erster Stufe vollstdndig charakterisieren.

Fundamentalsatz 1.49 Eine Abbildung zwischen zwei Grundgebilden g, g’ erster
Stufe ist genau dann eine Projektivitét, wenn sie bijektiv ist und harmonische Lage
erhdlt.

Sind (A, B,C) aus g und (A’, B',C") aus ¢’ je drei paarweise verschiedene Elemente,
so gibt es genau eine Projektivitit

m: g(A,B,C)Ag'(A,B,C).
“Drei Paare bestimmen eine Projektivitit”.

Beweis: Auf Grund fritherer Satze wissen wir, dafl

- Projektivitaten bijektiv sind (Satz 1.12),

- zu je drei Paaren eine Projektivitit existiert (Existenzsatz 1.13),

- Projektivititen die Trennrelation erhalten (Satz 1.17),

- Projektivitdten harmonische Lage erhalten (Satz 1.42).

Betrachten wir nun eine Abbildung p eines Grundgebildes erster Stufe in sich, sa-
gen wir, um konkret zu sein, einer Geraden g. Diese Abbildung sei bijektiv, erhalte
harmonische Lage und habe drei Fixpunkte AT, BT, CT. Dann ist fiir den harmo-
nischen Wurf A, BT, CT, D' notwendig auch DT Fixpunkt und allgemeiner folgt
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sofort, daf das ganze harmonische Gitter zu AT, BT, C" nur aus Fixpunkten von
p besteht. Wir zeigen, daf dann notwendig p die Identitét ist.

Annahme: p # id : Dann existiert ein Punkt X7, fir den X'T := p(XT) #
X und, da das Gitter dicht liegt, gibt es Gitterpunkte G*,G'",G”" soda die
Anordnung GTX+G'"X'TG"" zyklisch ist. Damit trennen sich {G*, Xt} und
{G'",G""} nicht. Es gibt also ein Paar {P*, QT}, was beide harmonisch trennt
(Satz 1.44). Da p harmonische Lage erhilt, miissen sich also auch die jeweiligen
Bilder harmonisch trennen, d.h. das Bild-Paar {P'",Q'"} trennt die Bild-Paare
{G*,X'"} und {G'", 3"} harmonisch, was aber nach Satz 1.44 unmdglich ist, da
sich ja {GT,X’"} und {G’*,@""} trennen. Somit kann es keine Punkt X mit
p(XT) # X geben, d.h. die Abbildung p ist die Identitét. Fiir andere Grundge-
bilde erster Stufe schlieftt man natiirlich vollig analog.

Damit folgt der noch ausstehende Teil unseres Satzes so: Ist 7 eine beliebige Bi-
jektion, die harmonische Lage erhilt, so konnen wir auf beliebige Weise drei Paa-
re (A,m(A)), (B,n(B)), (C,n(C)) herausgreifen und dazu iiber den Existenzsatz
1.13 eine diese einander zuordnende Projektivitat 7’ konstruieren. Die Abbildung
p:= m 7 ist dann bijektiv, erhilt harmonische Lage und hat natiirlich A, B,C
als Fixelemente, ist somit nach dem eben gezeigten Teil die Identitit. Folglich ist
7 = 7' und damit auch 7 eine Projektivitédt, die zudem notwendig mit der zu den
drei Paaren konstruierten iibereinstimmt, womit der Fundamentalsatz gezeigt ist. O

Wir haben nun alle wesentlichen Grundlagen und Hilfsmittel aus den Axiomen her
bereitgestellt und werden nun in den folgenden Kapiteln damit Geometrie betreiben.
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