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2 Projektivititen auf Grundgebilden erster Stufe

Fiir dieses und die folgenden Kapitel legen wir eine einmal fest gewdhlte Ebene
zugrunde, in der stillschweigend alle vorkommenden Punkte und Geraden liegen.
Entsprechend benutzen wir hier eine vereinfachte Notation:

Punkte bezeichnen wir einfach mit Grofibuchstaben A, B, .., Geraden wieder mit
kleinen Buchstaben.

Ferner bezeichne v := AB die Verbindungsgerade und S := ab oder gelegentlich
auch S :=a V b den Schnittpunkt.

Projektivititen auf einer Punktreihe

Der in Kapitel 1 zuletzt bewiesene Fundamentalsatz 1.49 besagt insbesondere, daft
eine Projektivitét eines Grundgebildes erster Stufe in sich, die mindestens drei Fix-
elemente besitzt, trivial, d.h. die Identitdt ist. Also etwa fiir Punktreihen haben
wir

Fakt 2.1 Eine Projektivitit einer Punktreihe in sich mit mindestens drei Fixpunk-
ten ist die Identitét.

Die Existenz von Projektivitdten mit zwei Fixpunkten ist natiirlich iiber den Funda-
mentalsatz sofort klar. Etwa die in Satz und Bezeichnung 1.43 erkldrte harmonische
Spiegelung opq ist eine solche (mit Fixpunkten P, Q).

Eine Projektivitdt mit genau einem Fixpunkt gewinnt man beispielsweise aus der
in Abbildung 2.1 dargestellten Konstruktion:

|4

/x Ix

Abbildung 2.1

>I1c
>i<

71 g(X) A B(X) A g(xX).
Dabei sind U, V, F kollinear, h geht durch F'. Dann gilt

X)) =X & X=X & X =F,

d.h. wir haben genau einen Fixpunkt.
Die Existenz von Projektivitdten ohne Fixpunkt werden wir bald sehen.

Bezeichnung 2.2 Eine Projektivitit m eines Grundgebildes erster Stufe in sich
mit

keinem Fixpunkt heifst “elliptisch”,

genau einem Fixpunkt heifst “parabolisch”,

genau zwei Fixpunkten heifit “hyperbolisch”.
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Die harmonische Spiegelung opg hat die Eigenschaft, daf sie, zweimal angewendet,
die Identitdt ergibt. Sie ist damit ein Beispiel fiir folgende

Definition 2.3 Eine Projektivitit n eines Grundgebildes g erster Stufe in sich heifit
“Involution”, wenn n? = id, also die Identitit ist. Fiir ein Element A in g ist dann
mit A" :=n(A) auch A = n(A’). Man nennt dann (A, A’) ein “Involutionspaar”.

Die Identitét rechnen wir im allgemeinen nicht zu den Involutionen.

Im Weiteren wihlen wir, um konkret zu sein, als Grundgebilde eine Punktreihe.
Samtliche Aussagen gelten aber sinngemaf auch fiir die anderen Grundgebilde erster
Stufe.

Die Involutionen spielen eine zentrale Rolle in der projektiven Geometrie, sie seien
daher zunéchst untersucht.

Lemma 2.4 Zu je 4 Punkten A, B,C, D auf einer Punktreihe g gibt es genau eine
Projektivitdt n mit
77 : g(A7B7C7D) /_\g(B7A’D7C)'

Abbildung 2.2

Beweis: Die aus Abbildung 2.2 ablesbare Kette von Perspektivititen

Q A R
9(A,B,C.D) A v(Z,R,C;W) A w(Q,T,D,W) A g(B,A,D,C)

zeigt die Existenz, die Eindeutigkeit folgt aus dem Fundamentalsatz.
Die Situation in der Abbildung 2.2 ist dabei allgemein genug, um mit allen mdglichen
Anordnungen der vier Punkte fertig zu werden. U

Dieses Lemma liefert uns den zentralen Satz iiber Involutionen.

Satz 2.5
1. Gibt es zu einer Projektivitdt ¢ : g(X) A g(X') ein Paar (A, A’) mit A # A’,
fir das ¢ : g(A, A") A g(A’, A), so ist ¢ eine Involution.
2. Zu zwei Paaren (A,A"), (B,B’) mit A # A', B # B’ gibt es genau eine
Projektivitdt, die beide Paare als Involutionspaare hat. Sie ist eine Involution.
3. Hat eine Involution n zwei Involutionspaare (A, A’) und (B, B’), die sich nicht
trennen, so hat sie zwei Fixpunkte, ist also hyperbolisch und je zwei Involuti-

onspaare trennen sich nicht. Sie ist die harmonische Spiegelung an den beiden
Fixpunkten. Sie ist ungleichsinnig.
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Hat eine Involution 1 zwei Involutionspaare (A, A') und (B, B'), die sich tren-
nen, so hat sie keine Fixpunkte, ist also elliptisch und je zwei Involutionspaare
trennen sich. Die Involution ist gleichsinnig.

Parabolische Involutionen, also solche mit genau einem Fixpunkt, gibt es nicht.

Diese Aussagen gelten sinngeméf fiir die anderen Grundgebilde.
Beweis:

1. Der Punkt X sei verschieden von A und A’, sonst beliebig, ferner sei X’ :=
©(X). Dann gibt es nach Lemma 2.4 eine Projektivitét

n: g(A,A X, X")Ag(A, A X' X).

Sie stimmt auf drei Punkten mit ¢ {iberein, ist somit ¢, sodaft insbesondere
©*(X) = p(X’) = X. Da X (fast) beliebig war, folgt »? = id, d.h. ¢ ist
Involution.

2. Die Existenz folgt aus Lemma 2.4, die Eindeutigkeit aus dem Fundamentalsatz
und 1. zeigt, dafs es sich um eine Involution handelt.

3. Zu den beiden sich nicht trennenden n-Paaren (A, A’) und (B, B’) gibt es
nach Satz 1.44 ein Paar (P, @), das beide harmonisch trennt. Dann stimmen
aber 1 und die harmonische Spiegelung opg auf (mindestens) drei Punkten
tiberein, sind also identisch. Je zwei Involutionspaare werden dann von (P, Q)
harmonisch getrennt, trennen sich also gegenseitig nicht.

Hat eine Involution 7 (# id!) einen Fixpunkt P, so wihle man ein beliebiges
Involutionspaar (X, X’) und bestimme @ so, daf sich (P,Q) und (X, X’)
harmonisch trennen. Dann stimmen 1 und die harmonische Spiegelung opg
auf P, X, X’ {iberein, sodaf also 7 = opg sein mufs. Involutionen mit genau
einem Fixpunkt gibt es also nicht.

Damit folgt die die Aussage iiber elliptische Involutionen allein aus der Nega-
tion der schon behandelten Fille. 0

Insbesondere ist mit diesem Satz auch die Existenz elliptischer Projektivitdten,
speziell elliptischer Involutionen gezeigt.
Ein weiterer wichtiger Satz iiber Involutionen ist der folgende

Satz 2.6 (Involutionssatz am vollstindigen Viereck) Die drei Paare von Ge-
genseiten eines vollstindigen Vierecks schneiden eine Gerade, die durch keine Ecke
des Vierecks geht, in den Punktepaaren einer Involution.

Beweis: Aus Abbildung 2.3 liest man die folgende Kette von Perspektivitdten ab:

c X D
9 X, X' \Y,Y',Z) A V' (R,D,S,Y' A) A v(C,T,S,Y,B) A g(X',X,Y'Y,Z.

Die dargestellte Projektivitit besitzt ein involutorisches Paar, ist also selbst eine
Involution. 0

Bemerkung 2.7 Geht die Gerade g durch zwei Nebenecken des Vierecks, so ergibt
sich die harmonische Spiegelung.
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Abbildung 2.4

Dieser Satz zusammen mit dem Satz iber den Héhenschnittpunkt im Dreieck aus
der elementaren Euklidische Geometrie kann nun zu folgender Betrachtung in der
um die Ferngerade zur projektiven Ebene erweiterten Euklidischen Ebene dienen:
Wir gehen aus von einem Euklidischen Dreieck ABC mit Seiten a, b, c und Héhen
hay hp, he, die sich im Punkt S schneiden. (Siehe Abbildung 2.4). Im vollstindigen
Viereck ABC'S sind Paare von Gegenseiten jeweils

a=BCund h, = AS

und ebenso
bund hy , cund h,.

Deren Fernpunkte sind also Paare einer Involution p auf der Ferngeraden und diese
drei Paare gehdren zu orthogonalen Richtungen.

Fixiert man nun etwa A, B und a, dann sind gegeben die Geraden a und c, ferner
die Hohe h, und die Richtung von h., somit durch deren Fernpunkte also zwei
Paare von p, wodurch p bestimmt ist. Eine in beliebiger Richtung durch A gelegte
dritte Seite b erzeugt dann ein weiteres Paar b, h, zu p. Damit ist gezeigt, dafs
alle Paare der Involution p auf der Ferngeraden eben zu orthogonalen Richtungen
gehoren: Ein sich drehender rechter Winkel schneidet die Ferngerade in den Paaren
der “Rechtwinkel” - Involution p.

Dieser Sachverhalt wird spéter, wenn wir die Euklidische Geometrie aus der pro-
jektiven zuriickgewinnen wollen, eine wichtige Rolle spielen.

Der Kreuzlinien - und Kreuzpunktsatz

Es sei daran erinnert, daff wir nur Punkte und Geraden einer festgewéhlten Ebene
betrachten.
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Wir hatten festgelegt

Fakt 2.8

1. Zwei projektive Punktreihen mit verschiedenen Trigern g, ¢’ sind genau dann
perspektiv, wenn die Verbindungsgeraden zugeordneter Punkte durch einen
festen Punkt Z gehen, dem “Zentrum der Perspektivitit”.

2. Zwei projektive Strahlenbiischel mit verschiedenen Trigern G,G’ sind genau
dann perspektiv, wenn die Schnittpunkte zugeordneter Geraden auf einer fe-
sten Geraden z liegen, der “Achse der Perspektivitit”.

Fiir projektive aber nicht perspektive Punktreihen bzw. Biischel bilden also die
Verbindungsgeraden zugeordneter Punkte kein Biischel durch einen Punkt bzw. die
Schnittpunkte zugeordneter Strahlen keine Punktreihe auf einer Geraden. Die hier
entstehenden Gebilde werden eine wichtige Rolle bei den weiteren Uberlegungen
spielen.

Ob eine Projektivitat zwischen zwei Punktreihen oder zwei Biischeln mit jeweils
verschiedenen Trigern sogar eine Perspektivitdt ist, kann man an dem Verhalten
des beiden Trigern gemeinsamen Elementes ablesen.

Satz 2.9

1. Zwei projektive Punktreihen mit verschiedenen Trigern g, g’ sind genau dann
perspektiv, wenn der gemeinsame Punkt S von g und g’ sich selbst entspricht.

2. Zwei projektive Strahlenbiischel mit verschiedenen Trigern G, G’ sind genau
dann perspektiv, wenn der gemeinsame Strahl s von G und G’ sich selbst
entspricht.

Abbildung 2.5

Beweis: Siehe Abbildung 2.5.

1. Punktreihen:

Der Schnittpunkt S entspreche sich selbst: S = S’. Wéahle auf g zwei belie-
bige weitere Punkte A, B. Die zugeordneten Punkte auf ¢’ seien A’, B’. Die
Geraden AA’ und BB’ schneiden sich in einem Punkt Z. Das Biischel Z defi-
niert eine Perspektivitit von g und ¢’. Diese ordnet zu A, A/, dito B, B’ und
S, S’ = S, stimmt also in drei Paaren mit der gegebenen Projektivitét iiberein,
somit nach dem Fundamentalsatz iiberall.

Es liege eine Perspektivitit vor: Dann haben wir die in Abbildung 2.5 gezeich-
nete Situation und der Schnittpunkt muf$ sich selbst entsprechen.

2. Biischel: Der Beweis geht analog. O

Dieser Satz ist ein wichtiges Hilfsmittel fiir die weiteren Untersuchungen. Zunéchst
betrachten wir die sog. Kreuzlinien bzw. Kreuzpunkte:
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Definition 2.10 (Kreuzlinie, Kreuzpunkt)

1. g(A,B,C,..) ANg'(A", B’,C",..) seien projektive Punktreihen mit verschiedenen
Trigern. Dann heiffen die beiden Geraden AB’ und A’ B,... jeweils ein Paar sich
entsprechender Kreuzlinien.

2. G(a,b,c,..) N G'(d',V,c,..) seien projektive Biischel mit verschiedenen Tréi-
gern. Dann heifen die beiden Schnittpunkte ab’ und a'b,... jeweils ein Paar sich
entsprechender Kreuzpunkte.

Damit gilt der wichtige

Satz 2.11 (Kreuzlinien-Kreuzpunktsatz)

1. Die Schnittpunkte sich entsprechender Kreuzlinien zu zwei projektiven Punkt-
reihen liegen auf einer Geraden, der “Perspektivitidtsachse” der Projektivitét.

2. Die Verbindungsgeraden sich entsprechender Kreuzpunkte zu zwei projektiven
Biischeln gehen durch einen Punkt, das “Perspektivititszentrum” der Projek-
tivitat.

Abbildung 2.6

Beweis:
1. Siehe Abbildung 2.6. Die Punktreihen
g(A,B,C,.. X, YA G A, B, C' ..., X'.)

seien projektiv. Wahle ein Paar zugeordneter Punkte, etwa A, A’ und betrach-
te den Schein von g aus A’ bzw. von ¢’ aus A. Dann sind auch die Biischel

A(A'A,A'B,A'C Sc%itt A B,C
( ) ? ,"') g( ) ) 7"')
Schein
A J(ALB,C,..) A A(AA,AB',AC',..)

projektiv, wobei der gemeinsame Strahl AA’ sich selbst entspricht. Somit sind
die Biischel nach Satz 2.9 sogar perspektiv und die Schnittpunkte einander zu-
geordneter Strahlen, also von A’B und AB’, von A’C und AC’, von A’X und
AX' etc. liegen auf einer Geraden z, der Perspektivititsachse. Diese Schnitt-
punkte U, V.Y sind aber gerade die Schnittpunkte entsprechender von A bzw.
A’ ausgehender Kreuzlinien. Fiir diese Kreuzlinien ist also der Satz schon
gezeigt. Wir zeigen nun, daf die Gerade z gar nicht von der Auswahl des Paa-
res A, A’ abhéngt, sondern allein von der Projektivitét bestimmt ist, womit
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dann der Satz allgemein gilt. Fiir einen beliebigen Punkt X auf ¢ erhalten
wir den zugeordneten Punkt X’ auf ¢’ iiber die folgende Konstruktion (siehe
Abbildung 2.6):

S

A/
9(X) A 2(Y) A ¢'(X"),
da sich die Kreuzlinien AX' bzw. A’X eben auf z in Y schneiden.

Seien S := gz, T’ := ¢’z die Schnittpunkte von z mit g bzw. ¢’ und T := g¢'.
Dann haben wir mit S :=T

A A
9(8,T) A 2(8,T") A ¢'(ST").

Also sind die Schnittpunkte von z mit g bzw. ¢’ gerade das Urbild S bzw. das
Bild 77 des Schnittpunktes 7" := gg’ unter der gegebenen Projektivitat und
damit unabhingig von der Wahl des Punktes A.

Die noch offenen Sonderfille seien dem Leser {iberlassen.
2. Dieser Teil geht analog. U

Die eben ausgefiihrte Konstruktion 14t sich auch deuten als die “Drei-Paare-Kon-
struktion” fiir den Existenzsatz 1.13, wobei die speziellen Zentren 7 := A, 7' := A
gewahlt sind.

Eine schone Anwendung des Kreuzlinien - bzw. Kreuzpunktsatzes ist der

Satz 2.12 (Satz von Pappos - Pascal) ( PApros 4.Jahrhundert n.C., PASCAL
1623 - 1662 )

1. Liegen beim Durchlaufen eines einfachen Sechsecks die Ecken abwechselnd auf
zwei festen Geraden, so liegen die Schnittpunkte der Gegenseiten auch in einer
Geraden.

2. Gehen beim Durchlaufen eines einfachen Sechsseits die Seiten abwechselnd
durch zwei feste Punkte, so gehen die Verbindungen von Gegenecken auch
durch einen Punkt.

In der Abbildung 2.7 ist diese Situation skizziert.

Abbildung 2.7

Beweis: Wir beweisen nur den ersten Teil, der andere geht analog iiber Dualisieren.

Zur Bezeichnung siehe Abbildung 2.7. Gegenseiten des einfachen Sechsecks mit den
Ecken 1,2,3,4,5,6 sind

S|

= 12 und a’ = 45,
= 23 und b = 56,
c:= 34 und ¢ = 61.

(=)
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Nun betrachte die Projektivitét
9(1,3,5,...) A ¢'(4,6,2,...).

In ihr sind (a, a’), (b,b'), (c, ") Paare sich entsprechender Kreuzlinien, deren Schnitt-
punkte also nach dem vorigen Satz auf einer Geraden liegen. O

Es sei vermerkt, daff der Satz 2.12 in einem gewissen Sinne dquivalent zum Funda-
mentalsatz ist. Die Details findet man etwa in dem Buch von ROBINSON.

Punktreihen und Biischel zweiter Ordnung

Im vorigen Abschnitt hatten wir festgestellt, daft

- zwei projektive Punktreihen (mit verschiedenen Tragern) genau dann perspek-
tiv sind, wenn der gemeinsame Punkt sich selbst entspricht, und doff genau
dann die Verbindungsgeraden sich entsprechender Punkte durch einen festen
Punkt gehen, d.h. ein Strahlenbiischel bilden.

- zwei projektive Biischel (mit verschiedenen Tragern) genau dann perspektiv
sind, wenn der gemeinsame Strahl sich selbst entspricht, und doff genau dann
die Schnittpunkte sich entsprechender Strahlen auf einer festen Geraden lie-
gen, d.h. eine Punktreihe bilden.

Es stellt sich die Frage, welche Gebilde aus den Verbindungsgeraden resp. Schnitt-
punkten sich entsprechender Elemente entstehen, wenn wir projektive aber nicht
perspektive Punktreihen bzw. Biischel betrachten. Fithren wir dazu zunéchst eine
Bezeichnung ein:

Definition 2.13 (Punktreihen, Biischel zweiter Ordnung)

1. Die Schnittpunkte entsprechender Strahlen zweier projektiver, aber nicht per-
spektiver, Biischel mit verschiedenen Trédgern bilden eine “Punktreihe zweiter
Ordnung”.

Der bisherige Begriff der Punktreihe wird zur “Punktreihe erster Ordnung”.
2. Die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte zweier projektiver, aber nicht

perspektiver Punktreihen (erster Ordnung) mit verschiedenen Trégern bilden
ein “Strahlenbiischel zweiter Ordnung”.

Der bisherige Begriff des Biischels wird zum “Biischel erster Ordnung”.

Bemerkung 2.14 Die entsprechenden rdumlichen Begriffe im zentrischen Biindel
sind “Ebenenbiischel zweiter Ordnung” bzw. “Kegel zweiter Ordnung”.

Die Bezeichnung “von zweiter Ordnung” erklart sich aus folgendem Sachverhalt:

Satz und Definition 2.15 (Tangente, Beriihrpunkt)

1. Eine Punktreihe zweiter Ordnung hat mit jeder Geraden héchstens zwei Punk-
te gemeinsam. Geraden, die mit ihr genau einen Punkt gemeinsam haben,
heiflen “Tangenten”.

2. Ein Biischel zweiter Ordnung hat mit jedem Punkt héchstens zwei Geraden
gemeinsam. Punkte, die mit ihm genau eine Gerade gemeinsam haben, heilen
“Beriihrpunkte”.
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Gl A

Abbildung 2.8

Beweis: Wir beweisen wieder nur den Teil 1. Siehe auch Abbildung 2.8. Die Punkt-
reihe Q zweiter Ordnung sei durch eine Projektivitat

@ Gl(al,bl,cl,...)7\G2(a2,b2,02,...)

erzeugt. Angenommen, eine Gerade g ginge nicht durch G; oder G2 und trife Q in
drei Punkten A, B, C. Dies wiren dann Schnittpunkte sich unter ¢ entsprechender
Strahlen der beiden Biischel, sodaff ¢ damit die Perspektivitdt iiber die Gerade g
sein miifste, was aber ja ausgeschlossen war.

Die Diskussion des Falls, daf g durch G; oder G5 geht, sei als Ubung gestellt. [

Punktreihen und Biischel zweiter Ordnung gehen durch Dualisieren in der Ebene
auseinander hervor, weshalb wir uns im weiteren auf die Betrachtung von Punkt-
reihen beschrinken.

Zunichst eine Existenzaussage:

Satz 2.16 Zu fiinf Punkten G1,G2, A, B,C, von denen nicht drei kollinear sind,
gibt es eine Punktreihe Q zweiter Ordnung, die sie enthilt.

Wir werden spéter sehen, dafs Q sogar eindeutig bestimmt ist.

Beweis: Wir wihlen zwei der Punkte, etwa G; und G- als Biischelzentren und
bilden darin die Geraden

Q; = GlA, bl = GiB, C; i — GiC, (’L = 1,2).

Dann ist durch
@ Gi(a,bi,c1) A Ga(asg, b, co)

eine Projektivitdt zwischen den Biischeln bestimmt, fiir die nach Konstruktion
A, B, C Schnittpunkte sich entsprechender Geraden sind. Da nicht drei der Punkte
kollinear sind, ist ¢ nicht perspektiv. Damit ist insbesondere fiir die Verbindungsge-
rade t := G1G> dann o(t) # t # ¢ 1(t). Folglich ist G der (eindeutig bestimmte)
Schnittpunkt von ¢t und (t), sowie G1 der (eindeutig bestimmte) Schnittpunkt von
¢~ 1(t) und t. Die Projektivitéit ¢ erzeugt also eine Punktreihe Q zweiter Ordnung,
der alle fiinf vorgegebenen Punkte angehoren. O

Der eben notierte Beweis 1aft sich leicht zu einem Konstruktionsverfahren zur Ge-
winnung weiterer Punkte von Q ausbauen. (Siehe Abbildung 2.9.) Mit den eben
eingefiihrten Geraden a;,b;,¢; (i = 1,2) bilde zunéchst den Schnittpunkt S von by
und co. Ferner bilde die Geraden s; := C'A und ss := BA. Da keine Perspektivitét
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Abbildung 2.9

vorliegt, sind s; und sy verschieden und beide nicht inzident mit S. Dann wird die
konstruierte Projektivitét ¢ iiber die folgende Schnitt/Schein-Kette realisiert:

Schnitt

Gl(alablaclaxl) A Sl(AlaBlaclaXl)

Schein

A s2(A2,Bz,C2,X2) A Galaz, bz, ca,22).

11

Fiir 1 € G erhalten wir also das zugehorige x2 € G2 so:

Schneide z1 mit s;. Dies ergibt X;. Perspektive iiber S liefert X5 auf s5, daraus die
Verbindung mit G5 die gesuchte Gerade zo. Der Schnittpunkt X := x5 ist dann
in Q.

Bemerkung 2.17 Wihlt man die Punkte C,G1, A, G2, B auf einem Kreis als be-
nachbarte Ecken eines regelméfsigen Sechsecks, so wird S der Kreismittelpunkt und
iiber den Peripheriewinkelsatz folgt einfach, dak dann der Punkt X diesen Kreis
durchliuft.

Damit haben wir insbesondere

Satz 2.18 Der Euklidische Kreis ist eine Punktreihe zweiter Ordnung im Sinne der
oben gegebenen Definition.

Es wird sich spater ergeben, daft Euklidisch betrachtet genau alle Kegelschnitte,
also Ellipse (speziell Kreis), Parabel, Hyperbel die Punktreihen zweiter Ordnung
sind.

Das Konstruktionsverfahren zu Satz 2.16 1ifst sich natiirlich genausogut verwen-
den, wenn eine nicht perspektive Projektivitit ¢ : G; A G2 durch drei Paare sich
entsprechender Geraden (a1, az), (b1,b2), (c1,c2) gegeben ist.

Betrachten wir zu einer so konstruierten Punktreihe Q mit vier weiteren Punkten
A, B,C, X das einfache Sechseck G1 X GoC AB. (Siehe Abbildung 2.9). In ihm liegen
sich gegeniiber die Seiten

Gi1X und CA mit Schnittpunkt X3
XGy; und AB mit Schnittpunkt X
G2C und BG; mit Schnittpunkt S

und diese Schnittpunkte sind, so hatten wir oben abgeleitet, kollinear.
Da von den Punkten A, B, C, X lediglich verlangt war, daf sie zu unserer Punktreihe
Q gehoren, haben wir
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Lemma 2.19 Sind A, B, C, X vier Punkte der durch die projektiven Biischel G1, G2
erzeugten Punktreihe Q zweiter Ordnung, so liegen die Schnittpunkte der Gegen-
seiten des einfachen Sechsecks G1 X GoCAB auf einer Geraden.

Bisher haben die Punkte G; und G2 als Biischelzentren eine Sonderrolle, von der
wir uns zunéchst befreien wollen.
Dafiir kehren wir zunéchst die Aussage von Lemma 2.19 um.

Lemma 2.20 Liegen die Schnittpunkte der Gegenseiten eines einfachen Sechseckes
Py P, P3Py P5 Ps auf einer Geraden, so gibt es eine Projektivitidt m zwischen den Bii-
scheln in Py und Ps, fiir die P», Py, Ps, Ps Schnittpunkte sich unter 7 entsprechender
Geraden sind. Dies Projektivitit 7 ist genau dann nicht perspektiv, wenn keine drei
der Punkte Py, ..., Pg kollinear sind.

P4 P6

P

Abbildung 2.10

Beweis: Siehe Abbildung 2.10. Es bezeichne Z den Schnittpunkt der Verbindungs-
geraden Py P und P3Py, ferner sei z; := Py Ps und z5 := P5Ps. Wie oben liefert die

Kette
Schnitt Z Schein

T P AN 2z Az AN Ps

eine Projektivitat, fiir die Ps, Py, Ps, Ps Schnittpunkte sich entsprechender Strahlen
sind.
Die Aussage iiber den Perspektivitatsfall erhélt man wie bei Satz 2.16. O

Sei nun eine Punktreihe Q zweiter Ordnung durch zwei projektive Biischel ¢ :
G1AGs gegeben. Es sind dann G; und G5 Punkte von Q. Wir fixieren drei weitere
Punkte X, B,C von Q. Fiir einen sechsten Punkt A von @ gilt dann nach Lemma
2.19:

Die Schnittpunkte der Gegenseiten des einfachen Sechsecks G1 X G2CAB sind kol-
linear.

Da bei zyklischer Vertauschung der Ecken das einfache Sechseck in sich selbst {iber-
geht, haben wir damit auch

Die Schnittpunkte der Gegenseiten des einfachen Sechsecks CABG1 X Gs sind kol-
linear.

Also gibt es nach Lemma 2.20 eine (hier nicht perspektive) Projektivitat m zwischen
den Biischeln C und B, fiir die G1, X, G2 und A Schnittpunkte sich entsprechender
Strahlen sind. 7 ist nach dem Fundamentalsatz durch die Zentren C' und B und
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die Schnittpunkte G, X, G2 von drei Paaren sich entsprechender Geraden schon
bestimmt, folglich unabhéngig von dem Punkt A. Andreseits liegt natiirlich A auch
auf der von 7 erzeugten Punktreihe P. Also haben wir:

Jeder Punkt A von Q liegt auch auf P und, da die dazu symmetrische Aussage
ebenfalls gilt, folgt Q = P.

Dies bedeutet

Satz und Definition 2.21 Es seien U,V zwei Punkte einer Punktreihe QO zweiter
Ordnung.

1. Zu U und V gibt es eine Projektivitit = : U(x) A V(2') zwischen Strah-
lenbiischeln, sodakl die Schnittpunkte sich entsprechender Strahlen genau Q
ergeben.

2. InU und V existiert je genau eine Tangente an Q. Sie ist Urbild bzw. Bild der
Verbindungsgeraden UV unter 7.

Man sagt fiir diesen Sachverhalt kurz. “Die Scheine einer Punktreihe zweiter Ord-
nung aus je zwei ihrer Punkte sind projektiv.”

Beweis: Die Aussage 1. haben wir eben gezeigt, 2. ist bei Satz 2.16 mitbewiesen. [

Die “Scheinbildung” sei noch etwas erlautert.

Es sei Q eine Punktreihe zweiter Ordnung, darauf U ein Punkt. Durch Schein bilden
wir die Punktreihe Q auf das Biischel in U ab, wobei jedem Punkt P auf Q, der
# U ist, die Verbindungsgerade p := PU entspricht und dem Punkt U selbst die
Tangente u an Q in U. Der obige Satz besagt, daff “Schein” eine Bijektion ist, und
wir werden sehen, daf er wiederum ein projektiver Begriff ist. Siehe Abbildung 2.11.

U
W

Abbildung 2.11

Die bisherigen Uberlegungen konnen wir zusammenfassen

Satz 2.22 1. Fiinf Punkte in allgemeiner Lage bestimmen genau eine Punktrei-
he zweiter Ordnung, der sie angehéren. Sie hat in jedem Punkt genau eine
Tangente. Die Scheine der Punktreihe aus je zwei ihrer Punkte sind projektiv,
wobei die Tangente in diesen Punkten jeweils deren Verbindungsgeraden - als
Strahl durch den anderen Punkt - entspricht. Die Punktreihe besteht genau
aus den Schnittpunkten zugeordneter Strahlen.

2. Fiinf Geraden in allgemeiner Lage bestimmen genau ein Biischel zweiter Ord-
nung, dem sie angehéren. Jede seiner Geraden hat genau einen Beriihrpunkt.
Die Schnitte des Biischels mit je zwei seiner Geraden sind projektiv, wobei die
Bertiihrpunkte dieser Geraden wechselweise deren Schnittpunkt entsprechen.
Das Biischel besteht genau aus den Verbindungsgeraden zugeordneter Punkte.
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Da nun auch in Lemma 2.19 die Sonderrolle der Punkte G, G2 entfallen ist, kénnen
wir dieses Lemma bzw. die dazu duale Aussage allgemeiner formulieren als

Satz 2.23 (Satz von Pascal) ( B.PASCAL 1623-1662, Satz von 1639) Liegen die
Ecken eines einfachen Sechsecks auf einer Punktreihe zweiter Ordnung, so liegen die
Schnittpunkte seiner Gegenseiten auf einer Geraden.

Satz 2.24 (Satz von Brianchon) (C.J.BRIANCHON 1785- 1864, Satz von 1810)
Liegen die Seiten eines einfachen Sechsseits in einem Biischel zweiter Ordnung, so
gehen die Verbindungsgeraden seiner Gegenecken durch einen Punkt.

B.PAscAL hatte noch nicht den allgemeinen Begriff der Punktreihe zweiter Ord-
nung. Er hat (mit 16 Jahren) seinen Satz Euklidisch fiir die Kegelschnitte gezeigt.
Die folgende Abbildung 2.12 ist ein Beispiel fiir den Satz 2.23 zu dem Sechseck
ABCA’'B’C’ mit Paaren von Gegenseiten: AB und A’B’ , BC und B’'C’, CA’ und
C'A.

Abbildung 2.12

Wenn wir vorausnehmen, daff die Tangenten an eine Kurve zweiter Ordnung ein
Biischel zweiter Ordnung bilden, kénnen wir auch leicht Beipiele fiir den Satz 2.24
zeichnen, etwa in Abbildung 2.13 zum Sechsseit abca’b’c’.

e b N

Abbildung 2.13

Der Satz 2.23 ist ja eigentlich das Lemma 2.19, was unmittelbar aus der Standard-
Konstruktion fiir Projektivitdten zwischen Biischeln folgt, betrachtet unter dem
Aspekt von Satz und Definition 2.21, wonach es fiir die Konstruktion der Punktrei-
he keine ausgezeichneten Punkte gibt. Bei der Standard-Konstruktion fiir Projekti-
vitdten zwischen Biischeln kommt es aber nur auf die richtige Zuordnung von drei
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Paaren von Strahlen an, und darunter diirfen auch solche sein, die Tangenten an
die fertige Punktreihe sind.

Dies bedeutet, daff der Satz 2.23 richtig bleibt, wenn man ein Paar benachbarter
Sechseck-Ecken zusammen fallen 14fst und dann etwa unter der Seite AB fiir B = A
die Tangente in A versteht. (Siehe Abbildung 2.14.)

Man bekommt dann etwa fiir die Tangente in A folgende

Tangentenkonstruktion 2.25 Bilde die PASCAL-Figur fiir A = B. Hier legen die
Schnittpunkte von BC und B’'C’ sowie von CA’ und C' A die PASCAL-Gerade fest,
sodak die Tangente AB durch den Schnittpunkt der PAscAL-Geraden mit A'B’
geht.

Analoges gilt natiirlich fiir den Satz 2.24.

Abbildung 2.14

Dies gilt noch allgemeiner.

Satz 2.26 Die Aussage des PASCAL-Satzes bleibt richtig, wenn man bis zu dreimal
Paare benachbarter Ecken zusammenfallen 146t und als Verbindungsgeraden die
Tangente nimmt.

Analoges gilt fiir den Satz von BRIANCHON.

Beweis: Siehe Abbildung 2.14. Fiir das Sechseck ABCA’B’C’ mit A = B und die
Tangente a bei A ist die Aussage bewiesen, d.h. die Schnittpunkte @@ von a und der
Geraden A’B’, ferner R von r := BC und B’'C’, sowie S von CA’ und C’A liegen
auf einer Geraden p. Denken wir uns nun alle Punkte aufier B’ fixiert, so liegen

auch S und die Geraden a,r fest und wir haben eine Projektivitdt zwischen den
Biischeln in A’ und C” :

s
7:A(z) A a(@Q) A r(R) A C'(y),

wobei sich die zugeordneten Strahlen z,y im Punkt B’ der Punktreihe Q schneiden
und dabei nach Konstruktion die Punkte S, Q, R stets kollinear sind. Dies bleibt
dann auch richtig, wenn z oder y Tangenten (in A’ oder C”) sind, d.h. wenn B’ = A’
oder B’ = (C".

Mit analogen Schliissen folgt auch der Fall mit drei Tangenten. O

Die Kurve zweiter Ordnung

Bisher stehen Punktreihe und Biischel zweiter Ordnung als duale Gebilde neben-
einander. Tatsdchlich sind sie aber eng verbunden {iber
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Satz und Definition 2.27 1. Die Tangenten einer Punktreihe zweiter Ordnung
bilden ein Strahlenbiischel zweiter Ordnung.

2. Die Beriihrpunkte eines Strahlenbiischels zweiter Ordnung bilden eine Punkt-
reihe zweiter Ordnung.
Dabei bilden die Beriihrpunkte des nach 1. zu einer Punktreihe gehérenden Tangen-
tenbiischels genau die urspriingliche Punktreihe, ebenso die Tangenten an die nach
2. zu einem Biischel gehérende Beriihrpunktreihe genau das urspriingliche Biischel.
Ein so zusammengehoriges Paar von Punktreihe und Biischel heist “Kurve zweiter
Ordnung.”

Zum Beweis haben wir noch etwas Vorarbeit zu leisten.

Zunéchst lassen wir entsprechend Satz 2.26 in der PASCAL- bzw. BRIANCHON-Figur
zweimal 2 benachbarte Ecken (Seiten) zusammenfallen, wobei dann deren Verbin-
dungsgeraden (Schnittpunkte) durch die Tangenten (Beriihrpunkte) zu ersetzen
sind. Dies liefert etwa den

Satz 2.28 1. Zu jedem einfachen Viereck, dessen Ecken einer Punktreihe zweiter
Ordnung angehéren, schneiden sich deren Tangenten in Gegenecken auf der
Geraden durch die beiden Schnittpunkte der beiden Paare von Gegenseiten.

2. Zu jedem einfachen Vierseit, dessen Seiten einem Biischel zweiter Ordnung
angehdren, geht die Verbindung der Beriihrpunkte von Gegenseiten durch den
Schnittpunkt der beiden Verbindungsgeraden der beiden Paare von Gegen-
ecken.

Abbildung 2.15

Beweis: Siehe Abbildung 2.15.

1. Betrachte das Sechseck AABCC D. Paare von Gegenseiten sind

AA=a und CC =c¢ mit Schnittpunkt S,
AB und CD mit Schnittpunkt R,
BC und AD mit Schnittpunkt Q.

Nach dem Satz 2.26 liegen diese Schnittpunkte auf der PASCAL-Geraden p.
In dem einfachen Viereck ABCD sind A und C Gegenecken, dito AB und
CD sowie BC und AD Paare von Gegenseiten. Damit ist gezeigt, daff der
Tangentenschnittpunkt S; auf p = QR liegt. Liest man das Viereck ABCD
als Sechseck ABBCDD, so folgt die analoge Aussage fiir den anderen Tan-
gentenschnittpunkt So.

2. Der Beweis ist analog zu fiihren. Wie hat man Abbildung 2.15 zu ergénzen? [J
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Ein einfaches Viereck oder Vierseit enthilt noch die Angabe, in welcher Reihenfolge
die Ecken bzw. Kanten zu durchlaufen sind. Dies entféllt bei der vollstdndigen Figur.

Satz 2.29 1. Das Nebendreieck eines vollstindigen Vierecks, dessen vier Ecken
einer Punktreihe zweiter Ordnung angehdren, fillt zusammen mit dem Neben-
dreiseit des vollstindigen Vierseits aus den Tangenten in jenen Ecken.

2. Das Nebendreiseit eines vollstidndigen Vierseits, dessen vier Seiten einem Bii-
schel zweiter Ordnung angehdren, fillt zusammen mit dem Nebendreieck des
vollstdndigen Vierecks aus den Beriihrpunkten jener Seiten.

Abbildung 2.16

Beweis: (Siehe Abbildung 2.16.) Ein vollstandiges Viereck (Vierseit) enthélt ge-
nau drei einfache Vierecke (Vierseite), fiir die wir jeweils den Satz 2.28 anwenden
konnen. Die dort nachgewiesenen speziellen Geraden bzw. Punkte bilden genau das
Nebendreiseit bzw. Nebendreieck. O

Damit kénnen wir nun den Satz und Definition 2.27 beweisen. (Siehe Abbildung 2.16.)
Wir halten drei Ecken A, B, C' mit Tangenten a, b, ¢ des vollstindigen Vierecks auf
unserer Punktreihe fest und lassen den vierten Punkt D die Punktreihe zweiter
Ordnung durchlaufen. Die mitbewegte Tangente d schneidet die festen Tangenten
a,b in den laufenden Punkten U, V. Wir zeigen nun: Die Zuordnung a(U) < b(V)
ist projektiv. Sei dazu S := ac, T := bc und Q := SV A TU. Nach Satz 2.29 (es
geniigt schon Satz 2.28) liegt @Q auf der festen Geraden AB. Somit haben wir iiber
die festen Punkte S, 7 und die feste Gerade AB die in Abbildung 2.17 skizzierte
Zuordnung:

Abbildung 2.17
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Damit ist a(U) A b(V') als Projektivitit nachgewiesen und unsere Tangente d ver-
bindet also zugeordnete Punkte zweier projektiver Punktreihen, d.h. durchlauft ein
Strahlenbiischel 2-ter Ordnung.

Der Beweis der dualen Aussage von Satz und Definition 2.27 geht analog. O
Unser Beweis hat aber noch mehr erbracht. Nach Satz 2.29 liegen in Abbildung 2.16
die Punkte D, C, @ auf einer Geraden, d.h. die Punktreihe AB(Q) und das Biischel
C(CD) sind als Schnitt/Schein projektiv. Da wir eben (siche Abbildung 2.17) die
Projektivitit AB(Q) A a(U) nachgewiesen haben, sind also auch a(U) A C(CD)
projektiv, d.h. wir haben

Satz 2.30 1. Sei C ein fester Punkt, a eine feste Tangente einer Punktreihe
zweiter Ordnung, die von einem Punkt D mit Tangente d durchlaufen wird.
Dann ist die Zuordnung C(CD) A a(da) projektiv.

2. Sei c ein fester Strahl, A ein fester Beriihrpunkt eines Biischels zweiter Ord-
nung, das von einer Geraden d mit Beriihrpunkt D durchlaufen wird. Dann ist
die Zuordnung c(cd) A A(DA) projektiv.

Siehe auch Abbildung 2.18.

Abbildung 2.18

Projektivititen auf Kurven zweiter Ordnung

Bei dem zuletzt gezeigten Satz 2.30.1 ist natiirlich der Strahl C'D alleine durch den
Kurvenpunkt D bestimmt und die Zuordnung

Q > D — Schnittpunkt von Tangente d mit a

sieht “irgendwie projektiv’ aus. Dies macht zwar wortlich genommen noch keinen
Sinn, es lassen sich aber die in Kapitel 1 eingefiihrten Grundbegriffe so auf Kurven
zweiter Ordnung iibetragen, dafs wir diese im wesentlichen gleichberechtigt neben
Punktreihe und Biischel (erster Ordnung) stellen kénnen.

Grundlage fiir alle diese Uberlegungen ist Satz und Definition 2.21, der besagt, daf
durch Schnitt/Schein zwischen einer Kurve zweiter Ordnung als Punktreihe und
dem Biischel in einem Kurvenpunkt eine Bijektion hergestellt wird, und zudem die
Scheine zu zwei Kurvenpunkten jeweils projektiv sind.

Dies erlaubt es, Begriffe wie sich trennen, harmonische Lage, etc. von Biischeln in
einem Kurvenpunkt auf die Punktreihe zu iibertragen. Sinngemaf geht dies natiir-
lich auch alles fiir die Tangentenbiischel, ohne dafs wir dies detailliert betrachten
wollen.
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Lemma 2.31 Es sei Q eine Kurve 2-ter Ordnung, P, P’ seien zwei Punkte von
Q. Zu Punkten A, B,C, D, ... auf Q seien a,b,c,d,... bzw. a/,b',c,d’, ... die durch
Schein aus P bzw. P’ daraus gebildeten Geraden. Dann gelten

1. {a,b} und {c, d} trennen sich genau dann, wenn sich {a’,b'} und {¢’,d’} tren-
nen.

2. {a,b} und {c,d} trennen sich genau dann harmonisch, wenn sich {a’,b'} und
{¢,d'} harmonisch trennen.

(Siehe Abbildung 2.19.)

Abbildung 2.19

Beweis: Nach Satz und Definition 2.21 stiftet die Kurve eine Projektivitidt = zwi-
schen den beiden Biischeln, fiir die gerade

P(a,b,c,d) A P'(d',b,c,d")
gilt. Dabei bleiben Trennrelation und harmonische Lage erhalten. U

Analoges gilt natiirlich im Tangentenbiischel.
Dies rechtfertigt insbesondere die folgende

Definition 2.32 (harmonische Lage auf Kurve zweiter Ordnung) Es sei Q
eine Kurve zweiter Ordnung.

1. Zwei Punktepaare auf Q trennen sich genau dann, wenn sich die iiber den
Schein aus einem beliebigen Kurvenpunkt dazugehérigen Strahlenpaare tren-
nen.

2. Zwei Tangentenpaare von Q trennen sich genau dann, wenn sich die durch
Schnitt mit einer beliebigen Kurventangente entstehenden Punktepaare tren-
nen.

3. Vier Punkte von Q bilden einen harmonischen Wurf, wenn ihre Scheine aus
einem beliebigen Kurvenpunkt einen harmonischen Strahlenwurf bilden.

4. Vier Tangenten von Q bilden einen harmonischen Wurf, wenn ihre Schnitte
mit einer beliebigen Tangente einen harmonischen Punktwurf bilden.

Uber Satz 2.30 hiingen natiirlich diese Begriffe fiir Punkte und fiir Tangenten pro-
jektiv zusammen und es gilt somit



Projektivititen auf Kurven zweiter Ordnung 2-19

Satz 2.33 1. Trennen sich zwei Punktepaare auf Q, so trennen sich auch die
entsprechenden Paare der zugehdrigen Tangenten.

2. Bilden vier Punkte auf Q einen harmonischen Wurf, so auch die zugehdrigen
Tangenten.

Ebenso lassen sich auch die Begriffe Orientierung, Segment auf natiirliche Weise
von Strahlenbiischeln auf die Punktreihe zweiter Ordnung iibertragen, womit dann
auch auf der Kurve zweiter Ordnung die Aussage des Vollsténdigkeitsaxioms gilt.
Schliefilich kénnen wir nun auch Projektivitdten zwischen Kurven zweiter Ordnung,
insbesondere der Kurve in sich selbst erkliren.

Definition und Satz 2.34 (Projektivitdten von Kurven zweiter Ordnung)
Eine Zuordnung der Punkte zweier Kurven zweiter Ordnung Q und Q' ist ei-
ne Projektivitdt, wenn sie bijektiv ist und harmonische Lage erhilt. Drei Paare
(A, A", (B,B'), (C,C") einander zugeordneter Punkte legen genau eine Projektivi-
tat fest.

Analoges gilt natiirlich fiir Zuordnungen zwischen den Tangenten bzw. zwischen
Punkten und Tangenten.

Q 4
S s’ o

X/

c B’

Abbildung 2.20

Beweis: (Siehe Abbildung 2.20.) Fixiere auf Q bzw. Q' zwei beliebige Punkte S
und S’. Dann definieren die Zuordnungen SA — S'A’, SB — S’'B’, SC — S'C’ ge-
nau eine Projektivitat zwischen den Biischeln S, S’; die harmonische Strahlenwiirfe
in solche iiberfiihrt. Indem wir auf beiden Seiten noch die Schnitte mit den Punkt-
reihen anfiigen, erhalten wir eine Zuordnung der Punkte von Q bzw. Q’, bei der
die vorgegebenen Paare richtig zugeordnet werden und harmonische Lage erhalten
bleibt, also eine Projektivitat zwischen den Punktreihen Q und. Q’.

Sie ist aber auch die einzige dieser Art. Denn sind

m: QA B,C,X)AQ (A, B C' X])
und
2 - Q(A,B,C,X) A Q/(AlaBlvcleé)
zwei Projektivitdten, die jeweils (A, A"), (B, B’), (C,C") richtig zuordnen, so be-
trachten wir zu einem beliebigen Zentrum S| auf Q' die folgende Zuordnung im
Biischel S7, wobei ] ein beliebiger Strahl von S sei:
-1

Sp(ah) T QX)) ™ Q(X) T3 Q/(Xp) ST S (ah).

Da alle Zuordnungen harmonische Lage erhalten, ist dies eine Projektivitit, fiir die
sogar
S1(S1A',S1B',S1C") A S{(S1A, S B, S1C"),
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die also drei Fixstrahlen hat und damit die Identitit ist. Dann ist aber notwendig
auch m; = ms. O

Abbildung 2.21

Fiir Projektivitdten zwischen Punktreihen bzw. Biischeln erster Ordnung hatten
wir den Satz 2.11 gezeigt. Der gilt analog auch hier:

Satz 2.35 (Kreuzlinien-Kreuzpunktsatz fiir Kurven zweiter Ordnung) Es
sei Q eine Kurve zweiter Ordnung.

1. Fiir jede Projektivitét
Q(A,B,C,..) A QA,B.,C'..)

zwischen den Punkten der Kurve Q liegen die Schnittpunkte entsprechender
Kreuzlinien auf einer festen Geraden, der “Perspektivitidtsachse” der Projekti-
vitét.

2. Fiir jede Projektivitdt

Qa,b,c,..) A Qd,V,c,..)

zwischen den Tangenten der Kurve Q gehen die Verbindungsgeraden entspre-
chender Kreuzpunkte durch einen festen Punkt, dem “Perspektivitdtszentrum”
der Projektivitit.

Fiir die Identitéit liegt ein Sonderfall vor. Es ist zweckméKRig hier jede Gerade bzw.
jeden Punkt als Achse bzw. Zentrum anzusehen.

Beweis: (Siehe Abbildung 2.21.) Betrachte die Projektivitat

Schnitt Schein

A(AAANBAC) A QABC) A QA,B,C)Y A AAA,AB', AC)

zwischen den Biischeln A’ und A. Da der gemeinsame Strahl sich selbst entspricht,
sind sie perspektiv, d.h. entsprechende Strahlen A’B und AB’ bzw. A’C und AC’
etc. schneiden sich auf einer Geraden p. Nach dem Satz von PASCAL fiir das einfache
Sechseck AB'C' A’ BC' liegt auch der weitere Kreuzpunkt, etwa der Schnitt von B'C
und BC’ darauf. O

Dieser Satz hat eine Reihe niitzlicher Konsequenzen.

Satz 2.36 Es sei 7 # id eine Projektivitit auf einer Punktreihe Q zweiter Ordnung,
g die zugehdrige (Perspektivitiits-)Achse. Dann gelten
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1. Genau die Schnittpunkte von g und Q sind die Fixpunkte von 7.

2. 7 ist durch die Achse und ein Paar X, X’ verschiedener nicht auf g liegender
Urbild/Bild-Punkte bestimmt.

3. Die Projektivitdten auf Q mit der selben Achse bilden eine abelsche Gruppe.

Bemerkung 2.37 Vertauschbare Projektivititen auf Q brauchen nicht dieselbe
Achse zu haben.

Beweis: (zu Satz 2.36)

1. Fiir je zwei Kurvenpunkte X und Y schneiden sich die Geraden X7 (Y') und
Y7n(X) auf g. Damit ist F genau dann Fixpunkt, wenn sich fiir alle X die
Geraden X F und Fr(X) auf g schneiden, woraus sofort die Behauptung folgt.

2. Fiir einen beliebigen Kurvenpunkt Y trifft X'Y die Gerade ¢ in einem Punkt
S, die Gerade XS die Kurve in einem Punkt Y’. Diese Zuordnung ¥ +— Y’
ist projektiv und beschreibt genau die Situation aus dem Kreuzliniensatz.

3. Entsprechend der oben gemachten Bemerkung rechnen wir die Identitdt zu
den Projektivititen mit Achse g. Daf 7 und 7! dieselbe Achse haben, ist
trivial.

Seien nun 71, Ty zwei Projektivitdten mit Achse g, X,Y Punkte auf Q. Be-
trachte auf Q das einfache Sechseck X, m1(Y), mam (X), Y, m1(X), mm (V).
Nach dem Satz von PASCAL liegen die Schnittpunkte der Gegenseiten X 71 (Y)
und Y 7 (X), ferner m1(Y) mam1(X) und 71 (X) memi(Y), sowie mom (X) YV
und mem (Y) X auf einer Geraden. Da g Achse fiir 7 und w5 ist, liegen die
ersten beiden Schnittpunkte auf g, somit auch der letzte, und dies zeigt, dafs
g auch Perspektivititsachse fiir mom ist.

Kommutativitdt: Sind 7, mo Projektivitdten mit Achse g und ist X ein belie-
biger Punkt auf O, so schneiden sich X (71 (X)) und m2(X )71 (X) auf der
Achse g von 7y, ferner X1 (m2(X)) und 7y (X)m2(X) auf der Achse g von 7.
Diese beiden Schnittpunkte auf g stimmen trivialerweise iiberein, also auch
die Q-Punkte mo(m1 (X)) und m (m2(X)). O

Ist 7 eine Projektivitdt auf einer Kurve Q, g eine beliebige Gerade, Z ein fester
Punkt auf Q (nicht auf g), so kann man einen allgemeinen Punkt P von g zunéchst
iiber das feste Zentrum Z auf Q projizieren, den erhaltenen Punkt mit 7 abbilden
und den Bildpunkt wieder aus Z auf g projizieren. Man erhilt so eine Projektivitét
auf g, und sagt, daf man 7 aus Z auf g projiziert habe. Im allgemeinen ist diese
Konstruktion von Z abhéngig. Es gilt jedoch

Satz 2.38 Projiziert man eine Projektivitidt m einer Kurve Q zweiter Ordnung auf
ihre Perspektivitdtsachse g, so ist die entstehende Projektivitdt unabhingig von der
Wahl des Projektionszentrums. Ihre Fixpunkte sind genau die Schnittpunkte von g
und Q.

Beweis: X und X’ := 7(X) sei ein Paar zu 7 auf Q. Durch Projektion aus ei-
nem Kurvenpunkt S entstehe daraus auf der Perspektivititsachse g das Paar U, U’.
Wir projizieren dies aus einem beliebigen Kurvenpunkt 7" zuriick auf © und erhal-
ten Y,Y’. Wenn wir zeigen, dal Y’ = 7(Y") ist, ist offenbar die erste Behauptung
bewiesen. (Siehe Abbildung 2.22 ).

Dazu konstruiere zunéchst den Punkt 77 = 7 (T') iiber die Kreuzlinien TX’ und
T’X, die sich auf g (in einem Punkt V') treffen. Dann betrachte das Kurvensechseck
X'TYT'XS und konstruiere die PAscAL-Gerade. X'T und T’X schneiden sich in
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Abbildung 2.22

V,TY und XS schneiden sich in U, und beide Schnittpunkte liegen auf g. Also
ist dies die PAscAL-Gerade und es schneiden sich auch Y7/ und SX’ auf g, damit
notwendig in dem Punkt U’, durch den auch Y'T geht. Uber den Kreuzliniensatz
ist dann Y’ = #(Y"), was wir zeigen wollten.

Fixpunkte der auf g induzierten Projektivitit entsprechen offenbar durch Schein
genau den Fixpunkten von 7 selbst und diese sind die Schnittpunkte von g und Q,
woraus die zweite Behauptung direkt folgt. O

Pol und Polare an Kurven zweiter Ordnung

In Satz 2.29 hatten wir gezeigt:

Das Nebendreieck eines vollstandigen Vierecks, dessen vier Ecken einer Punktreihe
z2weiter Ordnung angehéren, fallt zusammen mit dem Nebendreiseit des vollstindigen
Vierseits aus den Tangenten in jenen Ecken. (Siehe Abbildung 2.16.)

Dieses Nebendreieck spielt eine so zentrale Rolle, daff wir es genauer untersuchen.

Definition 2.39 (Pol, Polare) Es sei Q eine Kurve zweiter Ordnung. Das Ne-
bendreieck eines vollstdndigen Vierecks mit Ecken auf Q oder das Nebendreiseit
eines vollstidndigen Vierseits aus Tangenten an Q, heifst “Polardreieck” zu Q. Ein
Paar aus gegeniiberliegender Ecke und Seite (P,p) heift “Pol, Polare”, genauer “P
Pol zu p”“p Polare zu P”.

Vier Punkte und ihre Tangenten, resp. vier Tangenten und ihre Beriihrpunkte zu
einer Kurve zweiter Ordnung bilden also vollstindige Vierecke und Vierseite mit
einem Polardreieck als gemeinsamem Neben-Drei-Eck(-Seit).

Nach der Definition héngen Pol und Polare von einem Viereck oder Vierseit ab. Es
gilt jedoch

Satz 2.40 Durch eine Kurve Q zweiter Ordnung bestimmen sich Pol und Polare
gegenseitig eindeutig.

Beweis:

1. Pol bestimmt Polare: ( Siehe Abbildung 2.23.)
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Abbildung 2.23

Sei Q eine feste Kurve zweiter Ordnung, P ein fester Punkt nicht auf Q. Wir
legen von P aus zwei Geraden a, b so, daf sie Q in je zwei Punkten schneiden.
Dies ergibt ein Viereck ABC D, dessen eine Nebenecke P ist. Nach Definition
liefern dann die anderen Nebenecken @, R mit P ein Polardreieck, in dem
p = QR die P gegeniiberliegende Seite ist. Somit sind P, p ein polares Paar.
Wir zeigen nun, daf p nicht von der konkreten Konstruktion abhéngt, sondern
allein durch P und Q bestimmt ist.

Dazu legen wir durch P eine weitere Gerade ¢, die Q in E und F schneidet. Das
einfache Sechseck ACEBDF liegt auf Q und somit liegen die Schnittpunkte
von Gegenseiten, R := AC'V BD, S :== EBV AF, T := CEV DF auf einer
PAscAL-Geraden p'.

Nun bilden wir die Dreiecke ADF und BCE. Nach Konstruktion gehen die
Verbindungen entsprechender Ecken durch P. Die Dreiecke sind also zentriert
und somit nach DESARGUES auch liniert, d.h. die Schnittpunkte entsprechen-
der Seiten liegen auf einer Geraden. Dies sind die Punkte AD VvV BC = @,
DFVCE =T, AF Vv EB = S. Zwei davon liegen auf der PASCAL-Geraden
p’, somit ist sie auch die DESARGUES-Gerade, und alle vier Punkte Q, R, S, T
liegen auf einer Geraden, eben p = p'.

Damit ist gezeigt, daff die PAscaL-Gerade p’ gar nicht von der Geraden c
abhingt - denn p ist ja allein durch a,b bestimmt - und (Rollentausch!) di-
to nicht von a,b, sondern allein vom Punkt P, in dessen Biischel alle diese
Geraden liegen. Wegen p = p’ gilt dasselbe fiir p.

2. Polare bestimmt Pol: Man beginne mit der Geraden p und zwei Punkten dar-
auf, bilde dazu das Tangentenvierseit und argumentiere dual zu eben weiter. [

Wir sind nun berechtigt beziiglich einer Kurve Q von der Polaren zu einem Punkt,
bzw. dem Pol zu einer Geraden zu sprechen. Falls P auf der Kurve liegt, ist die
Polare die Tangente durch P, falls p Tangente ist, ist der Pol der Beriihrpunkt. Dies
wird sich aus dem Weiteren ergeben.

Pol und Polare stehen mit den Punkten und Tangenten einer Kurve zweiter Ordnung
in einer Reihe von eigentiimlichen Beziehungen, von denen wir einige notieren als
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Satz 2.41 Es sei Q eine Kurve zweiter Ordnung, (P, p) ein dazugehdriges Paar von
Pol und Polare. Dann gelten:

1. Ist ABCD ein Viereck auf Q mit einer Nebenecke P, so liegen die anderen
Nebenecken auf p.

2. Ist x ein Strahl durch P, der Q in X und X' schneidet, so schneiden sich die
Tangenten in X und X' auf p.

3. Ist x ein Strahl durch P, der Q in X und X' schneidet, S := xp sein Schnitt-
punkt mit p, so bilden PXSX' einen harmonischen Wurf.

4. Ist T ein Schnittpunkt von p und der Kurve Q, so ist t := TP die Tangente
an QinT.

Samtliche Aussagen gelten auch (eben) dualisiert.

Abbildung 2.24

Beweis: Siehe Abbildung 2.24.
1. Dies folgt unmittelbar aus der Definition.

2. Wihle irgend einen weiteren Strahl y durch P, der Q in Y,Y” schneide, und
betrachte das Vierseit aus den Tangenten in X, X', Y, Y". Nach Satz 2.29 fillt
sein Nebendreiseit mit dem Nebendreieck zu X XYY’ zusammen, d.h. die
Tangenten in X und X’ (dito in Y, Y”) schneiden sich auf p.

3. Betrachte in Abbildung 2.24 das Viereck AQBR. Es hat C und D als Ne-
benecken, ferner P und den Schnittpunkt von C'D mit p als Schnitte weiterer
Seiten mit der Nebenseite C'D. Somit bilden diese Punkte einen harmonischen
Wurf.

4. Die Gerade t := TP hat mit Q einen Punkt gemeinsam, ndmlich ihren Schnitt-
punkt 7" mit p. Da Q eine Kurve zweiter Ordnung ist, gibt es héchsten noch
einen weiteren Schnittpunkt von ¢ mit Q. Falls T” ein solcher ist, bilden also
PTTT' einen harmonischen Wurf, was unméglich ist. U

Bemerkung 2.42 Teil 1 des obigen Satzes beschreibt die Standard-Konstruktion
fiir die Polare zu einem Punkt P.
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Schlieflich notieren wir noch den
Satz 2.43 (Hauptsatz der Polarentheorie) Es sei (P,p) ein Paar Pol, Polare
an eine feste Kurve Q, und dabei P nicht auf Q. Dann gelten

1. Fiir jeden Punkt Q auf p geht seine Polare q durch P.
2. Fiir jeden Strahl q durch P liegt sein Pol @) auf p.
3. Die Zuordnung p(Q) < P(q) ist projektiv.

Abbildung 2.25

Beweis: Siehe Abbildung 2.25.

1. Wir wahlen einen beliebigen Punkt @ auf p und eine Gerade a durch P aber
nicht durch @, die Q in A, B schneide. Die Gerade @B schneide Q noch
in C, die Gerade b := PC schneide Q noch in D. Nach Konstruktion ist
also ABCD ein Viereck auf der Kurve mit einer Nebenecke P. Somit ist die
gegeniiberliegende Nebenseite die Polare p zu P. Auf ihr schneiden sich also
BC und AD und, da @Q = pV BC, gehen also BC' und AD durch @, d.h. Q ist
auch Nebenecke zu ABC D. Damit ist die Polare ¢ zu @ die gegeniiberliegende
Nebenseite, geht also durch P und R.

2. Dies geht analog.

3. Zum Nachweis der Projektivitat p(Q) A P(q) halten wir die Punkte B, A auf
Q fest und lassen @) die Polare p durchlaufen. Dann erhalten wir folgende
Kette von Projektivitdten:

Scliein Q Sch:nitt Scfiein
p(Q) A B(BQ) AN A(AC) A p(R) A P(g).
Die ausstehenden Sonderfalle seien dem Leser iiberlassen. O

Aus der eben betrachteten Pol-Polare-Projektivitit konnen wir zwei weitere wichtige
Begriffe gewinnen. Sei (P, p) ein festes polares Paar an eine Kurve Q, dabei P ¢ Q.
Indem wir hinter die Projektivitdt p(Q) A P(q) noch den Schnitt mit p schalten,
erhalten wir eine Projektivitat

np : p(Q) A p(R)
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der Geraden p in sich, wobei jedem Punkt ) der Schnittpunkt R von p mit der
Polaren ¢ zu @ zugeordnet wird. (Siehe auch Abbildung 2.25). Die Punkte P,Q, R
bilden ein Polardreieck, d.h. die Polare r» von R ist r = P(@) und schneidet somit p
in Q. Bei der eben konstruierten Projektivitét 7, gilt also:

Wird der Punkt QQ auf R abgebildet, so wird R auf Q abgebildet, d.h. zweimaliges
Anwenden von n, ist die Identitdt, also 1, eine Involution.
Analog kénnen wir einem Strahl ¢ durch P die Verbindungsgerade r seines Poles
mit P zuordnen und erhalten wieder eine Involution

ne : P(q) A P(r).

Definition 2.44 Zwei Punkte oder zwei Geraden heiken konjugiert bezgl. einer
Kurve Q zweiter Ordnung, wenn einer auf der Polaren des anderen liegt, bzw. eine
der Geraden durch den Pol der anderen geht.

Damit kénnen wir den eben abgeleiteten Sachverhalt so aussprechen:

Satz und Definition 2.45 Konjugierte Punkte auf einer Geraden p ¢ Q sind Paa-
re einer Involution, der “Pol-Polare-Involution” n,, ebenso sind konjugierte Geraden
durch einen Punkt P ¢ Q Paare der “Pol-Polare-Involution” np.

Uber Satz 2.41 folgt dann leicht:

Satz 2.46 Trifft die Gerade p die Kurve Q nicht, so ist die Pol-Polare-Involution
np elliptisch, trifft die Gerade p die Kurve Q in zwei Punkten S, T, so ist n, die
harmonische Spiegelung an S und T.

Ist p Tangente mit Beriihrpunkt P, so ist jeder Punkt von p zu P konjugiert. Hier
ist np, nicht erklart.

SinngemdéX gilt dies auch fiir konjugierte Geraden in einem Biischel.

Involutionen auf Kurven zweiter Ordnung

Mit dem Begriff der Projektivitit einer Kurve Q zweiter Ordnung in sich haben wir
natiirlich auch den Begriff der Involution auf einer solchen Punktreihe Q. Man priift
leicht nach, dafs eine Projektivitéat n auf Q genau dann eine Involution ist, wenn die
von ihr in einem Biischel durch einen Kurvenpunkt iiber Scheinbildung induzierte
Projektivitat eine Involution ist, sodaf wieder nur elliptische Involutionen, d.h.
Involutionen ohne Fixpunkt, und hyperbolische Involutionen, d.h. solche mit zwei
Fixpunkten, also harmonische Spiegelungen in Frage kommen.
Fiir Projektivitdten auf Q hatten wir den Satz 2.35

Ist m: Q(A,B,C,X) A Q(A',B',C’, X") projektiv, so schneiden sich Paare von
Kreuzlinien auf einer Geraden, der “Perspektivititsachse” von .
Dies gilt natiirlich auch fiir Involutionen. Hier gilt aber mehr:

Satz 2.47 1. Esseinw: Q(A A", B,B') A Q(A’, A, B, B) eine Involution. Dann

gehen die Verbindungsgeraden a := AA’, b := BB’ sich entsprechender
Punkte durch einen Punkt, das “Involutionszentrum” P. Es ist der Pol der
Perspektivitdtsachse.

Falls vorhanden sind die Schnittpunkte der Polaren p von P mit der Kurve Q
die Fixpunkte der Involution.

Fiir jeden Punkt P ¢ Q ergibt dies auch eine Involution auf Q.

2. Entsprechendes gilt fiir Involutionen im Tangentenbiischel.
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Abbildung 2.26

Beweis: (Vergleiche Abbildung 2.26.) Fiir die Involution
n: QA A, B,B) A QA A, B, B)

schneiden sich die Kreuzlinienpaare (AB’, BA') bzw. (A(B')' = AB, B’A’) auf der
Perspektivititsachse p, die nach Konstruktion die Polare von P := AA’ A BB’ ist.
Man beachte, daft p und damit P alleine durch die Involution bestimmt sind.

Der Kreuzliniensatz erweist auch sofort jeden Schnittpunkt der Polaren p mit der
Kurve als Fixpunkt, und erlaubt auch den umgekehrten Schlufs.

Sei nun P ¢ Q mit Polare p beliebig vorgegeben. Durch P lege einen Strahl a,
der Q in zwei verschiedenen Punkten A und A’ schneide. Dann definiert p eine
Perspektivitit zwischen den Biischeln, deren Zentren die Kurvenpunkte A bzw. A’
sind. Solche perspektiven Strahlen treffen dann die Kurve in Punkten X bzw. X',
die nach der Polarentheorie mit P kollinear sind. Dabei ist also insbesondere dann
Q(X) A Q(X') als Projektivitat erkannt und iiber das Polardreieck zum Viereck
A A, X, X' erweist sie sich als Involution. O

Satz 2.48 Es sei Q eine Kurve zweiter Ordnung, (P, p) dazu polares Paar, dabei
P nicht auf Q, 7 sei die Involution auf Q mit Zentrum P.

1. Projiziert man die Involution 7 aus einem Kurvenpunkt S auf p, so entsteht
dort die Involution bzgl. Q konjugierter Punkte.

2. Projiziert man aus einem beliebigen Kurvenpunkt S die Involution konjugierter
Punkte auf p auf die Kurve Q, so entsteht dort die Involution .
Beweis: Siehe Abbildung 2.27.

1. Betrachte die Projektivitat

p(¥) A Q(X) R Q(X')

>l

p(Y").

Wir zeigen, daff dabei die Polarfigur entsteht, wonach dann Y und Y’ kon-
jugiert sind. Dazu definiere S’ als Schnitt von PS und Q. Dann ist X X'SS’
ein Kurvenviereck mit Nebenecke P und somit auch mit Nebenseite p. Also
treffen sich S’X’ und XS auf p, also in Y und analog X’S und XS’ in Y’
womit 1. gezeigt ist.
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S

Abbildung 2.27

2. Durch Projektion aus S entstehen aus den konjugierten Punkten Y,Y” auf p
die Kurvenpunkte X, X’. Ergénze zu einem Kurvenviereck X X’SS’ mit Ne-
benecke Y. Die zugehorige Polare y geht durch Y, was auf der Seite SX' liegt.
Damit ist auch Y’ Nebenecke, folglich p Nebenseite und P wieder Nebenecke,
d.h. X X'’ geht durch P. O

Dieser Satz 1afst sich in folgendem Sinne umkehren:

Satz 2.49 Es sei p eine feste Gerade, darauf m # id eine Involution. Ferner seien
P, A Punkte nicht auf p , soda® der Schnittpunkt S := pV AP kein Fixpunkt von
m ist. Dann existiert eine Kurve Q zweiter Ordnung mit

— Q geht durch A,

— P, p sind polar bezgl. Q,

— Q erzeugt auf p die Involution .

Abbildung 2.28

Beweis: Siehe Abbildung 2.28. Wir bilden ¢ := AP, S := pa und A’ so, daf
PASA’ ein harmonischer Wurf ist. Dann ist
Sch:nitt Scfiein

N Aw) A pU) A pUY A A
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eine Projektivitdt. Da S = pV AP kein Fixpunkt von 7 ist, ist 1 nicht perspektiv.
Somit wird eine Kurve Q zweiter Ordnung erzeugt, die A und A’ enthilt. Da =

Involution ist, gilt fiir n auch A(a) A A (@'). Also ist mit X auch X’ Kurvenpunkt.
Das vollsténdige Viereck UU' X X’ hat A, A" als Nebenecken, S als Schnittpunkt mit
einer weiteren Seite. Also muff X X’V a den vierten harmonischen Punkt fiir den
Wurf A’SAP liefern, was bedeutet, daff X X’ durch P geht. Dann haben wir aber
die Polarfigur erreicht, d.h. P ist der Pol von p und U,U’ sind konjugiert, womit
alles gezeigt ist. O

Uber diese Darstellungen lassen sich sofort auf Kurven zweiter Ordnung eine Reihe
von hiufig vorkommenden Aufgaben 16sen.

Aufgabe 2.50 Finde die Fixpunkte einer hyperbolischen Involution.

Losung: Schneide die Kurve mit der Polaren des Involutionszentrums.

Aufgabe 2.51 Finde ausgehend von einem beliebigen Punkt A auf Q eine harmo-
nische Darstellung einer elliptischen Involution m mit Zentrum P, d.h. bestimme
zwei Paare der Involution, die sich harmonisch trennen und von denen eines den
Punkt A enthilt.

B/

Abbildung 2.29

Losung: Siehe Abbildung 2.29. 7 hat keine Fixpunkte, somit hat die Gerade ¢q :=
AP neben A noch einen weiteren Kurvenpunkt A’. Sei @ der Pol von ¢. Dann trifft
g := QP die Kurve in zwei Punkten B, B’. Es sind dann die Punkte QBPB’ ein
harmonischer Wurf auf g und damit durch Schein aus A und Schnitt mit der Kurve
auch ABA’'B’ ein harmonischer Wurf auf der Kurve. Nach Konstruktion sind A, A’
und B, B’ je Involutionspaare.

Diese beiden Paare sind durch den Ausgangspunkt A eindeutig bestimmd.

Auf dhnliche Weise kann man die im folgenden zusammengestellten Aufgaben be-
arbeiten:

Aufgabe 2.52 Auf der Kurve Q seien zwei sich nicht trennende Punktepaare ge-
geben. Finde ein Punktepaar, das beide harmonisch trennt.

Aufgabe 2.53 Auf der Kurve Q seien zwei Involutionen gegeben, von denen we-
nigstens eine elliptisch ist. Finde ein beiden gemeinsames Paar.
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Aufgabe 2.54 Auf der Kurve Q seien eine elliptische Involution m und ein Punk-
tepaar A, B gegeben. Finde ein w-Paar, das A, B harmonisch trennt.

Alle diese Aufgaben lassen sich auf Kurven zweiter Ordnung simpel 16sen. Analoge
Aufgaben fiir Punktreihen oder Biischel erster Ordnung 16st man am einfachsten,
indem man eine beliebige Kurve zweiter Ordnung heranzieht, das gegebene Problem
dort hinauf projiziert, 16st und dann wieder zuriickgeht.



