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3 Koordinaten und Skalen

Moébius-Koordinaten
Harmonisch geordnete Folgen

Definition 3.1 Eine Folge (A,)ncz von Elementen eines Grundgebildes g erster
Stufe heifst “harmonisch geordnet beziiglich eines Elementes I’ ”, wenn fiir allen € 7,
stets (An—1, Ap, Any1, F) ein harmonischer Wurf ist.

Deutet man dies auf einer Euklidischen Geraden, wobei man F als den Fernpunkt
wahlt, so ist in einer solchen Folgte stets A,, die Mitte zwischen A, _; und A, 41,
sodafs die ganze Gerade in lauter Euklidisch gleich grofie Intervalle unterteilt wird.
Die beziiglich eines Elementes harmonisch geordnete Folge ist also ein projektiver
Ersatz fiir eine dquidistante Teilung auf Punktreihen.

Wir gewinnen die sogenannten MOBIUS-Koordinaten auf Grundgebilden erster Stu-
fe, also etwa auf einer Punktreihe g, indem wir von einer solchen Teilung ausgehen,
den dabei benutzten Punkten ihren (ganzzahligen) Index zuordnen, dann die Tei-
lung verfeinern, bis wir fiir alle rationalen Zahlen Punkte bezeichnet haben und
schlieflich mit einem Stetigkeitsschluff dies zu einer Bijektion zwischen der Punkt-
reihe und R U {co} ausbauen.

Zunéchst seien solche harmonisch geordneten Folgen betrachtet. Um konkret zu
sein, gehen wir meist von einer Punktreihe aus, fiir Strahlen- bzw. Ebenenbiischel
gilt alles sinngemaf.

Lemma 3.2 Es sei g eine Punktreihe.

1. Zu je drei Punkten O, E, F auf g gibt es genau eine beziiglich F' harmonisch
geordnete Folge (A, )nez mit Ag =0, Ay =E.

Ist (Ap)nez eine beziiglich F' harmonisch geordnete Folge, so gelten:
2. Fiir jedes k > 2 und alle n ist (A, A1, ...s Antk, ') zyklisch.
Insbesondere sind je zwei Folgenglieder untereinander und von F' verschieden.

3. Ist ¢ : g(F,A,) A g'(F', Al projektiv, so ist die Folge (Al )ncz harmonisch
geordnet beziiglich F'.

4. Fiir jedes s € 7 sind auch die Folgen (A +s)nez und (A_y,1s)nez harmonisch
geordnet beziiglich F.

Beweis:

1. Zu zwei Punkten A,,, A,,+1 gibt es eindeutig bestimmte Punkte A,,_1, A2,
sodal (Am—1,Am, Ami1, F) bzw. (An, Am+1, Amte, F') harmonische Wiirfe
sind. Dies legt beginnend mit Ag = O, A; = E die Folge (A,,)nez rekursiv
fest.

2. Als harmonische Wiirfe sind (A, Apt1, Anto, F) und (Anq1, Anta, Angs, F)
beide zyklisch und nach den S&tzen von Kapitel 1 dann auch

(Ana An-i—la An-i-Qa An+3; F)
Tteration dieser Schlufiweise liefert die Behauptung.

3. Dies folgt mit 1. aus der Tatsache, daf Projektivititen harmonische Lage
erhalten,
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4. Setze A}, := A_,1+s (n € Z). Dann ist

(4]

n—1»

A{m A;H-la F) = (A—n+1+s; A—n+sa A—n—l-‘,—sa F)
= (A—n+s+1 ) A—n+s; A—n+s—1 ) F)

und dies ist ein harmonischer Wurf.

Fiir die andere Folge schliefst man analog. O

Fiir eine Punktreihe g kénnen wir aus drei Punkte O, E, F eine beziiglich F’ harmo-
nisch geordnete Folge (A4, )nez mit Ag = O, A; = F iiber folgende in Abbildung 3.1
dargestellte Konstruktion gewinnen.

Abbildung 3.1

Konstruktion 3.3 Wihle einen Punkt C nicht auf g, bilde die Verbindungsgerade
c1 := CE und wéhle darauf einen weiteren Punkt S, ;. Ferner sei ag := CO sowie
bo := CF. a ‘= 05171 schneide bo in Sl,O;bl = FSl,l schneide an in SO,l-

Nun konstruiere rekursiv: Setze S,41,1 als den Schnittpunkt von by mit A, S o und
Ay als Schnittpunkt von C'Sy41,1 mit g.

Uberlegen Sie selbst, wie man “riickwéarts” aus A, den Punkt A, _; bekommt.
Zum Nachweis, daff hier eine beziiglich F harmonisch geordnete Folge (A, )nez
entsteht, betrachte das Viereck C'S} 0.Sy,150+1,1- Nebenecken sind

F = Schnitt von OSLO und bl = Sn71Sn+1,1
A, = Schnitt von C'S,, ; und S;, 11,1510

Damit ist ¢ Nebenseite. Deren Schnittpunkte mit den weiteren Seiten des Vierecks
sind

Anfl auf Sl,OSn,l und
An+1 auf CSn-i—l,l-

Wir halten fest:
Fakt 3.4 In der aus Konstruktion 3.3 entstehenden Abbildung 3.1 sind stets

Ay, Sk und Sy = C sowie
Ay, Sk41,1 und S1 o kollinear.

Diese Konstruktion 3.3 liefert uns noch eine ganze Reihe weiterer harmonisch ge-
ordneter Folgen auf Punktreihen und in Strahlenbiischeln.
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Fakt 3.5 Die Folge (Sy,1)nez auf by ist harmonisch geordnet beziiglich F.

Beweis: Durch Perspektive aus C entsteht (Sy, 1)nez aus (Ay)nez und die Behaup-
tung folgt mit Lemma 3.2.3. O

Abbildung 3.2

Fortsetzung der Konstruktion (Siehe Abbildung 3.2.) Durch Schein der Reihe
(Sn1)nez aus Ag entsteht im Biischel Ay die Folge (ay)nez, harmonisch geordnet
beziiglich g = AF.

Durch Schnitt mit der Geraden c¢; = Sp0A1 entsteht hieraus die Folge (Sy. n)nez,
harmonisch geordnet beziiglich E = A; und hieraus durch Schein aus F' die Folge
(bn)nez, harmonisch geordnet beziiglich g = A, F.

Wir setzen im Einklang mit der bisherigen Bezeichnung

Sm.n = am V by,
Es ist damit wieder So0 = C.

Von diesen Punkten sind trivialerweise stets solch mit gleichem ersten oder gleichem
zweitem Index kollinear und bilden damit als Schnitte mit harmonisch geordneten
Strahlenfolgen selbst harmonisch geordnete Punktreihen. Es bestehen aber noch
eine Vielzahl weiterer kollinearer Lagen, von denen wir einige benétigen.
Projiziert man die beziiglich F' harmonisch geordnete Folge (Sp1)nez aus dem
Punkt Ay auf by, so haben wir nach Fakt 3.4

ES

k

b1(Sk1, Sk+1,1, F) A bo(So,0, 51,0, F).

Folglich entsteht hierbei auf by einfach die Folge (Sy, 0)nez, wobei sich Siy, 1 und
Sp,o entsprechen und damit iiber A kollinear sind. Wir haben also

Fakt 3.6 Fiir alle k,n € Z sind jeweils Ay, Sk4n.1,Sn,0 kollinear.

Dies liefert insbesondere

Lemma 3.7 Ist die Folge (A,,)nez harmonisch geordnet beziiglich F und ist q €
Z\ {0}, s € Z, so ist auch die Folge (Agn+s)nez harmonisch geordnet beziiglich F.

Beweis: Wir betrachten zunédchst den Fall ¢ > 0,5 =0
Das Viereck S0,054,059(n+1),159¢n,1 hat die Seite by = So,05,,0 und die Seite b; =
Sq(n+1),19n,1, die sich in F' schneiden. Ferner sind nach Fakt 3.6 jeweils kollinear:



3-4 3 KOORDINATEN UND SKALEN

Aq(n—l); Sqn,lv Sq,O
Aqn7 Sqn,lv SO,O
Aqna Sq(n+1),1a Sq,O

Aq(n+1)a Sq(n+1),1a SO,O-

Also ist Ay, weitere Nebenecke, damit g = A, F' Nebenseite und Ag(,—1), Ag(n+1)
sind deren Schnittpunkte mit den weiteren Viereckseiten. Somit ist fiir jedes n €
7 dann (Ag(n—1), Agn, Ag(n+1), F') harmonischer Wurf, also unsere Behauptung im
Spezialfall bewiesen.

Der allgemeine Fall folgt daraus mit Lemma 3.2.4. 0

Weitere fiir uns interessante Beziehungen unter den S, ,, ergeben sich iiber folgende
Uberlegungen.

Lemma 3.8 Sind (2,,)nez, (Yn)nez zwei Folgen in verschiedenen Strahlenbiischeln
X bzw. Y, beide harmonisch geordnet beziiglich des gemeinsamen Strahls z = XY,
so liegen die Schnittpunkte V,, := z,y, auf einer Geraden v. Die Folge (V,,)nez ist
harmonisch geordnet beziiglich des Schnittpunktes V := vz.

Beweis: Durch ¢ : X (x0,21,2) A Y(yo,y1,2) ist eine Perspektivitit gegeben. Sich
unter ¢ entsprechende Geraden schneiden sich damit auf der Perspektivitdtsachse
v. Nach Lemma 3.2 iiberfiihrt aber ¢ die Folge (z,,)nez in die Folge (v, )nez, sodaf
deren Schnittpunkte eben auf dieser Achse liegen. O

Dies liefert fiir unsere Konstruktion

Lemma 3.9 Fiir alle p,q € Z\ {0},, s, € Z sind die Punkte (Spn+r,gn+s)nez kolli-
near und bilden eine beziiglich des Schnittpunkts der Trigergeraden mit g harmo-
nisch geordnete Folge.

Beweis: Die Folgen (a,,)nez und (b, )nez sind je harmonisch geordnet beziiglich g =
Ao F. Nach Lemma 3.7 gilt dies dann auch fiir die Folgen (apn+r)nez und (bgn+s)nez
und nach Lemma 3.8 sind deren Schnittpunkte Spnirgnts = Gpntr V bgnts €ben
kollinear. Der Rest ist trivial. ]

Speziell fiir r = s = 0 liegen also die Punkte So0, Sp,q, S2p.2; ----» Snp,ngs --.. sdmtlich
auf einer Geraden ¢y 4, die offenbar alleine durch den Quotienten 2 festgelegt ist.
Thr Schnittpunkt mit g sei mit A% bezeichnet.

Speziell fiir ¢ = 1 tragt dann ¢, ; die Punkte S o und Sp 1 und geht damit durch A4,
sodaft diese Bezeichnung konsistent mit der bisherigen ist. Der Punkt F' entspricht
dem Parameter ¢ = 0 und sei deshalb auch mit F' = A, bezeichnet.

Satz und Definition 3.10 Die Menge der so zu den vorgegebenen Grundpunkten
Ao =0,A; = E, Ay, = F konstruierten Punkte

G:={Aa la € QU{oc}}

nennen wir das von O, E, F' erzeugte ‘rationale Gitter” auf g.
Die durch

p: G—QuU{oc}, Aa — p(As) ==a

gegebene Zuordnung ist eine Bijektion zwischen dem Gitter und den (um oo erwei-
terten) rationalen Zahlen. Sie ist ordnungstreu beziiglich der Anordnungen, die auf
g axiomatisch gegeben ist und auf Q durch die iibliche <-Relation.

Insbesondere gilt

1. Mit je zwei Punkten A,,Ag € G,# F ist (Aq, AQTW ,Ag, F') ein harmonischer
Waurf.



Mboébius-Koordinaten 3-5

2. Fir alle o, € Q,a # 0 bilden die Punkte (Aun+g)nez eine beziiglich F
harmonisch geordnete Folge.

Beweis: Wihle o := %,p,q € Z,# 0. Die Gerade cpqo := So,0 V Ana schneidet b,
im Punkt S, , auf a,,. Diese Punkte (Syp.q)nez bilden auf b, eine beziiglich F
harmonisch geordnete Folge. Zu ihr ist die Folge (Anq)nez liber Spo perspektiv,
also ebenfalls beziiglich F' harmonisch geordnet. Indem man die rationalen Zahlen
o, 0 mit gemeinsamem Nenner darstellt, folgt die Behauptung 2. aus Lemma 3.9
und Lemma 3.7. Fiir die Behauptung 1. stelle man o, dar als o = 2k 3 = 2m
und betrachte die Folge X, := A m—x  m+r und dies speziell bei n = —1,0, 1.

Insbesondere folgt damit, dafs fir oj, 16} Eq(@ die Punkte A,, Ag und F' paarweise
verschieden sind, sodafs durch obige Zuordnung u eine Funktion definiert ist. Aus
der Definition folgt dann, daf sie bijektiv ist. Die behauptete Ordnungstreue ist
gerade die Aussage 1. O

Ehe wir diese Gitter weiter studieren, sei noch die Situation von Lemma 3.9 etwas
weiter untersucht. Eine Hilfsliberlegung sei vorausgeschickt.

Lemma 3.11 Ist (X,,)nez eine beziiglich X harmonisch geordnete Folge und k € Z,
so ist durch ¢ : X, — X, +r(n € Z) eine Projektivitit bestimmt, die genau X als
Fixpunkt hat.

Soo

by Sko

bo

X g TX” r

Abbildung 3.3

Beweis: (Siehe Abbildung 3.3.) Wir kénnen die Folge (X,,) mit der Folge (A,,) aus
unserer Konstruktion identifizieren. Die Perspektivitédtskette (vergl. Fakt 3.6)

Sk,0 So,0
9(Ao, A1, F,X) A bi(SkasSk+1,1, B, X)) A g(Ag, Ak, F, X")

beschreibt offenbar die gewiinschte Projektivitdt ¢ und hat offensichtlich genau F
als Fixpunkt. Da ¢ eindeutig bestimmt ist, folgt die Behauptung. 0

Lemma 3.12 Fiir alle p,q € Z \ {0}, r,s,€ Z sind die Punkte (Spn+trgn+s)nez
auf einer Geraden durch den Punkt Ag. Die Folge (Spn+r,qn+s)nez ist harmonisch
geordnet beziiglich Ag.

Beweis: Es seien p,q € Z\ {0}, r,s,€ Z und s # 0. Nach Lemma 3.9 liegen die
Punkte (Spn+r,gn)nez auf einer Geraden v, die Punkte (Spn4rgn+s)nez auf einer
Geraden w und bilden dort beziiglich der Schnittpunkte V := vg bzw. W := wg
harmonisch geordnete Folgen.

Nun ist

Spn-i—r,qn = Gpn+r \ bqn;

Spn+r,qn+s = Qpn+r \ banrs-



3-6 3 KOORDINATEN UND SKALEN

Somit erhalten wir die Projektivitét

¢ F(bgn) A Ao(apnr) A F(bgn+s)-

Sie hat nach Lemma 3.11 genau ein Fixelement, ndmlich die Gerade g. Ist andrerseits
7 := vw der Schnittpunkt und sind a’, b’ die entsprechenden Biischelgeraden, so ist
offenbar

e

o: F() A Ag(a') A F).

Folglich ist o’ Fixelement von ¢, also ¥’ = g und der Schnittpunkt Z := vw liegt
damit auf g.

Nun wéhle » := 0 : Die Punkte Sy, ¢n liegen fiir alle n auf der Geraden cp g4,
die g im Punkte A» trifft. Folglich liegen auch die Punkte Sy, gn+s, (n € Z) auf
einer Geraden durch Ag und mit symmetrischer Argumentation auch die Punkte
Spntr,gn, (N € Z). Nun wende man den obigen Schluff nochmal an und erhélt die
Behauptung. d

Fiir spatere Anwendungen notieren wir die daraus folgende Verallgemeinerung von
Fakt 3.6.

Korollar 3.13 Fiir r,p, q, € Z,q # 0 sind die Punkte Ag , Sptr.qs Sr0 kollinear.

Beweis: Setze in Lemma 3.12 den Parameter s = 0 und betrachte die Punkte fiir
n=0,1. O

Wir wenden uns nun wieder dem aus den Grundpunkten O, F, F' erzeugten ratio-
nalen Gitter G zu.

Satz 3.14 Das rationale Gitter G liegt dicht in der Punktreihe g, d.h. jedes Segment
S in g enthélt (mindestens) einen Gitterpunkt.

Beweis: Wir greifen auf die Uberlegungen in Kapitel 1 zuriick. Das Gitter sei
aufgebaut zu dem “co-Punkt” F und weiteren Grundpunkten O, E. Nach Satz und
Definition 3.10 erfiillt dann G die in Eigenschaft 1.48 geforderten Bedingungen,
woraus mit Satz 1.47 die Behauptung folgt. O

Unter Benutzen des Vollsténdigkeitsaxioms konnen wir jetzt die in Satz und Defi-
nition 3.10 erklarte Bijektion p zwischen dem rationalen Gitter und Q U {co} auf
die ganze Punktreihe fortsetzen.

Satz und Definition 3.15 Esseien O, E, F' drei Punkte einer Punktreihe g, G das
zugehdérige rationale Gitter. Dann 148t sich die in Satz und Definition 3.10 erklirte
Funktion

p:G — QU {oo}
auf genau eine Weise zu einer ordnungstreuen Bijektion
p:g— RU{oo}

fortsetzen.
Es ist ;1(0) = 0,u(E) = 1, u(F) = oo. Fiir einen beliebigen Punkt X auf g heifit
w(X) die “MOBIUS-Koordinate” von X beziiglich der Grundpunkte O, E, F.

Die Aussage zur Eindeutigkeit kénnen wir auch so formulieren:
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Satz 3.16 Die MOBIUS-Koordinaten-Funktion p zu den Grundpunkten O, E, F ist
die einzige ordnungstreue Funktion g — R U{oco} mit u(0) = 0, u(E) = 1, u(F) = o0
und der Eigenschaft, dafs

1
#P) = 5 (X)) + u(Y)),
wenn (X, P,Y, F') einen harmonischen Wurf bilden.

Beweis: Dafl die MOBIUs-Koordinaten diese Mittelpunktseigenschaft haben, folgt
aus Satz und Definition 3.10 zusammen mit der Stetigkeit (bzgl. der durch die
Ordnungen gegebenen Topologien.)

Umgekehrt folgt aus dieser Eigenschaft, daff die Punkte mit rationalen u-Werten
notwendig das rationale Gitter zu O, E, F' bilden, womit dann {iber die Ordnungs-
treue die Behauptung folgt. Haben namlich fiir ein n € Z die Punkte A,,_; und A,
die Koordinaten p(A,—1) = n—1, u(4,) = n, (fiir n = 1 sind O und E solche
Punkte) und ist (A,—1, An, X, F) harmonisch, so ist

H(An) = 5(n(An 1) + (X)) also

(X)) =2u(An) — (A1) =2n—n+1=n+1

Die Punkte mit ganzzahligen u-Werten bilden also eine beziiglich F' harmonisch
geordnete Folge zu O, E, woraus sich dann die ganze Konstruktion zwangsliufig
wiederholt. O

Analoges gilt natiirlich fiir die Bildung von MOBIUS-Koordinaten in Strahlen - und
Ebenenbiischeln.
MoBrus-Koordinaten und Projektivititen.

Auf einer Punktreihe g bezeichne u die MOBI1US-Koordinaten zu den Grundpunkten
O, E, F, entsprechend p’ die MOBIUS-Koordinaten zu O’, E’, F' auf einer Punktreihe
g'. Mit der Projektivitat

v:9(0,BE,F) R g'(O"E',F')
hat die Abbildung
vi=pop, v(X):=u'(p(X))

offenbar folgende Eigenschaften:

v(0) =p'(p(0) =p'(0) =
v(E) =p(e(E) =p(E) =1
v(F) =p'(p(F) =p'(F)

), ¢(

W (p(P) = 5 (1 (X)) + 1 ((Y))),
d.h. .
v(P) = §(V(X) +v(Y)).

Da schlieflich Projektivitdten ordnungstreue Bijektionen sind, folgt mit Satz 3.16,
dafs v = p. Wir haben somit
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Satz 3.17 Ist

0:9(0O,E,F)A g (O, E F")
projektiv, so gilt fiir die MOBI1US-Koordinaten pu zu O, E, F bzw. y/ zu O', E’', F’
die Relation

p=p ogp.

Wenn wir also die Grundpunkte der Koordinatensysteme der Projektivitét geeignet
anpassen, dndern sich die MOBIUS-Koordinaten unter einer Projektivitat nicht.
Interessanter ist die Frage, wie sich die MOBIUS-Koordinaten beziiglich fest gewahl-
ter Systeme unter beliebigen Projektivitdten verhalten.
Dazu untersuchen wir zunichst folgende Aufgabe:
Es sei g eine Punktreihe, darauf 1 die MOBIUS-Koordinaten zu den Grundpunkten
O,E,F, ferner

0:9(0,E,F)A g(O',E' F")
projektiv. Bestimme p(p(X)) als Funktion von pu(X).
Hierfiir behandeln wir drei besonders einfache Projektivitdten.

Lemma 3.18 (Vertauschen von O und F') Fiir die Projektivitét

ist

& S g
70 : F
Abbildung 3.4

Beweis: Siehe Abbildung 3.4. Die Projektivitit o ist die harmonische Spiegelung

an F = A; und A_;. Fiir beliebiges p,q € Z,# 0 lafit sie sich durch folgende
Schnitt/Schein Kette realisieren:

n
=]
=}

>IQ > >l

g(O,E,F,Ag) ap(0, Sp,p, Sp,0; Sp,q)
C1 (E7 Sp,pa SO,Oa Sq,q)

bp(Fv Sp,pa SO,pv Sq,p)

[=]

>

g(F,E7O,A%).
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Damit ist O’(A%) = A% und, da p, q ja beliebig waren, somit fiir alle Punkte des
rationalen Gitters

1
ulo(X)) = .
(X)) = 25
Uber die Ordnungstreue folgt dann die Behauptung fiir beliebige Punkte. O

Lemma 3.19 (Veréndern der Eins) Fiir die Projektivitit
A:g(O,E,F) A g(O,E' | F)

ist
HNX)) = p(EN(X).

Abbildung 3.5

Beweis: Siehe Abbildung 3.5. Zunichst betrachten wir den Fall, daf n := u(E’) €
Z(# 0), d.h. E' = A,,. Eine beliebige rationale Zahl « € Q, # 0 stellen wir dar als

a = - mit m, k € Z. Dann 1aft sich A iiber folgende Kette realisieren:

9]
o
[=}

>0 S

g(O,E,F,Aﬁ) bkn(SO,knaSkn,knvFv Sm,kn)

bi(So.ks Skn ks Fs Sm k)

>H5(30
o

g(OvAnaFvA%)

Fiir beliebige Gitterpunkte X bewirkt also A in Koordinaten die Multiplikation mit
n € Z. Mit dem “Stetigkeitsargument” wie oben folgt dies dann auch fiir beliebige
Punkte von g.

Wendet man A\~! an, so bewirkt dies offenbar die Division mit n, sodaf also durch
Kombination unsere Behauptung fiir beliebige Gitterpunkte E’ bewiesen ist. Mit
dem Stetigkeitsargument folgt dann die Behauptung allgemein. O

Lemma 3.20 (Translation) Fiir die Projektivitit
7:9(0,E,F) AG(O',E'| F),
wobei u(E') = p(0") + 1 ist, gilt

w(r(X)) = p(X) + p(0").
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Abbildung 3.6

Beweis: Siehe Abbildung 3.6. Zunichst sei O’ = Ar und damit E' = A,in. Eine
beliebige rationale Zahl « stellen wir wieder dar als o = - mit m,k € 7. Dann
kann man unter Benutzen von Korollar 3.13 die Projektivitdat 7 folgendermafien
realisieren:

Skf,()
g(Oa E7 F7 A%) A bkn(SkT,kna Skr-l—kn,kn; F; Sm-l—kr,kn)
S(é[)
A\ g(A%,Am,F,AﬁJ’_%)

g(O' B F,Am 4 r).

Also ist fiir beliebige Gitterpunkte

= p(Ag) + (0.

Mit dem Stetigkeitschluf iibertrigt sich dies wieder auf alle Punkte von g. O

Fiir diese drei in Lemma 3.18, Lemma 3.19 und Lemma 3.20 behandelten speziellen
Projektivitaten ¢ haben wir also jeweils

wobei f eine “gebrochen lineare” Funktion ist, d.h. vom Typ

b
flz) = Z:j——:—_d mit a,b,c,d € R, ad—bc # 0.

Dafiir zeigt man leicht durch Nachrechnen

Fakt 3.21 Die gebrochen linearen Funktionen bilden beziiglich des Hintereinan-
derausfiihrens eine Gruppe.

Nun koénnen wir allgemeine Projektivitdten behandeln.
Eine Projektivitit ¢ sei gegeben durch

0:9(0,E,F)Ag(O',E' F).

Wir zerlegen ¢ in mehrere Teilabbildungen
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¢:9(0,E,F)

> >80 >iF > >R
Na}
3
5
Q

(Uberlegen Sie selbst, was man tun kann, wenn Sonderfille wie O’ = F etc. auftre-
ten.)

Hierbei sind jeweils 7, 0;, A von den in den vorigen Lemmata behandelten Typen,
sodafs sie in Koordinaten durch gebrochen lineare Funktionen beschrieben werden.
Nach Fakt 3.21 gilt dies dann auch fiir ¢ selbst. Damit haben wir schon die Haupt-
arbeit fiir den Beweis des folgenden Satzes gezeigt:

Satz 3.22 Projektivitdten werden in MOBIUS-Koordinaten genau durch gebrochen
lineare Funktionen (mit nicht verschwindender Determinante) dargestellt. Dies be-
deutet:

1. Sind g,9’' Grundgebilde erster Stufe mit MOBIUS-Koordinaten u bzw. 1, so
besitzt jede Projektivitit

¢©:9(0,E,F)Ag'(O',E F')

eine Darstellung

b
1 (p(X)) = % mit a,b,c,d € R, ad— be#0.

b
= ——— mita,bc,deR d—b
cu(X)—i—dmlta’ ,6,d€R, a c# 0

eine Projektivitdt ¢ : g A g'.
Beweis:
1. Fiir den Fall, daf g = ¢’ und p = p’ ist, haben wir oben schon 1. gezeigt. Sind
im allgemeinen Fall O, E, F' die Grundpunkte zu p und O, E’, F’ die zu /',
so betrachte man zunédchst die Projektivitat ¢1 : (O, E, F) A ¢'(O’, E', F").

Dafiir ist nach Satz 3.17 dann p/(¢1(X)) = p(X). Dann zerlege man ¢ =
2 0 (p1, wobei man nun auf ¢, den Spezialfall anwenden kann.

2. Wegen ad —bc # 0 sind die Gréfsen g, ZTJFZ’ £ paarweise verschieden. Als Werte

von MOBIUs-Koordinaten unter ;' legen sie damit drei Punkte O', E', F” fest
und diese wiederum eine Projektivitét

0:9(0,E,F)A ¢ (O ,E F").

Nun rechnet man leicht nach, daf diese Projektivitéit gerade die vorgegebene
Funktion als Dastellung besitzt. 0

Mit diesem Satz ist auch die Frage nach Koordinatentransformation gelost.
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Satz und Definition 3.23 (Doppelverhiltnis) Sind O, E, F sowie O', E' | F" je-
weils Grundpunkte fiir MOB1US-Koordinaten p bzw. ', so gilt fiir jeden Punkt X :

iy X) =0 p(E") — p(0)
H (X) = N o- 7 N
w(X) = u(F') -~ p(E) — p(F")
Der rechtsstehende Ausdruck heifst das “Doppelverhéltnis” der vier Punkte X,0’,
E', F'. Man schreibt dafiir DV (X,0', E', F').

Beweis: Nach Satz 3.17 gilt fiir die Projektivitét
v:9(0,E,F) Ag'(O', E', F')

die Darstellung
w(X) = ple~ (X))
und diese ist nach Satz 3.22 von der Gestalt

n(e (X)) = f(u(X))

mit einer gebrochen linearen Funktion f.

Das Doppelverhiltnis ist ein Ausdruck von dieser Form und liefert fiir die Punkte
O’ F’, F' die richtigen Werte fiir die MOBIUS-Koordinaten p'. Damit muf es der
richtige Ausdruck sein. O

In dem Ausdruck fiir das Doppelverhiltnis steht links die Mébius-Koordinate eines
Punktes bezogen auf die Grundpunkte O’, E’, F’, wihrend die MOBIUS-Koordina-
ten u zu den Grundpunkten O, E, F' nur rechts auftauchen. Folglich ist der rechts
stehende Ausdruck, also das Doppelverhaltnis, gar nicht von der konkreten Wahl
der MOBIUS-Koordinaten p, d.h. von deren Grundpunkten O, E, F' abhingig. Damit
haben wir

Satz 3.24 Das Doppelverhéltnis von vier Punkten ist unabhingig von den verwen-
deten M OBIUS-Koordinaten und damit invariant unter Koordinatentransformation
und invariant unter Projektivititen.

Schliefllich erhalten wir damit eine Charakterisierung harmonischer Wiirfe durch
ihr Doppelverhiltnis:

Satz 3.25 Vier Punkte A, B,C, D bilden genau dann einen harmonischen Wurf,
wenn fiir ihr Doppelverhéltnis gilt:

DV(A,B,C,D) = —1.

Beweis: Mit —E := u~!(—1) bilden bekanntlich die Punkte —FE,O, E, F' einen
harmonischen Wurf und da beziiglich der Grundpunkte O, E, F' der Punkt —F die
Koordinate —1 hat, (so ist er ja definiert!) ist also DV(—FE,O,E,F) = —1. Vier
Punkte bilden aber genau dann einen harmonischen Wurf, wenn sie sich projektiv
auf einen gegebenen harmonischen Wurf, also etwa —F, O, E, F’ beziehen lassen. Da
das Doppelverhéltnis unter Projektivitdten invariant ist, ist damit die Behauptung
gezeigt. O

Fiir spitere Verwendung rechnen wir noch folgendes
Beispiel 3.26 Auf einer Geraden g seien ;1 MOBIUS-Koordinaten zu O, E, F, fer-

ner zu Punkten A, B(# F) jeweils 0 op,opr die zu diesen Fixpunkten gehdrenden
harmonischen Spiegelungen und T := o apopp. Dann ist fiir X auf g

woar(X)) = —pu(X) + 2u(A),
w(1(X)) = w(X) +2(u(A) — n(B))

d.h. 7(X) ist eine “Translation”.
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Beweis: Zur Bestimmung von p(oar(X)) setze man nach Satz 3.22 an

ap(X)+b
cu(X)+d
Die Forderung, dafs F' ein Fixpunkt sei, liefert ¢ = 0 und dann ohne Einschrénkung
d = 1. Die Forderung, daf A Fixpunkt sei, liefert pu(A) = au(A) + b und mit Satz

3.25 {iber das Doppelverhiltnis bei harmonischen Wiirfen berechnet man daraus a
und b. Hintereinanderschalten liefert die Aussage tiber u(7(X)). O

ploar(X)) =

Dafl bei der Bildung der MOBI1Us-Koordinaten der Koordinatenwert co auftaucht,
ist ein Spiegel davon, daf die projektive Gerade eben noch einen (Fern-) Punkt
“mehr” hat, als die Euklidische Gerade. Dieses Auftreten von uneigentlichen Zahlen
als Koordinaten kann man vermeiden durch Benutzen der sog. “homogenen Koordi-
naten”.

In Kapitel 1 hatten wir die reelle projektive Gerade dargestellt als die Gesamt-
heit aller eindimensionalen linearen Unterriume des R2. Jeder projektive Punkt
entspricht dann einem solchen Unterraum und der ist wieder festgelegt durch ein
beliebiges seiner Elemente (£;,&;) € R2, sofern es nur # (0,0) ist. Damit spannen
(&1,&2) und (n1,72) den selben Unterraum auf, d.h. stellen also den selben projek-
tiven Punkt dar, genau wenn beide # (0,0) sind und mit einem Faktor A # 0 gilt,
daf (&1,&) = (M1, A\n2). Dafiir schreiben wir auch

(§1:862) = (m:m2),

wobei eben diese Schreibweise ausdriickt, daf es sich um “homogene” Vektoren han-
delt, deren Komponenten nur bis auf einen gemeinsamen Faktor # 0 festgelegt sind.
Wir gewinnen die homogenen Koordinaten direkt aus den MOBIUS-Koordinaten
und zwar auf eine Weise, wie sie filir die Verallgemeinerung auf hthere Dimensionen
besonders geeignet ist. Bleiben wir dazu wieder auf einer Punktreihe g, von der ja
alles direkt auch auf Biischel {ibertragen werden kann.

Gegeben seien 3 Punkte A, E, B. Es bezeichne dazu puap bzw. upa die MOBIUS-
Koordinaten mit

wap(A)=0 , pap(E)=1 , pap(B)=oco beziehungsweise
ppa(A) =00 , ppa(E)=1 , ppa(B)=0.

Bei beiden ist also E der Einheitspunkt, wihrend die im Index stehenden Punkte
in der dortigen Reihenfolge den 0-Punkt und den oco-Punkt bezeichnen.

Da wir nur eine 1-dimensionale Punktmenge zu charakterisieren haben, muff zwi-
schen den Werten von pap(X) und upa(X) eine Relation bestehen, und in der Tat
haben wir in Lemma, 3.18 schon die Formel

pap(X) - ppa(X) =1
abgeleitet.

Definition 3.27 Ein homogener Vektor ({4 : {p) heifit “homogener Koordinaten-
vektor” fiir einen Punkt X beziiglich eines Koordinatensystems A, E, B, wenn
A

B (X)),

€a &
Wegen der eben festgestellten Reziprozitdt von pap und ppa folgt hier natiirlich
jeweils die eine Formel aus der anderen, fiir die Verallgemeinerung auf héhere Di-
mensionen ist diese symmetrische Darstellung aber der richtige Ausgangspunkt. Fiir
Punkte X # A, B ist etwa

(12 pap(X)) = (ppa(X) : 1)
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eine solche Darstellung, ferner erhilt man die homogenen Koordinaten

(1:0) fir A,
0:1) fir B,
1:1) fir E.

Projektivititen werden in MOBIUS-Koordinaten durch gebrochen lineare Funktio-
nen dargestellt. In homogenen Koordinaten wird dies bequemer.

Satz 3.28 In homogenen Koordinaten werden Projektivitdten dargestellt durch re-
gulire 2 x 2-Matrizen, wobei zwei Matrizen genau dann die selbe Projektivitit dar-
stellen, wenn sie sich nur um einen skalaren Faktor unterscheiden.

Beweis: Es sei ¢ eine Projektivitét, ferner seien A, E, B die Grundpunkte des
Systems, und

A" = ¢(A) mit homogenen Koordinaten (a4 : ap),
E' = ¢(F) mit homogenen Koordinaten (€4 : €g),
B’ := ¢(B) mit homogenen Koordinaten (54 : fp).

A’ und B’ sind verschiedene Punkte, also sind ihre homogenen Koordinatenvektoren
linear unabhingig. Damit gibt es - bis auf einen gemeinsamen Faktor A # 0 -
eindeutig bestimmte Zahlen A1, A2, sodafs

(€a, eB) = M(aa, ag) + X(Ba, OB).
Die Matrix

A = Atoa A2fa
' Aap  A2fB

leistet dann das Gewiinschte; denn durch Einsetzen sieht man sofort, dafs sie die
homogenen Koordinaten fiir die Grundpunkte A, E, B in solche fiir deren Bilder
A’ E', B’ transformiert. Ferner ist fiir einen allgemeinen Punkt X mit homogenen
Koordinaten (upa(X) : 1) dann

A. ( pa(X) ) _ ( AMaappa(X) + A2f4 )
1 Mapppa(X) +A2fp )7

sodaft der Quotient dieser beiden Komponenten eine gebrochen lineare Funktion in
der MOB1US-Koordinate 54 (X) ist, also die MOBIUS-Koordinate eines projektiven
Bildes von X. Da aber bei drei Punkten der gewiinschte Wert herauskommt, mufs
es sich um die “richtige” Projektivitdat handeln.

Aus der ganzen Ableitung geht hervor, daft die Matrix A bis auf einen Faktor A # 0
eindeutig bestimmt ist.

Beginnt man umgekehrt mit einer reguldren Matrix

A = ( Q11 Q12 >
Q21 Q22
und setzt

ag \ _ ([ an Ba\ _ [ o2 €a ) ._ [ aun+to
ag )’ azr )7\ BB )’ axp )\ e )’ Q21 + 022
und verfihrt dann wie eben, so erhélt man offenbar die Ausgangsmatrix wieder

zuriick, womit unser Satz vollstindig gezeigt ist. 0

Die volle Bedeutung der homogenen Koordinaten wird sich erst im mehrdimensio-
nalen Fall deutlich erweisen.
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Messen und Skalen

Messen

Zur euklidischen Geometrie gehtrt untrennbar der Begriff des Messens von Strecken
und Winkeln durch Vergleichen mit einer Einheitsstrecke (Stab) bzw. einem Ein-
heitswinkel (Keil) .

Eine Strecke AB hat dann die Linge 3, wenn ich durch dreifaches Abtragen der
Einheitsstrecke von A nach B komme, d.h. Anlegen an A bringt mich nach A,
Anlegen an A; nach A; und Anlegen an As nach B. (Siehe Abbildung 3.7.)

A Ay As B

Abbildung 3.7

Daf sich der Mafsstab beim Bewegen in die verschiedenen Positionen nicht &ndert,
scheint so selbstverstidndlich, daf man nicht dariiber redet.

Denken wir uns folgende Situation: Von einem festen erhShten Standpunkt aus
beobachten wir einen Mefitrupp, der die lange gerade Trasse fiir eine neue Eisenbahn
ausmift. Nach obigen Uberlegungen miiften wir eigentlich energisch protestieren;
denn je weiter sich der Trupp von uns entfernt, umso kiirzer wird die Meflatte, mit
der sie arbeiten - wir gehen einmal davon aus, daf die moderne Technik hier noch
nicht angekommen sei. Das selbe Phinomen gilt fiir Winkel, etwa die Speichen eines
Fahrrades perspektivisch betrachtet.

Wir protestieren aber nicht, sondern erst dann, wenn etwa uns der Stab plotzlich
krumm erschiene oder bei einem mitgefiihrten Mefigeréit aus Stangen sich plotzlich
die Verbindungen dndern wiirden etc.

Fazit: Wir akzeptieren trotz beobachtbarer Verinderungen das Mefigerét als kon-
stant bleibend, wenn bei den mit ihm ausgefiihrten Bewegungen

- Gerades gerade bleibt,

- Inzidenz von Punkten und Geraden (evtl. Ebenen) erhalten bleibt und

- alles perspektivisch richtig erscheint.

Dies fiihrt dazu den Begriff Messen so zu verstehen:

Messen bedeutet:

- Festlegen einer Einheitsstrecke bzw. eines Einheitswinkels

- Abtragen dieser FEinheitsgrifie an dem zu messenden Objekt, d.h. diese Grifle
sukzessive geeignet an neue Orte zu “bewegen”.

Bewegen bedeutet:

- Abbilden mittels einer Projektivitit, die gewisse Objekte festlifit (etwa den Flucht-
punkt unserer Eisenbahntrasse.)

Die hierbei verwendeten Bewegungen sollen natiirlich eine Gruppe bilden; denn das
Hintereinanderausfithren von zwei solchen Bewegungen soll offenbar wieder eine
solche sein und ebenso das Riickgingigmachen einer Bewegung.

Diese Anschauung von Messen wurde vorbereitet etwa durch CH.v.STAUDT (1798
- 1867), dann klar gefaft von FELIX KLEIN in seinem Erlanger Programm (1872).
Er hat folgenden Weg eingeschlagen:

Wihle eine Untergruppe B aller Projektivitdten und nenne diese ausgewdhlten Pro-
jektivitaten “Bewegungen” oder “Kongruenzabbildungen”. Erklire zwei Gebilde als
“kongruent”, wenn sie durch eine Kongruenzabbildung ineinander iberfihrt werden
kénnen. Kongruente Strecken und Winkel, d.h. Segmente auf Punktreihen und in
Biischeln nennen wir “gleich grof”.

Dies ist ein gegeniiber der Schulgeometrie radikal anderer Ansatz. Dort sind Langen
und Winkel als Mafs-Grofien vorausgesetzt und daraus wird Kongruenz eingefiihrt.
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Hier entsteht Messen aus dem Kongruenzbegriff, den wir durch Wahl einer Grup-
pe festlegen. Ob wir mit diesem Verfahren einen sinnvollen Begriff von Messen
und Kongruenz erreichen, hangt natiirlich von der gewahlten Gruppe ab: Nehmen
wir z.B. als Bewegungen alle Projektivititen einer Geraden in sich, so kann man
nach dem Fundamentalsatz sicher jedes Segment in jedes iiberfithren, d.h. je zwei
Strecken sind gleich grof - eine nicht sehr sinnvolle Angelegenheit. Wir haben also
insbesondere zunichst geeignete Gruppen von Projektivitdten aufzusuchen.
Orientieren wir uns zunichst an der Situation im Euklidischen, den {iblichen Ab-
standsbegriff voraussetzend.

Die fiir unser Konzept von Messen typische Bewegung ist die Translation 74, die
angewendet auf ein Mefgerédt dieses um eine Distanz d weiterschiebt, unabhéngig
davon, wo wir angesetzt haben.

In Lemma 3.11 und Lemma, 3.20 sind solche Abbildungen schon als Projektivitédten
aufgetreten. Wir wissen, dafl diese Translationen eine abelsche Gruppe bilden, wobei
noch 7,7, = Tatb-

Offenbar kann man jede Translation aus zwei Spiegelungen auf der Euklidischen
Geraden zusammensetzen, deren Zentren gerade um % auseinander sind, (siehe Ab-
bildung 3.8), also 74 = opoa, wobei B um % rechts von A.

Abbildung 3.8

Das Analoge im Biischel ist die Drehung 7, um einen Winkel 1. (Siehe Abbil-
dung 3.9.) Auch diese bilden eine abelsche Gruppe, fiir die wieder 7,7y = Tu1q.
Auch jede Drehung kann man aus zwei Spiegelungen zusammensetzen.

Was steht projektiv gedacht dahinter?

Die bei den Translationen auf der Geraden benutzte euklidische Spiegelung o4
mit Zentrum A ist die harmonische Spiegelung an dem Paar (A, F'), wobei F' der
Fernpunkt der Geraden g ist. Damit kénnen wir sagen:

Translationen sind die Produkte von je zwei harmonischen Spiegelungen, von deren
Fizpunkten (A, F) der Fizpunkt F fir alle gleich fest fiziert ist. Dies steht nach
Beispiel 3.26 im Einklang mit den bisher eingefiihrten projektiven Begriffen.

Im Biischel ist die Euklidische Spiegelung an einer Geraden a dasselbe wie die
harmonische Spiegelung an dem Paar (a,a’), wobei o’ die auf a senkrecht stehende
Biischel-Gerade ist. Ferner wissen wir, daff das “Aufeinandersenkrechtstehen” eine
elliptische Involution 7 in diesem Biischel beschreibt. Somit kénnen wir sagen:
Drehungen sind Produkte von je zwei harmonischen Spiegelungen, deren Fixstrahlen
(a,a’) ein Paar einer auf dem Biischel festgewdhlten elliptischen Involution 7 sind.
Offensichtlich ist, daf wir bei 7 nicht auf die “Rechtwinkel-Involution” beschrankt
sind, sondern allgemeiner von irgendeiner elliptischen Involution ausgehen kénnen.
Aber was geschieht, wenn man 7 hyperbolisch wihlt? Wir werden sehen, dafs dies
ebenfalls zu einem verniinftigen Begriff von “Messen” fiihrt, den wir zwar in der
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Abbildung 3.9

Euklidischen Welt nicht unmittelbar anzuwenden pflegen, der aber etwa fiir das
Messen relativistischer Geschwindigkeiten taugt.

Wenn man diese Gedanken systematisch verfolgt, erhélt man 6 Falle, je drei auf
Punktreihen und drei auf Biischeln. Eine weitgehend einheitliche und elegante Be-
handlung gelingt, wenn wir zunéchst als Grundgebilde eine Kurve Q zweiter Ord-
nung heranziehen. Involutionen auf Q lassen sich simpel {iber das Zentrum darstellen
und dies wollen wir zunédchst nutzen.

Skalen

Zundchst haben wir also nach dem KLEINschen Ansatz geeignete Gruppen von
Projektivitaten festzulegen, die als Kongruenzabbildungen taugen. Nach unseren
Voriiberlegungen werden wir sie aus gewissen harmonischen Spiegelungen erzeugen.

Vereinbarung 3.29 Fiir das Weitere bezeichne Q eine Kurve zweiter Ordnung
und dazu (G, g) ein polares Paar. Dabei darf G auf g liegen.

Bezeichnung 3.30 Zwei Punkte X, X' auf Q heifen “konjugiert beziiglich G” oder
kurz “G-konjugiert”, wenn X, X' und G kollinear sind. Wenn nétig unterscheiden
wir die drei Félle:

— G liegt auf Q : “parabolisch”,

— (G ist innerer Punkt von Q : “elliptisch”,

— G ist duBerer Punkt von Q : “hyperbolisch”.

Ist G nicht auf Q, so sind G-konjugierte Punkte X, X’ offenbar genau die Paare der
Involution ng auf Q zum Zentrum G. Ist G auf Q, so ist jeder Punkt X € Q(+# G)
zu G konjugiert.

Satz 3.31 Zwei Punkte A, A’ auf Q sind genau dann G-konjugiert, wenn das Zen-
trum P der harmonischen Spiegelung o4, auf Q ein Punkt der Polaren g ist. Als
Zentrum einer hyperbolischen Involution ist P ein duferer Punkt beziiglich Q.
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hyperbolisch \ parabolisch

Abbildung 3.10

Beweis: Abbildung 3.10 zeigt die Situation im hyperbolischen und im paraboli-
schen Fall. Fiir einen dufleren Punkt P trifft die Polare p die Kurve Q in zwei
Punkten A, A’ und dies sind die Fixpunkte der entsprechenden Involution, d.h. von
oaa. Da P auf g liegt, geht p durch G, sodaf A, A" eben G-konjugiert sind. Die
Umkehrung geht analog. O

Dies

es Spiegeln an G-konjugierten Punkten nehmen wir nun, um die Kongruenzab-

bildungen zu erzeugen.

Bezeichnung 3.32 Wir nennen

die Spiegelungen an G-konjugierten Punkten kurz “G-Spiegelungen”,
die Produkte von je zwei G-Spiegelungen kurz “G-Translationen”,

die von den G-Spiegelungen erzeugte Gruppe K von Projektivititen die Gruppe
der “G-Kongruenzen”, darin

die von den G-Translationen erzeugte Untergruppe B die Gruppe der “G-
Bewegungen”.

Dafiir gilt

Satz 3.33 1. G-Spiegelungen sind ungleichsinnig, G-Bewegungen, insbesondere

G-Translationen sind gleichsinnig.

Jede G-Bewegung, insbesondere jede G-Translation hat die Polare g als Per-
spektivititsachse.

Jede G-Bewegung hat die Schnittpunkte von g mit Q als Fixpunkte. Im hyper-
bolischen Fall werden die beiden von diesen Fixpunkten erzeugten Segmente
durch Bewegungen jeweils auf sich abgebildet.

Zu je zwei Punkten X, X’ auf Q, die nicht auf g und im hyperbolischen Fall im
selben der in 3. genannten Segmente liegen, gibt es genau eine G-Translation
T, fiir die 7(X) = X'.

Zu einer G-Translation T und einer G-Spiegelung o, gibt es stets eine G-Spie-
gelung oo, sodak T = 0207.

Die Gruppe B der Bewegungen besteht genau aus den Translationen. Sie ist
abelsch.

Beweis:

1. Trivial
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2. Es seien 01,09 zwei G-Spiegelungen mit Zentren P; auf g und 7 := 0901. Dies
bewirkt mit den Bezeichnungen aus Abbildung 3.11

7 Q(X,Y) A QX1 Y1) A QX Y).
Zum Kurven-Sechseck X'X; XY'Y1Y liegen nach PASCAL die Schnittpunkte

von Gegenseiten auf einer Geraden und dazu gehoren insbesondere
XX, vYY = B
X1 X vy = hb.
Somit ist diese PASCAL-Gerade eben die Gerade g und auf ihr schneiden sich
dann auch XY und Y X'. Dies ist aber ein Kreuzlinienpaar.

Damit hat jede Translation die Gerade g als Perspektivitdtsachse. Nach Satz
2.36 ist damit die von den Translationen erzeugte Gruppe der Bewegungen
abelsch und alle Bewegungen haben ebenfalls g als Achse.

Abbildung 3.11

3. Die Aussage iiber die Fixpunkte folgt wieder aus Satz 2.36, die iiber die Seg-
mente mit der Gleichsinnigkeit.

4. FExistenz: Wihle einen dufseren Punkt P; € g und setze
X1 ZZXP1 V Q, P2 ZZXlXI V g.
Sind dann o; die G-Spiegelungen mit den Zentren P;, so ist 7 := 09207 eine
G-Translation, fiir die nach Konstruktion 7(X) = X’ ist.
Eindeutigkeit: Da fiir jede infrage kommende Translation stets g die Achse ist,

folgt die Behauptung aus Satz 2.36.

5. Dies haben wir bei 4. mitbewiesen.

6. Ist 7 = 00, eine Translation, so ist 7~ = o] ‘o, ! = 009, also ebenfalls eine

Translation. Sind 7/ = o207 und 7" = o403 Translationen, so kann man nach
5. die Translation 7" darstellen als 7/ = o2 und damit ist dann

" 1 / /
T T = 04020201 = 0401,

also selbst wieder eine Translation. Die Vertauschbarkeit haben wir schon in
2. gezeigt. U
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Fiir die G-Translationen haben wir dabei nach dem Kreuzliniensatz folgende

Konstruktion 3.34 Es sei 7 die unter den Bedingungen von Satz 3.33.4. eindeutig
bestimmte G-Translation mit 7(X) = X’. Dann erhilt man fiir jeden PunktY € Q
den Bildpunkt Y' := 7(Y') auf folgende Weise (siche Abbildung 3.12):

Die Gerade X'Y schneide g in S, dann schneidet X S die Kurve Q noch in Y.

X X’

S

Abbildung 3.12

Diese genau aus den Translationen bestehende Gruppe der Bewegungen nehmen
wir nun als Grundlage fiir unsere Mafibestimmung nach dem von F. KLEIN vorge-
zeichnenten Weg. Wir konstruieren uns dazu ein “Mefigerit”, genannt “Skala”; wobei
also Punkten reelle Zahlen zugeordnet sind, sodaf man an ihnen “Absténde” able-
sen kann. Im parabolischen Fall werden wir dabei wieder auf die schon bekannte
MoBIus-Skala stofien. Im hyperbolischen Fall hatten wir schon beim vorigen Satz
Einschriankungen zu machen, wie “X, X’ sollen im selben Segment liegen”. Dies hat
zur Konsequenz, daft sich hier die Skala nicht auf die ganze Kurve Q erstrecken
wird.

Vereinbarung 3.35 Wir bezeichnen
— im “elliptischen Fall” mit £ die ganze Kurve,
— im “parabolischen Fall” mit £ die ganze Kurve ohne den Punkt G,
— im “hyperbolischen Fall” mit £ eines der beiden Segmente, die durch die beiden

Schnittpunkte Fy, Fy von g mit Q gebildet werden.

Unser Ziel ist es nun, eine solche Skala zu konstruieren, d.h. eine surjektive Abbil-
dung s: R — &, die in folgendem Sinn mit Translationen vertraglich ist.

Bezeichnung 3.36 Es sei O € £ ein einmalig fixierter Punkt. Zu X € &£ sei dann
Tx die durch

Tx(O) =X

eindeutig bestimmte Translation.
Wir nennen eine Abbildung s : R — £ eine ‘“translationsinvariante Skala”, wenn
- s(0) =0,

s surjektiv,

s lokal ordnungstreu und
fiir alle o, § € R gilt, dafs

Ts5)(s(@)) = s(a+0).
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Die letzte Forderung sagt insbesondere, dafs eine Translation, die einen Punkt auf
der Skala um ¢ verschiebt, dies mit jedem Punkt macht. Berechnet man also den
“Abstand” zweier Punkte X = s(«) und Y = s(f) aus 8 — a, so ist dies jedenfalls
eine unter Translationen invariante Grofe, wie wir eingangs postuliert hatten.

Fiir die Konstruktion von solchen Skalen ist es zweckméfig, auf Q eine Orientierung
vorzugeben.

Vereinbarung 3.37 Auf Q sei eine Orientierung vor gegeben, die wir als “positiv
orientiert” ansprechen. Im hyperbolische Fall seien die Randpunkte Fi, F, von £
(d.h. die Schnittpunkte von g mit Q) so numeriert, daf

E={X € Q| (F,X,F,) ist positiv orientiert }.

Die Konstruktion einer Skala geschieht nun dhnlich wie bei den MOB1US-Koordina-
ten in mehreren Schritten:

— Festlegen von Punkten fiir die ganzen Zahlen,
— Verfeinern,
— Stetigkeitschluf.

Als Leitfaden kann uns dabei folgende Eigenschaft einer translationsinvarianten
Skala dienen.

Lemma 3.38 Fiir eine translationsinvariante Skala s gelten
1. Ts(’y)Ts(é) (s(a)) = S(Oz + 0 + ’)/).
2. Fiir beliebige m € 7Z ist

(7s8))™ (s(a)) = s(a+ mé).
Beweis:
L 7o) Ts(0)(8() = To(y)(s(a +0)) = s(a+ 6 + 7).
2. Mit 1. per Induktion. O

Die letzte Aussage enthélt insbesondere fiir « = 0,9 = 1 und m € Z die Formel

s(m) = (151))" (s(0)),

d.h. wir erhalten so eine ganzzahlige Teilskala, indem wir iterativ einen Punkt (O =
5(0)) mittels einer festen Translation verschieben.
Ferner brauchen wir ein Werkzeug zum Verfeinern.

Satz und Bezeichnung 3.39 Es seien A, B zwei Punkte von &£, sodaf
— im parabolischen Fall dabei (A, B, G) positiv orientiert ist,

— im hyperbolischen Fall dabei (Fy, A, B, Fy) zyklisch und damit positiv orien-
tiert ist.

Dann existiert genau ein geordnetes Paar (M, M') auf Q, sodafs M, M’ G-konjugiert
sind und (A, M, B, M) ein harmonischer Wurf und positiv orientiert ist.
Wir nennen M die G-Mitte von A und B.

Beweis: Die Voraussetzungen implizieren, dafs A, B Paar der G-Spiegelung mit den
Fixpunkten M, M’ sein muf, deren Zentrum damit der Schnittpunkt U der Geraden
AB mit g ist. M, M’ liegen damit notwendig auf der Polaren « von U und sind damit
bis auf die Numerierung eindeutig bestimmt. Die Orientierungsforderung legt dann
auch noch die Numerierung fest. Siehe auch Abbildung 3.13. O
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Abbildung 3.13

Lemma 3.40 Sind A, B € £ gemdlfl den Forderungen in Satz und Bezeichnung
3.39 gewdhlt, dazu M die G-Mitte von A, B, so gilt fiir die durch 7(A) = B und
w(A) = M definierten G-Translationen

Man nennt w auch die Quadratwurzel von T.

Beweis: Als Translationen haben beide g als Perspektivitdtsachse. Dann liegt nach
dem Kreuzliniensatz fiir jeden Punkt X € Q der Schnittpunkt von Aw(X) und
Xw(A) auf g. Nun ist w(A) = M und fiir X := M ist dann Xw(A) die Tangente an
Q in M, die g im Punkt U schneidet. (Siehe auch Abbildung 3.13.) Durch ihn geht
auch die Gerade AB, sodaf damit w(M) = B. Also ist w?(A) = w(w(M)) = B und
damit auch w? = 7. O

Mit dieser Mitte-Bildung kann man nun eine ganzzahlige Skala beliebig verfeinern
und dann {iber einen Stetigkeitsschluft zur endgiiltigen Skala kommen.

Satz 3.41 Es seien O, FE € £ gegeben, sodaf
— im parabolischen Fall (O, E,G) positiv orientiert ist,
— im hyperbolischen Fall (F, 0, E, F»)) zyklisch und damit positiv orientiert ist.

Ferner sei € > 0. Dann gibt es genau eine translationsinvariante Skala s, mit
5(0) = O, s(e) = E,
fiir die noch fiir jedes k € N die Punkte
(O, 5(%624“), s(e27))
positiv orientiert sind.

Bemerkung 3.42 Im parabolischen und im hyperbolischen Fall wiirde es ausrei-
chen € = 1 zu betrachten, d.h. E als “Einheitspunkt” zu wéhlen. Im elliptischen Fall
ist es zweckmdiRig, den Parameter ¢ noch nachtriglich anpassen zu kénnen.
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elliptisch

Ry v

Abbildung 3.14

parabolisch

Abbildung 3.15

Beweis: Mit der durch 7(O) = E bestimmten Translation muff nach Lemma 3.38
notwendigerweise gelten

(72)™(0) = (75())™ (5(0)) = s(me) (m € Z).

Dies nutzen wir —von rechts nach links gelesen — zur Festlegung der Punkte s(me)
fiir m € Z. Abbildung 3.14, Abbildung 3.15 und Abbildung 3.16 illustrieren dies fiir
die verschiedenen Fille.

Man beobachtet an der Zeichnung

— im hyperbolischen Fall: Die Punkte s(me) hiufen sich fiir m — —oo bei Fy,
fiir m — 400 bei Fb,

— im parabolischen Fall: Die Punkte s(me) hdufen sich fiir m — £oo bei G,
— im elliptischen Fall: Die Folge (s(me€))mez durchlauft die Kurve co-oft.

Zum Verfeinern nutzen wir nun die beschriebene Mitte-Bildung. Wir erkléren re-
kursiv fiir £k =0,1, ...

5(27*D¢) sei der Mittelpunkt von O = s(0) und s(27%e).
Dann muf wegen Lemma 3.38 notwendig wieder
s(m27"e) = (7y(3-1¢))™(0)

sein und wegen Lemma 3.40 treten fiir verschiedene Darstellungen der Zahl m2 "¢ =
n2 I e keine Widerspriiche auf. Also kann man s auf GQZN, d.h. der Menge aller Zahlen
der Gestalt egr mit m € Z k € N so erkléren.
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hyperbolisch

Abbildung 3.16

Fiir solche Zahlen gilt dann auch die Translationsinvarianz. Denn zwei Zahlen em2~F
und en277 lassen sich natiirlich immer so umbauen, da beide Exponenten gleich
sind, sodafl wir also ohne Verlust von Allgemeinheit je zwei solche Zahlen als mit
dem selben Exponenten dargestellt annehmen kénnen. Dafiir erhalten wir dann

To(em2-1)8(€n27%) = Ty(ama-#)To(en2-#)5(0)
= (Ts(€2*k))m(’rs(62*k))n(o)
= (Ty(e2-+))"™(0)

s(e(m +mn)27F)

= s(em27F + en27F).

Schliefslich beweist man mit Methoden &hnlich zu den bei den MOBIUS-Koordinaten
verwendeten:

— s ist auf jedem “Intervall” [o, « + €] N E;LN ordnugstreu,

— die Menge 8(62%) liegt dicht in £.
Die Eindeutigkeit ergibt sich aus der Zwangsliufigkeit der einzelnen Konstruktions-
schritte. 0

Die elliptische Skala iibersieht man am besten, wenn man die Grundpunkte O und
E als G-konjugiert wahlt, wovon wir im folgenden stets ausgehen. (Siehe auch Ab-
bildung 3.17.)

Man erhélt dann aus dem Kreuzliniensatz, daf 7,(.)(F) = O, also

0= s(e) (E) = s(e)(Ts(e)) = 5(26)'

Damit ist 754() = id und folglich allgemein

s(a) =1d(s(a)) = 75 (s(a)) = s(a + 2¢).

Also ist s periodisch mit der Periode w = 2e.
Im Hinblick auf die vertraute elliptische Skala der Winkelmessung im Biischel pflegt
man -

€=

Zu setzen.

Wir hatten die Skalen eigentlich nur deshalb auf einer Kurve Q betrachtet, weil
sich hier fiir die verschiedenen Situationen (ziemlich) einheitlich argumentieren lief§
und zudem eine Reihe bequemer Sétze als Hilfsmittel vorlagen. Eigentlich sind wir
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Abbildung 3.17

interessiert an Skalen auf Punktreihen oder in Strahlen- oder Ebenenbiischeln, denn
wir wollen ja Strecken und Winkel messen.

Wir hatten die Skalen iiber die Gruppe der Translationen erhalten. Diese waren
Produkte von je zwei Spiegelungen, wobei wir genau solche Spiegelungen betrachtet
haben, fiir die

— im hyperbolischen oder elliptischen Fall die Fixpunkte ein Paar einer fest
vorgegebenen Involution 7 (mit Involutionszentrum G) waren,

— im parabolischen Fall einer der Fixpunkte stets der selbe Punkt G war.

Dies kann man ebensogut auf einer Punktreihe g erster Ordnung bzw. sinngemafs
auf einem Strahlenbiischel formulieren und man kénnte versuchen nun die gan-
ze Konstruktion fiir diese Situationen nachzubauen. Wir kénnen jedoch wesentlich
einfacher zum Ziel kommen.

Gegeben sei eine Gerade p und darauf eine Involution 7 (“elliptisch oder hyperbo-
lischer Fall”) oder ein ausgezeichneter Punkt F' (“parabolischer Fall”). Wir wahlen
eine beliebige Kurve Q zweiter Ordnung und darauf eine Punkt Z, der jedoch nicht
auf p liegen darf. (Siehe Abbildung 3.18). Dann sind die Punktreihe p und Q iiber

\ /
Bl
b

q

Abbildung 3.18

7
@ :p(X) A

Z perspektiv:
o(X").
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Fiir eine Involution 7 auf g ist dann

= one”!
selbst Involution auf © und zwar vom selben Typ wir 7.
Nun wihlen wir

— im elliptischen oder hyperbolischen Fall zu der gegebenen Involution 7 den
Punkt G als das Zentrum von n := @onp~!,

— im parabolischen Fall G := ¢(F).

Zwei Punkte A;, As auf p sind damit genau dann ein Paar von 7, wenn A} :=
©(A1), Ay := p(Ag) auf Q ein Paar von n¢ sind, A), A} also G-konjugiert. (Siehe
Abbildung 3.18). Im parabolischen Fall gilt natiirlich trivialerweise, dafs zwei Punkte
auf p, von denen einer F ist durch ¢ in zwei Punkte von Q {ibergehen, von denen
einer G = ¢(F) ist und umgekehrt.

Es ist nun eine simple Ubung, nachzuweisen, daf mit diesem Ubersetzungsprozess

— die interessierenden Spiegelungen auf p genau in die G-Spiegelungen auf Q
iibergehen und dabei

— deren Produkte, also die Translationen auf p jeweils in die G-Translationen
abgebildet werden.

Dies bedeutet

Satz 3.43 Zu einer Involution n oder einem Punkt F' auf einer Geraden p erhalten
wir die gesuchte translationsinvariante Skala, indem wir zundchst in der beschrie-
benen Weise auf eine Kurve Q zweiter Ordnung iibergehen, dort die entsprechende
Skala erzeugen und dann alles zuriickprojizieren.

Die analoge Aufgabe im Biischel 16st man etwa durch Zwischenschalten von Schnitt
bzw. Schein auf eine Hilfsgerade p.

Dies ist in Abbildung 3.19, Abbildung 3.20 und Abbildung 3.21 dargestellt.

elliptisch

1 3
0 -5 -1 —5-2

1
2

Abbildung 3.19

Wir erhalten auf der Geraden
— im elliptischen Fall eine periodische Skala mit Periode 2,

— im hyperbolischen Fall eine Skala mit zwei Fixpunkten, die ein echtes Segment
der Geraden bijektiv auf R abbildet,
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parabolisch

Abbildung 3.20

hyperbolisch

Abbildung 3.21

— im parabolischen Fall eine Skala auf der vollen Geraden mit genau einem
Fixpunkt F. Sie ergibt eine Bijektion zwischen der Geraden und R U {oc0}.
Wir werden sehen, daf$ es sich um die MOBIUS-Skala handelt.

Im Bischel erhalten wir

— im elliptischen Fall eine periodische Skala, wie wir sie von der Winkelmessung
her kennen. Das volle Biischel bekommt die Linge 2¢, was man dann wie
gewohnt auf 7 (nicht 27 !, warum?) normiert.

— im hyperbolischen Fall ein Skala mit zwei Fixstrahlen, die ein echtes Segment
bijektiv auf R bezieht.

— im parabolischen Fall eine Skala auf dem vollen Biischel mit genau einem
Fixstrahl. Sie ergibt eine Bijektion zwischen dem Biischel und R U {oo}.

Kehren wir noch einmal zur Skala auf der Kurve Q zuriick.

Satz 3.44 Es sei M € Q, M’ sein G-konjugierter Punkt, T eine G-Translation.
Dann bilden die Punkte

(r=H (M), M, 7(M),M’)
einen harmonischen Wurf.

Dies ist nur eine andere Formulierung des in Lemma 3.40 und Abbildung 3.13 be-
handelten Sachverhaltes, weshalb wir den Beweis iibergehen.
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Wiéhlt man hier zu der Skala s : M = s(a), T = 743, so ist dann

T(M) = 75(5)(s(a)) = s(a + B),
und entsprechend
=Y M) = s(a — B).
Also gilt das

Korollar 3.45 Ist der Punkt (s(«))’ G-konjugiert zu s(«), so bilden fiir jedes (3
die Punkte

(s(a = B), s(a), s(a + B), (s(@))")

einen harmonischen Wurf.

Damit folgt weiter

Korollar 3.46 Fiir die G-Spiegelung o, an den beiden G-konjugierten Punkten
s(a), (s(a)) gilt stets

o) (s(a+P)) = s(a—f).
Diese G-Spiegelung spiegelt also die Skala an s(«) in sich zuriick.

All dies bleibt natiirlich beim Ubergang von der Kurve auf die Gerade oder in ein
Biischel erhalten. Dies bedeutet

Satz und Bezeichnung 3.47 Durch die Festsetzung

d(s(),s(8)) = la = 0

ist iiber die Skala s ein Maf fiir die Gréke von Segmenten, also Strecken oder
Winkeln gegeben, welches invariant ist unter den zugehdrigen Spiegelungen und
Translationen, d.h. invariant unter G-Kongruenzen.

Wir sprechen je nach Typ von einer “elliptischen”, “parabolischen” oder “hyperboli-
schen Makbestimmung”.

Im elliptischen Fall ist natiirlich der obige Abstand 0 wegen der Periodizitat nur fiir
“kleine” Distanzen sinnvoll. Die Details seien zu Ubung gelassen.

Im parabolischen Fall ist zu jedem Punkt X (# G) auf Q stets der Punkt G konju-
giert. Nach Korollar 3.45 sind hier also stets

(s(a—B),s(a),s(a+ B),G)

harmonisch. Betrachten wir alles auf der Punktreihe p und bezeichnen wir die zum
Fixpunkt F' gehorige parabolische Skala wieder mit s, so ist also stets

(s(a=B),s(a), s(a+ 0), F)

harmonisch.
Fiir die Umkehrfunktion
vi=s1:p\{F} =R

ist dann also fiir einen harmonischen Wurf (X, P, Y, F'), (wobei F' der ausgezeichnete
Punkt ist!)
1
v(P) = §(V(X) +v(Y)).

Dies liefert mit der in Satz 3.16 gegebenen Charakterisierung der MOBIUS-Koordi-
naten den
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Satz 3.48 Die parabolische Skala s zu F und die MOBIUS-Koordinaten zu den
Grundpunkten O := s(0), E := s(1), F sind zueinander invers.

Betrachten wir noch die hyperbolische und die elliptische Skala (auf einer Geraden)
unter dem Aspekt der MOBIUS-Koordinaten.

Vorgegeben sei eine hyperbolische Skala
h:R—¢&,

deren “Welt” £ von den Punkte F_, F', begrenzt wird und die Oy, Ej, € £ als Null-
bzw. Einheitspunkt hat:
h(0) = Op, h(1) = Ep,.

Daneben betrachten wir MOBIUS-Koordinaten pu, gebildet zu den Grundpunkten
O:=F_,FE:= 0O, F :=F,;. Es ist damit

p(F-) =0, p(On) =1, p(F) = co.

Zu einem beliebigen Punkt A € £ sei 74 die hyperbolische Translation mit 7(Oy) =
A. Als hyperbolische Translation hat sie O = F_ und F' = F, als Fixpunkte, ist
somit von der in Lemma 3.19 behandelten Art. Also gilt fiir beliebige Punkte X € £

p(ra(X)) = p(A)p(X).
Setzt man nun mit der hyperbolischen Skala h :
A= h(a), B :=h(B),
so ist ja
TA(B) = Th(a) ((8)) = ha + B),
was sofort die Funktionalgleichung
pu(h(e+ 3)) = p(h(a)u(h(B)))

liefert.
Dann ist natiirlich fiir n € N

() = u(h(1L+ 1+ .+ 1)) = (u(B(D))",
d.h. mit a := p(h(1)) = u(Ey) ist
u(h(n)) = a”

und dies dehnt sich —mit den selben Techniken, wie oben angewendet— auf beliebige
reelle Zahlen aus. Damit haben wir

Satz 3.49 Die hyperbolische Skala h und die entsprechend oben dazu gewéhlten
MoBius-Koordinaten p hdngen zusammen iiber die Formeln

p(h(€) = a* (£ €R, a=pu(h(1))
bzw. h™1(X) = ylnpu(X) (X €&),

wobei v eine geeignete Konstante ist (v = Ina).
Durch das Doppelverhéltnis ausgedriickt lautet dies

h™'(X) = yIn DV(X,F_,Op, Fy),

wobei F_, F, die Fixpunkte der hyperbolischen Skala sind und O}, der Nullpunkt
der hyperbolischen Skala ist.
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Eine Anwendung der hyperbolischen Skala finden wir in der Relativitatstheorie. Sei-
en v, vy, v NEWTONsche Geschwindigkeiten fiir Bewegungen auf einer Geraden, c
die Lichtgeschwindigkeit. In der relativistischen Mechanik “addieren” sich iiberla-
gerte Geschwindigkeiten nach der Formel

v1 + U2

V1v2 "
14—~
c

vo=

Diese Formel hat eine simple Deutung iiber die hyperbolische Skala auf einer Gera-
den p:

Die Punkte von p deuten wir als Geschwindigkeiten, die in dem NEWTONschen
Beobachter - System gemessenen Werte v, v1, v2 als die zugehorigen MOBIUS-Koordi-
naten. Nun bilden wir die hyperbolische Skala zu den Fixpunkten F_, ', bei —c, +c,
und wahlen als O die (Ruhe-)Geschwindigkeit des Beobachters. Ferner ordnen wir
jeder NEWTON-Geschwindigkeit v die sog. “Rapiditit”

h~t(v) :=yIn DV (v, —¢, 0, ¢)
zu. (Der genaue Wert der Konstanten ~ ist hier nicht weiter wichtig.)
Diese Rapiditét ist also einfach der Wert des v-Punktes auf der hyperbolischen Skala.
Nun “addieren” wir Geschwindigkeiten {iber die Rapiditaten, d.h. wir erkldren

v = v; vy durch A~ (v) = A= (vy) +h 1 (v2).

Dies bedeutet, dafl

DV (v,—¢,0,¢) =  DV(v1,—¢,0,¢) DV (va,—¢,0,c¢)
also

v+c.0+4c _ vi+c.04+c). (v2t+c.04¢
v—c 0—c - v1—c " 0—c¢ vy —¢c " 0—c¢
oder

_v4c _ vi+c v2+tc

v —_cC V1 —C Vg —C’

Auflésen nach v ergibt
1t

- 1+’Ul’02’

o2
d.h. die aus der Physik bekannte Formel. Die hyperbolische Skala tritt also in der
Relativitdtstheorie ganz natiirlich auf.

Fiir die elliptische Skala e auf einer Geraden p lassen sich #hnliche Aussagen wie
die in Satz 3.49 gewinnen, die im wesentlichen darauf hinauslaufen, dafs dieser Satz
auch im elliptischen Fall gilt, wenn wir nur die Basis ¢ komplex wihlen bzw. in
der Darstellung durch das Doppelverhiltnis fiir F_, F; die konjugiert komplexen
Fixpunkte der die Skala regierenden elliptischen Involution 7 verwenden:

Fiir diese elliptische Involution 7 seien die Punkte O. := ¢(0) und E, := e(3)
konjugiert, (F_, F;) sei ein weiteres dazu harmonisch liegendes Involutionspaar
von 7. Dazu betrachten wir die MOB1US-Koordinaten mit den Grundpunkten

O:=0.,, E:=E,, F:=FE,.

Uber Lemma 3.18 ergibt sich dann fiir n die Darstellung
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und fiir die zugehdrigen elliptischen Translation 74:

1(A) + pu(B)
w(ta(B)) = ——————-.
TaB) = ()
Aus der Translationsinvarianz der elliptischen Skala e folgt damit fiir o, 5 € R
e(a)) + ule
delat ) — 2e()) ()

1= ple(@)u(e(8)”

Dies ist die Funktionalgleichung des Tangens. Zusammen mit der Normierung

folgt damit

Satz 3.50 Die elliptische Skala e und die entsprechend oben gewahlten MOBIUS-
Koordinaten p hdngen zusammen iiber die Formeln

pe©)) = tan ¢ —§<€<%
bzw. e 1(X) = arctanpu(X) X ep.

Unter Benutzung des Imagindren kann man dafiir eine dem hyperbolischen Fall
vollig analoge Darstellung geben:

Aus der Koordinatendarstellung der Involution 7 errechnen sich zwei Fixpunkte
F_, F mit den imagindren Koordinaten +i und —i. Setzt man dies in die Formel
fiir das Doppelverhéltnis ein, so erhilt man die Grofie

pX) +i

§(X):=DV(X,F_,0,F,) = — =i

Da u(X) reell ist, ist dies eine Zahl vom Betrag 1, hat also die Darstellung
1
§(X)=exp(ip) dh. o= n Logo(X),
woraus sich
2p(X)
1—p2(X)
errechnet. Mit X = e(¢) und u(e(§)) = tan & nach Satz 3.50 ist damit

tanp =

tan ¢ = tan 2¢

d.h.
1 1
e HX) = 5; fog §(X) = 5; {og DV(X,F_,0,F),
(3 (3

womit - zunéichst formal - vollige Ubereinstimmung mit dem hyperbolischen Fall
erreicht ist. Durch einen Ausbau der Imagindrtheorie kann man diesen Formeln
auch direkt einen geometrischen Inhalt geben. Dies wiirde hier zu weit fiihren.
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