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4 Projektivititen in der Ebene

Der Fundamentalsatz

Definition 4.1 Eine bijektive inzidenztreue Abbildung zwischen zwei Ebenen heifit
“Projektivitit”. Sie heikt genauer “Kollineation”, wenn sie Punkte in Punkte und
Geraden in Geraden iiberfiihrt, bzw. “Korrelation”, wenn sie Punkte in Geraden
und Geraden in Punkte iiberfiihrt.

Analog erklart man Projektivitdten zwischen zwei Punkten aufgefafit als Geraden-
Ebenen-Biindel bzw. zwischen Ebene und Punkt ebenfalls als inzidenztreue Bijek-
tionen. Im letzten Fall sind Schnitt und Schein wieder einfachste Projektivitdten
zwischen einer Ebene und einem zu ihr nicht inzidenten Punkt. Wir beschrinken
uns auf die Behandlung von Projektivitdten zwischen Ebenen. Viele der abzuleiten-
den Ergebnisse insbesondere der Fundamentalsatz gelten sinngemif fiir die anderen
Situationen.

Trivialerweise bilden die Projektivititen einer Ebene in sich eine Gruppe und darin
die Kollineationen eine Untergruppe. Dagegen ist das Produkt von zwei Korrelatio-
nen eine Kollineation und jede Kollineation 1&ft sich als Produkt von zwei Korrela-
tionen darstellen, wobei man noch eine der beiden beliebig vorschreiben kann.

Fundamentalsatz 4.2 Durch je vier Paare (Punkt / Punkt) oder (Gerade / Ge-
rade) in allgemeiner Lage ist genau eine Kollineation, beziehungsweise durch vier
Paare (Punkt / Gerade) in allgemeiner Lage genau eine Korrelation festgelegt, fiir
die dies Paare einander zugeordneter Elemente sind.

Zum Beweis dieses Satzes stiitzen wir uns auf Eigenschaften von Projektivitidten
zwischen Grundgebilden erster Stufe. Der entscheidende Zusammenhang wird her-
gestellt von

Lemma 4.3 Die Einschridnkung einer Projektivitidt zwischen Ebenen auf eine Ge-
rade (als Punktreihe) oder einen Punkt (als Biischel) ist wieder projektiv.

Beweis: Es seien 7 eine Korrelation zwischen Ebenen, g eine Gerade, G = w(g)
deren Bild. Aus Definition 4.1 folgt direkt, daff dabei sich g als Punktreihe und G
als Biischel bijektiv entsprechen. Wir haben also nur zu zeigen, daff harmonische
Lage erhalten bleibt. Dies ist aber ebenfalls trivial, da die Inzidenztreue sichert, dafs
7 ein vollstédndiges Viereck in ein vollstédndiges Vierseit tiberfiihrt.

Analog schliefst man fiir Kollineationen, bzw. die iibrigen Fille. 0

Hieraus folgt sofort

Lemma 4.4 Hat eine Kollineation x einer Ebene in sich 4 Fixpunkte oder 4 Fix-
geraden in allgemeiner Lage, so ist sie die Identitét.

B

D

Abbildung 4.1
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Beweis: (Siehe Abbildung 4.1) Die Biischel A, B, C, D werden jeweils auf sich selbst
abgebildet, womit dann insbesondere die drei verschiedenen Geraden AB, AC, AD
Fixstrahlen sind und wegen Lemma 4.3 dann das Biischel A nur aus Fixstrahlen
besteht. Ebenso schliefst man fiir die Biischel B, C, D. Jeder Punkt 14t sich als
Schnitt von zwei Strahlen solcher Biischel festlegen und muf damit selbst Fixpunkt
sein. Analog schliefst man fiir Geraden. O

Dies liefert uns die Eindeutigkeitsaussage im Fundamentalsatz 4.2:

Sind ndmlich 7 und 7y zwei Korrelationen oder zwei Kollineationen zu den selben
vier Paaren, so ist m, ' o 7; eine Kollineation der Urbildebene in sich, die die vier
Grund-Punkte bzw. -Geraden als Fixelemente hat. Nach Lemma 4.4 ist also 7, ' o
T = id, d.h. T = T9.

Wenden wir uns nun der Existenzfrage zu. Da sich Kollineationen als Produkte von
Korrelationen darstellen lassen, geniigt es die Existenzaussage fiir Korrelationen zu
beweisen.

Es seien also zwei eventuell zusammenfallende Ebenen E; und E; gegeben, in £
vier Punkte A, B,C, D, in E; vier Geraden o', b, ¢/, d’, jeweils in allgemeiner Lage.
Wir suchen eine Korrelation =, fiir die (A4,d'),(B,V),(C, ), (D,d") sich entspre-
chende Paare sind. Wir ergénzen diese Daten zunichst wie in Abbildung 4.2.

Abbildung 4.2

7 erzeugt dann nach Lemma 4.3 durch Einschrinkung auf Biischel bzw. Punktreihen
die eindimensionalen Projektivitdten

o A(b,p,c) A d(B',P,C"
/8 (C7 q7 a) /_\ b/( /7Q/’ A/)
5 C(a,m,b) AN d(A,R.,B)
p a(B,P,C) A A¥,p, )
o b(C,Q,A) A B'(d,¢,d)
T ¢(A,R,B) A C'(d,r,V)

Diese Projektivitdten sind nach dem Fundamentalsatz im Eindimensionalen schon
durch die hier notierten Punkte und Geraden eindeutig bestimmt. Dabei gehen «
und p durch Schnitt /Scheinbildung auseinander hervor, entsprechend 5 und o, v und
7. Unser Beweis lauft darauf hinaus zu zeigen, dafl umgekehrt diese Projektivitdten
die Korrelation 7 vollig festlegen. Die zentrale Beziehung beschreibt

Lemma 4.5 1. Gehen x € A,y € B,z € C durch einen Punkt, so liegen die
Bilder
X' =a(z),Y =py), 2 =7(2)
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auf einer Geraden.

2. Liegen X € a,Y € b, 7 € c auf einer Geraden, so gehen die Bilder

durch einen Punkt.

3. Es gelten die Umkehrungen.

Abbildung 4.3

Beweis: (Siehe Abbildung 4.3.) Wir zeigen nur 1. Fixiere dazu z € C,z # a,z # b.
z bewirkt eine Perspektivitdt A(z) A B(y) und damit eine Projektivitét

—1

«a z B
w: dX,B,C")Y N A(x,b,e) A Bly,a,c) A V(Y ACH.

C' als gemeinsamer Punkt von o' und b’ geht dabei in sich selbst iiber, sodaf
w : a’Ab eine Perspektivitit ist. Damit gehen also die Verbindungsgeraden sich
entsprechender Punkte durch einen festen Punkt Z, das Zentrum der Perspektivitét.
¢ = A'B' ist eine solche Verbindungsgerade, somit liegt Z auf ¢. Damit haben wir
zu jedem z € C ein Z € ¢ erhalten, soda, wenn z,y, z durch einen Punkt gehen,
dann X’ := a(z),Y’ := B(y) und Z auf einer Geraden liegen.

Diese Beziehung kann man auch so betrachten:

n: C) A Bly) A B

>

d(2),

wobei wieder X’ = «a(z). Also ist dies eine Projektivitit, aber unabhingig von z.
Wihlen wir speziell z = p, so ergibt sich

n o Cz)
n : C(a,rb)

B(y)

B(a,q,c)

>Sis >

s P’ -

A b'(Y") A d(2)

€ P

A V(ALQL,CHY AN Jd(AR,B).
Damit ist = ~y also auch Z = Z’. Somit sind X', Y’ und Z’ kollinear.

Die restlichen Uberlegungen gehen analog. O

Nun ist eigentlich klar, wie wir die gesuchte Korrelation 7 gewinnen.

1. Fiir Geraden in den Biischeln A, B oder C sei 7w durch die Projektivitdten «, 3
bzw. 7 erklart, analog fiir Punkte auf den Geraden a,b oder ¢ entsprechend
durch p,o bzw. 7.
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2. Ein allgemein liegender Punkt U korrespondiert eindeutig zu den drei in U

zentrierten Strahlen AU, BU, CU, denen die drei Punkte
U, = a(AU), Uj:=p(BU), U.:=~(CU)

zugeordnet sind, die nach Lemma 4.5 auf einer Geraden v’ liegen.
Wir setzen 7(U) := /.

Eine allgemeine Gerade v korrespondiert eindeutig zu den drei kollinearen
Schnitt-Punkten av, bv, cv, denen die drei Geraden

vy = plav), vy :i=oc(bv) ve = 7(cv)

zugeordnet sind, die nach Lemma 4.5 durch einen Punkt V' gehen.
Wir setzen m(v) := V.

Damit ist eine Bijektion 7 zwischen den beiden Ebenen E; und E; gegeben, die
Punkte in Geraden und Geraden in Punkte iiberfiihrt.

Um die Inzidenztreue zu zeigen, betrachten wir eine feste Gerade v und lassen darauf
einen Punkt U variieren. (Siehe Abbildung 4.4.)

B

A \_\‘/c c

Abbildung 4.4

Dann ist v’ := m(U) die Verbindungsgerade von

X' = m(zy) := a(zy) und Y= m(yv) == Blyv)

Ferner ist V' := m(v) der Schnittpunkt von

(V) == p(Va) und (Vi) = o(Vi),

wobei sich darstellen

p(V,) als Verbindung von A’ und a(xa),
o(Vp) als Verbindung von B’ und f(yg).

Somit ist V’ der Schnittpunkt der Verbindungsgeraden von

A" mit a(rs) und B mit B(ys).

Andrerseits vermittelt der auf v laufende Punkt U eine Perspektivitét

A@o) A Blyw),
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die eine Projektivitat
-1

[l v B
a(X',a(za),B,C") N A(zu,za,b,¢) A Blyu,a,ys,c) AU (Y A Bys),C")

stiftet, die - siehe C’ - selbst perspektiv ist.

Somit gehen die Verbindungsgeraden von X’ mit Y, a(x 4) mit A’ und B’ mit 5(yg)
durch einen Punkt. Der ist dann notwendig V' = 7(v) und, da die erste Gerade eben
m(U) ist, haben wir die Inzidenztreue gezeigt und damit den Fundamentalsatz 4.2
bewiesen. O

Polarititen

Die in Kapitel 2 behandelte Zuordnung von Pol und Polare an einer Kurve zweiter
Ordnung ist ein Beispiel fiir eine Korrelation 7 innerhalb einer Ebene, die zudem
noch involutorisch ist, d.h. 72 = id erfiillt. Wir verallgemeinern:

Definition 4.6 Eine involutorische Korrelation 7 in einer Ebene heifst “Polaritét”,
ihre einander entsprechenden Punkte und Geraden “polar”, bzw. “Pol” und “Polare”.

Unabhéngig von Kurven zweiter Ordnung kann man die Existenz von Polarititen
aus dem Fundamentalsatz direkt bekommen.

Bezeichnung 4.7 Ein Dreieck ABC' mit Gegenseiten abc heifst “Polardreieck” fiir
eine Korrelation 7, wenn

Satz 4.8 Besitzt eine Korrelation w ein Polardreieck, so ist sie eine Polaritét.

Wir werden spéter sehen, daf auch die Umkehrung gilt.

A c /B

Abbildung 4.5

Beweis: Siehe Abbildung 4.5. Das Dreieck ABC mit Gegenseiten a, b, ¢ sei Polar-
dreieck fiir 7.
Die Inzidenztreue von 7 liefert zunéchst

7(a) =7(BC)=7n(B)r(C) =bc=A

und analog m(b) = B, 7(c) = C. Sei nun X € a,z := 7(X) € A. Dann ist (siehe
Abbildung 4.5)
n(z") = 7(AX) = n(A)m(X) = ax = X".
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Damit bekommen wir die aus 7 abgeleiteten Projektivitaten

T Schein

a; : Al@,b,e) A a(X',B,C) A A(z, e, b),
T Schnitt

as : a(X,B,C) A A(z,b,c) A a(X’',C, B),

die also beide Involutionen sind, sodafl auch o;(z) = 2’ und as(X’) = X.
Fiir ein 2’ € A ist dann unter 7%

72 A(z) A a(X") A A(z").
Da X' = ax ist, ist aber
7(X'") = m(ax) = n(a)n(z) = a1(z) = 2.

Also ist m2(x) = x sofern z € A.
Analog erhélt man in den anderen Biischeln B, C bzw. auf den Kanten b, ¢ Involu-
tionen, woraus dann iiber die Inzidenztreue allgemein 72 = id folgt. O

Richtet man im Fundamentalsatz die Daten entsprechend ein, so erhélt man also
Polaritaten, d.h.

Satz 4.9 Ein Polardreieck und ein weiteres allgemeines Paar bestimmen genau eine
Polaritit.

Studieren wir Polaritdten genauer.

Satz 4.10 Sind (P,p) und (Q,q) jeweils polar bzgl. einer Polaritit w, so sind P
und q genau dann inzident, wenn () und p es sind.

Beweis: P auf ¢ ist dquivalent zu 7(P) = p durch 7(q) = Q. O

Bezeichnung 4.11 (P,p) und (Q, q) seien jeweils polar unter 7. Liegt P auf q -
und dann auch @ auf p -, so heiken P und @Q sowie p und q “konjugiert” bzgl. x.
Liegt P auf p, so heiffen P und p “singuldr”, sonst “regulir”.

Die singuldren Elemente zu einer Polaritdt 7 seien nun weiter untersucht. Nach
Definition geht durch einen singuliren Punkt P eine singulére Gerade, ndmlich seine
Polare p, dito liegt auf einer singuldren Geraden p ein singuldrer Punkt, ndmlich ihr
Pol P. Dies sind aber jeweils auch schon alle:

Satz 4.12 Durch einen singuldren Punkt P gibt es genau eine singulire Gerade,
die Polare p, und auf einer singulidren Geraden p liegt genau ein singuldrer Punkt,
der Pol P.

Beweis: Es sei (P, p) ein singuldres Paar und @ # P, auf p , ebenfalls singulir. Die
Polare ¢ geht durch @, da singulér; ferner durch P, da @ auf p. Dann wire aber
q = QP = p. Widerspruch. g

Es gibt also reguldre Punkte und Geraden.
Satz 4.13 Jede Polaritit m induziert auf einer fiir sie reguliren Geraden g eine

Involution konjugierter Punkte, deren Fixpunkte genau die singuldren Punkte von
g sind. Analoges gilt fiir die reguldren Punkte als Biischel.
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Abbildung 4.6

Beweis: (Siehe Abbildung 4.6.) g sei regulére Gerade mit Pol G. Betrachte

™ Sch:nitt
v o9(X) A G(=) A g(X).

Da g regulér ist, liegt G nicht auf g. Da fiir X € g stets 7(X) € G ist, ist dann auch
stets m(X) # g, sodafk v wohldefiniert ist, also projektiv. Es ist

A(X) = X' = gn(X),

somit

7(X') = n(gn(X)) = Gr*(X) = GX,
d.h. 7(X") geht durch X und damit ist y(X’) = X. Also ist +y eine Involution.
Ist Y € g Fixpunkt von ~, so geht m(Y) durch Y = Y”, also ist Y singular. Ist
umgekehrt Y € g singulér, so geht 7(Y) durch Y und somit ist (V) =Y, d.h. YV
ist Fixpunkt. O

Als Involution ist v entweder elliptisch, d.h. ohne Fixpunkte, oder hyperbolisch, d.h
mit genau 2 Fixpunkten, oder die uneigentliche Involution v = id . Letzteres kann
jedoch nicht eintreten, denn es gilt

Satz 4.14 Jede regulidre Gerade g trégt entweder keinen oder genau zwei singu-
ldre Punkte, die Involution konjugierter Punkte ist also entweder elliptisch oder
hyperbolisch. Analoges gilt fiir Biischel.

oG

o H

Abbildung 4.7

Beweis: (Siehe Abbildung 4.7.) Es geniigt zu zeigen, daf die Identitét nicht als
induzierte Involution auftreten kann, und daf somit nicht alle Punkte von g singulér
sein kénnen. Wir nehmen an, fiir ein reguléres Paar (G, g) sei jeder Punkt von ¢
singuldr. Damit folgt: Jeder Punkt H & g ist reguldr; denn wire H ¢ g singular,
so wire auch seine Polare h singulédr und triige in H und dem dazu verschiedenen
Schnittpunkt mit g zwei singuléire Punkte, was nach Satz 4.12 unmoglich ist. Dann
ist aber auch jede Gerade h ¢ G reguldr. Nun wihle h € G, # g. Es ist reguldr und
hat mit g genau einen Punkt gemeinsam und der ist der einzige singulére Punkt von
h. Dies ist wegen Satz 4.13 unmoéglich, da Involutionen mit genau einem Fixpunkt
nicht existieren. ([l
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Nun kénnen wir den Satz 4.8 iiber das Polardreieck umkehren.

Satz 4.15 Jede Polaritit besitzt ein Polardreieck.

Abbildung 4.8

Beweis: (Siehe Abbildung 4.8.) Nach Satz 4.12 gibt es einen regulidren Punkt A.
Seine Polare a geht nicht durch A, ist selbst regulér und tragt somit nach Satz 4.14
mindestens einen reguliren Punkt B, dessen Polare b dann durch A, aber nicht
durch B geht. Dies wird durch C := ab und 7(C) = w(ab) = AB =: ¢ zu einem
Polardreieck vervollstindigt. O

Nach Satz 4.8 und Satz 4.15 ist eine Korrelation 7 genau dann eine Polaritit, wenn
sie ein Polardreieck besitzt. Nach dem Fundamentalsatz ist dann aber immer noch
die Vorgabe eines weiteren Paares (D, d) notwendig um 7 eindeutig festzulegen.
Hierbei entscheidet sich auch ob 7 singuldre Elemente besitzt oder nicht.

Definition und Satz 4.16 Eine Polaritit mit singulidren Elementen heifst “hyper-
bolisch”, eine ohne singulire Elemente “elliptisch”. Beide Typen kommen vor.

~ - d
,-/B - -~ _ P/
c c \/D\/R’
) v

Abbildung 4.9

Ist eine Polaritét = durch ein Polardreieck und ein weiteres Paar (D, d) gegeben, so
kann man an der Lage von (D, d) zum Polardreieck den Typ von 7 ablesen.

In Abbildung 4.9 sind zwei mogliche Lagen gezeichnet. Die Punkte A, B, C teilen die
Geraden c, a, b jeweils in zwei Segmente, das weitere Paar (D, d) erzeugt die Paare
konjugierter Punkte (P, P’), (Q,Q’) und (R, R’). In der linken Figur liegen P und
P’ sowie R und R’ im selben solchen Segment, dagegen @ und @’ in verschiedenen
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Segmenten. In der rechten Figur gehoren stets P und P’, Q und Q’, R und R’ je zu
verschiedenen Segmenten. Im linken Fall sind die Involutionen konjugierter Punkte
auf a und ¢ also jeweils hyperbolisch, die auf b ist dagegen elliptisch. Im rechten
Fall sind alle elliptisch.

Diskutiert man alle mdéglichen Lagen durch, so zeigt sich, daf genau diese beiden
dargestellten Fille auftreten - natiirlich nur bis auf Umbenennung. (Um dies aus
den Axiomen zu rechtfertigen, siche LOCHER, Projektive Geometrie.)

Tritt bei einer Polaritét eine hyperbolische Involution auf, so hat sie nach Satz 4.13
singuldre Elemente, ist also selbst hyperbolisch. Es gilt aber auch die Umkehrung:
Ist ndmlich D ein singuldrer Punkt, so geht seine Polare d ja durch D selbst und
kann folglich nicht wie in Abbildung 4.9, rechts, liegen. Sind also alle Involutionen
auf einem Polardreieck elliptisch, so ist die Polaritdt selbst elliptisch. Wir haben
damit

Satz 4.17 Die durch ein weiteres polares Paar auf den Seiten eines Polardreiecks
induzierten Involutionen bestimmen den Typ der Polaritét:

Entweder sind zwei Involutionen hyperbolisch und die dritte elliptisch, dann ist die
Polaritdt selbst hyperbolisch, oder alle drei Involutionen sind elliptisch, dann ist
auch die Polaritét selbst elliptisch.

Die elliptischen Polaritéten lassen wir zunéchst beiseite und untersuchen genauer
das Gebilde aus den singuldren Punkten und Geraden einer hyperbolischen Polari-
tdt, was sich als Kurve zweiter Ordnung erweisen wird.

Fiir den Rest dieses Abschnitts sei also w eine hyperbolische Polaritit und O die
Menge der singuldren Punkte.

Satz 4.18 1. P sei reguldrer Punkt. Dann existiert ein Viereck ABCD in Q , zu
dem P Nebenecke ist.

2. Jedes Nebendreieck zu einem Viereck ABCD in Q ist Polardreieck fiir «.

3. Das Nebendreiseit an das Vierseit aus den Polaren abcd zu einem Viereck
ABCD in Q stimmt mit dem Nebendreieck zu ABCD {iberein.

Abbildung 4.10
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Beweis:

1. P sei reguldr und trage eine hyperbolische Strahleninvolution, d.h. durch P
gehen zwei singulidre Geraden s,t. (Siehe Abbildung 4.10.) Deren Pole seien
S € s,T € t. Aus Inzidenztreue ist dann p := ST = 7(P). Ein beliebiger
Strahl u € S, # s, # p, ist regulér, triagt in S einen singuldren Punkt, also nach
Satz 4.14 noch genau einen weiteren singuldren Punkt A. Es ist dann PA #
s, # t, also regulér und trigt ebenfalls einen weiteren singuléren Punkt B. Ein
weiterer Strahl v durch S, nicht durch A oder B liefert analog einen weiteren
Q-Punkt C und auf der Verbindung mit P finden wir einen vierten singuliren
Punkt D. Damit ist ABCD ein Viereck in @ von dem nach Konstruktion P
eine Nebenecke ist.

Im anderen Fall ist P reguldr mit elliptischer Strahleninvolution, also ohne
singuldre Geraden. Dann wéahle A beliebig singulér.(Siehe Abbildung 4.10.)
Auf AP existiert dann ein weiterer singulidrer Punkt B. Auferhalb von AP
gibt es noch einen weiteren singuliren Punkt C' (Satz 4.17) und wie eben
dann einen weiteren singuldren Punkt D auf PC. Wieder ist ein Viereck in Q
gefunden, das P als Nebenecke hat.

2. Sei nun ein Viereck ABC'D aus singuldren Elementen gegeben, mit Neben-
dreieck PQR. Dann sind (siehe Abbildung 4.11) AB und PM harmonisch
getrennt, ebenso C'D und PN. Da A, B, C, D singulér sind, sind also P und
M bzw. P und N konjugiert und damit p := M N = QR die Polare von P.

Abbildung 4.11

3. AB geht durch P , somit schneiden sich a = 7(A4) und b = n(B) auf n(P) =p
etc. 0

Diese Aussagen erinnern alle stark an das zur Polaritét an einer Kurve 2-ter Ord-
nung Gesagte und tatséchlich werden wir gleich sehen, daf das Singularitétengebilde
Q eine solche Kurve ist.

Satz 4.19 Sind A, B, C singuldre Punkte, p eine regulire Gerade, konjugiert zu
AB, so trifft p die Geraden AC und BC' in konjugierten Punkten ) bzw. R.
Beweis: Da p reguldr und konjugiert zu AB ist, ist ihr Pol P auf AB und regulér.

1. Geht p durch C, so ist Q@ = R = C und dieser Punkt als singuldrer Punkt zu
sich selbst konjuguiert. (Abbildung 4.12 rechts.)
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Abbildung 4.12

2. p gehe nicht durch C : (Siehe Abbildung 4.12 links.) Dann ist die Gerade
C P regulédr. Denn sonst wére sie eine singulidre Gerade durch den singuléren
Punkt C, damit CP = 7(C), wonach P auf 7(C) lage, also p = m(P) doch
durch C ginge. Somit gibt es auf C'P neben C noch genau einen singuldren
Punkt D.

ABCD bilden nun ein Viereck aus singuldren Punkte, zu dem P eine Neben-
ecke ist. Nach Satz 4.18.2. ist das zugehorige Nebendreieck PQR ein Polar-
dreieck zu 7, somit liegen ) und R auf der Nebenseite p = 7(P) und sind
konjugiert unter . O

Satz 4.20 Esseien A, B zwei festgewahlte singuldre Punkte, mit Polaren a, b, ferner
C ein variabler singuldrer Punkt. Sei x := AC, y := BC. Dann ist die Zuordnung
A(x) — B(y) projektiv aber nicht perspektiv.

Beweis: (Siehe Abbildung 4.12) Eine beliebig fixierte Gerade p durch den Schnitt-
punkt der Polaren a, b schneidet nach Satz 4.19 die Geraden z und y in konjugierten
Punkten, die also ein Paar der m-Involution auf p bilden. Dann haben wir die Pro-
jektivitat:

Schnitt Schein

A A p@ R p@R) A B).

Wire dies eine Perspektivitit, so wiirde der gemeinsame Strahl s := AB sich selbst
entsprechen, wonach dann der Schnittpunkt S mit p Fixpunkt der w-Involution,
also singuldr wére. Dann wéren aber A, B und S drei singulére Punkte auf s, was
unmoglich ist. U

Diese Projektivitdt erzeugt also eine Kurve 2-ter Ordnung. Durch Schein erhélt
man aus der Kurve das ganze Strahlenbiischel A und auf jedem solchen Strahl
gibt es einen von A verschiedenen singuldren Punkt C, der nach Konstruktion der
Kurvenpunkt sein mufs.

Damit haben wir

Satz 4.21 Die singuldren Punkte und Geraden einer hyperbolischen Polaritét bil-
den genau eine Kurve 2-ter Ordnung.

Zentrale Kollineationen

Nach dem Fundamentalsatz bestimmen zwei sich entsprechende nicht ausgeartete
Vierecke ABC'D und A’ B’C’' D’ genau eine Kollineation  , die das eine in das andere
iiberfiihrt. Wahlen wir hier A = A’, B= B',C = C’, ferner D # D’, aber A, D, D’
kollinear, - dabei diirfen D, D" nicht auf den Seiten des Dreiecks ABC liegen - ,
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so sind also A, B, C' Fixpunkte und die Seiten AB, BC,C A Fixstrahlen. Ferner ist
auch AD = AD' Fixstrahl. Damit enthélt das Biischel A drei Fixstrahlen, also nur
Fixstrahlen, ist also ein “Fizstrahlenbiischel”. Entsprechend enthilt die Gerade BC
nur Fixpunkte, ist also eine “Fizpunktgerade”. (Siehe Abbildung 4.13.)

A
D
[
/B c

Abbildung 4.13

Satz und Definition 4.22 FEine Kollineation k, die ein Fixstrahlenbiischel Z be-
sitzt, besitzt auch eine Fixpunktgerade z und umgekehrt. Solche Kollineationen
heifien ‘“zentral” oder “axial”, Z heiit das ‘Zentrum”, z die “Achse” von k. Liegt
das Zentrum auf der Achse, so spricht man auch von “Elation”, andernfalls von
“Homologie”.

Beweis: k sei eine Kollineation mit Fixstrahlenbiischel Z. Es seien u,v,w drei
Strahlen des Fixstrahlenbiischels Z und A auf u, B auf v und C auf w drei be-
liebige Punkte # Z, aber nicht kollinear. Wegen der Inzidenztreue liegen die Bil-
der A’, B’,C’ wieder auf u,v,w , sind # Z und nicht kollinear. Also haben wir
die beiden in Z zentrierten Dreiecke ABC und A’B’C’, deren Seitenschnittpunkte
P :=aad,Q :=bb, R := ¢ nach dem Satz von Desargues auf einer Geraden z lie-
gen. Diese Punkte sind aber simtlich Fizpunkte von : Dazu betrachten wir etwa
den Strahl p := PZ. Als Strahl von Z ist er Fixstrahl, ferner ist P = pa = pa’. Dann
ist kK(P) = k(p)k(a) = pa’, was wiederum P ist. Analog fiir @) und R. Somit sind
auf z drei Fixpunkte nachgewiesen, d.h. z ist Fixgerade und tragt nur Fixpunkte,
ist also eine Fixpunktgerade. Die Umkehrung geht analog. O

Bemerkung 4.23 Wir haben zugleich erhalten, daf bei einer zentralen Kollinea-
tion sich entsprechende Punkte auf einer Geraden durch das Zentrum liegen und
sich entsprechende Geraden durch einen Punkt der Achse gehen.

In Abbildung 4.14 sind zwei typische solche Situationen gezeichnet.

Satz 4.24 1. Durch Zentrum Z und Achse z und ein weiteres allgemeines Paar
von sich entsprechenden Punkten oder Geraden - das Bemerkung 4.23 respek-
tiert - ist eine zentrale Kollineation eindeutig bestimmt.

2. Hat eine zentrale Kollineation aufer den Elementen von Zentrum und Achse
noch einen Fixpunkt oder eine Fixgerade, so ist sie die Identitét.

Beweis:

1. Liegt Z nicht auf z, so treffen hier direkt die Uberlegungen am Anfang die-
ses Abschnitts zu. Es sei also der Fall betrachtet, daf Z auf z liegt.(Siehe
Abbildung 4.14.)
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Abbildung 4.14

Gegeben seien Z auf z und dazu ein allgemeines Paar A, A, sodaf Z, A, A" auf
einer Geraden a liegen. Wéhle eine beliebige Gerade b durch Z , darauf B # Z.
Sei s := AB und S der Schnittpunkt mit z, ferner s’ := SA’, was bin B’ treffe.
C sei ein weiterer Punkt von z. Dann liegen ABCZ und A’B'CZ jeweils in
allgemeiner Lage und definieren so eine Kollineation x. Sie hat Z und C als
Fixpunkte, somit auch z als Fixgerade, worauf S eine weiterer Fixpunkt ist.
Damit ist z sogar Fixpunktgerade. Ebenso folgt, daf a,b, z Fixgeraden sind,
also Z sogar Fixstrahlenbiischel ist. Folglich ist x zentral zu Z und z.

Die Konstruktion von Abbildung 4.14 zeigt auch unmittelbar die Eindeutig-
keit.

2. Die Identitédt ist trivialerweise zentral - jeder Punkt taugt als Zentrum, jede
Gerade als Achse - . Somit folgt die Behauptung aus der Eindeutigkeit bei
Teil 1. O

(Man kann natiirlich auch direkt mit dem Fundamentalsatz 4.2 schliefen.)

Satz 4.25 1. Mit x ist auch k! zentral und beide haben dieselbe Achse und
dasselbe Zentrum.

2. Sind k1 und k2 beide zentral mit derselben Achse z (bzw. demselben Zentrum
Z), so ist auch kor1 zentral und zwar wieder mit der Achse z (dem Zentrum
7). Die Zentren von k1, ko und koK sind kollinear (die Achsen von k1, 2 und
ko1 gehen durch einen Punkt).

Beweis:

1. Dies folgt mit Satz 4.24 direkt aus der Tatsache, daR x und ~~! die selben
Fixgeraden und Fixpunkte haben.

2. Wir kénnen annehmen, dafs k1, ko und xok; alle # id sind. Die Punkte von
z sind sdmtlich Fixpunkte bei x1 und bei ko also auch bei kyk;. Folglich ist
z Fixpunktgerade von kqok1, dies also nach Satz und Definition 4.22 zentral.
Es seien Z1, Z5 und Z die Zentren von k1, ko bzw. kor1. Wir nehmen an, sie
seien nicht kollinear, bilden also ein nicht ausgeartetes Dreieck mit Seiten

wi= 14y, vV:=IJod, w:= L.

Diese erweisen sich nun als Fizstrahlen unter allen drei Kollineationen; denn
u geht durch Z; und Z,, ist somit Fixstrahl bei x; und ko, somit auch bei
Kok1. v geht durch Z5 und Z, ist also Fixstrahl bei ko und kok1. Nach Teil
1. ist dann v auch Fixstrahl bei ngl, und somit auch bei ngl(ngm) = K1.
Analog schliefst man fiir w.
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Dann mufs aber jeweils eine dieser drei Geraden die Achse sein und, da alle
Achsen gleich sind, ist also z eine der Geraden u,v,w. Ist etwa z = u, so
haben wir in v eine Fixgerade von k1, die weder die Achse ist noch durch das
Zentrum Z; geht. Dann wéire aber x; = id, was wir ausgeschlossen hatten.
Den analogen Widerspruch erhélt man fiir die andern beiden Fille. 0

Hieraus ergibt sich unmitelbar

Korollar 4.26 1. Die zentralen Kollineationen mit fester Achse (festem Zen-
trum) bilden eine Gruppe.

2. Die zentralen Kollineationen mit fester Achse (festem Zentrum), fiir die Zen-
trum und Achse inzident sind, bilden eine Gruppe.

Involutionen

Wir hatten involutorische Korrelationen betrachtet und dabei die Polarititen er-
halten. Fiir das Weitere brauchen wir involutorische Kollineationen, die wir jetzt
untersuchen wollen.

Satz und Definition 4.27 Eine Kollineation o # id der Ebene in sich ist genau
dann “involutorisch” oder kurz eine “Involution”, wenn sie eine “ harmonische Spie-
gelung” ist. Dies ist eine zentrale Kollineation, deren Achse z und Zentrum Z nicht
inzident sind und fiir die zu jedem Punkt X # Z,¢ z stets (X,0(X)) und (Z,X,)
harmonisch getrennt sind, wobei X, der Schnittpunkt von Xo(X) mit z ist.

Abbildung 4.15

Beweis:

1. (Siehe Abbildung 4.15, links.) o sei zentrale Kollineation und fiir ein X moge
(X,0(X)) durch (Z, X,) harmonisch getrennt werden. Uber Bemerkung 4.23
folgt direkt, daf dies dann fiir jedes Paar (Y,c(Y)) gilt.

Ferner ist nach Satz 4.25 02 wieder zentral mit Achse z und Zentrum Z und
dazu weiterem allgemeinem Fixpunkt X. Dann ist also 02 = id, d.h. o eine
Involution.

2. (Siehe Abbildung 4.15, rechts.) Sei nun umgekehrt o # id eine Involuti-
on. Dann existieren zwei allgemein liegende Paare (A4, B) und (C, D), sodaf
o0(A) = B,o(C) = D und damit, da o Involution, auch o(B) = A,0(D) = C.
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Wir betrachten das vollstandige Viereck ABC'D: Die Nebenecke zu den Seiten
AB und CD sei Z, die andern beiden seien @ und R. Ferner sei z die Z
gegeniiberliegende Nebenseite, also z = QR. Wir zeigen nun:

o 1ist die harmonische Spiegelung mit dem Zentrum Z und Achse z.
Zunichst folgt, dafl v := AB Fixgerade ist, da

o(u) =0(AB) = 0(A)o(B) = BA = u.

Ebenso zeigt man, daf v := C'D Fixgerade ist und somit Z := uw ein Fixpunkt.
Nun ist
o(AC) = o(A)o(C)
o(BD) = o(B)o(D)

BD
AC.

Diese Viereckseiten gehen also unter ¢ in einander iiber, somit ist ihr Schnitt-
punkt @ ein Fixpunkt. Analog schliefst man, dafs die dritte Nebenecke R ein
Fixpunkt ist. Also ist z := QR eine Fixgerade und damit sind auch noch
M := zu und N := zv weitere Fixpunkte auf z. Also ist z sogar Fixpunkt-
gerade, folglich o zentral mit Achse z, und damit notwendig Z als Fixpunkt
¢ z das Zentrum. Aus dem Viereck QCRD sieht man sofort, dal {A, B} von
{Z, M} harmonisch getrennt werden, also ¢ harmonische Spiegelung ist. O

Mitbewiesen haben wir

Korollar 4.28 Eine Kollineation, die ein allgemeines Viereck ABCD in BADC
iiberfiihrt, ist eine harmonische Spiegelung. Das Zentrum ist die Nebenecke auf AB
und CD, die Achse die gegeniiberliegende Nebenseite.

Bemerkung 4.29 Wir halten fest, daf es in der Ebene keine involutorischen Kol-
lineationen ohne Fixpunkte, also vom elliptischen Typ gibt.

Zu einem Dreieck ABC mit Gegenseiten a,b, ¢ gehoren auf natiirliche Weise drei
Spiegelungen o4, 0p,0c, eben die zu den Paaren (A,a), (B,b) (C,c) als Zentrum
bzw. Achse. Diese drei Spiegelungen sind aber nicht mehr unabhéngig voneinander.
Es gilt

Satz 4.30 Fiir die drei Spiegelungen o0 4,0p,0c an einem Dreieck gelten
1.

ocaopoc = id
und damit auch
oa0p = OC
2.
OAOB = OBO A
Beweis:

1. Jede der drei Ecken A, B, C ist fiir jede der drei Spiegelungen entweder das
Zentrum oder ein Punkt der Achse, also jedenfalls ein Fixpunkt. Somit hat
B := ocpopoc die drei Fixpunkte A, B, C und lafst damit auch die Kanten
a, b, c fest. Sei nun A, X, B, X’ ein harmonischer Wurf auf c¢. Dann haben wir

c(AXBX') N «(AXBX') A ¢(AX'BX) A c(AXBX').

Also ist ¢ eine Fixpunktgerade von (3. Fiir einen harmonischen Wurf C, Y, B, Y’
auf a schliefst man analog und erhilt auch a als Fixpunktgerade von 8. Dann
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besitzt aber § vier Fixpunkte in allgemeiner Lage und ist demnach die Iden-

titat.
Da oc = (o¢)~! ist dann auch
oA0p = OC
bewiesen.
2. Dies folgt direkt aus 1., da es ja nicht auf die Bezeichnung ankommt. O

Koordinaten in der Ebene

In Kapitel 3 hatten wir auf Geraden als Punktreihen, bzw. analog in Punkten als
Strahlenbiischeln zunachst MOBIUS-Koordinaten eingefiithrt und daraus homogene
Koordinaten gewonnen. Dies sei nun auf die Ebene erweitert.

Ebene Punkt-Koordinaten

Zunéichst behandeln wir ebene Punkt-Koordinaten:

Abbildung 4.16

Wir legen ein (ebenes Punkt-)Koordinatensystem fest durch vier Punkte A,B,C,E
in allgemeiner Lage. A, B, C betrachten wir als die Ecken eines “Koordinaten-Drei-
ecks” mit Gegenseiten a,b,c. E wirkt als “Einheitspunkt”. Die Verbindungen von
E mit den Ecken schneiden die Gegenseiten in Punkten FE,, Ep, E.. Dies ist in
Abbildung 4.16 dargestellt.

Auf jeder der drei Dreiecksseiten s haben wir nun zwei Dreiecksecken P,Q €
{A,B,C} und den entsprechenden “Einheitspunkt” E. Dadurch sind MOBIUS-
Koordinaten upg auf s festgelegt, fiir die

MPQ(P) = Oa ,U'PQ(Q) = 00, ,U'PQ(ES) =1
ist. In concreto ist also etwa

pap(A) =0, pap(B) =00,  pap(Ee) =1
ppa(A) =00,  ppa(B) =0, ppa(Ee) =1
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Definition 4.31 Ein Koordinaten-Dreieck ABC mit Einheitspunkt E und den wie
eben erklirten sechs Systemen von MOBIUS-Koordinaten auf den Dreiecksseiten
heifit “ebenes Punkt-Koordinatensystem”.

Einen beliebigen Punkt X kénnen wir damit folgendermafien “messen”

Durch Projektion von X aus den Ecken auf die Gegenseiten erhalten wir die Punkte
Xa, Xp, bzw. X.. (Davon sind stets mindestens zwei wohldefiniert und alle drei,
sofern X keine der drei Ecken A, B,C ist.) Als Punkte der Dreiecksseiten konnen
wir deren Koordinaten beziiglich der entsprechenden MOBIUS-Koordinaten ppg
feststellen und erhalten den M OBI1US-Punkt-Koordinatenvektor

w(X) = (pap(Xe), ppe(Xa), pea(Xp), ppa(Xe), pac(Xp), pep(Xa))
Fiir seine Komponenten notieren wir auch abkiirzend
pap(X) = pap(X:) etc.

und nennen dies “MOBIUS- Koordinate von X auf AB”.

Die Ebene hat nur oo? viele Punkte, sodaf die sechs Komponenten von p(X) nicht
unabhéngig sein kdnnen. Es miissen also Relationen zwischen ihnen bestehen. Dies
sind die folgenden:

Lemma 4.32 1. Fiir P,Q € {A,B,C} ist
1pQ(X) - por(X) = 1.

pap(X) - ppo(X) - poa(X) =1.
pac(X) - pep(X) - ppa(X) =1

3. Fiir jede Permutation (P,Q, R) von (A, B,C) ist
1rQ(X)

= X).

o (X) = prQ(X)

Abbildung 4.17
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Beweis: 1. wurde schon in Lemma 3.18 abgeleitet, 3. folgt damit direkt aus 2.
Bleibt also 2. zu beweisen. (Siehe Abbildung 4.17.)
Zum Beweis von

pas(X) - ppo(X) - pea(X) =1

fixiere einen Punkt Z auf ¢ und betrachte einen auf z := CZ variierenden Punkt
X, fiir den dann natiirlich X. = Z ist, somit

pap(X) = pap(Xe) = pap(2).

Nun betrachte die Projektivitidt m zwischen den Punktreihen a und b, gegeben durch

A B
71 a(B,C, X,) A 2(Z,C,X) Ab(A,C, Xyp).

Beziiglich der MOBIUS-Koordinaten pac bzw. upc auf b bzw. a wird 7 dann nach
Satz 3.22 dargestellt in der Form

a-pupe(Xa)+ 06
v -ppo(Xa) +9

pac(Xe) =

und Einsetzen der speziellen Punkte liefert 5=~ =0, 6 =1, d.h.

pac(Xe) = a- ppo(Xa),

oder
o ppo(X) - pea(X) = 1.

Der Faktor « ist allein durch die Projektivitat 7, d.h. durch die Wahl der Geraden
z festgelegt, die wiederum durch

1ap(Z) = pap(Xe) = pap(X)
bestimmt ist. Also ist & = a(uap (X)) und damit
a(pas(X)) - pee(X) - pea(X) = 1.
Die selbe Uberlegung mit zyklischer Vertauschung liefert
pap(X) - (upe(X)) - pea(X) =1,

sodafs auch
a(pap(X)) _ o/(pupe(X))
pas(X) npo(X)
fiir alle X gilt. Diese beiden Koordinaten konnen aber unabhéngig variieren. Somit

miissen beide Seiten konstant sein, d.h. es ist a(pap(X)) = a - pap(X) mit einem
konstanten a. Die oben hergeleitete Gleichung wird also zu

o pag(X) - ppo(X) - pea(X) =1

und aus dem Einheitspunkt E ergibt sich a = 1, womit die eine Formel von 2.
bewiesen ist. Die andere folgt daraus durch Umbezeichnen. 0

Mit diesen Regeln konnen wir nun die sechs MOBIUS-Punkt-Koordinaten auf drei
homogene Koordinaten komprimieren:
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Satz 4.33 Fiir jeden Punkt X der Ebene liefert die Zuordnung X — o(X) mit
o(X):=(§a:8p: &) = (L: pap(X) : pac(X))

homogene “Punkt-Koordinaten” fiir X mit der sie charakterisierenden Eigenschaft,
daf fiir alle X, alle Q,P € {A,B,C},Q # P

2 upq(x),
-

Die Komponenten von o(X) sind nur bis auf einen gemeinsamen Faktor # 0 be-
stimmt, (0: 0 : 0) kommt nicht vor.

Beweis:

1. Esist E_i :NAB(X)v g_i :NAC(X)a 2_2: Z:ﬁ—ggzﬂBC(X)vetC-

2. Sei (a,¢B,&c) # (0,0,0) gegeben, dabei also etwa £4 # 0. Wihle X, als
Punkt auf AB mit pap(X.) = %; wihle X als Punkt auf AC mit pac(Xp) =
g—i. Dadurch ist (siehe Abbildung 4.17) genau ein Punkt X festgelegt, der diese
MoBius-Koordinaten hat. Uber Lemma 4.32 ist dann

_pacX) & & _ &
pa(X) &4 & &’

sodafs also o(X) := (4 : € : &) ist. O

po(X)

Man erhilt fiir die Punkte des Koordinatensystems:

o(Ad) = (1:0:0)
o(B) = (0:1:0)
o(C) = (0:0:1)
o(E) = (1:1:1).

Ebene Geraden-Koordinaten

Die Uberlegungen zu den Punkt-Koordinaten lassen sich eben dualisieren. Wir er-
halten damit homogene Koordinaten fiir Geraden in der Ebene. Die wesentlichen
Schritte seien kurz erlautert. (Abbildung 4.18) In einem Strahlenbiischel F' legen

Abbildung 4.18
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die Strahlen p, g, e MOBIUS-Koordinaten i, fest mit

f1pg(P) = 0, fipg(q) = 00, pipg(e) = 1.

Dafiir ist wieder
fipq (@) - pigp(x) = 1.

Vier Geraden a,b, ¢, e in allgemeiner Lage legen ein Geraden-Koordinatensystem

Abbildung 4.19

fest. a, b, c betrachten wir als die Seiten eines “Koordinaten-Dreiseits” mit Gegen-
ecken A, B, C. Darin wirkt e als “Einheitsgerade”. Die Schnittpunkte von e mit den
Seiten verbinden sich mit den Gegenecken zu Geraden ea,ep,ec. (Siehe Abbil-
dung 4.19.) In jeder Dreiseitecke sind damit drei Geraden festgelegt, etwa in A die
Geraden b, c und ey, die damit MOBIUS-Koordinaten . bzw. uep im Biischel A
bestimmen. Wie die Einheitsgerade e liefert auch jede beliebige Gerade x in jedem
dieser Biischel eine Gerade x4,xp bzw. z¢ und wir bekommen analog die sechs
MoBius-Koordinaten-Werte

(1(x) = (ab(20); ptoe (T ), frea(TB), fiba(2C); ac(TB), preb(Ta))-
Wir notieren wieder abkiirzend:
Hab(2) = pap(zc)  ete.
Vollig analog zu oben beweist man dafir
Lemma 4.34 1. Fiir p,q € {a,b,c} ist
Hab () - pea(z) = 1.
2. Es gelten die Relationen

tab(®) « poe(T) * prealx) = 1
Mba(l‘) : ,U/ac(l‘) : ,U/cb(-r) = 1

3. Fiir jede Permutation (p,q,r) von (a,b,c) ist

Hpg ()
tpr ()

= prq().

Dariiber erhalten wir wieder homogene “Geraden-Koordinaten:”
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Satz 4.35 Fiir jede Gerade x der Ebene liefert die Zuordnung x — o(x) mit

O’(:L') = (ga & gc) = (1 : Nab(x) : Uac(l'))

homogene Geraden-Koordinaten fiir x, mit der sie charakterisierenden Eigenschaft,
da# fiir alle z, alle p,q € {a,b,c}, p # q

§_q = Hpq(x)-
p

Man erhilt fiir die Geraden des Koordinatensystems:

ola) = (1:0:0)
o) = (0:1:0)
olc) = (0:0:1)
ole) = (1:1:1).

Punkt-Geraden-Koordinaten

Koordinaten sind zum Rechnen da und die einfachste Beziehung, die es auszu-
driicken gilt, ist die Inzidenz von Punkt und Gerade. Wie dies in Formeln aussieht,
héngt natiirlich davon ab, wie sich die Systeme zum Messen von Punkten und von
Geraden zueinander verhalten. Die einfachste Formel erhilt man, wenn man vom
selben Drei-Eck/Seit fiir beide Systeme ausgeht und Einheitspunkt F bzw. Einheits-
gerade e dazu “harmonisch” wahlt. Zur Klirung, was damit gemeint ist, brauchen
wir folgendes

Lemma 4.36 Gegeben sei ein Dreieck ABC' mit Gegenseiten a,b, ¢, auf diesen je
zwei Punkte +FE,, —E,, bzw. +Ey, — Ey bzw. + E., —E,, die durch die Dreiecksecken
je harmonisch getrennt werden. Dann gilt:

Gehen die Verbindungsgeraden von A und +E, bzw. von B und +F}, bzw. von
C und +E,. durch einen Punkt E, so liegen die Punkte —F,, —FE,, —FE. auf einer
Geraden e und umgekehrt.

Bezeichnung 4.37 In der Situation von Lemma 4.36 nennen wir das Paar (E, e)
“harmonisch” beziiglich des gegebenen Dreiecks oder nach PONCELET “trilinear po-

lar”

Abbildung 4.20
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Beweis: (zu Lemma 4.36, siche Abbildung 4.20) Mit dem Viereck B,+FE.,E,+E,
erzeuge den harmonischen Wurf (C, +FEy, A, — Ep). Mit dem Viereck C,+FE,,E,+Ep
erzeuge den harmonischen Wurf (A, +E., B, —E.). Projiziere diesen Wurf aus —E
auf die Seite a = CB. Dies ergibt einen harmonischen Wurf mit den Punkten
C,+E,, B und damit muf{ der vierte Punkt —F, eben mit —F}; und —FE, kollinear
sein. Analog schliefst man in die andere Richtung. O

Definition 4.38 Ein Drei-Eck/Seit mit einem dazu harmonisch liegenden Paar
(E,e) von “Einheits-Punkt” und “Einheits-Gerade” nennen wir ein “harmonisches
Punkt-Geraden-Koordinatensystem (P-G-System) in der Ebene.

Bemerkung 4.39 Durch ein harmonisches P-G-System ist eine elliptische Pola-
ritdt bestimmt, fiir die das Koordinaten-Dreieck ein Polardreieck und (E,e) ein
weiteres Paar ist.

Solche harmonischen Punkt-Geraden-Systeme seien den weiteren Uberlegungen zu-
grunde gelegt.

Entsprechend der Festlegungen bei dem Punkt- bzw. Geraden-System haben wir
dann

Lemma 4.40 Bezeichnen +FE,,+FEy, +E. die (+1)-Punkte, bzw. —E,, —Ey, —E,
die (—1)-Punkte im P-System und analog +ea,+ep, +ec die (+1)-Geraden, bzw.
—ea, —ep, —ec die (—1)-Geraden im G-System, so gelten:

1. +FE. und —e¢ sind inzident, dito —E. und +ec.
2. Ist X ein allgemeiner Punkt, x¢c := CX, dann ist pap(X) = —pupa(zc)-
Ist = eine allgemeine Gerade, X, := cx, dann ist pg(x) = —ppa(Xe).

Sinngemdl gilt dies auch fiir die anderen Ecken und Kanten.

Abbildung 4.21

Beweis: Wir notieren nur den wesentlichen Schritt, siche Abbildung 4.21. Per
Schein erhalten wir die Projektivitét

(A, B, X.,+E.) A C(b,a,zc,—ec),

woraus man iber die Darstellung als gebrochen lineare Funktion sofort die erste
Behauptung von 2. abliest. O
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Damit folgt nun

Satz 4.41 Beziiglich eines harmonischen Koordinatensystems habe ein Punkt X
die homogenen Koordinaten o(X) = (4 : £€B : £¢) und eine Gerade y die homo-
genen Koordinaten o(y) = (14 : M : N.). Dann sind X und y genau dann inzident,
wenn

EaNa+&B-m+E&-1.=0

ist.

Abbildung 4.22

Beweis: (Siehe Abbildung 4.22.) Ein auf y wandernder Punkt X vermittelt eine
Projektivitit zwischen den Punktreihen a, b {iber

a(Xa) A y(X) A b(Xy).

Dafiir gilt genauer

A B
a(B,C, Yy, Xo) A y(Ye, Yy, Ye, X) A b(A Y, C, Xy).

In den Punkt-Koordinaten ppc auf a bzw. pac auf b wird diese Projektivitit
dargestellt durch eine Funktion der Form

« - ,UBC(Xa) +/8
v ppe(Xa) +6°

Dabei entsprechen sich die Koordinatenwerte folgendermafsen:

pac(Xp) =

ppo(B) =0 — pac(A)=0
ppo(C) =00 = pac(Vs)
pec(Ya) = pac(C) = oo
pec(Xa) = prac(Xp).
Aus Lemma, 4.40 folgt zudem
UBC (Ya) = _Mcb(y)

pac(Ys) = —pea(y),
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ferner ist nach Definition

pec(Xa) = ppo(X)
pac(Xp) = pac(X).

Daraus ergibt sich
a=—pea(y), B=0,7=1,6=+pw(y),

d.h.
_ _luca(y) ) ,U/BC(X)
ppo(X) + pen(y)

Einsetzen der homogenen Koordinaten

pac(X)

pac(X) = &, wpe(X) = &
Mca(y) = Z_Za Mcb(y) = %

liefert
€A Na+EB - +Ec N =0,

womit die eine Richtung bewiesen ist.

Fiir die Umkehrung fixieren wir zunéchst die Gerade y mit homogenen Koordinaten
(Na : M : Me). Deren Schnittpunkte mit a, b seien wieder Y, Y}, fiir deren Koordina-
ten dann wieder die oben abgeleiteten Beziehungen gelten. Nun betrachten wir die
Projektivitdt ¢ : a(X,) A b(Xp), die vermittelt wird von der Formel

pac(Ys) - ppo(Xa)
pec(Xa) — ppe(Ya)

pac(Xp) =

Man rechnet sofort nach:
Gilt fiir einen Punkt X die Gleichung

A Na+EB - +Ec N =0,

so sind seine Projektionspunkte X,, X; ein Paar von .

Nun ist ¢p(B) = A, somit liegt der Schnittpunkt X der Geraden AX, und BX, auf
der Kreuzlinie von ¢. Die geht aber durch den Bild- und den Urbildpunkt des a und
b gemeinsamen Punktes C, d.h. durch die Punkte p(C) = Y}, und ¢~ 1(C) = Y,,.
Folglich ist diese Kreuzlinie gerade unser y und damit X auf y. O

Homogene Koordinaten sind Aquivalenzklassen von Vektoren x = (&1, &2,&3) aus
dem R3, wobei jeder solche Vektor # 0 die Klasse

(§1:&:83) = { x| AeR,#0}

erzeugt.

Wir werden nicht sauber zwischen den homogenen Vektoren, d.h. den Aquvalenz-
klassen und den sie erzeugenden Repriisentanten x € R? unterscheiden. Hierbei ist
jedoch bei Gleichungen daran zu denken, daf die Gleichheit der Klassen nur Aqui-
valenz, also i.a. nicht Gleichheit fiir die Reprisentanten bedeutet. Dennoch ist es
oft bequem mit Représentanten zu rechnen, da man hier die Sprache der linearen
Algebra verwenden kann. Bezeichnen wir mit ( , ) das (iibliche) Skalarprodukt
im R3, so kann man Satz 4.41 damit notieren als

Korollar 4.42 Ein Punkt X und eine Gerade y sind inzident genau, wenn

(0(X),0(y)) = 0.
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Hier sind dann natiirlich ¢(X), o(y) als Reprisentanten zu lesen, wobei es offen-
sichtlich nicht darauf ankommt, welche Reprisentanten gew&hlt sind.
Wenden wir dies an!

Satz 4.43 1. Zwei Punkte (zwei Geraden) sind genau dann verschieden, wenn
ihre homogenen Koordinaten linear unabhéingig sind.

2. Sind X, und X5 verschiedene Punkte, so durchlaufen die Punkte Y mit Koor-
dinaten
o(Y) = Ao(X1) + po(X2) (A p) € R%#(0,0)
genau die Verbindungsgerade.

Analoges fiir Biischel.

Beweis: Fiir die Verbindungsgerade y := X; X gilt nach Korollar 4.42
<O’(y)7J(XZ)> =0 (Z = 1a 2)7

wodurch o(y) (als Klasse) eindeutig bestimmt ist; der Rest der Behauptungen folgt
dann wieder mit Korollar 4.42 aus der linearen Algebra. O

Koordinatendarstellung von Projektivititen

Satz 4.44 Beziiglich eines harmonischen Koordinatensystems in der Ebene werden
Projektivitédten (in der Ebene) genau durch regulire 3 x 3-Matrizen dargestellt. Zwei
solche Matrizen stellen genau dann die selbe Projektivitit dar, wenn sie bis auf einen
Skalarfaktor # 0 iibereinstimmen. Genauer gilt - es bezeichne AT die transponierte
Matrix -

1. Eine Kollineation o : X — X',y — 3y’ wird dargestellt durch

o(X') = Ao(X)

2. Eine Korrelation 7 : X — x',y — Y' wird dargestellt durch
o) = Ao(X)
oY) = (A)Ta(y).

3. So erhilt man genau alle Projektivitdten.

4. Die inversen Matrizen beschreiben entsprechend die inversen Projektivitéten.

Bemerkung 4.45 Kollineationen und Korrelationen dargestellt iiber Koordinaten
unterscheiden sich also nur durch die Interpretation der Bildvektoren.

Man kénnte - muf aber nicht - Punkte stets als Spalten, Geraden stets als Zeilen
notieren, und erhielte einen gleichwertigen etwas anderen Formalismus. Hier wére
dann bei der Korrelation noch ein “Transponieren” einzuschieben.

Beweis: (Von Satz 4.44)

a) A sei eine reguliire 3 x 3-Matrix. Dann sind die durch A bzw. (A~1)T erklir-
ten Abbildungen bijektiv, wobei jeweils Unterraume auf Unterrdume gleicher
Dimension abgebildet werden. Damit vermittelt die Formel von 1. tatséchlich
eine Abbildung von Punkten auf Punkte und von Geraden auf Geraden, bzw.
die von 2. entsprechend iiber Kreuz. Diese Abbildung ist inzidenztreu. Denn es
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sind nach Korollar 4.42 X und y genau dann inzient, wenn (o(X),o(y)) = 0.
Damit folgt die Inzidenztreue bei 1. (fiir Kollineationen) aus

(0(X"),0(y)) = ((Ao(X), (A" o (y)) = (A" Ao(X), 0(y),) = (0(X),0(y)),
bzw. analog bei 2. fiir Korrelationen.

Regulidre Matrizen erzeugen also auf diese Weise Kollineationen und Korrela-
tionen.

b) Jede Projektivitit lafit sich so darstellen: Es seien (X;, X!) (i =1,...,4) vier
Punkte -Paare, die den Anforderungen des Fundamentalsatz geniigen und da-
mit genau eine Kollineation festlegen. (Fiir Korrelationen geht alles analog.)
Die Punkte X; sind in allgemeiner Lage, zugehdrige Koordinatenvektoren x;
also zu je dreien linear unabhingig. Somit existieren eindeutig bestimmte Pa-
rameter \;, sodafs

X4 = A1X1 + AoXo + A3x3, wobei alle \; # 0.

Dann kann man aber gleich \;x; statt x; als Reprisentanten wihlen, womit
sich dann
X4 = X1 + X2 + X3

ergibt. Ebenso kann man bei den Bildvektoren verfahren und erhilt nach
richtiger Normierung
xﬁl :x'1 —|—x'2 +x’3.
Dann existiert eine eindeutig bestimmte Matrix A mit
Ax; =x; (i=1,2,3).
Sie ist reguldr und erfiillt trivialerweise auch
Axy = x).
Sie stellt dann die gesuchte Kollineation dar.

Die Aussage iiber die Inversen sei als Ubung gelassen. O

Darstellung spezieller Projektivititen

Fiir eine Polaritét 7 ist ja 72 = id und die Identitét wird dargestellt durch A = \I,
wobei I die Einheitsmatrix ist und A € R, # 0. Nach Satz 4.44 haben wir fiir eine
zweifach angewendete Korrelation 7:

X N y s Z
o(X) — Ao(X) — (A HTAo(X)
bzw.
T N Y ooz
o(z) — (A HTo(x) — AA ) o(2),
sodafl wir bekommen:
Die Matrix A stellt im Sinne von Satz 4.44.2. eine Polaritit dar, wenn mit A\, \' €
R, # 0 gilt:
(AHTA = M, AAHT = N1
Dies ist dquivalent zu
A=XAT bzw. A = NAT,

was bei den hier vorliegenden 3 x 3-Matrizen genau fiir A = A’ = 1 lgsbar ist. Damit
haben wir
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Satz 4.46 Im Sinne von Satz 4.44.2. werden Polarititen in der Ebene genau durch
symmetrische regulire 3 x 3-Matrizen dargestellt.

Uber die Inzidenzrelation von Korollar 4.42 erhilt man damit

Satz 4.47 Die singuldren Punkte einer durch die reguldre symmetrische Matrix A
dargestellten Polaritét erfiillen die Gleichung zweiten Grades:

(0(X), Ao(X)) =0,
sind also Kegelschnitte.

Eine entsprechend Satz 4.44.1 durch die Matrix A dargestellte Kollineation « hat
offenbar genau dann den Punkt Xy zum Fixpunkt, wenn mit einem Faktor p # 0
fiir seinen Koordinatenvektor x¢ gilt

- Xo = Axo,

d.h. wenn x( Eigenvektor von A. Dies ist wieder eine Eigenschaft, die der entspre-
chenden Aquivalenzklasse zukommt, also den homogenen Koordinaten von Xj.
Hieraus gewinnt man leicht den folgenden

Satz 4.48 Die Kollineation « sei entsprechend Satz 4.44.1 durch die Matrix A
dargestellt. Dann gelten:

1. Ein Punkt X ist genau dann Fixpunkt von «, wenn o(X) Eigenvektor von A
ist.

2. Eine Gerade y ist genau dann Fixgerade von «, wenn o(y) Eigenvektor von
(A=H7T jst.

3. Fixpunktgeraden entsprechen als Punktreihen zweidimensionalen Eigenriu-
men von A, Fixstrahlenbiischel entsprechen (als Geradengebilde) zweidimen-
sionalen Eigenrdumen von (A=1)T.

Hiermit lassen sich beispielsweise die zentralen Kollineationen, bei denen das Zen-
trum nicht auf der Achse liegt, dadurch charakterisieren, dafs die darstellende Matrix
einen einfachen und einen doppelten Eigenwert (mit 2-dimensionalem Eigenraum)
besitzt.

Ferner erhilt man iiber die Jordansche Normalform einer eine Involution « darstel-
lende Matrix, dafs diese diagonalisierbar sein mufs und daf fiir deren Eigenwerte \;
gilt:

M=) =) > 0.

Hieraus berechnet man leicht, dafs o entweder die Identitdt oder eine harmonische
Spiegelung sein muf}, was wir ja schon synthetisch nachgewiesen hatten.

Allgemeine Punkt-Geraden-Koordinaten in der Ebene.

Zum Abschluf seien noch die Fragen der Koordinatentransformation und der Inzi-
denzrelation bei allgemeiner Lage der Koordinatensysteme behandelt.

Zur ersten Frage betrachten wir zwei harmonische Punkt-Geraden-Systeme:

Das erste habe als Grunddreieck ABC mit Gegenseiten abc, dazu das trilinear polare
Einheitenpaar (E,e). Die daran gewonnenen homogenen Koordinaten seien o(X)
bzw. o(y). Analog sei das zweite gegeben durch A’B’C’,a'b’c’ und Einheiten E’, ¢’
Die zugehorigen Koordinaten seien o’(X) bzw. o’ (y).

Nach dem Fundamentalsatz gibt es genau eine Kollineation «, die das allgemeine
Viereck ABCE entsprechend in A’ B’C’E’ iiberfiihrt. Wegen der Inzidenztreue gilt

dann unter o auch a — a’, b — V', ¢ — . Ferner entsteht die trilineare Polare
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e aus E und ABC durch harmonische Spiegelung und Analoges gilt fiir ¢’, sodaf,
da harmonische Lage unter der Kollineation « erhalten bleibt, auch noch e — ¢’
gilt. Die inverse Kollineation 3 := o~ {iberfiihrt damit insbesondere das Vierseit
a't/c’e’ in das Vierseit abce. Nach Satz 4.44 gibt es dazu regulire 3 x 3 - Matrizen
M, N, mit denen fiir Punkte X und Geraden y gelten

o(a(X)) = M o(X),
o'(By)) = N o'(y).
Die Koordinatenabbildung beruht auf harmonischer Lage, die unter Kollineationen

erhalten bleibt (siehe Satz 3.17). Damit bekommen wir fiir beliebige Punkte X und
Geraden y

o'(a(X)) = o(X),
a(B(y)) =o' (y)-

Setzen wir dies in die vorige Darstellung ein, so folgen

g
(2

o((X)) = M o' (a(X)),
a'(B(y)) = N a(B(y))-

Da «, § bijektiv sind, kénnen wir umbezeichnen und erhalten

Satz 4.49 Mit den entsprechend Satz 4.44 aus den Koordinaten der Grundpunkte
bzw. -geraden der beiden Koordinatensysteme konstruierten Matrizen M, N gelten
fiir beliebige Punkte X und Geraden y die Formeln

o(X) =M o' (X),
o'(y) =N a(y).

Dabei ist N = MT.

Die letzte Beziehung folgt so: Nach Satz 4.44 gilt fiir o neben o(a(X)) = M o(X),
auch o(a(y)) = (M~1)7T o(y), somit wegen 8 = a~!

O
Die Koordinatentransformation wird also in den homogenen Koordinaten durch eine
lineare Transformation beschrieben.

Damit kénnen wir nun auch die Formel fiir die Inzidenz von Punkt und Gerade
angeben, wenn die Punkt-Koordinaten ¢(X) zu Grundpunkten ABC,E und die
Geraden-Koordinaten ¢’(y) davon unabhingig zu Grundgeraden a’b’'c’,e’ gewahlt
sind. Wir ergidnzen beide Systeme jeweils zu einem harmonischen Punkt-Geraden-
System und bilden zusédtzlich die Geraden-Koordinaten zu dem aus A, B, C, ... ge-
wonnenen System und die Punkt-Koordinaten ¢/(X) zu dem aus a’, V', ¢/, ... gewon-
nenen System. Dafiir gelten dann einmal die Beziehungen von Satz 4.49, ferner wird
innerhalb jedes der Systeme die Inzidenz von Punkt X und Gerade y nach Korollar
4.42 beschrieben durch

0=(o(X),0(y)) = (¢'(X),0'(y))-

Setzt man dies ineinander ein, so ergibt sich
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Satz 4.50 Es seien o(X) homogene Punkt-Koordinaten, o’ (y) homogene Geraden-
Koordinaten. Fiir die zugehdrigen harmonischen Punkt-Geraden-Systeme gelten die
Formeln aus Satz 4.49. Mit den dort auftretenden Matrizen M, N gilt dann:

Ein Punkt X und eine Gerade y sind genau dann inzident, wenn

(0(X),N"'o'(y)) =0 oder
(M10(X),0'(4) = 0.
Wegen M = N7 sind beide Formeln dquivalent.

Es sei bemerkt, daR fiir M ~! bzw. N~! hier jede regulire 3 x 3-Matrix auftreten
kann.

Alles hier Dargestellte gilt mutatis mutandis ebenso in héheren Dimensionen.
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