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F Funktionen

Wir betrachten Funktionen, die entweder auf einem Teil D der komplexen Ebene C
definiert sind und komplexe Werte haben, oder auf einem Teil D der reellen Geraden
R definiert sind mit Werten im Komplexen oder hier dann meist im Reellen.

Im ersten Fall sei der Definitionsbereich D entweder ganz C oder eine Kreisscheibe
in C, jeweils evtl. mit Ausnahme endlich vieler Punkte.

Im zweiten Fall sei der Definitionsbereich D ein Intervall, wobei die Grenzen +oo
zugelassen sind, wieder evtl. mit Ausnahme endlich vieler Punkte.

Bezeichnung F.1 Die Menge aller auf D erklirten Funktionen bezeichnen wir
mit F(D). Ist D ein Intervall, etwa D = [a,b], so schreiben wir kurz Fla,b] statt
F(la, b)), etc.

Wir erkliren auf F(D) Operationen durch

f+g:x— f(x)+g(x) “Addition von Funktionen”
A ix— Af(z), mit A € R oder A € C  “Multiplikation mit Zahl”
frg:x— f(x) g(x) “Multiplikation von Funktionen”

Fiir die ersten beiden Operationen weist man leicht die Vektorraum-Axiome nach,
d.h. wir bekommen

Satz F.2 Die Menge F(D) aller auf D erklédrten Funktionen mit Werten in R bzw.
in C ist ein reeller bzw. komplexer Vektorraum.
Schliefilich kann man zusammenpassende Funktionen hintereinander ausfiihren:
Bezeichnung F.3 Zu zwei Funktionen f: D — D’ und g : D' — D" erkliren wir
die “Komposition” oder das “Hintereinanderausfiihren” durch

go f:D — D" durch x — g(f(z)).

Bezeichnung F.4 Wir nennen eine Funktion f € F(D) “beschrinkt”, wenn es eine
Konstante C gibt, sodafs gilt

Vaeen [f(2)] < C.

Ist f beschrinkt, so existiert offenbar

|floo := sup{|f(z)| fiir z € D.}

Man nennt dies die “Supremum-Norm” von f.
Dafiir gilt

Satz F.5 Die Teilmenge B(D) C F(D) aller auf D beschrankten Funktionen bildet
einen Untervektorraum von F(D), auf dem durch |.|o eine Norm (im Sinne von
Definition V.38 und Satz V.36) erklirt ist.

Beweis: Sind f und g in B(D) so haben wir fiir jede Stelle x € D jedenfalls
|f(@)] < |floos19(2)] < |g|oo und damit nach der Dreiecksungleichung fiir den Betrag
von Zahlen auch

[(f +9)@)] = () + g(@)| <[f(@)]+ lg(@)| < [floo + 19]co-

Mit zwei Funktionen ist also auch deren Summe beschrankt. Analog schliefft man fiir
Vielfache einer Funktion, womit dann die Vektorraumeigenschaft von B(D) gezeigt
ist. Der Nachweis der Normaxiome ist eine schéne Ubung im Umgang mit dem
Supremum. O
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Grenzwerte

Definition F.6 (Hiufungspunkt) Ein Punkt x heifst “Haufungspunkt” einer Men-
ge D, wenn es eine Folge (xz,,) in D gibt, die gegen x konvergiert, deren Glieder aber
alle von x verschieden sind.

Bei den hier als Definitionsbereiche betrachteten Mengen D sind die Haufungspunk-
te offenbar gerade die Punkte von D selbst und zusétzlich die “Randpunkte”.

Definition F.7 (Grenzwert einer Funktion) Die Funktion f sei auf D erklirt,
xo sei ein Haufungspunkt von D. (Der Punkt xo braucht also nicht notwendig zum
Definitionsbereich zu gehdren, ob f auch auf xq erklirt ist, ist hier uninteressant.)
Wir sagen:

“ f hat an der Stelle x¢ den Grenzwert w”, geschrieben als

wenn fiir jede gegen x konvergente Folge (x,) C D\ {xo} gilt, daf

lim f(x,) = w.

n—oo

Ist speziell D ein Intervall, D = [a,b] oder auch = (a,b] etc., so spricht man fiir
o = a von dem rechtsseitigen Grenzwert

flat):= Tlim_ f(z)

r—a,r>a

(man néhert sich von rechts !) bzw. fiir o = b von dem linksseitigen Grenzwert

fb-) = lim ()

x—b,x<b

(man néhert sich von links !)

Beispiel F.8 Auf D := R betrachten wir die Funktion h, definiert durch

-1 <0
hMz):=< 0 z=0.
+1 x>0

Sie hat fiir xo # 0 stets den Grenzwert lim h(z), dagegen ist bei zo = 0
0

h(0+) = +1, h(0—) = -1,

sodafs also hier der lirn0 h(x) nicht existiert.

Auf D = C haben p(z) := x oder etwa q(z) := 22 an jeder Stelle einen Grenzwert.
(Welchen?)

Das in der Definition gegebene Kriterium {iber die Konvergenz aller Folgen kann
man durch das nachstehende dquivalente Kriterium ersetzen:

Satz F.9 (e-0-Kriterium) Es ist lim f(xr) = w genau dann, wenn es zu jedem
T—xQ
e > 0 ein § > 0 gibt, sodal

| f(x) —w]| < e fiirallex € D mit 0 < |x — x| <.
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Beweis: Es sei Jirrgof(a:n) = w fiir jede Folge (z,) in D\ {zo} mit x, — o :
Wire das e-d-Kriterium nicht erfiillt, so gibe es ein ¢y > 0, sodafs dazu fiir jede
natiirliche Zahl n ein z,, € D existierte, mit dem dann zwar 0 < |z,, — zo| < % aber
|f(zn) —w| > € wire. Die so gebildete Folge (x,,) stiinde dann im Widerspruch zu
unserer Annahme.

f erfiille an der Stelle g das e-6-Kriterium: Ist ¢ > 0 gegeben, so wihle dazu
entsprechend § > 0, sodaf |f(z) — w| < ¢o wenn nur 0 < |z — x| < J. Fiir eine
Folge x,, — x¢, # x¢ liegen dann schliefslich ab einem n( alle Glieder in dem Bereich
|z — zo| < 4§, sodak also dann auch |f(z,) — w| < €y ist, was die Konvergenz der
Bildfolge gegen w beweist. O

Als Konsequenz aus dem e-5-Kriterium erhalten wir

Satz F.10 Hat f reelle Werte auf D und ist lim f(z) = w > 0, so gibt es ein

T—x0

0 > 0, mit dem

f(x) >

~w > 0 fiir alle w € D mit 0 < |z — x| < 4.

1.

Beweis: Wir wihlen ¢ := 3

w und dazu § > 0 so, dafs
|f(z) —w| < efiir alle w € D mit 0 < |z — zo| < 0.

Fiir solche z ist dann

F@) = w4 (F@) —w) > w— |(f@) —w)| > w— 2 w=

B s w.

N~

O

Ist D ein reelles nichtbeschranktes Intervall, also ganz R oder D = [a, +00) bzw.
(—o0, b], so 14t sich fragen, wie sich f(z) verhalt, wenn man x gegen +oo bzw. —o0
laufen 1af5t. Dies kann man mit den bisherigen Notationen nicht direkt beschreiben.
Wir setzen fest

Bezeichnung F.11 (Grenzwerte fiir © — +00) Genau dann ist lim f(z) = w,

r—00

wenn es zu jedem € > 0 eine Zahl R > 0 gibt, sodaf
|f(z) —w| < e fiir z > R.

Analog sagt man lim f(z) = w, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine Zahl R > 0 gibt,

sodaf
|f(z) —w| < e fiir x < —R.

Uberlegen Sie selbst, daf folgendes gilt:

1
lim f(x) = w ist dquivalent zu lim f(—=) =w
T —00 x—0+ x
bzw. )

lim f(x) = w ist dquivalent zu liI(I)l f(;) = w.

T——00 r—0—

Zum Bestimmen von Grenzwerten helfen folgende Regeln:

Satz F.12 Das Zeichen lim steht in jeder der folgenden Formeln einheitlich fiir
eines der Symbole lim , lim, lim .

r—xo r—0o0 IT——00

Existieren lim f(x) und lim g(x), so auch



F-4 F  FUNKTIONEN

1. lim(af(x) + Bg(x)) = alim f(x) + flim g(x).
2. im(f(x) - g(z)) = lim f(z) - lim g(z).
3. hm(f(i)) _ lim f(=)

g(x)/ — limg(z)’

sofern lim g(z) # 0.
Beweis: In Satz Z.25 haben wir entsprechendes fiir Folgen gezeigt. Zusammen mit

Satz F.10 ergibt sich dann der Beweis leicht aus der Definition. O

Wir werden spéter in der Regel von DE L’HOSPITAL ein weiteres Instrument zur
Berechnung von Grenzwerten haben.

Stetigkeit

Definition F.13 (Stetigkeit) Eine Funktion f : D — C heifit “stetig an der Stelle
x9 € D7 wenn lim f(z) = f(xo), d-h. wenn also der Grenzwert fiir die Stelle x
r—xQ

existiert und mit dem Funktionswert f(x) iibereinstimmt.

Eine Funktion f : D — C heifit “stetig in D”, wenn sie an jeder Stelle von D stetig
ist.

Die Menge aller auf D stetigen Funktionen bezeichnen wir mit C'(D), im Falle, dafs
D ein Intervall ist, D = [a, b], schreiben wir dafiir kurz C|a,b] anstelle des eigentlich
korrekten C([a, b]).

Nach den vorigen Uberlegungen gilt also

Satz F.14 Aquivalente Bedingungen sind
1. f ist stetig an der Stelle x.

2. mh_)rrmlof(m) = f(xo) .
3. lim f(x,) = f(=zo) fiir jede Folge (x,) C D, die gegen xy konvergiert.
4. e-6-Kriterium: Zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0 so, dak

|f(z) — f(z0)| < ¢ fiir alle x € D mit |z — x| < 4.

Nun kénnen wir die fiir Grenzwerte von Funktionen gemachten Aussagen unmittel-
bar in Aussagen iiber Stetigkeit iibersetzen:
Satz F.10 wird zu

Satz F.15 Hat f reelle Werte auf D und ist f stetig an der Stelle xqg € D und ist
ferner f(xo) > 0, so gibt es ein § > 0, sodafs

1
flx) > 5 f(zo) fiir alle x € D mit |x — xo| < 0.
Der Satz F.12 iiber das Kombinieren von Grenzwerten wird zu

Satz F.16 Die folgenden Aussagen beziehen sich sowohl auf die Stetigkeit in einem
Punkt als auch auf die Stetigkeit in einem Bereich D.

1. Sind f und g stetig, so auch o f + (g fiir alle o, 3 in C.
2. Sind f und g stetig, so auch die Funktion f - g.
3. Sind f und g stetig, so ist auch

an jeder Stelle x stetig, wo g(xo) # 0 ist.
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4. Ist f stetig, so auch die Betragsfunktion |f|: xz — |f(z)|

Die letzte Aussage folgt direkt mit der Dreiecksungleichung aus der Definition, die
iibrigen aus Satz F.12
Insbesondere haben wir miterhalten

Satz F.17 Die Menge C(D) aller auf D stetigen Funktionen mit Werten in R bzw.
mit Werten in C ist ein reeller bzw. komplexer Vektorraum.

Aus Satz F.16 bekommen wir nun eine Fiille von Beispielen fiir stetige Funktionen.

Satz F.18 1. Konstante Funktionen x — ¢ € C sind stetig auf ganz R und auf
ganz C.

2. Die Identitdt x — x ist stetig auf ganz R und auf ganz C.

3. Polynomfunktionen x — Z?:o ajz’ mit reellen oder komplexen Koeffizienten
a; sind stetig auf ganz R und auf ganz C.

4. Rationale Funktionen x +— % mit Polynomen p, q, sind auf ganz R und auf

ganz C stetig mit Ausnahme der Stellen, an denen das Nennerpolynom eine
Nullstelle hat.

5. Das Hintereinanderausfiihren stetiger Funktionen erhilt die Stetigkeit, d.h.
sind f und g stetige Funktionen, so ist auch die daraus zusammengesetzte
Funktion g o f stetig.

6. Potenzreihen sind im Inneren ihres Konvergenzkreises stetig.

Beweis: Den Nachweis der Stetigkeit der konstanten Funktionen und der Identitét
lassen wir als Ubungsaufgabe.

Ein Polynom kann man aus diesen beiden Funktionstypen durch endlich viele An-
wendungen der in Satz F.16.1. und 2. behandelten Operationen bekommen. Dabei
vererbt sich jedesmal die Stetigkeit.

Satz F.16.3 liefert dann die notierte Stetigkeitsaussage fiir rationale Funktionen.

Die Stetigkeit der Komposition erhilt man so: f ist stetig an der Stelle x(, somit
gilt

V0503550V, |z—ao|<s | [ (%) — f(z0)| < 0.
Entsprechend bedeutet die Stetigkeit von g an der Stelle f(xo)

V03050V, jy— f(z0) <0 |9(¥) — 9(f(20))] < €.

Nun wiahle ¢, bestimme dazu 6 und zu diesem wieder § und man erhélt fiir alle x
mit |z — xo| < § zunéchst |f(z) — f(zo)| < 6 und dann fiir y := f(z) schlieflich
lg(f(x)) — g(f(x0))] < €, was die Stetigkeit zeigt.

Bleibt noch die Stetigkeit von durch Potenzreihen dargestellen Funktionen zu zeigen:
f(z) := 3272 a;27 habe den Konvergenzkreis K (0,r). Dann ist f(0) = ao und

f(z) = f(0) +Zajxj = f(0) + Zajacjfl T.
Jj=1 j=1

Die in (..) stehende Potenzreihe hat trivialerweise ebenfalls den Konvergenzradius
r, ist somit in einer Umgebung von 0 beschrankt, woraus sofort die Stetigkeit von
f(z) bei x = 0 folgt.
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Fiir beliebige zo € K(0,r) entwickle man um die Stelle xy. Wir haben also nach
Satz Z.52 in einer Umgebung von z eine Darstellung

f(z):= Zbk(x —x0)"
k=0
und wie oben schliefst man auf die Stetigkeit von f in xg. O

Einige Hauptsitze iiber stetige Funktionen

Im folgenden beschrinken wir uns auf stetige Funktionen, die auf einem “kompak-
ten”, d.h. beschrankten und abgeschlossenen Intervall in R definiert sind und reelle
Werte haben.

Satz F.19 Jede auf einem kompakten Intervall [a,b] stetige Funktion ist dort be-
schrinkt.

Bemerkung Hier kann man weder auf die Kompaktheit, noch auf die Stetigkeit
verzichten, wie etwa das Beispiel

1
fla) = {32 vy

zeigt.

Beweis: Wir nehmen an, f sei nicht beschriankt. Dann gibt es also fiir jedes n € N
ein z,, € [a,b] mit |f(z,)| > n. Nach dem Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS (Satz
Z.32) hat diese Folge (z,,) eine konvegente Teilfolge (x,, ), deren Grenzwert x( selbst
in [a, b] liegt. Wir haben also z,, — zo und damit wegen der Stetigkeit von f auch
f(xn,) — f(x0), sodah die Folge f(x,,) konvergiert und damit beschrénkt ist, was
aber nicht zu unserer Annahme paft, daf stets |f(x,, )| > ni > k ist. O

Wir konnen dies noch verfeinern:

Satz vom Maximum F.20 Eine auf einem kompakten Intervall [a, b] stetige Funk-
tion mit Werten in R besitzt auf [a,b] ein Maximum und ein Minimum, d.h. zu
f € Cla,b] gibt es Stellen ©*, x, € [a,b] sodak

fzy) < f(z) < f(z*) fiir alle x € [a,b]
ist.

Bemerkung Auch hier kann man auf keine der Voraussetzungen verzichten. Ist f
nicht stetig, so braucht es ja nicht einmal beschrdnkt zu sein. Die Funktion f(z) = x
ist zwar stetig, hat aber auf dem offenen Intervall (0, 1) oder auf ganz R sicher weder
Minimum noch Maximum.

Beweis: Wir zeigen die Existenz des Maximums, fiir das Minimum arbeite man
analog mit — f.

Nach Satz F.19 ist f auf [a, b] beschrénkt, somit existiert s := sup{f(z) |z € [a,b]}.
Nach Definition ist damit fiir alle 2 € [a,b] stets f(x) < s. Andrerseits (siehe
Satz Z.12) gibt es zu jedem n € N ein z,, € [a,b] mit s — 1 < f(z,) (< s). Diese
Folge hat nach BOLZANO- WEIERSTRASS eine konvergente Teilfolge z,, — x*, deren
Grenzwert wieder in [a, b] liegt. Aus der Stetigkeit von f folgt dann f(z,, ) — f(z*)
und gleichzeitig gilt ja s — n—lk < f(zy, ) < s, woraus notwendig f(z*) = s folgt. O
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Zieht man hier den Satz F.5 heran, so wird Satz F.17 zu

Satz F.21 Fiir ein kompaktes Intervall [a,b] ist der Raum Cla,b] ein normierter
Vektorraum, mit der hier auch “Maximum-Norm” genannten “Supremums-Norm”

| floo := max{|f(x)| fiir x € [a,b]}.

Ein weiterer zentraler Satz {iber stetige Funktionen ist der

Zwischenwertsatz F.22 Ist f reellwertig und stetig auf dem kompakten Intervall
[a, b], so nimmt f auf [a,b] jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an. Ist insbesondere
f(a)- f(b) <0, so hat f in [a,b] eine Nullstelle.

Bemerkung Der Satz ist natiirlich insbesondere anwendbar, wenn [a, b] Teil eines
groferen Intervalls ist, auf dem f stetig ist.

Beweis: Wir benutzen wieder das Prinzip der Intervallschachtelung, das wir schon
beim Beweis des Satzes von BOLZANO-WEIERSTRASS (Satz Z.32) verwendet haben.
Wir behandeln den Fall f(a) < f(b). Andernfalls betrachte man —f.
Sei c¢: f(a) < ¢ < f(b) gegeben. Wir setzen ag := a,bp := b. Dann ist fir k =0
jedenfalls f(ax) < ¢ < f(bg).
Haben wir nun ein solches Intervall [ay, bi], wofiir f(ar) < ¢ < f(b) gilt, so be-
stimmen wir zunéichst den Mittelpunkt dj, := 1 (ay + by).
Ist f(di) = ¢, so haben wir eine Stelle an der f den Wert ¢ annimmt. Andernfalls
liegt einer der beiden folgenden Fille vor:
Ist f(di) > ¢, so setze [ag+1,bgt1] := [ak, dk]-
Ist f(di) < ¢, so setze [ag+1,brt+1] := [dk, bi]-
In beiden Fallen ist dann wieder f(axt1) < ¢ < f(bgy1).
Die so konstruierten Intervalle bilden nun wie beim Beweis von Satz Z.32 eine
Intervallschachtelung, die gegen einen Punkt z* € [a, b] konvergiert. Da f stetig ist
gilt dann auch

flax) = f(@®), f(bx) — f(2").
Nun ist aber stets f(ar) < ¢, somit f(z*) < ¢ und f(by) > ¢, somit f(z*) > ¢,
woraus notwendig f(z*) = ¢ folgt. O

Wir nutzen den Zwischenwertsatz zunéchst fiir folgende Aussagen iiber die Bilder
von Intervallen unter stetigen Funktionen.

Satz F.23 f sei reellwertig und stetig auf dem Intervall I. Dann gelten:
1. Die Bildmenge f(I) ist selbst ein Intervall.
2. Ist I kompakt, so auch f(I).

Beweis: Ist f die konstante Funktion ¢, soist f(I) = [c, ¢]. Sei also f nicht konstant.
Auf einem kompakten Intevall [a,b] € I nimmt f sein Minimum my,; und sein
Maximum M|, an, folglich auch jeden Wert dazwischen. Damit ist

f([a, b)) = [miap), Miap)-

Ist I selbst kompakt, so kdnnen wir [a, b] = I wihlen und haben unsere Behauptung
gezeigt.

Ist f(I) nicht kompakt, aber beschrankt, mit s = sup{f(z)lx € I} und u =
inf{ f(z)|z € I}, so gibt es fiir jedes ¢ € (u,s) Werte «, 8 € I mit

u< fla)<e< f(B) <s,

sodafs nach dem Zwischenwertsatz auch ¢ € f(I) ist. Folglich ist dann f(I) das
Intervall mit den Randpunkten u und s.
Fiir unbeschrianktes f schliefst man analog. O



F-8 F  FUNKTIONEN

Aus der Schule bekannt sind das Wurzelziehen als Umkehrung des Potenzierens, der
Logarithmus als Umkehrung der Exponentialfunktion. Diesen Prozess kdnnen wir
nun allgemeiner betrachten. Wir hatten gesagt: Eine auf einem Intervall I definierte
Funktion f ist “injektiv”, wenn fiir 21,22 € I aus f(x1) = f(x2) notwendig x1 = x2
folgt.

Bezeichnung F.24 Eine reellwertige, auf einem Intervall I definierte Funktion f
heit “monoton wachsend”, wenn fiir alle x1, x5 € I mit x1 < xo stets f(x1) < f(x2)
gilt.

Gilt sogar stets f(x1) < f(x2) fiir 1 < x4, o spricht man von “streng monoton
wachsend”.

Sinngemaf erkldrt man “(streng) monoton fallend”.

Satz F.25 Eine streng monotone Funktion ist injektiv.

Beweis: Wire sie nicht injektiv, so gibe es zwei Stellen 1 < x5 fiir die aber
f(x1) = f(x2) wire, was mit strenger Monotonie nicht vereinbar ist. O

Satz F.26 (Umkehrfunktion) Es sei f auf dem Intervall I reellwertig, stetig und
injektiv. Dann ist f auf I streng monoton, J := f(I) ein Intervall und es gibt eine
Funktion g : J — I, fiir die g(f(x)) = « fiir alle x € I gilt. Sie ist ebenfalls stetig.
Man nennt g die “Umkehrfunktion” und bezeichnet sie mit f~!.

Beweis: (a) Monotonie: Es seien z1 < x2 < x3 in I gegeben: Dann ist entweder
fz1) < f(z2) < f(zs) oder f(z1) > f(xz) > f(x3). Denn wire etwa f(z1) <
f(zs3) < f(x2), so konnten wir ein ¢ € (f(x3), f(z2)) wahlen und finden nach dem
Zwischenwertsatz (f ist stetig!) Stellen ' € (z1,22), 2" € (x2,23) mit f(z) =
f(@") = ¢, was der Injektivitat widersprache.

Analog behandelt man die anderen Fille.

Wir wahlen nun in I Zahlen a < b mit f(a) < f(b). (Notfalls muf man zu —f
ibergehen!) Damit zeigen wir nun, daf stets f(x) < f(y) gilt, sofern z < y ist:

Ist z < a, soist ¢ < a < b, wegen f(a) < f(b) nach obigem Schluf dann also
sogar f(z) < f(a) < f(b). Diese Ungleichung nutzen wir zusammen mit obiger
Schlufiweise nun weiter:

Fir z < y < a folgt mit f(x) < f(a) dann f(z) < f(y) < f(a),

fir y =aist f(z) < f(y) = f(a) und

fiir y > a folgt f(z) < f(a) < f(y), also in allen Féllen f(z) < f(y).

Analog argumentiert man wenn = > ¢ ist.

(b) Zur Umkehrfunktion: Aus dem vorigen Satz wissen wir, dal J := f(I) selbst
ein (evtl. uneigentliches) Intervall ist. Somit gibt es fiir jedes y € J ein € I mit
f(x) = y und wegen der Injektivitdt von f auch nur genau eines. Damit ist durch
die Zuordnugsvorschrift: f=! : y — 2 mit f(x) = y eine Funktion f=!:J — [
erkirt. Mit f ist trivialerweise auch f~! streng monoton (warum?).

Wir zeigen nun die Stetigkeit von f~! : Dazu kénnen wir wieder annehmen, daf
f (streng) monoton wachsend ist. Sei yo = f(xo) € J und dabei sei zunéchst
zp kein Randpunkt von J. Dann ist fiir hinreichend kleines ¢ > 0 das Intervall
[xo—e€, xo+€] C I.Seiyy := f(xo—e€), y2 := f(axo+e) und § < min{|y1 —yol, [y2—yol}-
Dann folgt aus |y — yo| < ¢, die Ungleichung

Y1 <Yo—0<y<yo+d <y
und iiber die Monotonie von f daraus

zo—e=f""() < fHY) < fH(Y2) =20 + €
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also mit zo = f~!(yo) schlielich

L7 ) — M wo) | < e,

was die Stetigkeit zeigt.
Fiir Randpunkte von I argumentiert man analog. O

Elementare Funktionen
Aus den bisherigen Uberlegungen (Beispiel Z.46 und Satz F.18) wissen wir:

Satz F.27 Durch die Vorschrift

oo

Cszrexp(z):= Z

n=0

xn

n!

ist auf ganz C eine stetige Funktion erklirt, die “Exponentialfunktion”.
e :=exp(l) = 2,7182818... heifst die EULERsche Zahl.

Wesentliche Eigenschaften dieser Exponentialfunktion enthalt

Satz F.28 1. exp(0) = 1.
2. Fir alle x,y € C ist exp(z + y) = exp(z) - exp(y).

3. Fiir alle z,y € C ist exp(x) # 0 und 7 = exp(—2).

4. @@L fiir C 32— 0.
Die weiteren Aussagen betreffen die Exponentialfunktion nur noch fiir reelle Argu-
mente.

5. Fiir x € R ist exp(x) € R und stets > 0.

6. Fiir x < 0ist 0 < exp(x) < 1, fiir x > 0 ist exp(x) > 1.
exp(x) ist streng monoton wachsend auf R, exp(x) > 1+ x und
exp(x) — 400 (x — +00), exp(z) — 0 (z — —o0).

7. FirzreR,¢g="2cQ, (m,n cN) ist

m
n

exp(zq) = (exp(x))™ = {/(exp(z))™.
Beweis:
1. liest man aus der Reihe ab.
2. haben wir in Satz Z.54 gezeigt.
3. Fiir alle z € C ist
1 =exp(0) = exp(x — z) = exp(z) exp(—z),
woraus sofort beide Behauptungen folgen.

4. Aus der Reihendarstellung ergibt sich fiir beliebige x € C

xp(x) — 1 2, gt > z"
Sy Y

n=1 n=0
Diese Reihe hat die Exponentialtreihe zu |x| selbst als Majorante und ist

damit tiberall (absolut) konvergent. Folglich stellt sie eine auf ganz C stetige
Funktion dar, deren Wert bei z = 0 gerade &; = 1 ist.
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5. Die Exponentialreihe hat reelle Koeffizienten, somit fiir reelle x auch reelle
Werte. Es ist exp(0) = 1 > 0. G&be es ein z € R mit exp(z) < 0, so hitte
nach dem Zwischenwertsatz die Exponentialfunktion eine Nullstelle, im Wi-
derspruch zu 3.

6. Daf exp(z) > 1 fiir x > 0 ist, liest man aus der Reihe ab, fiir < 0 verwende
man dies und 3.

Die Monotonie folgt aus

e*tV =¢® . e¥ > €%, dae? > 1, wenn y > 0.

Die Ungleichung exp(z) > 1+ « fiir x > 0 liest man aus der Reihe ab, fiir
x < —1 ist sie wegen 5. trivial.

Fir —1 < 2 < 0 zerlegt man exp(xz) — (1 +z) => ", %, wobei rechts eine

Reihe mit alternierenden Gliedern von monoton abnehmendem Betrag steht,
3

(o] n z|? x
sodaf® >~ o & > %—% > 0.

Die Asymptotik fiir z — 400 folgt direkt mit dieser Ungleichung, die fiir
xr — —oo daraus mit 3.

7. Es ist unter mehrfacher Anwendung der Funktionalgleichung 2.

m

(exp(z - ¢))" = exp(z - ¢ - n) = exp(z - m) = (exp(z))

Nehmen wir die letzte Formel fiir = 1, so folgt wegen exp(1) = e fiir ¢ € Q

exp(q) = exp(1 - q) = (exp(1))? = €,
wobei es sich hier um das gewohnliche Potenzieren durch wiederholtes Multiplizieren
und Wurzelziehen handelt. Wir nehmen diese Beziehung zum Anlafi, die Schreib-
weise e” auf beliebige x € C auszudehnen iiber folgende
Definition F.29
1. Fiir x € C bezeichne

e’ :=exp(x),

2. fiir ,y € R (nur reelll!) bezeichne
(e®)Y .= exp(z - y).

Warnung! Das unvorsichtige Ausdehnen der zweiten Formel auf komplexe x,y
fiihrt zu schlimmen Fehlern!

Wegen der obigen Formel 7. entsteht hier fiir y, x € Q kein Problem einer doppelten
Bedeutung. Daft diese Festsetzung mit den im Vorkapitel getroffenen Bezeichnungen
zur e-Funktion zusammenpafst, wird sich aus dem Folgenden ergeben.

Die “reelle Exponentialfunktion” R 5 z — e* € RT := {y € R,y > 0} ist nach Satz
F.28 streng monoton mit ganz R als Wertebereich. Damit besitzt sie eine auf R
erklarte Umkehrfunktion.

Definition F.30 (Logarithmus und allgemeine Potenz)

1. Die Umkehrfunktion der reellen Exponentialfunktion
In:RT >R, y—lny:=x mite® =y

heifit “logarithmus naturalis” oder “Logarithmus zu Basis e ”.
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2. Fiir a > 0,%# 1 und x € R erkldren wir im Einklang mit Definition F.29

T z-lna

a” ‘=e€

und nennen dies die “allgemeine Potenz zur Basis a ”.

3. Die allgemeine Potenz ist streng monoton, ihre Umkehrfunktion
log, : R" = R, y —log,y =2 mit a® =y
heifit “Logarithmus zur Basis a ”.

Neben dem natiirlichen Logarithmus sind der Logarithmus zur Basis 10 und vor
allem im Zusammenhang mit Computer-Darstellungen der zur Basis 2 von Bedeu-
tung. Aus den gezeigten Sitzen und Eigenschaften folgt problemlos

Satz F.31 Logarithmus und allgemeine Potenz sind wohldefiniert und auf dem
Definitionsbereich stetig. Fiir a,b,z,y € RT,a € R gelten

1. log,(z - y) =log, x + log, v,
2 log(2%) = aloga(o),
3. log,(z) = 57y logy(2)-

Beweis als Ubung,.

Im Vorkapitel hatten wir einen Bezug zwischen komplexer Exponentialfunktion und
den trigonometrischen Funktionen sin und cos hergestellt. Das sei nun auf etwas
allgemeinerer Ebene neu begriindet, wodurch wir zudem zu einer neuen Darstellung
fiir die trigonometrischen Funktionen kommen werden.

Dazu betrachten wir zunfchst die Exponentialfunktion fiir komplexe Argumente
z =z + iy € C, wobei also 2 = Re(z), y = Im(z) Real- und Imaginérteil sind. Wir
haben dann also nach Definition F.29

oo

e® =exp(z ZZ—' (z € C).

Fir z := x + iy war Z := x — iy die konjugiert komplexe Zahl und {iber Satz O.40
und Satz Z.25 ergibt sich

Satz F.32 Es ist stets L
e® = (e?).

Setzt man also in die Exponentialfunktion das konjugiert komplexe Argument ein,
so erhidlt man den konjugiert komplexen Wert.

Die Funktionalgleichung der e-Funktion angewendet auf z = x + iy liefert
e? = em-i—iy — emeiy

sodafs es geniigt die e-Funktion fiir rein imaginére Argumente weiter zu betrachten,
wobei wir jedoch wieder x statt y schreiben wollen.

Satz F.33 Fiir x € R ist
| =1,

d.h. alle diese Zahlen €' mit reellem x liegen auf dem Einheitskreis in C.
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Beweis: Es ist

(ezx) — e(ll) —e W= ez_':c’

somit %@ (eir) = 1. O
Die Zahl 7 ist erklart als die Hélfte des Umfanges des Einheitskreises, dessen Umfang

demnach 27 ist.

Satz F.34 Firz € R, 0 < x < 27 ist die Lange des Einheitskreis-Bogens zwischen
1 und e gerade z, d.h. = ist der im Bogenmal gemessene Winkel zwischen der
positiv reellen Achse und dem Ortsvektor nach e*.

Beweis: Wir schreiben dem Bogen von 1 nach e ein regelméifiiges Sehnen-Polygon
mit n Teilsehnen ein. Dessen Linge ist dann

:zn: oiEk _ i (k- 1)}_

k=1 k=1

i%(k—l)‘ et — 1

@
ein —

e
:n-‘e n—l‘:m-

’—mn (n — o0)
i

nach Satz F.28.4. O

Vereinbarung F.35 Im Zusammenhang mit den trigonomertrischen Funktionen
sin, cos, etc. messen wir Winkel immer im BogenmaZ, d.h. durch die Linge des von
dem Winkel auf dem Einheitskreis ausgeschnittenen Bogens.

Dann ist aber nach den Regeln der Trigonometrie fiir x € R
e = cosx + isin,
d.h.

cosx = Re(e™),

sinz = Im(e™).
Damit haben wir also

Satz F.36 Fiir alle x € R und — wie wir gleich sehen werden — auch fiir alle x € C
gelten

1. cosx = (e +e7), sinx = - (e — e7'),

2. cos(—z) = cosz, sin(—z) = —sinz,

3. cos’x +sin’z = 1.
Aus der Reihendarstellung der Exponentialfunktion
o N (@) o ()% g (i)
¢ *Z ! *;} 25! *Z < (2h + 1)1
)k Y2+l

2k
_Z i Z 2k:+1

folgt liber die absolute Konvergenz der Exponentialreihe in ganz C und das Majo-
rantenkriterium die folgende Aussage:
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Satz und Definition F.37 Fiir x € R ist

0 (71)kx2k

cosx = ZW,

k=0
> (_1)kx2k+1

sinxzzm

k=0

und beide Reihen sind sogar auf ganz C (absolut) konvergent.

Wir nutzen dies, um durch diese Reihen die Funktionen sin und cos auf ganz C zu
erkliren.

Es gilt dann sogar fiir alle x € C die Darstellung

e = cosw +isin.
Die Formeln Satz F.36 gelten auch im Komplexen.

Wir kénnen damit jetzt sin und cos als auf ganz C definierte Funktionen ansehen.
Insbesondere folgt

Satz F.38 Die Funktionen sin und cos sind auf ganz C und damit erst recht auf
ganz R stetige Funktionen.

Uber die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion erhalten wir damit folgende
Rechenregeln:

Satz F.39 Fiir alle z,y € C gelten
cos(z + y) = coszcosy — sinzsin y,
sin(x + y) = coszsiny + sinx cos y,

Iﬂ/) sin( =¥

sinz —siny = 2 - cos
COST — COSY = —2~sin(”2 ) - 51n(””2y),

1 —cosz = 2-sin’(%),

S v R o=

1+ cosz =2 cos?(%).

Ferner gelten fiir reelle x die Abschitzungen
7. |sinz| < |z| (xz €R),
8.1-% <cosz<1 (z€R),

sowie die Grenzwert-Aussage

9. lim sz —7q,
C3z—0 7

Beweis: Es ist

cos(z + ) + isin(z 4 y) = /@Y = i . W
= (cosz +isinz) - (cosy + isiny),

woraus 1. und 2. folgen.
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Zu 3.
cxty rT—y z—y
T —y ety el — et
2 =2
cos(2)1n(2) ( 5 )( 5 )
_ 1 [ew*u FE) | (o TR) | i(mproziny z(I—;W—;y)}
21
— i [eiz + efiy — W e zx}
29

4. geht analog.
Zu 5.: Teil 1. liefert

cosT = cos(f—i-g) = cos?(

. E)—sin?(g) = cos2(g)+sin2(g)—25in2(g) = 1—25in2(g).

2
Analog erhélt man 6.

Zu 7.: Wegen Satz F.36.3. ist |sinz| < 1, sodaf die Behauptung fiir || > 1 trivia-
lerweise gilt.

Fiir |x| < 1 erhalten wir aus der Reihe

i )k g2k
k:O 2k+ 1)!

wobei rechts eine alternierende Reihe mit betraglich monoton abnehmenden Glie-
dern steht, deren Wert damit hier in (0, 1) liegt.
Zu 8.: Zusammen mit 5. ist

|sinz| = |z -

1
cosz = 1 — 2sin? (2) >1—2(2) _1_5352_

Zu 9.: Dies liest man aus dem Beweis von 7. ab. O

Wir hatten die Zahl 7 erklart als die Hilfte des Umfangs des Einheitskreises. Es hat
damit ein Viertel- Elnheltskrels den Bogen 7, der halbe den Bogen 7, der Dreiviertel-
Einheitskreis den Bogen und der volle Emheltskrels den Umfang 2m. Zusammen
mit Satz F.34 und Verembarung F.35 liefert dies

1 = €9 = cos0+isin0 = 14+4-0
i = e = cosZ+isin = 04i-1
-1 = €7 = cosm+isinm = —1+44-0
—~i = eF = cos¥ 4isin¥ = 0+i-(-1)
1 = €2 = c0527r+zs1n27r = 14i-0

Ferner erkennt man

Satz F.40 Es ist cos0 = 1 und die kleinste positive Nullstelle von cos ist gerade
die Zahl 7.

Dies erlaubt uns beispielsweise tiber die Reihendarstellung Satz und Definition F.37
und das noch zu besprechende NEWTON-Verfahren (Satz F.84) eine Berechnung von
7 auf beliebige Genauigkeit.

Ferner erhilt man mittels Satz F.39,1. etwa

cos(x+%) = cosz-cosy —sinz-siny = —sinz
cos(x +m) = cosz-cosw—sinz-sinm = —cosz,
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d.h. die aus der elementaren Trigonometrie bekannten Regeln, nun aber giiltig fiir
alle x € C.
Nach derselben Methode bekommt man die restlichen Gleichungen des folgenden

Satz F.41 Fiir alle x € C ist

1. cos(z+ %) = —sinz, sin(z+ ) = cos z,
2. cos(x + ) = —cosz, sin(z+m) = —singz,
3. cos(§ —x) = sinz, sin(§ —x) = cos z,
4. cos(x +2km) = cosz, sin(z+2kmw) = sin x,

wobei die letzte Zeile fiir alle k € 7, gilt.

Ferner gilt

Satz F.42 Aufier den bekannten reellen Nullstellen

g + kr fiir cos und k7 fiir sin (k € Z),

haben sin und cos keine weiteren Nullstellen.

Beweis: Sei z = = + iy eine Nullstelle des sin. Dann ist also

1 .
0=sinz = 2—@,(6” —e 7).

Somit ist e* = e =% oder e®* 7Y = ¢~ T¥ und wegen |e?®| = |e | = 1ist also y = 0.
Folglich hat der sin und damit auch der cos nur reelle Nullstellen. Uber Satz F.41,1.
und 2. folgt, daf cosz > 0in —5 < x < 3, folglich auch sinz > 0in 0 <z < 7,
woraus mit Satz F.41 sofort die Behauptung folgt. O

Hiermit bekommen wir insbesondere

Satz F.43 Fiir x € C ist ¢® = 1 genau dann, wenn x = 2k7 mit einem k € Z gilt.

Beweis: Nach der oben aufgestellten Wertetabelle ist €™ = 1 und damit auch
p2kmi _ (ezm')k — 1k =1

Andrerseits ist

. X I —iz I 2/
—_ = — 2 — 2 ) = — 2 —1).
sin 5= o (e e ) 5;¢ (e )
Somit ist €** = 1 genau, wenn sin £ = 0, d.h. mit k € Z dann £ = kr oder x = 2k.

O

Wir erwihnen noch die beiden weiteren hufig benutzten trigonometrischen Funk-
tionen:

Definition F.44 Fiir z € C\ {Z + kr |k € Z} sei

tanz == ol der sog. Tangens,
fiir x € C\ {km |k € Z} sei
t = d . Cot .
ctang = — — er sog. Cotangens

Uber sie gilt
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Satz F.45 FEs ist fiir x € C

1. ctanz = = —tan(z + §),

1
tanx

2. tan(x + 7) = tanx, tan(—x) = —tanuz,
Fiir x € R gelten:

3. tanz ist streng monoton wachsend in —5 < x < 7, ferner gelten

i
tanx — —oo wenn x von rechts gegen — 5 geht,

. m
tanz — 400 wenn x von links gegen + 5 geht.

4. |82 > firx#0in -5 <z < %.

Beweis: 1. und 2. liest man aus der Definition bzw. aus Satz F.41 ab.
Zu 3.:Sei 0 <z <2’ < 7. Dann ist

0 <sinzx <sinaz’ <1, 1>cosz >cosz’ >0,

folglich
sinz  sinz’ ,
0 <tanx = > =tanz'.
COST  COST
Zusammen mit tan(—z) = — tan z folgt die Monotonie.

s

Ferner haben wir sinz — 1 fiir # — 3, cosz — 0 fiir z — F und es ist cosz > 0

fir 0 < 2 < 7. Somit erhdlt man den behaupteten linksseitigen Grenzwert fiir den
Tangens bei 7. Die entsprechende Aussage bei —7 folgt daraus mit 2.

Zu 4.: Diese Abschitzung kann man geometrisch am Einheitskreis beweisen. Sie
ergibt sich aber als vollig triviale Anwendung aus dem Mittelwertsatz der Differen-

tialrechnung (Satz F.65) und sei bis dahin verschoben. O

Auf Teilbereichen existieren zu den trigonometrischen Funktionen Umkehrfunktio-
nen:

Satz und Definition F.46

1. Die Funktion cos ist in [0, 7] streng monoton fallend und bildet dieses Intervall
bijektiv auf [—1,+1] ab. Die Umkehrfunktion

arccos : [—1,+1] — [0, 7]

heifst “Arcus-Cosinus”.

2. Die Funktion sin ist in [—%,+7Z] streng monoton wachsend und bildet dieses

Intervall bijektiv auf [—1,+1] ab. Die Umkehrfunktion

arcsin : [—1,+1] — [_g,+g]

heifst “Arcus-Sinus”.

3. Die Funktion tan ist in [-%,+7] streng monoton wachsend und bildet dieses
Intervall bijektiv auf ganz R ab. Die Umkehrfunktion

arctan : R — (—g, +g)

heift “Arcus-Tangens”.

4. Entsprechendes gilt fiir den Cotangens.
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Wir erwdhnen noch die sog. Hyperbelfunktionen:

Definition F.47

x —I)

1 1
Sinz :=sinhz := 5(6 —e ") = —sin(iz)
i

heit “Hyperbel-Sinus” oder “Sinus hyperbolicus”,
1 _ .
Cosz := coshx := E(ez +e™") = cos(ix)
heit “Hyperbel-Cosinus”oder “Cosinus hyperbolicus”.
Der Name ergibt sich aus der trivial zu verifizierenden Formel
cosh? z —sinh? z = 1,

die besagt, dal sdmtliche Punkte der Form (coshz,sinhz) mit x € R auf einer
Hyperbel liegen.

Wir nutzen die Exponentialfunktion noch zu genaueren Aussagen tiber Wurzeln.

Satz und Definition F.48
1. Zu jedem n € N gibt es in C genau n verschiedene Lisungen der Gleichung
" =1.

Diese Losungen sind die “n-ten Einheitswurzeln”

¢pi=en firk=0,1,....,n— 1.

2. Zu jeder komplexen Zahl a # 0 gibt es genau n verschiedenen Losungen der
Gleichung

z" = a.
Diese Losungen nennt man die “n-ten Wurzeln” aus a. Stellt man a dar als
a=la|- e mitycR,
so sind alle Ldsungen genau
w i =w-& (k=0,1,....,n—1),

wobei
ip
w= v |a| .en

und {/|a| die positive n-te Wurzel aus dem Betrag von a ist. (Vergl. Satz Z.33.)

Beweis: Man rechnet leicht nach, daff die £ bzw. die wj jeweils paarweise ver-
schiedene Losungen der genannten Gleichungen sind. Nach Satz F.43 kommen fiir
die Einheitswurzeln aber auch keine weiteren Werte infrage.

Sind w, w’ zwei Losungen von 2" = a, so ist also w™ = (w')™ = a und damit auch

(%)n = 1. Folglich ist dieser Quotient . eine n-te Einheitswurzel. O
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Differenzierbarkeit

Im folgenden betrachten wir wieder Funktionen f : D — C, wobei entweder D C C
eine offene Menge, typischerweise eine offene Kreisscheibe oder ganz C ist oder
D C R ein offenes oder uneigentliches Intervall.

Definition F.49 Die Funktion f : D — C heift an der Stelle xq € D “differenzier-
bar”, wenn der Grenzwert

existiert. Man nennt f'(xq) die “Ableitung” oder den “Differentialquotienten” von f
an der Stelle xo und schreibt dafiir auch

%f(l'o) oder %f(z) oder %(zo).

T=IQ

f heit auf ganz D differenzierbar, wenn es an jeder Stelle xo € D differenzierbar
ist. Ist dies der Fall, so ist f' : D — C wieder eine Funktion, die “erste Ableitung”
von f.

Ist [’ sogar stetig, so heitt f “stetig differenzierbar”, ist f' sogar differenzierbar, so
heit f “zweimal differenzierbar” und f" = (f')’ die “zweite Ableitung” von f. Man

schreibt auch )

d
f'(x) = e (z) etc.

Entsprechend spricht man von k-mal (stetig) differenzierbaren oder sogar beliebig
oft (stetig) differenzierbaren Funktionen.

C"™(D) bezeichne die Menge der auf D n-mal stetig differenzierbaren Funktionen.

Interpretiert man die unabhingige Variable als die Zeit t, so schreibt man seit
NEWTON dann fiir die Ableitung nach der Zeit

J(to) statt f'(to).

Eine wichtige Charakterisierung der Ableitung gibt der folgende

Satz F.50 f ist in x¢ genau dann differenzierbar, wenn es eine Zahl A gibt, sodaf
in einer Umgebung von x( eine Darstellung

f(@) = flxo) + A+ (x = m0) + R(z, z0)
existiert, wobei das hier auftretende “Restglied” R(z, o) die Limes-Beziehung

tim [B@20l_
z—zo |T — o)

erfiillt. Es ist dann A = f'(x9).

Beweis:
f(x) = f(zo) + A~ (z — x0) + R(x, 70)

ist fiir « # x( dquivalent zu

f@) = flao) _ ,  Rlwwo)

Tr — X SC*Z'O’

woraus man die Aquivalenz der beiden Formulierungen unmittelbar abliest. O
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Aus der Darstellung von Satz F.50 liest man auch ab, daf fiir eine bei xy differen-
zierbare Funktion f auch f(z) — f(z¢) fiir x — xo gilt. Wir haben also

Satz F.51 Ist f (an der Stelle z) differenzierbar, so ist f (an der Stelle x,) auch
stetig.

Die Umkehrung ist falsch, wie man etwa an der Funktion
T R-oR, x|z
bei x¢ := 0 sieht.

Satz F.50 bedeutet, daff in der Nahe der Stelle zy die Funktion f durch die lineare
Funktion

9(x) := f(xo) + A - (z — x0)

besser als von erster Ordnung approximiert wird, wenn man als A die Ableitung an
To nimmmt.

Im Reellen beschreibt g gerade die Tangente an den Graphen von f an der Stelle
2o und A = f'(z¢) deren Steigung.

Ist f auf einem abgeschlossenen Intervall [a,b] C R erklért, so kann der bei der
Definition der Ableitung auftretende Grenzwert fiir ¢ := a oder x( := b bestenfalls
als einseitiger Limes existieren. Wenn er existiert, so spricht man von “rechtsseitiger”
Ableitung am (linken) Randpunkt a bzw. von “linksseitiger” Ableitung am (rechten)
Randpunkt b.

Beispiel F.52 Konstante Funktionen sind iiberall differenzierbar, ihre Ableitung
ist an jeder Stelle = 0.

Beispiel F.53 Die Identitit: f : x — x ist an jeder Stelle differenzierbar und ihre
Ableitung ist konstant mit dem Wert 1.

Beispiel F.54 Fiir jedesn € Nist f : x — z" {iberall differenzierbar mit Ableitung
f(x) =na" L.

Beweis:

_ _ —2 -1
" —axf  (z—wxo) (" + 2" 2xg 4.+ azy t )T el g

= — nxg fiir z — xg.
T — Xo €T — o

O

Beispiel F.55 Die Exponentialfunktion f : x +— e® ist auf ganz C differenzierbar
mit Ableitung (e*)' = e®.
Die Exponentialfunktion ist somit auf ganz C beliebig oft (stetig) differenzierbar.

Beweis:

eT _ e%o e:coJr(xfa:g) — %o 20 <emazg -1
e P—

> — e (z — x0),

r — X r — X r — X

wobei der Grenzwert schon in Satz F.28 bestimmt ist. O
Beispiel F.56 Die Funktionen sin und cos sind auf ganz C differenzierbar mit

Ableitungen
(sinz) =cosz, (cosz)' = —sinz.
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Beweis: Wir nutzen Satz F.39:

sin x — sin xg 2 r+To, . X — X T+ To sin(m’f“)
= cos( 5 ) sin( 5 ) = cos( 5 ) —

Tr — X Tr — X )

und dies konvergiert fiir x — 2 gegen cos zo.
Analog schliefst man fiir den cos. O

Beispiel F.57 Die fiir  # 0 erklirte Funktion f : * — I ist auf ganz C\ {0}
differenzierbar mit Ableitung

(l)/ _ _%, dh. (&) = (=1)z2.

T

Beweis: Fiir 7o # 0 und |z — x| < || ist
1 1 1 1 To—T 1 1
)= = — - —— (x — x0).
Tr — X9 €T Zo Tr — X T - X T - Xy €T

Zum praktischen Umgang mit dem Differenzieren nutzt man sinnvollerweise die
folgenden Regeln iiber das Differenzieren zusammengesetzter Funktionen.

O

Satz F.58 (Summen-, Produktregel) Die folgenden Aussagen beziehen sich glei-
chermafsen auf eine Stelle xy oder den ganzen Definitionsbereich D.

1. Sind f,g : D — C differenzierbar, o, 3 € C, so ist auch a.f + (g differenzierbar
mit Ableitung

(af +B9) = af + B9

2. Sind fy, f1,.--, fn : D — C differenzierbar, «ag,aq,...,a, € C, so ist auch
St o i f; differenzierbar mit Ableitung

n ! n
(Z aifi) = Z i fi.
i=0 i=0
3. Sind f,g: D — C differenzierbar, so auch f - g und es ist
(f-9)=f-9+f4.

Beweis: Zu 1.:

[mﬂw+mmw—mﬂmwwmmﬂ=a(ﬂﬁ—i@@)w(ﬂ9—ﬁﬁﬂ)

Tr — X Tr — X Tr — X9

woraus mit Satz F.12 die Behauptung folgt.
2. bekommt man hieraus mit Induktion.

Zu 3.:

L [(f9)(@) — (f9)(w0)] = ——[f(@)g(x) — f(0)g(x0)

xr — X T — Zo
——[(/(e) ~ Flan)gle) + Fa)(g(z) - glo))]

I o) sn)

Satz F.12 zusammen mit der Stetigkeit von ¢ (Satz F.51) liefert die Behauptung. O
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Zusammen mit Satz F.17 liefert dies insbesondere

Satz F.59 Die auf D n-mal stetig differenzierbaren Funktionen bilden einen Vek-
torraum C™ (D).

Satz F.60 (Kettenregel) Sind g : D — D’ und f : D' — C differenzierbar, so
auch (fog): D — C und fiir xg € D, yo := g(x0) ist

(f 0 9)(x0) = f'(y0) - g' (o).

FEine alternative Schreibweise lautet
(fog)(x)=f'(9(x)) g ().

Beweis: Nach Satz F.50 haben wir wegen der Differenzierbarkeit von f und g
Darstellungen

9(x) = g(xo) + [¢ (w0) + r(x,20)] - (z — z0)

wobei lim r(x,z0) = 0, und ferner

T—x0

f) = flyo) + [f'(yo) + 5(y, 90)] - (¥ — yo)

wobei lim s(y, yo) = 0.
Y—Yo
Dann ist

= [f'(yo) + s(g(x),y0)] - (9(z) — vo)
= [f'(y0) + s(g(2),v0)] - [¢'(x0) + 7(z,20)] - (x — 20)
= f'(y0) - ¢'(x0) - (x — x0)
+ [f'(yo) - (2, x0) + s(g(2), y0) - (¢’ (w0) + r(x,20))] - (x — o)

und hier geht fiir x — x¢ auch g(z) — yo und damit insgesamt [...] — 0. O

Wir wenden dies gleich auf das Differenzieren von Quotienten an:

Satz F.61 (Quotientenregel) Sind f,g: D — C differenzierbar, so ist g iiberall
dort differenzierbar, wo g(x) # 0 ist, und es gilt dort

<[>'f’~gf'g’
g g '

Speziell ist dort fiir die konstante Funktion f(x) =1 dann

1\’ g
G) -5
Beweis: Die zweite Aussage folgt aus der Kettenregel fiir F' o g mit F(y) := i

zusammen mit Beispiel F.57.
Uber die Produktregel folgt dann die erste Aussage. 0

Nun konnen wir unsere Liste differenzierbarer Funktionen um wichtige Beispiele
verlingern. Die Summen- und die Quotientenregel angewendet auf die Potenzen
(Beispiel F.54) liefert
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Beispiel F.62 Polynome sind differenzierbar und es gilt die Formel

!

n n

pd | = iaspd!
E a;T —E Jajz’ .
=0 j=1

Die Ableitung ist also wieder ein Polynom, Polynome sind also beliebig oft differen-
zierbar.

Rationale Funktionen, also Quotienten % von Polynomen, sind an allen Stellen dif-
ferenzierbar, wo der Nenner nicht veschwindet. Es ist

(g)':p’-q—p-q’
q 7

Die Ableitung ist also wieder eine rationale Funktion, deren Nenner dieselben Null-
stellen hat wie die urspriingliche Funktion.

Die Aussage iiber Polynome iibertragt sich auch auf Potenzreihen.

Satz F.63 Die Potenzreihe f(x) := ) ", a;z’ habe den Konvergenzkreis K (0,r)
mit r > 0. Dann ist f fiir jedes x € K(0,r) differenzierbar und fiir solche x ist

o0
= j-aalh
j=1
Die Ableitung ist also selbst eine Potenzreihe, die man aus der urspriinglichen durch

gliedweises Differenzieren erhilt. Beide Reihen haben denselben Konvergenzkreis.

Beweis: Die Gleichheit der Konvergenzkreise beider Reihen folgt aus Satz Z.50,3
und dem Majorantenkriterium. Nach Satz Z.52 gilt fiir xo,x im Konvergenzkreis

die Identitét
x) = Zajacj = Zbk(ﬂﬁ - CEO)ka
§=0 k=0
wobei fiir £k € N
I\ -k
by == Zaj (k)x]o
j=k
ist. Hierbei ist
AN s .
= Zaj (O)x% 0 — Za]—zé = f(xo).
j=0 §=0

Wir haben also

Zajacj = by + b1(z — o) <Zbk T —T) _2> (z — x0)?.

7=0

Wegen by = f(z¢) ist dies eine Darstellung, wie wir sie in Satz F.50 hatten, sodaf§
f an der Stelle z( differenzierbar ist und zwar mit der Ableitung

oo

o) == ()t =3 ™
j=1

j=1

was behauptet war. O
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Der Mittelwertsatz

Fiir diesen Abschnitt beschranken wir uns auf den reellen Fall, d.h. wir untersuchen
nur Funktionen, die ein eventuell uneigentliches reelles Intervall I wieder nach R
abbilden.

Ist z¢ ein innerer Punkt von I und gilt fiir alle x aus einer Umgebung von zq stets
f(z) < f(xo0), so hat f an x( ein “lokales Maximum”, gilt analog stets f(z) > f(xo),
so hat f an x( ein “lokales Minimum”.

Satz F.64 Hat f : I — R an der inneren Stelle z( ein lokales Maximum oder
Minimum und ist f dort differenzierbar, so ist f'(xo) = 0.

Beweis: In einer Umgebung eines Maximums haben wir f(z) < f(z¢) und somit

fiir v < g : F@) = f(@o) >0,
r — X9

fiir 7 > 2 : MSO.
T — X0

Fiir  — x¢ werden beide Quotienten zur Ableitung f’(z¢), die somit nur = 0 sein
kann.

Ein Minimum von f ist ein Maximum von —f, womit auch die zweite Aussage
bewiesen ist. O

Satz F.65 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
Die Funktion f : [a,b] — R sei auf dem abgeschlossenen Intervall stetig, im Inneren
differenzierbar. Dann gibt es mindestens eine Stelle £ € (a,b), sodaf

f(b) = f(a)

Y e,

Beweis: Wir betrachten zunéchst den Spezialfall, daft f(b) = f(a) ist. Fiir diese
Situation trégt der Mittelwertsatz den Namen Satz von ROLLE. Da f auf [a, b]
stetig ist, nimmt es nach dem Satz vom Maximum F.20 an einer Stelle ¢ € [a, b]
sein Maximum an. Ist £ ein innerer Punkt, so ist f'(£) = 0 und wir haben

f(b) = f(a)

0:
b—a

= f'(&)

Ist ¢ dagegen ein Randpunkt, so hat f an beiden Ridndern denselben maximalen
Wert und damit im Inneren ein Minimum, fiir das wir dann wie eben schliefsen.

Den allgemeine Fall fiihren wir hierauf zuriick. Betrachte

o) = 1(0) - (1) + T o - ).

Dann ist

und ¢/(€) = 0 bedeutet f'(¢) = L=, -

Der Mittelwertsatz ist ein haufig eingesetztes Hilfsmittel, dessen Bedeutung sich
erst allmédhlich zeigen wird. Wenden wir ihn gleich an:

Satz F.66 Es sei f: I — R differenzierbar.
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1. Ist [a,b] C I und |f'(z)| < C auf ganz [a,b], so ist fiir alle x,xq € [a, b]
[f(2) = f(xo)| < C - & — .
2. Ist f'(x) = 0 auf ganz I, so ist f konstant auf I.

Beweis: 1. Mit einem ¢ zwischen x und xg kénnen wir mit dem Mittelwertsatz
abschétzen

|f(x) = flzo)| = [f'(€) - (x — )| < C |z — o).
2. Benutze 1. mit C' = 0. O

Satz F.67 Es sei f: I — R differenzierbar. Dann gelten
1. f ist genau dann monoton wachsend, wenn f'(x) > 0 fiir alle x € I.
2. Ist f'(x) > 0 fiir alle x € I, so ist f streng monoton wachsend.

Analoges gilt mit dem anderen Vorzeichen fiir fallende Funktionen. Die zweite Aus-
sage laft sich nicht umkehren.

Beweis: Etwa f(x) = 2° ist streng monoton wachsend, aber f’(0) = 0.

Sei [z1,22] C I. Dann sind dafiir die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes erfiillt,
d.h. es gibt ein € € (z1,22) mit f/(§) = {22l

Ist also f'(xz) stets > 0 bzw. stets > 0, so ist dann stets f(z2) > f(x1) bzw.
f(z2) > f(x1) fiir 2 > 21. Dann ist also f (streng) monoton wachsend.

Die Umkehrung von 1. folgt aus der Grenzwert-Definition der Ableitung. O

Satz F.68 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz) Sind f,g auf [a,b] stetig, im
Inneren differenzierbar und ist g’'(z) # 0 auf (a,b), so gibt es eine Stelle ¢ € (a,b),
fiir die

fb) = fla) _ f'(S)

g(b) —gla)  g'(&)

Beweis: Nach dem Mittelwertsatz folgt, da ¢'(x) stets # 0 ist, dak g(b) # g(a),
sodafs der Quotient definiert ist. Wir setzen

N () R (C PN
Hier ist ) — f(a)
hO) = hia) =0, B(@) = () = SO @)
und der Mittelwertsatz (es reicht schon der Satz von ROLLE) liefert die Behauptung,.

O

Aus diesem Satz erhalten wir eine wichtige Regel zum Bestimmen von Grenzwerten.

Satz F.69 (Regel von DE L’HOSPITAL)

1. Sind f, g differenzierbar in (a,b) und ist

lim f(z) = lim+g(3:) =0, aber ¢'(x) # 0 in der Néhe von a,

r—a+

S0 ist

@) 1)

r—a+ g(gg) o ELI(II{F g’(gg)

)

falls der rechtsstehende Grenzwert existiert.
Analoges gilt fiir linksseitige bzw. beidseitige Grenzwerte.
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2. Dies kann bei Vorliegen entsprechender Situationen iteriert werden.
Sind f, g in (a,b) k-mal differenzierbar und ist

li = 1i () =....= li E=D(z) =0
N 11?11+f(:1:) . 1I£1+f (z) N II£1+f (xz) =0,
lim = lim ¢'(z) = ... = lim ¢* V(z)=0
Jim g() = lim g'(z) Jim g™ (z) =0,

aber fiir alle j stets g\)(x) # 0 in der Nihe von a, so ist

1@ 1)
smat g(z) oot g0 (z)

)

falls der rechtsstehende Grenzwert existiert.
Beweis:
Zu 1.: Wir setzen f(a) := lim+f(x) = 0, und entsprechend g(a) := lim+g(as) = 0.
Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz ist dann fiir « nahe bei a

fl@) _ fl@)—fla) _ (9
g(x)  glx)—gla) ¢'(&)°

Fiir x — a+ geht wegen a < £ < x auch £ — a+ und nach Voraussetzung existiert
f(z) f(=)

lim £, somit auch lim und beide sind gleich.
mﬁa+g (I) r—a+ g(l)
2. bekommt man iiber wiederholte Anwendung von 1. O
Beispiele F.70
1. )
. sSinz . CoSx
lim = lim =1
z—0 I z—0 1
2.
. l—cosz . sinz 1
lim ——— = lim = —.
z—0 T z—0 2x 2
3.
r _ ,—x x —x 2
imE ¢ _im &t 2
z—0 sinx z—0 COSXx 1

Als Anwendung von Satz F.67 zeigen wir den folgenden Satz iiber die Differenzier-
barkeit der Umkehrfunktion.

Satz F.71 Die Funktion f : I — R sei auf dem Intervall I differenzierbar und die
Ableitung f' sei entweder stets > 0 oder stets < 0. Dann ist J := f(I) ein Intervall,
f : I — J bijektiv und die Umkehrfunktion f~! differenzierbar in .J.

Fiir deren Ableitung gilt

wobei y € J und y = f(x) bzw. dquivalent x = f~1(y) ist.

Man beachte, daft es fiir die Aussage des Satzes nicht reicht, dafl f differenzierbar
ist und f~! existiert. Etwa f(z) = 2% ist ein Gegenbeispiel.

Beweis: Wir kénnen davon ausgehen, daf stets f'(x) > 0ist, also f streng monoton
wichst. Wegen der Stetigkeit von f ist dann nach Satz F.23 auch J := f(I) ein
Intervall und wegen Satz F.25 existiert f~!:.J — I und ist nach Satz F.26 stetig.
Es bleibt also die Differenzierbarkeit von f~! zu zeigen.
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Wir betrachten zu yo € J eine Folge (y,,) in J, fiir die stets y,, # yo ist und y,, — yo
konvergiert. Dazu seien x, := f~1(y,), 2o := f~'(yo) die Urbilder. Dafiir ist dann
auch stets z, # 2o und wegen der Stetigkeit von f~! gilt sogar =, — xo. Dann
kénnen wir aber, wie folgt, rechnen:

S Nyn) = M) ma— a0 1

Yn — Yo F(@n) — f(zo) L@ —FG@a)"

Tn—T0

Der Nenner rechts konvergiert gegen f'(xo) und dies ist nach Voraussetzung # 0.
Folglich konvergiert auch der Quotient links und zwar gegen m, wie behauptet.
]

Beispiel F.72 Fiir f(x) = e® ist f'(x) = e® > 0 und f~'(y) = Iny fiir y > 0.
Also ist Iny differenzierbar und (Iny)' = & = o5 =
Dies liefert dann weiter:

Fiira > 0, z € R ist

(az)/ _ (exlna)’ :lna.am,

1
(log, y)' = =

Fiir x > 0 und beliebige b € R ist
(.’L'b)/ — (eblnz)/ _ eblnm(blnx)/ — ba:b_l.
Eine weitere Anwendung des (verallgemeinerten) Mittelwertsatzes ist der

Satz F.73 (Satz von TAYLOR) Es sei I C R ein Intervall. Jede Funktion f €

C"1(I) besitzt fiir beliebige Stellen o € I eine Darstellung

(x — x0)™
n!

(x — x0)

f(x) = f(zo)+ f'(20)(x —x0) + f(20) o1 +---+f(n)(300) + Ry (x)

mit einem “Restglied” der Form

n+1
— p(n+1) ((E — 330)
R(a) = F0 ()
wobei ¢ zwischen xy und z liegt.
Man nennt den Anteil

pu(@) = f(z0) + ... + f<n>($0)(x—n#)"

das “TAYLOR-Polynom” der Ordnung n zu f an der Stelle xg.

Der Beweis ist lediglich eine geschickte Anwendung des verallgemeinerten Mittel-
wertsatzes.
Wihle x und betrachte fiir ¢t € I die Funktion

(z —1)?
21

(z— 1)
n!

— =M@

F(t) = f(z) = ft) = f'(O)(x =) = f"(t)
B (x — )"+t

=T
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Wir bestimmen die Ableitungen nach ¢ fiir k£ > 1:

o — )k o — 1)k o k-1
% (f(k)(t)%) _ f(k+1)(t)(Tt) +f<k>(t)u(_1)

x —t)k

_ f(k+1)(t)( = (z — t)h1

— F® (1) T

Summiert man iiber die relevanten k, so fallt fast alles weg und man bekommt

d (x —t)"

el — _ f(n+1)

SR() =~ ()
Ferner ist

d  (z=t)

%G(t) = T

Setzen wir nun ¢ = ¢, so folgt nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz

F(z) — F(zo) _ F'(§)

_ _ (n+1)
G Gl e ©)

Andrerseits ist F'(z) = G(x) = 0, also
F(z0) = f" V()G (xo),

was unmittelbar die Behauptung liefert. O
Mit dem Satz von TAYLOR lassen sich insbesondere Extrema charakterisieren:

Satz F.74 Es sei f € C"T(I) und x¢ € I ein innerer Punkt. Ist dann

f(@o) = f'(wo) = ... = f™(zo) =0, f (o) #0,

so hat f an der Stelle x ein
— Maximum, wenn n ungerade ist und f"+1)(z) < 0,
— Minimum, wenn n ungerade ist und f"™+V) (o) > 0.
Ist n gerade, so hat f in jeder Umgebung von xy sowohl Werte > f(xq) als auch

Werte < f(x0), also weder Maximum noch Minimum.

Beweis: Nach dem Satz von TAYLOR ist in einer Umgebung von zy unter den
gemachten Vorausetzungen

1

o O —wo)™

f(x) = f(z0) +

Da f(**1) stetig und in xo verschieden von 0 ist, konnen wir die Umgebung so klein
machen, daf darauf f("+1)(¢) stets # 0 und damit stets > 0 oder stets < 0 ist.

Fiir ungerade n ist fiir © # zo der Term (z — x9)"*! > 0. Damit kann man die
Aussagen tiber Maximum und Minimum direkt aus der obigen Darstellung ablesen.
Fiir gerade n wechselt dagegen der Term (x —x¢)"*! beim Durchgang durch x, sein
Vorzeichen, woraus die zweite Behauptung folgt. O

Ferner konnen wir mit dem Satz von TAYLOR die Briicke zur Potenzreihendarstel-
lung schlagen:
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Satz F.75 Es sei f auf I beliebig oft differenzierbar, xo € I ein innerer Punkt und
mit einem § > 0 gelte

max{|f(n)($)|6_n ;o — o] < 5} —0 (n— o0).

n!’

Dann ist die sogenannte TAYLOR-Reihe
— 1 . k
Z Ef (zo)(z — o)
k=0 """
fiir |x — xo| < ¢ konvergent und stellt dort die Funktion f dar, d.h. dort ist

£l = 32 2 f Do) — o)

k=0

Bemerkung F.76 Wegen Satz Z.50 konvergiert dann die TAYLOR-Reihe sogar in
einer ganzen Kreisscheibe um x in der komplexen Ebene C absolut und gleichméKkig.

Beweis: Die n-te Partialsumme der TAYLOR-Reihe ist ja gerade das TAYLOR-
Polynom n-ter Ordnung

pu(e) = 32 2 P o) @ — o)
k=0
und dafiir gilt ja
f(x) = pn(z) + Rn(x)
mit

1
(n+1)!

Ry (x) = FOE) (@ = wo)"

wobei |§ — xo| < |z — xo|. Fiir |x — x| < ¢ ist dann nach Voraussetzung

5n+1
(n+1)

Ro(2)] < max{|f<"+1><x>| o — ol < 6} 0 (n— o),

was die Konvergenz zeigt. O

Aus Satz F.63 erhalt man sofort

Satz F.77 Fiir die durch eine in einer Umgebung von xo konvergente Potenzreihe
fla) = Z an(x — xo)"
n=0

dargestellte Funktion f ist fiir jedes n € N
f(")(:no) =n!a,.
Damit ist jede Potenzreihe ihre eigene TAYLOR-Reihe.

Man beachte jedoch folgende
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Warnung Es gibt Funktionen f, deren TAYLOR-Reihe konvergiert, aber (fast) nir-
gends gegen den Wert der Funkion f.
Die Voraussetzungen in Satz F.75 sind also ernst zu nehmen.

Ein Beispiel ist etwa die auf ganz R durch

o ¢T3 x#0
o= {07 7

erkldrte Funktion. Sie ist {iberall beliebig oft differenzierbar und bei x = 0 haben alle
Ableitungen den Wert £ (0) = 0. Somit stellt die TAYLOR-Reihe die Nullfunktion
dar und nicht unsere Funktion f.

Die in Satz F.77 enthaltene Eindeutigkeitsaussage gilt noch wesentlich allgemeiner:

Identititssatz F.78 Es seien

)= S an(e — o) und g(z) = 3 bele — w0)"
k

k

zwei Potenzreihen, die beide im Kreis K (xo,r) konvergieren. In K(xq,r) gebe es
eine gegen xo konvergente Folge (), wobei stets x, # xo sei, auf der fiir alle n

f(zn) = g(x,) gelte.
Dann stimmen beide Potenzreihen tiberein, d.h. fiir alle k ist a; = by und insbeson-
dere auch f(x) = g(x) auf dem ganzen Konvergenzkreis.

Beweis: Die Differenz h(x) := f(z) — g(x) wird auf K (z¢,r) dargestellt durch
ch T — :1:0 , wobei ¢ := ap — by.
k=0

Nach Voraussetzung ist h(z,) = 0 fiir alle n = 1,2, ... und da Potenzreihen stetige
Funktionen darstellen, ist dann auch

h(xo) =0, also ¢o =0.

Wir haben somit genauer

o0

Z cx(z — z0)* = (z — o) ch+1(x —x0)* = (z — x0)h(z),
k=1 k=0

wobei wir
o

E crr1( 35*1‘0

gesetzt haben.
Nach Voraussetzung gilt fiir alle (Folgen-)Punkte x,,, daf

0= h(zy) = (T — zo)h1(zn)

ist, und da stets x,, # x¢ ist, mufs dann auch immer h;(z,) = 0 sein. Wie eben folgt
daraus, daff der Absolutkoeffizient der h; darstellenden Potenzreihe verschwindet,
d.h. dafl ¢; = 0 ist.

Diese Schlufsweise kann man nun immer wieder anwenden und bekommt so, dafl
alle Koeffizienten ¢, = 0 sein miissen, d.h. jeweils entsprechende Koeffizienten von
f und g iibereinstimmen. O
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Beispiel F.79 (Logarithmus-Reihe) Die Funktion f(x) :=In(1+ z) ist fiir x €
R,z > —1 beliebig oft differenzierbar. Sie wird in —1 < x < +1 durch ihre TAYLOR-
Reihe dargestellt:
. 1
In(1+2) =Y (-1)"'=a".

n
n=1

Beweis: Nach Beispiel F.72 und der Kettenregel folgt induktiv:
f besitzt fiir x € R,z > —1 fiir jedes n € N die n-te Ableitung und es ist

1
M) — (—1)" - 1) ———.
£ = () - D
Folglich hat nach Satz F.75 die TAYLOR-Reihe um z, = 0 die angegebene Form.
Die fiir die Konvergenz mafgebliche Abschatzung lautet hier
o 1 m 1 4"
M) —==n-1)———< =
@I = -V e S na o
woraus man wenigstens fiir [z| < § := 1 die Konvergenz gegen f(z) bekommt.
Tatsachlich konvergiert die Reihe fiir || < 1 und stellt dort auch die Funktion dar.
O

In Satz und Definition F.46 hatten wir die Funktion
™ ™
tan : R -+
arctan : R — ( 50T 2)
als Umkehrfunktion des Tangens definiert. Sie besitzt eine sie darstellende TAYLOR-
Reihe.

Beispiel F.80 (Arcustangens-Reihe) Die Funktion f(x) := arctanxz wird fiir
|z| <1 durch ihre TAYLOR-Reihe dargestellt:

o0

1
arctan x = z:(—l)k—gc%+1 (Jz| < 1).
P 2k+1

Dier Reihe konvergiert auch noch fiir x = +1 und stellt auch dort die Funktion dar.

sin x

Beweis: Esist tanz = 2027,

somit die Ableitung

(tan )’ cos x cos ¢ — sin x(— sin x)
x) =

cos? x
cos? z + sin? )
_ S TESNT 4 (tana)? 0.
cos2 x

Also ist nach Satz F.71 auch die Umkehrfunktion arctan iiberall differenzierbar und
1
(arctanz) = Tia2

woraus man mittels der Quotientenregel schliefst, daf arctan beliebig oft differen-
zierbar ist. Das Berechnen der Ableitungen ist allerdings sehr miihsam. Aus den
ersten paar Ableitungen kann man vermuten, dafl wir bei zy = 0 folgende Werte
fiir die Ableitungen bekommen:

FER©0) =0, fEFV(0) = (~1)*(2k)! (kEN).

Dies wiirde zu folgender TAYLOR-Reihe fiihren:

- 1
(_1)k $2k+1-

Pt 2k+1
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Diese Reihe stellt nun tatsédchlich die Funktion dar, was man fiir reelle = wie folgt
sehen kann: Fiir

n—1 1

R, (z) := arctanz — Z(fl)km:ﬁ’“rl
k=0
ist
1 n—1
R, (2) NI
n 2
1+ P
—_ L o nil(ilj)k
2
1+ P
B 1 1— (_an)n _ (—.%‘2)”
T 1422 1+22 1422

Wenden wir den verallgemeinerten Mittelwertsatz (Satz F.68) an auf

— - ; 2n+1
F(@) i= Ralo), g(a@) i= 5=ga®™ L,
so folgt
Rale) = Ra(0) _ RO02) _ (<02 1 _ (Ut
g(x) —g(0)  ¢'(0z) 1+ (02)2 (Ax)>» 1+ (0x)?’ ’
sodafs wegen R, (0) = g(0) =0
D" 1 s
R,(z) = "
@) = T e an 41
ist. Somit ist fiir reelle x mit || <1
<
was die Konvergenz zeigt. O
Es ist .o
™ i Sll’lz
tan(4) ~cosT
somit

il tan 1
— = arctan
1

und wir haben damit eine erste Darstellung fiir .

Satz F.81 Es ist

T o~ 1 1 1 1
L _ —1)* =1—-—4+=-—=4 ... .
4 kZ:O( )2k+1 3757

Diese Reihe ist allerdings sehr schlecht konvergent.

Beispiel F.82 (Binomial-Reihe) Fiir « € R und k € N sei

()=t ()= 2= w0
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Dann ist fiir z € R, || < 1
=3 ()"
k=0
Diese Reihe heifit die “Binomialreihe”.

Beweis: Esist f,(z) := (1+x)* = e*™(1+2) Damit ist f beliebig oft differenzierbar
fiir z > —1 und es ist
N’

F (@) =ale—1)(a —n+1)fan(z) = <Z> nl(1+z)*™.

fa(x) = afq—1(x) und damit induktiv

Fiir z = 0 ist also £ (0) = (¢)n!, was sofort zu obiger TAYLOR-Reihe fiihrt.

Fiir den Konvergenznachweis beschriinken wir uns auf den Bereich |z| < 1. Dafiir
ist mit 6 := § und |z| < 0 abzuschiitzen

e | o702 )]

n! n

1

Fiir grofe n ist |Q_T"+1| < % und mit einer geeigneten Konstanten C' also bei § := 3

4 n 1\" 9 n
<CO-(= 3 —C.|Z .
mee(3) (1) = (5) 0

Zur numerischen Lésung von Gleichungen

Ein haufig auftretendes Problem ist die Bestimmung einer Nullstelle einer stetigen
Funktion ¢ : R D I — R, d.h die Bestimmung einer Stelle ¢, fiir die g(§) = 0
ist, was meist nur mit numerischen Methoden mdoglich ist. Solche Probleme lassen
sich auf viele Weise als ein sogenanntes “Fixpunktproblem” schreiben, d.h. in eine
Gleichung der Gestalt f(x) = x umformulieren und dies kann man unter geeigneten
Voraussetzungen an f durch das folgende Iterationsverfahren 16sen:

Aus einem Niherungswert xo berechnet man sukzessive neue Werte durch die simple
Vorschrift

Tny1 = flzn) (n=0,1,...).

Ist diese Folge definiert und konvergiert sie gegen einen Wert &, so ist dann fiir ein
stetiges f

{= lim @,y = lim f(z,) = f(£),

d.h. ¢ der gesuchte Fixpunkt.

Eine hiufig anwendbare Form dieser Idee enthilt der folgende Satz, der ein Spezial-
fall des in einem sehr allgemeinen Rahmen geltenden Fixpunktsatzes von BANACH
ist.

Satz F.83 Es sei I C R ein abgeschlossenes Intervall und f : I — R sei differen-
zierbar und f(I) C I. Ferner gebe es eine Zahl g < 1, mit der |f'(x)| < q fiir alle
x € I. Dann gelten fiir jedes xy € I

1. Die durch x,41 := f(zn,) (n = 0,1,...) erklidrte Folge ist wohldefiniert und
konvergiert gegen die eindeutig bestimmte Losung & von f(x) =z in I.
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2. Es gilt die Fehlerabschitzung

mn

€ —2n] <

| — p—1] < |x1 — ol

=1y

Beweis: Da f das Intervall wieder in sich selbst abbildet, ist die Folge jedenfalls
wohldefiniert. Ferner liefert der Mittelwertsatz |f(z) — f(y)| < g|lz — y| fiir alle
x,y € I. Damit kann es hochstens eine Losung der Gleichung f(x) = = geben; denn
sind 2’ und z” beides solche Losungen, man sagt “Fixpunkte”, so bekommen wir

o = 2| = 1) = f@")] < gla’ — "],

was wegen ¢ < 1 nur fiir 2’ = 2’/ moglich ist.
Ferner haben wir aus derselben Ungleichung die Abschétzung

[Tt — 20| = [f(2n) = f(@n-1)] < qlon — 2n-1],

woraus durch Induktion sofort fiir alle n € N

|1'n+1 - -Tn| S qn|$1 — X0 (*)
folgt. Nun ist
n
Tp41 = To + Z(l'k-i-l — ) (%)
k=0

und die letzte Ungleichung besagt gerade, daf nach dem Majoranten-Kriterium die
Reihe 377 o (zk+1 — xk), also unsere Folge der (z,,) konvergiert. Der Grenzwert &
liegt dann ebenfalls in dem abgeschlossenen Intervall I und ist damit der einzig
mogliche Fixpunkt unserer Funktion.

Die Fehlerabschitzung ist nichts anderes als die Anwendung von () auf (xx). O

Eine der wichtigsten Anwendungen dieses Satzes ist das NEWTON-Verfahren, das
wir nun kennenlernen werden.

Zur Bestimmung einer Nullstelle von g, also einer Losung von g(x) = 0 behandelt
man das Fixpunktproblem

x = f(z) fiir die Funktion f(z):=x — 9(z) .

Motiviert wird dies dadurch, daff man mit einer Naherung x,, fiir die Nullstelle die
Funktion g durch die lineare Funktion ¢(x) := g(z,) + ¢'(x,)(x — x,,), das ist die
Tangente an den Graphen im Punkt (z,,g¢(z,)), ersetzt und deren Nullstelle als
neue Niherung nimmt.
Dafiir gilt der folgende

Satz F.84 (NEWTON-Verfahren) Es sei [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall
und g : [a,b] — R zweimal stetig differenzierbar, dabei sei g(a) < 0, g(b) > 0, und
g'(xz) > 0 auf ganz [a, b]. Dann gelten:

1. g hat in [a,b] genau eine Nullstelle £, und die durch

9(wn)
g'(zn)

T+l = Tp —

erklirte Folge ist wohldefiniert und konvergiert gegen £, sofern der Startwert
xo nahe genug bei £ gewihlt wurde.
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2. Ist iiberdies ¢g"”(x) > 0 auf ganz [a,b], so konvergiert diese Folge fiir jedes
xg € [a,b] mit g(xo) > 0 monoton fallend gegen &.

3. Die Konvergenz ist quadratisch, d.h. mit einer Konstanten L ist
|-Tn+1 - gl < L|xn - £|2

Beweis: Zu 1.: Unter den gemachten Voraussetzungen ist die Funktion g auf [a, b]
stetig, streng monoton mit unterschiedlichen Vorzeichen am Rand und hat somit
genau eine Nullstelle ¢ € [a, b]. Ferner ist die Funktion

auf ganz [a,b] definiert, dort stetig differenzierbar und besitzt dort den einzigen
Fixpunkt £, eben die Nullstelle von g. Es ist
9(@)g" () _ g(x)g" ()

g'(x)? T @)
auf [a,b] stetig und iiberdies sogar f/'(¢) = 0. Somit gibt es ein Intervall I5 :=
<

[€ — 6,6+ 6] C [a,b], auf dem |f’(z)| < L ist. Dann ist dort insbesondere

F@)— € = 1£@) ~ FQ)] < 5le— €],

sodaft das Intervall Is von f in sich abgebildet wird. Also kénnen wir Satz F.83
anwenden, der die Behauptung 1. liefert.

Zu 2.: Nach Voraussetzung ist sogar m[inb]g’ (x) =: C > 0, ferner g(z) > 0 fir
xE|a,
x > €. Also ist fiir solche z dann gg,((?) > 0 und damit
flx)=2— gl(z) <z firz>¢
g'(z)

Andrerseits ist nach TAYLOR

0=9(6) = 9(x) + ¢/ ()€ ~ ) + 34" (O ~ 2",

woraus sofort

(z = 8g'(x) —g(x) 14"(6)
9'(x) 2g'(x)

folgt. Nach unseren Voraussetzungen ist fiir x # £ hier die rechte Seite stets positiv,

sodaf} also

(€~ 2)?

flx) > & firx # &

Beginnen wir also die Iteration mit einer Stelle x¢ fiir die g(xo) > 0 ist, so ist dann
x > £ und damit die Iterationsfolge definiert, monoton abnehmend und nach unten
durch £ beschriankt. Damit ist sie konvergent und wie oben kann der Grenzwert als
Fixpunkt von f nur £ sein. Dies zeigt 2.

Zu 3.: Ist |¢"(x)| < K auf [a, b], so liefert obige Darstellung fiir f die Abschétzung

g"(9)
g ()

was behauptet war. O

1K
< |§7I|2,

(€ —=)? o¥el

1) -dl =3
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Nutzen wir dies zur Berechnung von {/a.

Beispiel F.85 Fiira € R,> 0 und r € N sei
g(z) := 2" — a, mit £ := {/a als einziger positiver Nullstelle.
Dafiir lautet dann das NEWTON- Verfahren

T xr —a 1 a
Tnt1 = Tn — 9(zx) = Tn — nrfl :_((T—l)xn—|— Tl)-

g'(zn) rah r x

Speziell fiir die Quadratwurzel ergeben diese Formeln die Iterationsvorschrift

22 —a 1 a
Tptl = Ty — o :5 Tp+— |.
n n

Die entstehende Folge konvergiert fiir beliebige Startwerte xo > 0 quadratisch gegen
die gesuchte positive Wurzel.



F-36 F  FUNKTIONEN



