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q�r*s"r2tvuNw�xoyPxPz|{e}v~��X�����L���3�(���:�4�������3�:�
D

�����2�`�:�.�]�����?�:�(�n�v���N�n�����3���m���h�7�(�������l�4�
� �h� F (D). �7� � D

����� � �n�����. ��:�4�h¡P�N�]�l� D = [a, b]
¡ � � � �7�(�������3���¢�l�4�e�n�:��� F [a, b] � �p�(�M�

F ([a, b]),
�m�7�a£

¤����S�����2�`�:�������3�:�
F (D) ¥l¦ �����3�h�§�m�����L¨'�:�.�7�

f + g : x 7→ f(x) + g(x) ©`ª ¨'¨-�h�h�§�m�« N�N�U�0�-�(�n�v���N�����0¬
λf : x 7→ λf(x), � �h� λ ∈ R

�(¨2���
λ ∈ C © �­�:�h�h� ¦ �4���:�3�v���N� � �p��®o�m�(�p¬

f · g : x 7→ f(x) · g(x) © �­�:�h�h� ¦ �4���:�3�v���N�« m�N���?�:�(�n�v���N�n���0¬
�P¯(�51(�4���.��GM�+�.$U�I�.��13�.$±°5A����� m�+��,-$'��$U6��.��GM�T<² :$�@����`!�#*�513����³l��)*�+,"�+�� :&'<R�]i�C3��,-<B�e$' -!�#?/
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F (D)
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D
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º !�#(@�����»-@��`!�#�)m :$'$�<² :$Ud.&'G+ -<B<��.$(A' "G+G+��$'1(�S�'&($()*�+��,-$(�.$U#(�4$*����������$' :$'1(���T :&IG7;�¯(#'�+�.$0¼
q�r*s"r2tvuNw�xoyPxPz|{e}�½O®P�B�-�E���0�?�:�(�n�v���N�����

f : D → D′ �-�o¨ g : D′ → D′′ �����*�§�m�����L�l�4�¨-��� ©`¾ � � ¦ � � �h�h�§�m�0¬��(¨2���e¨2� �S©§¿ �����]���������I�m�0¨2�����3� � �]À:�(�����?¬�¨'�:�.�7�
g ◦ f : D → D′′ ¨'�:�.�7� x 7→ g(f(x)).

q�r*s"r2tvuNw�xoyPxPz|{e}4ÁZ¤��4�l�n���(���������������0�:�(�n�h�§�m�
f ∈ F (D) © �3� � �7�(���m�(�n�+¬v¡3�E���(�%� � ���4���

¾ �N� � �p�:���]� C
�"���3�M¡ � �(¨*�:ÂK�*�4�p�

∀x∈D |f(x)| < C.

�7� � f
�3� � �7�(���:�(�n�7¡ � �R��¸3� � �v�����a���NÃ0���o�-�:�

|f |∞ :=
G+&(A {|f(x)| �]À:� x ∈ D.}

���:�������(�n�c¨-��� � ¨-��� ©§Ä � ¦ ��� � � �²ÅhÆ �m� � ¬T m�N� f
£

_S m;�¯(�Tb"�4@4�
´?µ3¶ s�{e}§Ç��5���5Èn����� � ���3�3� B(D) ⊂ F (D)

�m���§���H�(�:�
D
�3� � �7�(���:�(�n�����R�0�-�(�n�v���N�������m���v¨3�N�����������É?�n�����. m���n���m�+���3� �  N�m�

F (D),
�(�:�e¨2� � ¨'�:�.�7� |.|∞

������� Æ �N� �ËÊ � � Ä �4�(�n�� m�N��J��Ì(�(�p�v���N�¢¹c£ Í"Î%�-�o¨ Ä �3�h�U¹8£ÏÍ*Ð�Ñ5���+�2�§�m�a��� � ��£
q�r"ÒRr*thÓ-¼ º ��$'1

f
&($'1

g
�4$

B(D)
G+,Ô#' -�I�.$�6�����;�¯'� f �a13� º �+�.@4@�� x ∈ D f �a13��$3;v -@4@`G

|f(x)| ≤ |f |∞, |g(x)| ≤ |g|∞
&'$'1K1( -<B�Õ�H$' -!�#R13���H_X�������.!�)3G+&($(b"@4�.��!�#2&($(bc;�¯'�H1(��$RÖ8���+�� :b

g-,"$�×o :#(@���$U :&'!�#
|(f + g)(x)| = |f(x) + g(x)| ≤ |f(x)| + |g(x)| ≤ |f |∞ + |g|∞.

Ø��4��d.6��.�*�'&($()*�+��,-$(�.$��`G7�H :@`GM,T -&'!�#K13�.�+�.$ º &(<B<B�9���.G�!�#(��Ù-$()*�.[aiT$' -@4,"bXG+!�#'@4����»-�?<² :$J;�¯(�
³X����@4;v -!�#'�X����$(�.���(&'$()*�+��,-$0/268,-<B�Õ�c1( :$'$�13���X³l��)*��,-���� -&(<B����b-��$IG+!�#' :;§�Eg-,"$

B(D)
b-�.d��.�4b-�

�`G7�a[�_5����Ú5 -!�#26��.��G�13����ÚX,-��<² mC3�4,"<B�	�`GM������$(��G�!�#(Û-$(��ÜX�(&($(bÔ�4<ÞÝT<Bb" -$(b|<B�Õ�	13��<
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�	r��HxPt ¶ t! Ix {e}#"%$'&)((y+*pyPxPzIÓ-,PyPx	. ¶0/21 ���43T�:�(�n�

x
�n����Â'� ©§¿ �3�-�]�:�3� ��¦ �:�'���+¬o���4�n���?�L��� Å�3�

D,
�l���(��� � ���4���8�n�N�4�3� (xn)

���
D
�*�p�(�7¡'¨"�§�9�(���3���

x
�3�N�n N���M�*�§���.�M¡"¨3�������)5c�4���a¨3�����'�2���

�m������ m�N�
x
 N��� � �7�(���a¨2��� � �4�o¨�£

Ö8���313�.$R#(�����l -@�GH_5��F'$(�4�+��,-$IGM���������`!�#(�8�I���+�� -!�#*�+���+��$�Ø���$'b-��$
D
G+�4$I1R13����6XÙ:&(;�&($(b"G+A(&($')"�

�+�J,87��.$2�' :�cb-�.�� "13�e13�4�Jj9&($()*�+�Jg",-$
D
G+��@��'GM��&($'1	d�&'G�Ùm��d�@���!�#U13���:9MYX :$'13A'&($()*�+�<;�[

�	r��HxPt ¶ t! Ix {e}>=?$A@CBmr*xPs:ÒRr�B ¶ r2tvxPrDB%{?yPx�. ¶ tE �x / �5�§�T�0�:�'���h�§�m�
f � �����(�:� D �����*�§�m�a�7¡

x0 � �������4� ¿ �3�-�]�:�3� ��¦ �:�'���c m�N� D. Ê �e���F3T�:�(�n� x0
�:���(�3�7�n�P�m� � �J�(�h�7�n���n�2�]�E���o¨-�4�B�-� ��J��Ì(�(�p�v���N� � �3�������h�7�U�-�B�3���HGN�����0¡��3� f

�(�3�7���3�:�
x0

�����2�`�:�.�H� � �M¡I� � �E�'�§�����:�(���n������� ��� �m�n�+£ Ñ¤���� � �m�3����I
© f

�I�(�l�:��¨3��� Ä �]�����§� x0
¨2���J5c�����(�"�l���.�

w
¬h¡(�3� � �7�'�+���m�3�����m� �

@4��<
D3x→x0

f(x) = w,

�E���(�	�]À:�	K��N¨2�X�3���3���
x0
�3�N�n N���M�(���n���T���m�Õ�(�

(xn) ⊂ D \ {x0}
�"���h�M¡0¨*�:Â

@��4<
n→∞

f(xn) = w.

�7� � �p¦ ���.�§���4� D
����� � �n�����. ��m���h¡ D = [a, b]

�(¨2���B�3�3�7�
= (a, b]

�N�7�N£ ¡ � � �p¦ ���h�7��� � �:�|�]À:�
x0 = a

 m�N�L¨2� � ���N�7��� �+� ���p�v�4�3���L5c�����(�"�l���.�

f(a+) :=
@4��<

x→a,x>a
f(x)

Ê4� �:�	���m�����.� � �v�7�± N�m�����a�7�n� �NM ÑK�m�-�T£(�]À:� x0 = b
 m�N�L¨2� � �4���(� ��� ���h�h�Õ�(����5c�����(�-�E���a�

f(b−) :=
@4��<

x→b,x<b
f(x)

Ê4� �:�	���m�����.� � �v�7�± N�m�����4�'� �4M Ñ
q�r*thÓO,HtvrQPE{e}#R ª �:� D := R

�3�N�h���3�7���]���±�l�4�e¨"�§�S�?�:�(�n�v���N�
h,
¨2��Ì(�'�§���.�c¨'�-���7�

h(x) :=











−1 x < 0

0 x = 0

+1 x > 0

.

Ä ���5�I�3�H�]À:� x0 6= 0 � ���m� � ¨2���J5c�����(�-�E���a� @���<
x→x0

h(x),
¨2�N�3���3����� � �T�3��� x0 = 0

h(0+) = +1, h(0−) = −1,

� �3¨2�mÂ²�m� � �K�(�����e¨2���%@��4<
x→0

h(x)
�(�v�7�n� ��¸3� � �h�§���.��£

ª �-� D = C
�I�(�3���

p(x) := x
�(¨2���S�N�]�l�

q(x) := x2 �m�SK��a¨2��� Ä �]�����§�K���������J5c�����(�"�l���.��£
Ê ¤����h�7�����UTpÑ
_S -G���$Ô13�.�K_5��F'$(�4�+��,-$Ôb-��b"������$(��Ve�+�4�+�.�+��&(< ¯'�I�.�R13����V5,-$2g-�.�+b"��$(dB :@�@����K�',-@�b-��$|)m -$($
<² :$U13&(��!�#�1( -Gc$' "!�#'GM�+��#'��$'13�JÙ�V"&'�4gm :@���$*���SVe���Õ�������4&'<^����GM���+d.��$0¼
´?µ3¶ s�{e}#W%$

ε X δ XAY Bmt ¶ rDBNthy	Z /[1 � � � ��@4��<
x→x0

f(x) = w
�3�����3�±¨*�m�'�o¡��E���(� � � �"�\K��a¨2� �

ε > 0
�����

δ > 0
�"���3�M¡ � �(¨*�:Â

| f(x) − w | < ε
�]À:�X�m���§�

x ∈ D � �p� 0 < |x − x0| < δ.
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q�r"ÒRr*thÓ-¼8D9GTG+���|@���<
n→∞

f(xn) = w
;�¯'� f �.13�J�',-@�b-� (xn)

��$
D \ {x0}

<B�4�
xn → x0 :� Ù:����1( "G

ε
�
δ
��Ve���Õ�������4&'< $(�`!�#*�R���+;�¯(@�@Õ�a/lGM,�b*Ù:�����aG�����$

ε0 > 0,
GM,31( -»�1( :d.&|;�¯(� f �.13�$' :�+¯(��@4�`!�#(�J×n :#(@

n
����$

xn ∈ D
��C2�`GM�+�����+�+�-/*<B�Õ��13�.< 1' :$($%d.68 -�

0 < |xn −x0| < 1
n

 -�I�.�
|f(xn)−w| > ε0

68Ù-�+�"[*_5���eG+,�b-���'�4@`13�����S�',-@�b-�
(xn)

GM�+¯'$'13�J1( :$'$���<^����1(����GMA(��&'!�#%d.&
&($'G+��������iX$($' :#'<��"[
f
���+;�¯(@�@4�± :$�1(��� º �+�.@4@��

x0
1( "G

ε
�
δ
��Ve���Õ�������4&'<	¼9\7G7�

ε > 0
b"��b-�.�I�.$0/�G+,Ô6cÙ:#'@4��1' :d�&

��$*��GMA(���.!�#'��$'1
δ > 0,

GM,31( -» |f(x) − w| < ε0
6��.$($|$2&(�

0 < |x − x0| < δ.
�P¯(�K�.�4$(�

�(,"@4b"�
xn → x0, 6= x0

@�����b-�.$²1( :$($²G�!�#(@��4�.»-@���!�#� :�B����$(��<
n0
 :@�@4�XQS@����.13�.�E�4$²13�.<�Ö8�������`!�#

|x − x0| < δ,
G+,21' :»U :@`GM,�1( -$($| :&'!�# |f(xn) − w| < ε0

��GM�./?68 "GJ13�4�%V5,-$2g"����b-��$'dK13���
Ö8�4@`12;�,"@4b"�Sb"��b"��$

w
����68���`GM�.[

�

iT@`GTV5,-$'G+�-V*&(�.$(de :&'G�13�.<
ε
�
δ
�]Ve���Õ�������4&(< �.�+#' -@Õ����$	6��4�

´?µ3¶ s�{e}h~�� ¿ �(� f
�������4���±¤����a�����3�-�

D
�:�0¨L� � � @4��<

x→x0

f(x) = w > 0, � �	�*�p�3��� � ���4�
δ > 0, � �p�c¨2� �

f(x) >
1

2
· w > 0

�]À-�5�m���§�
w ∈ D � �p� 0 < |x − x0| < δ.

q�r"ÒRr*thÓ-¼8�����T68Ù-#(@���$
ε := 1

2 · w &($'1U1( :d.&
δ > 0

G+,'/(1( -»

|f(x) − w| < ε
;�¯(�X -@4@��

w ∈ D
<B�Õ�

0 < |x − x0| < δ.

�P¯(�TG+,-@`!�#(�
x
��GM�X1( :$'$

f(x) = w + (f(x) − w) ≥ w − |(f(x) − w)| > w − 1

2
· w =

1

2
· w.

�

\7GM�
D
�.�4$«�����.@4@��.Ge$(�`!�#*�+���.G�!�#(��Ù:$()*�+�aGS\]$"������gm :@�@h/? -@�G+,Ub" -$(d

R
,313�.�

D = [a, +∞)
�(d.6J[

(−∞, b],
G+,J@�Ù-»:�9G+��!�#�;��� :b"��$0/:6����XG+��!�#

f(x)
g-�.�+#IÙ:@4�./:68��$($B<² :$

x
b-��b"��$

+∞ �(d.6J[ −∞@` :&3;��.$%@�Ù-»:�a["_5�4�aG9)m :$'$²<B -$%<B�Õ�c13��$��(��G+#(�.�+��b-�.$BÚX,:�� m�+��,-$'��$²$(�`!�#*�813���+�.)*�9�I�aG+!�#'�+�.�4����$0[
�����XGM���+d.��$�;��.GM�
q�r*s"r2tvuNw�xoyPxPz|{e}v~�~J$A@CBmr*xPs:ÒRr�B ¶ r2*���B

x → ±∞ / 5X�����3�U¨*�:�(��� � � @4��<
x→∞

f(x) = w,�E���(��� � �"��K��N¨2� � ε > 0
���4�n�J®o�m�(�

R > 0
�"���3�7¡ � �(¨*�mÂ

|f(x) − w| < ε
�]À:�

x > R.

ª ���m���a� � �m�I� � �m� @��4<
x→−∞

f(x) = w,
�E���'�­� � �-�SK��a¨2� � ε > 0

�������²®o�m�'�
R > 0

�"���3�M¡
� �3¨2�mÂ

|f(x) − w| < ε
�]À:�

x < −R.

ÜT������@���b-�.$ º �4��G+��@��'GM�./(1( -»R;�,"@4b"��$'1(�.Gcb-��@4�.¼
@4��<

x→∞
f(x) = w

�`G7�XÙ�V"&'�4gm :@���$*��d�& @���<
x→0+

f(
1

x
) = w

�(d.6J[
@��4<

x→−∞
f(x) = w

��GM�XÙ8V*&(��gm :@���$*��d�& @��4<
x→0−

f(
1

x
) = w.

×�&(<WÖ8�.GM�+��<�<B�.$�g",-$�QS�+�.$(d�68���+�+�.$�#(�.@Õ;��.$	;�,-@�b-��$I13�JY���b"��@�$0¼
´?µ3¶ s�{e}h~3·��S� � ®0���v�7����� @4��< � �������K�4� K��a¨3����¨2���%�h�N�4�3���o¨2��� �n�N� � ����� ���4�'�����p�v���v�7� �]À:�������� � ¨2��� Ä�� � �2�m�§��@��4<

x→x0

,
@���<

x→∞
,
@4��<

x→−∞
.

1 ¸3� � �h�§��������@��4< f(x)
�:�o¨²@��4<

g(x), � ���3�(�7�
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� £8@4��<
(αf(x) + βg(x)) = α

@4��<
f(x) + β

@��4<
g(x).

� £8@4��<
(f(x) · g(x)) =

@��4<
f(x) · @��4< g(x).Í(£8@4��<

( f(x)
g(x) ) =

� � �
f(x)� � �
g(x) , � �m�h������@���< g(x) 6= 0.

q�r"ÒRr*thÓ-¼8\]$ º  m�+dJ×P[ ���J#I :����$%6������.$*��G+A(�+�a!�#(��$I13�.G9;�¯(�c�(,-@�b-�.$%b-�.d��.�4b-�.[(×�&'G� :<B<B��$²<B�Õ�
º  :�+dJ�8[4�
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f : D → C
�����4ÂI� ©§� ���N�h�Õ���m��¨2��� Ä �]�����§�

x0 ∈ D
¬v¡E�E���(� @��4<

x→x0

f(x) = f(x0),
¨�£ �?£H�E���'�«�:� � ��¨2��� 5c�����(�"�l���.�8�]À:�B¨-��� Ä �]�����§� x0��¸3� � �h�§���.�c�:�0¨ � �p�c¨2� � �0�:�'���h�§�m� � �l���.� f(x0)
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D � ���m�v�4�3�����0�:�(�n�h�§�m�����±�2���N���h�7�(�������l��� � �p� C(D),
� � �I�:�4���a¡n¨*�:Â

D
����� � �n�����a ��m���(� � �M¡ D = [a, b], � �7�'�����p�3���U�l����¨*�m�]À-�E�n�:�+� C[a, b]
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C([a, b]).
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f
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x→x0

f(x) = f(x0)
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Í(£�@���<
n→∞

f(xn) = f(x0)
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(xn) ⊂ D,
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x0
�2�m�� m���+�"�����a�+£

& £
ε Å δ Å ¾ ���p�������p� � I3®H��K��N¨2� � ε > 0

�*�p�3�9� � ����� δ > 0 � �*¡o¨*�:Â

|f(x) − f(x0)| < ε
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x ∈ D � �p� |x − x0| < δ.
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�:�o¨�� � ��� � �]�N�h�Õ���m�«¨2��� Ä �]�����§� x0 ∈ D

�:�o¨�� � ��h���������
f(x0) > 0, � ���*�p�3�9� � ����� δ > 0, � �(¨*�:Â

f(x) >
1

2
· f(x0)
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x ∈ D � �h� |x − x0| < δ.
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α, β
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g
: x 7→ f(x)

g(x)
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j � �p�9���������������(¨2���5�2� � ¦ ����¸I��� ¾ �2���B�������n�]���
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x0,
G+,-<B�4�
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∀θ>0∃δ>0∀x, |x−x0|<δ |f(x) − f(x0)| < θ.
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g
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f(x0)

∀ε>0∃θ>0∀y, |y−f(x0)|<θ |g(y) − g(f(x0))| < ε.
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θ
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x<B�Õ� |x − x0| < δ
d�&($'Ù"!�#'GM� |f(x) − f(x0)| < θ
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y := f(x)
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|g(f(x)) − g(f(x0))| < ε,
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j=0 ajx

j
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K(0, r).
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f(0) = a0
&($'1

f(x) = f(0) +

∞
∑

j=1

ajx
j = f(0) +





∞
∑

j=1

ajx
j−1



x.
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f(x) :=

∞
∑

k=0

bk(x − x0)
k
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f(x) :=

{

1
x2 x 6= 0

0 x = 0
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xn ∈ [a, b]
<B�Õ� |f(xn)| > n.
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f(xnk
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�����¢���m¸3� � � � �:�o¨Ô����� �����(� � � � ¡�¨I£ �?£H�"�
f ∈ C[a, b]

�"���3�9� �TÄ ����������� x∗, x∗ ∈ [a, b] � �3¨2�mÂ

f(x∗) ≤ f(x) ≤ f(x∗)
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x ∈ [a, b]
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x ∈ [a, b]
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f(x) ≤ s.
iT$'1(�+�.��G+���4��G��vG+�4�.#(�

º  :�+d�×P[�� ���Xb-���3�e�.Ged.& f �a13��< n ∈ N
����$

xn ∈ [a, b]
<B�Õ�

s − 1
n

< f(xn) (≤ s).
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xnk

→ x∗,
13�.�+�.$

QS����$(d.6��.�M�l6����.13�.�E�4$
[a, b]

@��4�.b:�a[-iT&'G�13��� º �+�����4b")-�.�Õ�9g",-$
f
;�,"@4b-�91( :$'$

f(xnk
) → f(x∗)&($'1	b"@4�.��!�#(d.���4�+��bBb-��@Õ� f  s − 1

nk
< f(xnk

) ≤ s,
68,-�� :&'G8$(,-�76��.$'13��b

f(x∗) = s
;�,-@�b:�a[
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×�����#*��<² :$U#(�����T13�.$ º  m�+dJ�8[ ��#(���� :$0/(G+,�6��4��1 º  m��de�8[����Kd�&
´?µ3¶ s�{e}§·o~ �8À:�B���4�|�3� � ¦ �m�n�]� �e� �n�����. ��m��� [a, b]

� � ��¨2��� �X�3� � C[a, b]
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|f |∞ :=
<² mC {|f(x)| �]À:� x ∈ [a, b]}.

DE��$U6��.�Õ����������d��.$*�+�� :@���� º  m��de¯(�I�.�XGM�+�����4b"�J�(&($()*���4,"$(��$U�`G7�X13�.�
�EÒBthÓ.uNwPr2xnÒKrDB ¶ Ó µ(¶ s�{e}`·�· �7� � f

�������4�p�l���.�h�Õ�%�-�o¨ � �]�N�h�Õ���(�:�P¨2� � �2� � ¦ �m�n����� � ���]���a ��m���
[a, b]

¡ � ���(� �B� � f
�3�:�

[a, b]
K��N¨2���¢¤����a�H�-�l� � �7����� f(a)

�:�o¨
f(b)

�m��£ �7� �H��� � �3� � �N�0¨2�����
f(a) · f(b) < 0, � �K�I�(� f

�4�
[a, b]

������� Æ �-�4� � �]�����§�:£
q�rDZÔr�B0.0yPx�z �J��� Ä �3�h�e� � �H�I�3�+À:�+���h�7����� � �3� � �N�0¨2�����X�:�n�l���o¨I�-�:��¡n�l���(� [a, b]

Èn�����?������� ��"�<GNÂ3������� � �n�]���a ��:�4� � � � �M¡��3�:�9¨2� � f � ���m�v�4�%� � �+£
q�r"ÒRr*thÓ-¼8����������$2&3��d���$�6��4�a13���81( -G9jE���4$(d.�4A�13���8\]$*�+����gm :@�@�G�!�#' "!�#"����@�&($(bI/:1( -G�6��4�8G+!�#',-$
������< Ö8��68���`Gl13�aG º  m��d��aGHg-,-$ �4��
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 �O��
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f(a) < f(b).
iT$'13�.�+$(;v :@�@�Gc�������� "!�#"���e<B -$ −f

[
º �.�

c : f(a) < c < f(b)
b-��b"������$0[o�����JGM���+d.��$

a0 := a, b0 := b.
_S :$'$L�`G7�e;�¯(�

k = 0
f �.1(��$3;v -@4@`G f(ak) < c < f(bk).6X -�I�.$|6��4�K$*&'$|����$«G+,-@`!�#(�aGJ\]$*�+����gm :@�@

[ak, bk],
68,:;�¯(�

f(ak) < c < f(bk)
b-��@Õ�a/?GM,������

GM�+��<�<B�.$	6�����d�&'$'Ù-!�#'GM�T13��$�Ø��4�M����@�A(&($()*�
dk := 1

2 (ak + bk).\7GM�
f(dk) = c,

GM,�#' :����$�6����X�.�4$'� º ����@�@4�� :$�13�.�
f
13�.$��±���+�

c
 :$($'�4<B<��a[�iX$'13�.�+$3;v -@4@`G

@��4�.b:������$(���513���������`13��$	;�,"@4b"��$'13�.$	�HÙ-@4@��eg-,-�a¼
\7GM�

f(dk) > c,
G+,²GM���+d.�

[ak+1, bk+1] := [ak, dk]
[

\7GM�
f(dk) < c,

G+,²GM���+d.�
[ak+1, bk+1] := [dk, bk]

[
\]$U�I�.��1(��$��HÙ:@�@4�.$��`G7�X1' :$($U6����.13�.�

f(ak+1) < c < f(bk+1)._5�4�|G+,Ô)-,"$'GM�+��&(�4�.�M����$ \]$*������gN -@4@��±�(�4@`13�.$�$2&($ 6��4�±�I�.�4< Ö��.6��.��G�g-,"$ º  :�+d­×P[ ���|�.�4$'�
\]$*�+�.�+gm :@�@`G+!�#' "!�#*�+��@�&($(bI/*1(�4�Jb"��b-�.$��.�4$(�.$�j9&($()*�

x∗ ∈ [a, b]
)",-$2g-�.�+b"�4�.�M�a["_S 

f
G7�������4bB�`G7�

b-��@4�X1( :$($U :&I!�#
f(ak) → f(x∗), f(bk) → f(x∗).ÚT&'$Ô�`G7�B :�����RGM�+����G

f(ak) < c,
G+,-<B�4�

f(x∗) ≤ c
&'$'1

f(bk) > c,
G+,-<B�4�

f(x∗) ≥ c,68,-�� :&'G8$(,-�76��.$'13��b
f(x∗) = c

;�,-@�b:�a[
�
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g-,"$�\]$*������gN -@4@���$	&($*�+�.�TG7�������4b"��$U�(&($()*���4,"$(��$0[
´?µ3¶ s�{e}§·'½

f � ���o�������4�p�E���a�v�4�	�:�0¨ � ���m�v�4���3�:��¨2� � � �n�����a ��m��� I.
�e�m�(�	�(���p�����	I

� £c�X���$%8�4�h¨ � ���3�(� f(I)
� � � � ����� � ������� � ���]���a ��m���p£

� £ �7� � I
�3� � ¦ �m�n�M¡ � �R�3�3�7� f(I)

£
q�r"ÒRr*thÓ-¼8\7GM�

f
13�4�9)-,-$IG7�� :$*�+�E�'&($()*�+��,-$

c,
GM,T�`GM�

f(I) = [c, c].
º ���" -@�G+,

f
$'��!�#*�?)",-$'GM�� -$"�a[

iT&(;5����$(�.< )-,-<BA' -)*�+��$Ô\]$"����gm :@�@
[a, b] ∈ I

$(��<�<K�
f
GM�.�4$ÔØ��4$(��<K&'<

m[a,b]
&'$'1ÔG+����$

Ø� :C2��<K&'<
M[a,b]

 :$0/2;�,"@4b"@4�`!�#U :&'!�# f �.13�.$U�L�.�M�X1( -d�6��`G+!�#'��$0[(_S :<B�4�T��GM�
f([a, b]) = [m[a,b], M[a,b]].\7GM�

I
GM�.@4�IG7�l)-,"<BA' :)*�./:G+,e)-Û"$($(��$�6����

[a, b] = I
6cÙ:#(@���$�&($'1B#' -�I�.$R&'$'GM�.�+��Ö8��#I :&(A3��&($(b

b-�.d��.�4b-�.[
\7GM�

f(I)
$(��!�#*��)",-<BA' :)*�a/T :���������.G�!�#(��Ù:$()*�./�<B�4�

s =
G+&(A {f(x)|x ∈ I} &($'1

u =��$3; {f(x)|x ∈ I}, GM,Bb-���3���.G�;�¯(� f �.13�aG c ∈ (u, s)
�±���+�+�

α, β ∈ I
<��4�

u < f(α) < c < f(β) < s,
G+,21' :»±$' -!�# 13��<Þ×�6���G�!�#(�.$*68���+��G� m��d� -&'!�#

c ∈ f(I)
��GM�.[��(,-@�b-@��`!�#Ô�`G7��1( -$($

f(I)
1' -G

\]$*�+�.�+gm :@�@o<B�Õ�X1(��$�YT :$I13A(&($()*����$
u
&($'1

s.�P¯(��&($2���.G�!�#(��Ù-$()*�+�aG
f
G�!�#(@4����»-��<B -$	 -$' :@�,-bI[
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iT&IGE13��� º !�#2&(@��c�I�.)m :$($*�9G+�4$'1B1( "GP�L&(��d��.@4d.�4�.#(��$B :@`GlÝT<B)"��#(��&($(bJ13�aGHjP,-�+�.$(d���������$'G./m13���
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$2&($² :@�@4b"��<B����$(�.�P�������� "!�#*�+��$?[m���4�E#I m�M����$Bb-�aG+ -b:�a¼aD9�4$(�T -&3;n����$(��<�\]$*������gN -@4@

I
13��F'$'�4�.�M���

�(&'$()*�+��,-$
f
��GM�U97��$ f ��)*���4g�;�/*68��$'$%;�¯(� x1, x2 ∈ I

 -&'G
f(x1) = f(x2)

$(,-�76��.$'13��b
x1 = x2;�,-@�b:�a[

q�r*s"r2tvuNw�xoyPxPz|{e}`·'Á 1 �4���J���.�����h�E���a�v�4�3�N¡n�(�:��������� � � �n�����. ��:�4� I
¨3��Ì(�(�����a�����0�:�'���h�§�m�

f�����4ÂI� © � �N�n�2���m�U�H�3�7� � ���o¨'¬h¡(�l���(�B�]À:�8�:�4��� x1, x2 ∈ I � �p� x1 < x2 � ���m� � f(x1) ≤ f(x2)�"���p�+£
5c���h� � �a�3�m� � ���m� � f(x1) < f(x2)

�]À:�
x1 < x2, � � ��¦ ���v�7�n� � �m�� m�N� ©`� �v�����3� � �m���2�]�N��l�2�7� � ���o¨I¬p£

Ä ���(�3�(� � �mÂ������2�`�:�.� � �m� © Ê � �h�����3�-Ñ � �N�n�2���m���v�:�4�����0¨'¬p£
´?µ3¶ s�{e}§·IÇ 1 ����� � �v�����3� � �N���3���N�n�X�?�:�(�n�v���N�U� � �l���-K������h�h 3£
q�r"ÒRr*thÓ-¼8� Ù:���LG+����$(�`!�#*���4$ f ��)*�+��gn/cG+,­b*Ù:�����.G�d�68��� º �+�.@4@���$ x1 < x2

;�¯(��13���L -�I�.�
f(x1) = f(x2)

6cÙ:���-/26c -Gc<B�Õ�XGM�+����$'b-����Ø�,"$(,:��,-$(���e$(�`!�#"��g"��������$*�I :�c��GM�.[
�

´?µ3¶ s�{e}§· " $��[ZJ.�r*w	B *�y�x	. ¶ t! Ix /)1 �l� ��� f �3�:�?¨2� � � �n�]���a ��:�4� I ���.�����h�E���a�v�4�'¡ � ���N�h�Õ�²�:�0¨���-K����n�v�p 3£'�e�m�(��� � � f
�(�:�

I � �h�����3� � �N���3���N�0¡ J := f(I)
����� � ���]���a ��m���E�:�o¨	� � �"���3����������0�-�(�n�v���N�

g : J → I,
�]À:��¨"�§�

g(f(x)) = x
�]À:�J�m���§�

x ∈ I
�"���h��£ Ä �§�J� � �c�:�2���(�v�m��� �5� �]�N�h�Õ�n£���:�������(�n�

g
¨-��� © É � �3���(���]�:�(�n�h�§�m�0¬X�:�0¨��3���m���h�7�(���m� � ��� � �p� f−1.

q�r"ÒRr*thÓ-¼ �v ������
	��
���
	�������D9G�G+������$
x1 < x2 < x3

�4$
I
b-�.b-�.�I�.$0¼0_5 -$($«��GM�J��$*�768�.13�.�

f(x1) < f(x2) < f(x3)
,313���

f(x1) > f(x2) > f(x3).
_X�.$($¢68Ù-�+�	���76c 

f(x1) <

f(x3) < f(x2),
GM,²)"Û-$($*����$U6��4�X����$

c ∈ (f(x3), f(x2))
68Ù-#(@4�.$U&($'1	;vÙ:$I13��$�$' "!�#�13��<

×�6��`G+!�#'��$26��.�M��G+ :�+d �
f
�`G7�²G7�������4b�� � º �+�.@4@���$

x′ ∈ (x1, x2), x′′ ∈ (x2, x3)
<��4�

f(x′) =
f(x′′) = c,

6c -G�13�.��\]$ f ��)*�+��g2�Õ��Ùm�T6��`13����G+A(��Ù"!�#(�-[iT$I :@�,-bB�I�.#' :$I13��@4�T<² :$U13�4�� -$'13�.�+�.$	�HÙ:@�@��-[
�����²68Ù-#(@4�.$­$2&($¢�4$

I
×n :#'@4�.$

a < b
<B�Õ�

f(a) < f(b).
�hÚT,:�+;v :@�@�GB<R&(»±<B -$Ôd.& −f¯(������b-�.#(��$�� �8_5 -<B�Õ�Xd.����b-�.$�6�����$2&($0/(1( -»BGM�+����G

f(x) < f(y)
b"�4@4�./(G+,:;��.�+$

x < y
��GM�.¼

\7GM�
x < a,

GM,±��GM�
x < a < b,

68��b"��$
f(a) < f(b)

$' -!�# ,-�(��b-�.< º !�#(@�&(»|1( :$'$  :@`G+,
G+,-b" -�

f(x) < f(a) < f(b).
_5�4�aGM�LÝT$(b"@4�.��!�#2&($(b«$2&3��d���$ 6����%d�&IG+ -<�<B�.$¢<B�4�%,-�(��b-�.�

º !�#(@�&(»"6��.��G+�5$2&($U68���4�+�.�.¼
�P¯(�

x < y < a
;�,-@�b:��<B�Õ�

f(x) < f(a)
1( -$($

f(x) < f(y) < f(a),;�¯(�
y = a

�`GM�
f(x) < f(y) = f(a)

&($'1
;�¯(�

y > a
;�,"@4b-�

f(x) < f(a) < f(y),
 :@`GM,��4$� -@4@���$U�HÙ:@�@4�.$

f(x) < f(y).iT$I :@�,-b² :��b-&(<B�.$"���4�.�M�c<² :$	6��.$($
x ≥ a

�`GM�.[
��� ��������� �"!#�%$&�('%��	�!
�)���
	*�8iT&'GR13��< g-,-����b-��$ º  :�+d²6��`G+G+��$«6����./?1' :»

J := f(I)
GM�.@4�IG7�

����$ �v��g*�+@p[n&($(�.�4b"��$*�+@���!�#'�.G �T\]$*�+�.�+gm -@4@P��GM�.[ º ,"<B�Õ�eb-���3�e�.G5;�¯(� f �.13�aG y ∈ J
����$

x ∈ I
<B�Õ�

f(x) = y
&'$'1�68��b-�.$�13���S\]$ f �.)"���4g2�4��Ù:�5g-,"$ f

 :&'!�#�$2&(�5b-�.$' :&��.�4$(�aG�[n_S :<B�Õ�e�`G7�e13&(��!�#
13���U×�&',-��13$2&(b"G+g-,"��G�!�#(���Õ;§�a¼

f−1 : y 7→ x
<B�4�

f(x) = y
�.�4$'���(&'$()*�+��,-$

f−1 : J → I����)mÙ:�+�.[(Ø��4�
f
�`GM���+���4g2�` :@�����6��.��G+�5 -&'!�#

f−1 G7���+�.$(b�<�,"$(,:��,-$ ��6c :��&(<,+ ��[�����Kd��.�4b"��$«$2&($­13��� º �����+��b-)"���4�Kg-,"$
f−1 :

_S :d.&|)-Û"$($(��$«6����K6����.13�.�K :$'$(��#(<B�.$0/�1( -»
f
�hG7���+�.$(b��%<�,"$(,:��,-$ 68 "!�#'GM�.$'1 �`G7�a[ º ���

y0 = f(x0) ∈ J
&($'1 1( :�����JGM�.�ed�&($'Ù"!�#'GM�

x0
)-�.�4$�YT -$'13A(&($')"��g-,-$

J.
_5 -$($���GM�%;�¯(��#(��$(�+�.��!�#'��$'1¢)2@4�.�4$'�.G

ε > 0
1( -G²\]$*������gN -@4@

[x0−ε, x0+ε] ⊂ I.
º ���

y1 := f(x0−ε), y2 := f(x0+ε)
&($'1

δ ≤ <B��$ {|y1−y0|, |y2−y0|}._S :$($	;�,-@�b:�T -&'G |y − y0| < δ,
13����ÝT$(b"@4�.��!�#2&($(b

y1 ≤ y0 − δ < y < y0 + δ ≤ y2

&($'1	¯(�����513�4�JØ�,"$(,:��,-$(���eg-,"$
f
1( :�� :&'G

x0 − ε = f−1(y1) < f−1(y) < f−1(y2) = x0 + ε,



1 ��� � ���n���m���X�?�:�(�n�v���N�n��� ��� �

 :@`G+,R<B�4�
x0 = f−1(y0)

G+!�#(@�����»-@��`!�#

| f−1(y) − f−1(y0) | < ε,

6c -G�13��� º �+���+��b-)-�.�Õ�Td.����b:�a[
�P¯(�TYT -$'13A(&($')"���Jg-,"$

I
 -�+b"&(<B��$*�+�����+�c<B -$	 -$' :@�,-bI[
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iT&IGT13��$U�(�`G+#(�����4b"��$	ÜT������@4�.b-&($(b"��$ �vÖ8���`G+A(�4�.@P×P[ � � &($'1 º  :�+d��8[4������6��`G+G+��$	6��4�a¼
´?µ3¶ s�{e}§· =��K�-���7�±¨-���%¹��N� � �7�(�����]�

C 3 x 7→ ��C2A
(x) :=

∞
∑

n=0

xn

n!

� � �9�(�:�0�3�m�(� C
������� � �]�N�v�4�3�S�?�:�(�n�v���N�����+�2�§�m�a�7¡n¨-��� © 1 ¸ ¦ �N�����n�v�§�m���]�:�(�n�v���N�0¬�£

e :=
��C2A

(1) = 2, 7182818...
�����4ÂI�8¨-�§��
 � 
D��
 � �7�n�5®o�:�(��£

�±�.G+��$*�+@���!�#'�SD9�4b"��$'G�!�#' m;§����$�13���.G+����DlC3A�,-$(�.$*�+�` :@4;�&($()*�+��,-$	��$*�+#IÙ:@4�
´?µ3¶ s�{e}§· R � £���C3A

(0) = 1.
� £c��À-�X�m���§�

x, y ∈ C
� � �l��C3A (x + y) =

��C3A
(x) · ��C3A (y).Í(£c��À-�X�m���§�

x, y ∈ C
� � �l��C3A (x) 6= 0

�:�o¨ 1����� (x) =
��C3A

(−x).

& £ ����� (x)−1
x

→ 1
�]À:�

C 3 x → 0.�5�§�R�E���p��������� ª � �+� �N�(���L�3�N�h����Ão���±¨-�§� 1 ¸ ¦ �N�����n�v�§�m���]�:�(�n�v���N�U�n�:�c���(�7���]À-�����.�����§� ª �+�I� Å� ���n���:£
� £c��À-�

x ∈ R
� � �H��C3A (x) ∈ R

�:�0¨ � ���m� � > 0.Ð2£c��À-�
x < 0

� � � 0 <
��C2A

(x) < 1,
�]À-�

x > 0
� � �l��C2A (x) > 1.��C3A

(x)
� � � � �h�����3� � �N���3���N�L�H�3�7� � ���o¨%�3�:� R,

��C3A
(x) ≥ 1 + x

�:�0¨
��C3A

(x) → +∞ (x → +∞),
��C3A

(x) → 0 (x → −∞).
� £c��À-�

x ∈ R, q = m
n
∈ Q, (m, n ∈ N)

� � �
��C3A

(xq) = (
��C3A

(x))
m
n = n

√

(
��C3A

(x))m.

q�r"ÒRr*thÓ-¼
�"[�@4���.GM��<B -$� :&'G�13�.�TY�����#(�� -�0[
�([�#' :����$	6��4����$ º  m��dR×P[ � ��b-��d.����b:�a[
�'[T��¯'�T :@�@4�

x ∈ C
�`G7�

1 =
��C3A

(0) =
��C2A

(x − x) =
��C3A

(x)
��C3A

(−x),

6�,"�� -&'G�G+,:;�,"�M�������`13��Ö8��#' -&(A3��&($(b-�.$�;�,"@4b"��$0[
�I[TiT&'G�13�.�XY��.�4#(�.$'1( -��GM�+�.@4@�&($(b�����b-���3�TGM�`!�#�;�¯(�T����@��4�.�(�4b"�

x ∈ C

��C3A
(x) − 1

x
=

∞
∑

n=1

xn−1

n!
=

∞
∑

n=0

xn

(n + 1)!
.

_X���.G+�LY��.�4#'��#' :�U13����DEC2A�,-$'��$*�+�` :@4�+������#(��d.& |x| G+��@��'G7�U :@`G�Ø� f ,-�� :$*����&($'1 �`GM�1( :<B�4�T¯(�I�.�� -@4@ �v :�IGM,"@4&3� �c)-,"$2g-����b-�.$*�.[3�(,"@4b"@4�`!�#�G7����@�@Õ�5G+���J����$(�K :&(;Pb* :$(d
C
G7�������4b"�

�(&($()*���4,"$	1( -�./(1(������$	�L�.�M�T�����
x = 0

b-�.�� "13� 1
1! = 1

��GM�.[



�����
	 � �������	��

�������

�([T_X����DEC2A�,-$'��$*�+�` :@��+�.�4#'��#' :�������.@4@���V5,2���²d�����$*�+�.$0/HGM,"<��4��;�¯(�B�+�.��@�@4�
x
 -&'!�#Ô�����.@4@��

�L�.�M���-[0D9G���GM�
exp(0) = 1 > 0.

QeÙ:���²�.G�����$
x ∈ R

<B�4�
exp(x) ≤ 0,

G+,U#'Ùm�+�+�
$' -!�#±13��< ×�6���G�!�#(�.$*68���+��G� m��dR13���²DlC3A�,-$(�.$"���� -@Õ;�&'$()*�+��,-$«����$(�²ÚT&(@�@`G7����@�@4�"/0�4< ���Õ�
13����GMA'�+&'!�#�d�& �([

� [T_5 -»R��C2A
(x) > 1

;�¯'�
x > 0

��GM�./3@��4�aG7��<² :$	 :&'Gc13�.��Y�����#(�J :�0/*;�¯(�
x < 0

g"����6��.$'13�
<B -$	1(�4�aGc&($'1 �([
_X����Ø�,-$',:�+,"$(���X;�,"@4b-�X :&'G

ex+y = ex · ey > ex,
1( 

ey > 1,
6��.$($

y > 0.

_X����ÝT$'b-@����`!�#*&'$(b���C3A
(x) ≥ 1 + x

;�¯(�
x ≥ 0

@��4�aG7�K<² -$« -&'G�13�.�RY��.�4#'�� :�0/0;�¯(�
x ≤ −1

��GM�XGM���J68��b-�.$ �([2�+���4g2�` :@p[
��¯'� −1 < x < 0

d��.�+@���b-�T<B -$���C3A
(x) − (1 + x) =

∑∞
n=2

xn

n! ,
6�,"�I�.�?���.!�#*��G��.�4$'�

Y�����#(�J<B�Õ�X -@Õ������$(��������$'13�.$UQS@����.13�.�+$Ug-,"$�<B,"$(,:��,-$U :�($(�.#(<B��$'1(��<ZÖ8���+�� :b²G7����#*�./
GM,31( -» ∑∞

n=2
xn

n! ≥ |x|2

2! − |x|3

3! > 0._X����iXG �2<BA3�+,-�+��)­;�¯(�
x → +∞ ;�,"@4b-��13���+�.)*�%<��4��13���.G+����ÝT$(b"@4�.��!�#2&($(bI/913����;�¯(�

x → −∞ 1( :�� :&'Gc<B�4� �([
�3[�D9Gc��GM�T&($*�+�.��<B��#(�+;v -!�#(�.�TiT$268��$'13&'$(b²13���T�'&($()*�+��,-$' -@4b"@4�.��!�#2&($'b �([

(
��C2A

(x · q))n =
��C3A

(x · q · n) =
��C3A

(x · m) = (
��C3A

(x))m.

�

ÚT�.#(<B��$U6����T13�4�J@�����d������(,-��<B��@n;�¯(�
x = 1,

G+,�;�,-@�b:��68��b-�.$���C3A
(1) = e

;�¯(�
q ∈ Q

��C2A
(q) =

��C3A
(1 · q) = (

��C3A
(1))q = eq,

68,-�����-�aG�G+�`!�#J#(�4�.�?&(<O1( "G0b"��68Û-#($(@��`!�#(�ljH,:�+�.$(d���������$�1(&(��!�#J6����.1(����#(,-@4�+�aG?Ø�&(@4�+��A(@��4d.�4�.�+�.$
&($'1±�±&(��d���@�d�����#'��$«#' :$I13��@4�.[0������$(�.#(<B��$|13���.G+�%Ö8��d�����#2&($'b	d.&(< iX$(@` :»'/�13�4� º !�#(�+�.�4�(�
68���`GM�

ex
 :&3;H�I�.@4�����'�4b"�

x ∈ C
 :&'G+d�&'1(��#($(�.$�¯'�I�.��;�,-@�b-�.$'13�

�	r��HxPt ¶ t! Ix {e}§· W
� £c��À-�

x ∈ C
�2���N���v�7�(�n�

ex :=
��C3A

(x),
� £8�]À:�

x, y ∈ R
Ê �n�:�X���.����� M M Ñ��3���m���h�7�(���

(ex)y :=
��C3A

(x · y).

� µ BmxoyPx�z����e� � �:�n N�m� � �v�7�n�h�Õ�(� ª � � ¨2���'����� ¨2�����-�E���p����� ���m� � ���e�3�:�K�2� � ¦ ����¸I� x, y�]À:�(�a�l�-� � �7�(��� �B� ���U�����(�§���+� M
�±��b-�.$²13���E,"�(��b-��$²�',-��<��.@ �2[:�.$*��GM�+��#*�9#'�4�.�l;�¯(�

y, x ∈ Q
)-����$BjE��,-�(@���<�����$(���91(,-A(A���@4�+�.$

Ö8�.13�.&3�+&'$(b'[m_S :»e13�4�aGM�c�(�aG7��GM���+d.&($(bS<��4�E13��$R�4< ³l,-��)N -A(�4�+��@2b"���+��, 7n��$'��$KÖ8��d.���`!�#($2&($(b"��$
d�&'�����]�(&($()*���4,"$	d.&'G� :<B<B��$(A' -»:�a/*6�����1	G+�`!�#	 -&'G�13��<W�(,"@4b"��$'13�.$��.�+b"������$0[
_5�4� 9M������@�@��SDEC2A�,-$'��$*�+�` :@4;�&($()*�+��,-$�;

R 3 x 7→ ex ∈ R+ := {y ∈ R, y > 0} �`G7�5$' -!�# º  m��d�8[ �#�BG7���+�.$(bB<�,"$(,:��,-$	<B�Õ�Xb* :$(d
R+  :@`G��L�.�M�������������`!�#0[(_S :<B�Õ�T���.G+�4�+d��SGM���e����$(�� :&3;

R+����)2@�Ù-�M���SÝX<B)-��#'�M;�&($')"���4,"$0[
�	r��HxPt ¶ t! Ix {e}`½ � $��  Iz µ Bmt ¶ w	Z±yPÓRyPx�� µ PEPvz�rQZ­r2tvxPr
	  ¶ r2x�s /
� £c�X����É � �2���(���]�:�(�n�v���N�L¨2�����������4����� 1 ¸ ¦ �N�������h�`�:�4�]�-�(�n�v���N�

@�$
: R+ → R, y 7→ @�$

y := x � �p� ex = y

������Â'� © �§�N�2�m���p�v� � � � �I�3�+�:���:�4� � ¬8�(¨2��� ©�� �N�2�m���p�v� � � � �"� %c� � � � �R¬p£



1 ��� � ���n���m���X�?�:�(�n�v���N�n��� �����"�

� £c��À-�
a > 0, 6= 1

�:�0¨
x ∈ R

���+�2�§�m�����L�l�4�T� � 1 ���(�2�§�m�3� � �p�E�e��Ì(�(�p�v���N���c£ ���

ax := ex·
� �

a

�:�o¨²�����'�����±¨-��� � ¨-��� © �m���Õ�(� � ��������3E�3�����(�J�-�:� %�� � � � �	¬p£Í(£c�X���e�m���Õ�(� � ��������39�2�����(�J� � � � �v�����3� � �N���3���m�o¡(�4�'����É � �3���(���]�:�(�n�h�§�m�
@4,"b

a : R+ → R, y 7→ @4,"b
a y := x � �p� ax = y

������Â'� ©�� �a�3�m���h�h� � � � �"�:� %�� � � � ��¬�£
ÚT�.�I�.$ 13�.< $' m��¯(��@4�`!�#(��$ �0,-b* :���Õ��#(<K&IGKG+�4$'1Ô13��� �0,"b" -�+�4�+#(<R&'GJd.&(��Öc "GM�`G��
	�&($I1|g-,"�
 :@�@���< ��< ×�&'G� :<B<B��$(#' -$(bB<B�Õ����,"<BA(&3�+�.�M�]_S :��G7����@�@4&($'b-��$U13�.�Td�&(�5Ö8 "GM�`G���g-,"$�Ö��a13��&(�
�+&'$(b'['iX&'G�13�.$	b"��d.����b:�+�.$ º Ùm�+d.��$	&($'1	DE��b-�.$'G+!�#I m;§�+�.$	;�,-@�b:��A(��,-�(@���<B@�,"G
´?µ3¶ s�{e}`½0~

�
�N�2�m���p�v� � � � �:�0¨ �m���4�3� � ���4���)39�2�����(� � ���o¨ �E�N�(�h¨2��Ì(�(�����a���:�o¨��3�:�%¨2� ��J��Ì(�(�p�v���N� � �3�������h�7� � ���m�v�4��£(�8À:� a, b, x, y ∈ R+, α ∈ R

�3���h�]���
� £8@4,"b

a(x · y) =
@4,"b

a x +
@4,"b

a y,
� £8@4,"b

a(xα) = α
@�,-b

a(x),Í(£8@4,"b
a(x) = 1� ���

b(a)

@4,"b
b(x).

q�r"ÒRr*thÓJ :@`GcÜT�(&($'b'[
\]< ³l,"�+)m -A(�Õ����@2#' :�M�+�.$B6��4�l�.�4$(�.$²Ö��.d�&(bSd�6��`G�!�#(��$�)-,"<�A'@4��C2�.�HDlC3AI,"$(��$*�+�` :@4;�&($()*���4,"$�&'$'1
13�.$|�+���4b",-$(,"<B���+���`G+!�#(�.$|�(&($()*���4,"$(��$ÔG+��$­&($'1 !�,"GK#(����b-�aG7����@�@Õ�a[P_S -GRGM�.��$2&($  :&3;T���768 "G
 :@�@�b-��<B�.�4$(�.�+�.�HDE�I�.$(�T$(�.&B�I�.b-��¯($'13���./m68,21(&(��!�#�6����Ed�&'1(��< d.&R�.�4$'���E$(�.&(��$²_S :��G7����@�@4&'$(b
;�¯(�X1(�4�S�+����b-,-$',-<B�����+�`G+!�#'��$��'&($()*�+��,-$'��$U)-,"<�<B�.$�68����13��$?[
_S :d�& �������� "!�#"����$¢6��4�²d.&($'Ù"!�#'G7��1(�4��DlC3A�,-$(�.$*�+�` :@4;�&($()*�+��,-$¢;�¯(�%)",-<BA(@���C3��iT��b-&(<B�.$"���
z = x + iy ∈ C,

68,-�����? -@�G+,
x =

Y��
(z), y =

\]<
(z)

Y��. -@Õ��&($'1	\]<² :b-��$'Ù-�M������@?GM��$'1o['���4�
#' -�I�.$U1' :$($U :@`GM,B$' "!�#	_5��FI$(�Õ���4,"$���[ � �

ez =
��C2A

(z) =

∞
∑

n=0

zn

n!
(z ∈ C).

�P¯(�
z := x + iy

68 -�
z := x − iy

13�4�K)-,-$ f &(b-�����+�T)-,"<�A'@4��C2�B×n :#(@?&($'1�¯(����� º  m��d�°R[ ��	&($'1 º  :�+dK×P[ ���R����b-���3�TG+��!�#
´?µ3¶ s�{e}`½�· 1 � � � � � ���m� �

e(z) = (ez).

Ä �m�v�-� � �:���m� � �K���«¨-�§� 1 ¸ ¦ �N�n���n�v�§�m���]�:�(�n�v���N�«¨2� � �2�m�-Ka�m�*�§���.�l�3� � ¦ ����¸I� ª �+�I� � ���n�����4�o¡
� �����+���m�p� � �:��¨2���U�2�N� Ka�m�"�����a�H�2� � ¦ ����¸I���­¤����a�+£
_5�4���'&($()*�+��,-$' -@4b"@4�.��!�#2&($'b�13�.�

e
���'&($()*�+��,-$� :$'b-��68��$I13���� :&3;

z = x + iy
@��4��;����+�

ez = ex+iy = exeiy,

G+,21' :»��aGEb-�.$2¯(b:��1(�4�
e
�]�(&'$()*�+��,-$²;�¯(�8������$²�4<² :b"�4$IÙ:���TiT��b-&(<B��$*���X68���4�+����d�&%�������� "!�#*�+��$?/

68,-�����o6���� f �.13,3!�#U6��4�a13��� x
GM�� :�M�

y
G�!�#(�������I�.$�68,-@�@4�.$0[

´?µ3¶ s�{e}`½I½ �8À:�
x ∈ R

� � �
∣

∣eix
∣

∣ = 1,

¨I£ �?£'�:�4����¨-�§� � �J®0�m�(����� eix � �h�l�������4��� � x
�4�����(�����3�:�9¨2� � 1 ���(�����p� � �2����� � �4� C.
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q�r"ÒRr*thÓ-¼8D9G��`GM�
(eix) = e(ix) = e−ix =

1

eix
,

G+,-<B�Õ�
eix(eix) = 1. �

_5�4�8×o :#(@
π
�`GM�?����)2@�Ù-�M�? -@�G01(�4� 65Ù:@4;§�+�91(�.G?ÝX<�;v :$(b"�.G013�aG0DE��$(#(�.�Õ��GM)2�����`GM�aG�/a13�.G�G+��$JÝT<�;v :$'b

13�.<�$I -!�#
2π

�`GM�.[
´?µ3¶ s�{e}`½'Á �8À:�

x ∈ R, 0 ≤ x < 2π
� � �9¨-��� � �m�3�(�5¨2� � 1 ���(�����h� � �2����� � Å %T�a�3��� � �"�l� � �7�����

1
�-�o¨

eix
�3�����3¨2�

x,
¨I£ �?£

x
� � ��¨2���R� � %T�a�3��� � �mÂ��(� � � ��� �����L¤����(�3���8�-�l� � �7����� ¨2���

¦ � � �h�h�h R���.�����§��� ª �7� � �K�:�o¨U¨2� � ¥ �.� �  m���n���m�c�I�2�7� eix.

q�r"ÒRr*thÓ-¼8�����HG�!�#(�������I�.$R13�.<�Ö8,-b-�.$�g-,"$
1
$' -!�#

eix
�.�4$R�+�.b-�.@4<²Ù:»"�4b"�.G º ��#($(�.$3��jP,"@ �2b",-$

<B�Õ�
n
=�����@�G+��#($'��$	����$0['_5�.G�GM�.$ ��Ù:$(b"�S�`GM�X1( :$($

Ln =

n
∑

k=1

∣

∣

∣ei x
n

k − ei x
n

(k−1)
∣

∣

∣ =

n
∑

k=1

∣

∣

∣ei x
n

(k−1)
∣

∣

∣ ·
∣

∣ei x
n − 1

∣

∣

= n ·
∣

∣ei x
n − 1

∣

∣ = x ·
∣

∣

∣

∣

ei x
n − 1

i x
n

∣

∣

∣

∣

→ x (n → ∞)

$' "!�# º  :�+dJ�8[ �#�([ �'[
�

�JrDBNr2thx � µ BmyPx�z|{e}`½�Ç � � ®P� � � �B� ���'�I�m�3� � �p��¨2��� �v���4�3�N�n� � ���a�v��� � �7�����±�?�:�(�n�v���N�����G+�4$
,
!�,*G

,
�N�M�a£ � � ��� �����l�4��¤����(�2���I� �B� ���c� � %T�N�3��� � �:Â(¡I¨I£ ��£'¨I�:���7��¨-��� � �m�3�(�5¨2� �  m�N�¨2� � ¤����(�2���?�3�:��¨2� � 1 ���(�����p� � �2����� � �(� � �3� � �7�(�(�p�M�]������� %T�N�3��� � £

_S :$($U�`G7�X -�I�.��$' -!�#	13��$�Y��.b-��@�$U13���X=����4b",-$(,"<����+���4�X;�¯(�
x ∈ R

eix =
!�,*G

x + i
G+�4$

x,

1o[ #?[
!�,"G

x =
Y��

(eix),G+�4$
x =

\]<
(eix).

_S :<B�Õ�T#I :����$U6��4�T -@�G+,
´?µ3¶ s�{e}`½ " �8À:�X�m���§�

x ∈ R
�:�o¨����l�§�K�l���8�"�����h�7� � �������L�E���.¨2�����B�3�3�7���]À:�X�m���§� x ∈ C�3���h�]���

� £c!�,"G
x = 1

2 (eix + e−ix),
G+�4$

x = 1
2i

(eix − e−ix),
� £c!�,"G

(−x) =
!�,*G

x,
G+�4$

(−x) = − GM��$ x,Í(£c!�,"G 2 x +
GM��$ 2 x = 1.

iT&IGT13���TYT����#(��$'1' :��G7����@�@4&($'bB1(����DlC3A�,-$(�.$"���� -@Õ;�&'$()*�+��,-$

eix =

∞
∑

n=0

(ix)n

n!
=

∞
∑

k=0

(ix)2k

(2k)!
+

∞
∑

k=0

(ix)2k+1

(2k + 1)!

=

∞
∑

k=0

(−1)kx2k

(2k)!
+ i ·

∞
∑

k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!

;�,-@�b:�5¯(�I�.�513���K -�'GM,"@4&(�+��V5,-$2g-�.�+b"��$(de13���XDlC3AI,"$(��$*�+�` :@�������#(����$�b" :$'d
C
&'$'1�1( -GXØ� f ,-��� :$*�+�.$()2�+�4�+�.�+��&(<^13���e;�,-@�b-�.$'13�JiT&'G�G� :b-�"¼



1 ��� � ���n���m���X�?�:�(�n�v���N�n��� ����� �

´?µ3¶ s�yPx����	rD�PxPt ¶ tE �x {e}`½H= �8À:�
x ∈ R

� � �

!�,"G
x =

∞
∑

k=0

(−1)kx2k

(2k)!
,

G+��$
x =

∞
∑

k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!

�:�o¨��3���h¨2� �5���4����� � ���o¨ � �N�2�:�c�(�:�?�3�m�(� C
Ê �(� � �m�h�(�vÑ��2�N�n m���+�3���n��£¤����T�n�(�v�m���±¨-��� � ¡?� � ¨I�:���7�±¨-��� � � �5���������L¨"�§�S�?�:�(�n�v���N������GM��$«�:�o¨%!�,*GT�3�:���2�:�(�

C
�"�

�����2�`�:�����?£
1 � �*�4�p�8¨*�m�'� � �a�3�m�8�]À:�5�:�4��� x ∈ C

¨-���X�e�m� � �������p�:�3�

eix =
!�,"G

x + i
G+��$

x.

�5�§�S�n�N� � ���4� Ä �(�v���c£ Í2Ðe�3���p�����U�(�3�7�	� � ¾ � � ¦ �§��¸'���?£
�����X)-Û"$($(�.$�1( :<B�4� f ����d��SG+��$�&($'1�!�,"GX -@�G5 :&3;lb* :$(d C

13��F'$(�����+�+�K�'&($()*�+��,-$'��$� -$'GM�.#(��$?[
\]$'G+�I�aGM,"$'13�.�+�S;�,-@�b:�

´?µ3¶ s�{e}`½ R �X�����0�-�(�n�v���N�����±G+�4$¢�:�o¨�!�,*G � ���o¨��3�:�9�2�:�(� C
�:�o¨±¨*� � �p�X��� � �c���a�7�n�c�(�:��2�:�(�

R � ���m�v�4�3�S�0�-�(�n�v���N�����?£
ÜT������13���e�(&($()*���4,"$' :@�b-@����`!�#2&($(bR1(���cDlC3AI,"$(��$*���� -@Õ;�&($')"���4,"$��.�+#' -@Õ����$�6��4�c1( :<B�4�c;�,-@�b-��$I13�
Y��a!�#(��$(����b"��@�$0¼

´?µ3¶ s�{e}`½ W �8À:�5�m�����
x, y ∈ C

�3���p�����
� £c!�,"G

(x + y) =
!�,*G

x
!�,"G

y − G+�4$
x
G+��$

y,
� £cGM��$

(x + y) =
!�,*G

x
G+�4$

y +
G+��$

x
!�,"G

y,
Í(£cGM��$

x − G+�4$
y = 2 · !�,"G (x+y

2 ) · GM��$ (x−y
2 ),

& £c!�,"G
x − !�,"G

y = −2 · G+�4$ (x+y
2 ) · GM��$ (x−y

2 ),

� £
1 − !�,*G

x = 2 · GM��$ 2(x
2 ),

Ð2£
1 +

!�,*G
x = 2 · !�,"G 2(x

2 ).

�����+�n���c�3���h�]���	�]À:�T�������4���
x
¨-�§� ª � � �7�I�3�h�-�:�3�(���

� £ | GM��$ x | ≤ |x| (x ∈ R),

Î(£
1 − x2

2 ≤ !�,"G
x ≤ 1 (x ∈ R),

� �"�l�§�J¨-��� 5c�����(�-�E���a� Å ª � ��� �N�3�
� £ @���<

C3x→0

� � �
x

x
= 1.

q�r"ÒRr*thÓ-¼8D9G��`GM�
!�,"G

(x + y) + i
GM��$

(x + y) = ei(x+y) = eix · eiy

= (
!�,*G

x + i
G+��$

x) · ( !�,"G y + i
G+�4$

y),

68,-�� :&'GS�-[3&'$'1)�3[2;�,-@�b-�.$0[



����� � � �������	��

�������

×�& �([�¼

2 · !�,"G (x + y

2
) · G+�4$ (x − y

2
) = 2 ·

(

ei x+y
2 + e−i x+y

2

2

)

·
(

ei x−y
2 − e−i x−y

2

2i

)

=
1

2i

[

ei( x+y
2

+ x−y
2

) + e−i( x+y
2

− x−y
2

) − ei( x+y
2

− x−y
2

) − e−i( x+y
2

+x−y
2

)
]

=
1

2i

[

eix + e−iy − eiy − e−ix
]

=
1

2i

(

eix − e−ix
)

− 1

2i

(

eiy − e−iy
)

=
G+��$

x − G+�4$
y.

�'[3b"��#*�T :$' -@4,"b'[
×�& �3[�¼(=�����@l�-[(@��4��;����+�
!�,*G

x =
!�,"G

(
x

2
+

x

2
) =

!�,"G 2(x

2
)− GM��$ 2(

x

2
) =

!�,*G 2(x

2
)+
G+�4$ 2(

x

2
)−2

G+�4$ 2(
x

2
) = 1−2

GM��$ 2(
x

2
).

iT$I :@�,-bB����#'Ù:@4��<² :$ � [
×�& �3[4¼I�L�.b-��$ º  :�+dK�8[ � � [ �'[(��GM� | GM��$ x| ≤ 1,

G+,31( :»%1(�4�KÖ8�.#' :&(A(�+&($(b%;�¯(� |x| ≥ 1
�+���4g2�` m�

@�����6��.��G+�5b"�4@4�.[
�P¯(� |x| < 1

����#' :@4�+�.$�6����T :&'G�1(���TY��.�4#(�

| G+�4$ x| = |x| ·
∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑

k=0

(−1)kx2k

(2k + 1)!

∣

∣

∣

∣

∣

= |x| ·
∣

∣

∣

∣

1 − x2

3!
+ ...

∣

∣

∣

∣

,

68,-�����H�+�a!�#*��GS����$(�B :@4�+����$(��������$'1(��Y��.�4#'��<B�4�J�I���+�� :b-@��`!�#�<B,-$(,-�+,"$� :�($'��#(<B��$I13��$|QS@4�����
13�.�+$UG7����#*�./I13������$	�L�.�M�X1' :<B�Õ�T#'�4�.���4$

(0, 1)
@��4�.b:�a[

×�& �([�¼I×�&'G� :<B<B��$	<B�Õ� �([3��GM�
!�,*G

x = 1 − 2
G+�4$ 2(

x

2
) ≥ 1 − 2(

x

2
)2 = 1 − 1

2
x2.

×�&��([�¼(_5�4�aG�@4���.GM��<² :$� :&'G�1(��<ZÖ8�.6��.��G8g-,"$ �3[( :�0[
�

�����E#' m�+�+�.$B1(�4�5×n -#(@
π
����)2@�Ù-�M�l :@`Gl13����6XÙ:@4;§�+�513�.GlÝX<R;v -$(b"G913�.GlD9�4$(#'���4��G+)*�����`G+�.G.[mD9Gl#' :�

1( -<��4���.�4$K³X�����+�+��@4��DE�4$'#(���4��G+)2�+�.��G�13��$KÖ8,"b-��$ π
2 ,
13�.�?#' -@4����13�.$KÖ8,-b"��$

π,
13���P_X������g2�4�.�M����@4�

DE��$(#(�.�Õ��GM)2�����`G�13�.$�Ö8,-b"��$ 3π
2

&($'1�13����g-,"@4@��XDE��$(#(�.�Õ��GM)2�����`G�1(��$�ÝX<R;v -$(b
2π.

×n&'G+ -<B<��.$
<B�Õ� º  m�+d��8[ ���B&($'1	³l�.�+�.�4$2�' -�+&($'b��8[ ���K@4����;��.�M�X13���.G

1 = e0 =
!�,"G

0 + i
G+�4$

0 = 1 + i · 0
i = ei π

2 =
!�,"G π

2 + i
G+�4$ π

2 = 0 + i · 1
−1 = eiπ =

!�,"G
π + i

G+�4$
π = −1 + i · 0

−i = ei 3π
2 =

!�,"G 3π
2 + i

GM��$ 3π
2 = 0 + i · (−1)

1 = ei2π =
!�,"G

2π + i
G+�4$

2π = 1 + i · 0
�(�.�+$'��������)-�.$($*�8<² -$
´?µ3¶ s�{e}�Á � 1 � � � ��!�,"G 0 = 1

�:�o¨«¨-���K�2�§���4� � ��� ¦ � � �h�h�h m� Æ �:��� � �����4���� N�m�L!�,*GS� � �c�3�����3¨2�¨-���J®o�m�'� π
2 .

_5�4�aGE����@` :&(�3�l&($IGE�����`GMA(����@`G+6��.��G+�c¯(�I�.��13���TY��.�4#(�.$'1( -��GM�+�.@4@�&($(b º  :�+d�&($I1²_X��F'$(�4�+��,-$%�8[ � �
&($'1�1( "G?$(,3!�#Rd�&��I�aGMA(���.!�#'��$'13���\��� ���	����³l���+;v :#(����$ � º  :�+dc��[ ��� �0�.�4$'�8Ö8�����.!�#'$*&'$(bXg",-$
π
 :&3;H�I�.@4�����'�4b"�JQS�.$' :&'�4b")-���4�.[

�(�.�+$'��������#'Ù-@Õ��<² :$	<B�Õ�+�+��@`G º  :�+d��8[ ���(/��-[2���768 
!�,*G

(x + π
2 ) =

!�,*G
x · !�,"G π

2 − G+�4$
x · GM��$ π

2 = − GM��$ x!�,*G
(x + π) =

!�,"G
x · !�,"G π − GM��$

x · G+��$ π = − !�,"G x,



1 ��� � ���n���m���X�?�:�(�n�v���N�n��� ����� �

1o[ #0[n13�4�� :&'G513���5��@���<B��$*�� :����$�=��+��b-,"$(,-<B�����+���J����)m :$($*����$�Y��.b-�.@4$0/I$2&($� :�����5b-¯(@4�+��b²;�¯(�
 :@�@��

x ∈ C.ÚX "!�#	1(����GM�.@4����$UØ�����#(,313�J����)-,"<B<��T<² :$U13���J�+�aG7��@4�`!�#(��$�QS@����`!�#*&'$(b-�.$	13�aG8;�,-@�b-�.$'13��$
´?µ3¶ s�{e}�Á?~ �8À:�5�m�����

x ∈ C
� � �

1.
!�,"G

(x + π
2 ) = − G+�4$ x,

GM��$
(x + π

2 ) =
!�,*G

x,

2.
!�,"G

(x + π) = − !�,*G x,
GM��$

(x + π) = − G+�4$ x,

3.
!�,"G

(π
2 − x) =

GM��$
x,

GM��$
(π

2 − x) =
!�,*G

x,

4.
!�,"G

(x + 2kπ) =
!�,"G

x,
G+��$

(x + 2kπ) =
G+�4$

x,

�E�3�3���H¨-���5�§�m�v�"���J®0���4���X�]À:�5�m�����
k ∈ Z

�*�4�p�+£
�(�.�+$'����b-��@4�
´?µ3¶ s�{e}�Án· ª �:Â3���e¨2���|�2���m�:�(�n�����	�������4����� Æ �-�4� � �]�����§���

π

2
+ kπ

�]À-��!�,"G±�:�0¨
kπ

�]À:��G+�4$
(k ∈ Z),

�I�'�2���UG+��$L�:�0¨²!�,"Gc�3�������K�l���h�]������� Æ �:��� � �����4������£
q�r"ÒRr*thÓ-¼ º �.�

z = x + iy
����$(��ÚT&'@4@`G7����@�@4��1(�.G�G+�4$

.
_S :$'$��`G7�X -@�G+,

0 =
G+�4$

z =
1

2i
(eiz − e−iz).

º ,"<��4�l��GM�
eiz = e−iz

,21(���
eix−y = e−ix+y

&($'1R68��b-�.$ |eix| = |e−ix| = 1
�`G7�E :@`G+,

y = 0.�(,"@4b"@4�`!�#B#' m�91(����G+��$�&'$'1²1( :<B�4�� :&I!�#B1(����!�,"GH$2&(���+�.��@�@4�TÚX&(@4@`GM�+��@�@���$0[*ÜT����� º  m�+dT�8[ �'�"/4�"[
&($'1��3[I;�,-@�b:�a/o1( :»U!�,*G

x > 0
��$ −π

2 < x < π
2 ,
;�,-@�b-@��`!�#� :&'!�#±GM��$

x > 0
��$

0 < x < π,68,-�� :&'G8<B�Õ� º  m�+dJ�8[ �'�JGM,-;�,-�+�T13�4�JÖ8��#I :&(A3��&($(bB;�,"@4b-�.[
�

6T������<B�Õ�T����)",-<B<B��$	6��4����$'G+�I�aGM,"$'13�.�+�
´?µ3¶ s�{e}�Á�½ �8À:�

x ∈ C
� � � eix = 1

�3�����3��¨*�m�(�0¡0�l���(�
x = 2kπ � �h�����4��� � k ∈ Z

�"���h��£
q�r"ÒRr*thÓ-¼cÚX "!�#�13����,"�I�.$	 -&3;�b-�aG7����@�@Õ����$U�L�.�M������ :����@�@4�e�`G7�

e2πi = 1
&($'1U1( -<B�Õ�X -&'!�#

e2kπi =
(

e2πi
)k

= 1k = 1.

iT$I13�+�.��G+���4��Gc�`GM�
GM��$ x

2
=

1

2i

(

ei x
2 − e−i x

2

)

=
1

2i
e−i x

2 (eix − 1).

º ,"<��4�9�`G7�
eix = 1

b"��$' -&0/:68��$($²G+�4$ x
2 = 0,

1o[ #?["<B�4�
k ∈ Z

1( :$'$ x
2 = kπ

,313�.�
x = 2kπ.

�

�����X����6cÙ:#($(�.$�$',2!�#�13���������`13��$�68���4�+�.�+�.$U#'Ù:&3FIb²�I�.$*&(�+d�����$����+��b-,"$(,-<B���+����G�!�#(��$	�(&($')"�
�+��,-$'��$0¼
�	r��HxPt ¶ t! Ix {e}�ÁIÁ �8À:�

x ∈ C \
{

π
2 + kπ | k ∈ Z

} � ���

�� :$
x :=

G+�4$
x!�,"G
x

¨2��� � �a�n£oÈI�:�3�3��� � ¡
�]À:�

x ∈ C \ {kπ | k ∈ Z} � ���
!��� -$

x :=

!�,*G
xGM��$
x

¨3��� � �a��£��E�3�p�m�(�3��� � £
ÜT�����5GM���eb-��@Õ�



����� � � �������	��

�������

´?µ3¶ s�{e}�ÁnÇ 1 � � � �l�]À-� x ∈ C
� £c!��� -$

x = 1
��� �

x
= − �� -$ (x + π

2 ),
� £��� :$

(x + π) = tan x,
�� :$

(−x) = − �� -$ x,�8À:�
x ∈ R

�(���p�����	I
Í(£��� :$

x
� � � � �v�����(� � �m���2�]�N�±�H�3�7� � ���o¨R��� −π

2 < x < π
2 ,
�h���������c�3���p�����

�� -$
x → −∞ �l���(�

x
 N�m�����a�7�n� � �(���3��� − π

2

�3���n�7¡
�� -$

x → +∞ �l���(�
x
 N�m�����4�'� � �(���(��� +

π

2

�(���n�+£

& £ ∣
∣

��� �
x

x

∣

∣ > 1
�]À:�

x 6= 0
�4� −π

2 < x < π
2 .

q�r"ÒRr*thÓ-¼S�-['&($'1)�3[3@��4�aG7�T<² -$	 -&'G�13���T_5��FI$(�Õ���4,"$U�(d�6J[' -&'G º  :�+d��8[ �I�S -�0[
×�& �([�¼ º �.�

0 ≤ x < x′ < π
2 .
_S :$'$	�`GM�

0 ≤ G+�4$
x <

G+�4$
x′ < 1, 1 ≥ !�,*G

x >
!�,"G

x′ > 0,

;�,-@�b-@��`!�#
0 ≤ �� :$

x =

GM��$
x!�,*G
x

<

G+�4$
x′!�,"G
x′

=
�� :$

x′.

×�&'G� :<B<B��$	<B�Õ���� :$
(−x) = − �� :$ x

;�,-@�b:�T13����Ø�,"$(,:��,-$(���-[
�(�.�+$'���S#' :����$L6��4�JG+�4$

x → 1
;�¯(�

x → π
2 ,
!�,*G

x → 0
;�¯(�

x → π
2

&($'1��.GS�`G7�J!�,*G
x > 0;�¯(�

0 < x < π
2 .
º ,"<B�Õ�T�.�+#'Ù-@Õ�T<² -$�13��$U����#' -&(A3�+���+�.$�@4��$()3G+G+���4�+��b-�.$�QS�+�.$(d�68���+�c;�¯(�513�.$

=P :$(b"��$'Gc����� π
2 .
_X���J��$*��G+A(���.!�#(�.$'13�JiT&IG+G� :b"�5����� −π

2

;�,-@�b:�X1' :�� :&'G8<B�Õ� �([
×�& �'[�¼9_5�4�aGM��iT�IG+!�#'Ù:�+d.&($(b«)m :$($¢<² :$¢b-��,"<B���+���`G+!�#¢ :< DE��$(#(�.�Õ��GM)2�����`G²����68���`GM�.$0[ º ���
����b-���3��GM�`!�#� -�I�.�c -@�G�g-Û"@4@���b��+����g*�` :@��eiT$26��.$'13&($'b� -&'G�1(��< Ø��4�M����@�6��.�M��G+ :�+dS13����_5� 7n������$3�
�+�` :@����.!�#($2&($(b�� º  m�+d��8[ � ���9&'$'1UGM�.�o�(��GX1( :#(��$Ug-�.��G�!�#(,-����$?[

�
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q�r*thÓO,HtvrQPE{e}§Ç'½ �5�§� � ¨2���n�v�p�p�(� I f : x 7→ x
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f ′(x) = nxn−1.
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xn − xn

0

x − x0
=

(x − x0)(x
n−1 + xn−2x0 + ... + xxn−2

0 + xn−1
0 )

x − x0
→ nxn−1

0
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ex − ex0

x − x0
=
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x − x0

)
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=
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x + x0

2
)

G+�4$
(x−x0

2 )
x−x0

2&($'1U13���.Gc)",-$2g-�.�+b"�4�.�M��;�¯(�
x → x0

b-�.b-�.$�!�,*G
x0.iT$I :@�,-b²G+!�#'@4����»-�8<² :$	;�¯(�513��$U!�,*G

. �

q�r*thÓO,HtvrQPE{e}§Ç = �5�§�%�]À:�
x 6= 0

�����*�§�m�a���²�0�:�(�n�h�§�m�
f : x → 1

x

� � �S�(�:���3�m�(� C \ {0}¨-��Ão�������(�������N�-�:� � �p� ª �m�����p�M�-�3�
(

1

x

)′

= − 1

x2
,
¨I£ ��£

(x−1)′ = (−1)x−2.

q�r"ÒRr*thÓ-¼c�P¯(�
x0 6= 0

&($'1 |x − x0| < |x0|
��GM�

1

x − x0

(

1

x
− 1

x0

)

=
1

x − x0

(

x0 − x

x · x0

)

= − 1

x · x0
→ − 1

x2
(x → x0).

�

×�&(< A(�� :)*�+�`G�!�#(��$�ÝT<Bb* :$(b­<B�4�	13�.< _5� 7��.�+�.$(d���������$�$2&3��d���<² -$ GM��$($2g-,"@4@�����6��.��G+��13���
;�,-@�b-�.$'13�.$	Y��.b-�.@4$	¯(�����X1( "G�_X� 7n������$(d.�4�.�+�.$�d.&'G+ -<B<��.$(b-�aGM���+d��+�����'&($()*�+��,-$(�.$0[
´?µ3¶ s�{e}§Ç R $ ´ y+Z Z­r2x X�� 	NB  ��y	. ¶ Bmr2z�rDP / �5���P�h�N�4�3���o¨2��� ª � �+� �N�(���B�2������������� � �h�7�S�"����� Å�7����� � �mÂ3���U�3�:�E������� Ä �����4��� x0

�3¨3���S¨2���	�3�m�(�m���U�e��Ì(�(�p�v���N� � �2�������v�7� D.
� £ Ä �4�0¨ f, g : D → C

¨-��Ão�������(�������N�-�:��¡
α, β ∈ C, � �S� � �H�3�3�7� αf +βg

¨"�4Ã0�������(�.�§���a�"�m�
� �p� ª �:�§���h�+�:�3�

(αf + βg)′ = αf ′ + βg′.

� £ Ä �4�0¨ f0, f1, ..., fn : D → C
¨-��Ão�������(�������N�-�:��¡

α0, α1, ..., αn ∈ C, � �|� � �%�(�3�7�
∑n

i=0 αifi

¨-�4Ã0�������'�������N�-�m� � �h� ª �m�����p�M�:�3�
(

n
∑

i=0

αifi

)′

=

n
∑

i=0

αif
′
i .

Í(£ Ä �4�0¨ f, g : D → C
¨-��Ã0�������(�.�§���a�-�:��¡ � ���3�3�7� f · g �:�o¨�� � � � �

(f · g)′ = f ′ · g + f · g′.
q�r"ÒRr*thÓ-¼T×�&«�-[�¼

1

x − x0
[(αf(x)+βg(x))−(αf(x0)+βg(x0)] = α

(

f(x) − f(x0)

x − x0

)

+β

(

g(x) − g(x0)

x − x0

)

,

68,-�� :&'G8<B�Õ� º  m�+dJ�8[�� ��13����Ö��.#' :&'A3�+&($'bR;�,"@4b-�.[
�3[3����)",-<B<��T<² -$�#(������ :&IGc<��4�T\]$'13&')"���4,"$0[
×�& �([�¼

1

x − x0
[(fg)(x) − (fg)(x0)] =

1

x − x0
[f(x)g(x) − f(x0)g(x0)]

=
1

x − x0
[(f(x) − f(x0))g(x) + f(x0)(g(x) − g(x0))]

=
f(x) − f(x0)

x − x0
g(x) + f(x0)

g(x) − g(x0)

x − x0
.

º  :�+d5�8[�� ��d�&'G� :<B<B��$²<B�4�c13�.� º �+�����4b")-�.�Õ�8g-,-$
g
� º  m�+de�8[ �(� �E@4����;��.�M�c13�4�SÖ8��#' -&(A3�+&'$(b'[

�



�5�4Ã0�������(�.�§���a�"�m���2���p� �����(�

×�&'G� :<B<B��$	<B�Õ� º  m�+d��8[����K@��4��;����+��1(�4�aG��4$IGM���.G+,-$'1(�����
´?µ3¶ s�{e}§Ç W �X�����(�:�

D n Å�� �:� � ���N�h�Õ��¨-�4Ã0�������'�������N�-�m�����U�0�:�'���h�§�m����� �m�4�h¨2���L��������� ¹���� Å���m�+���3� � Cn(D).

´?µ3¶ s�{e}#" � $ Y r ¶.¶ r2x�Bmr2z�rDP / Ä ���o¨ g : D → D′ �:�o¨ f : D′ → C
¨-��Ão�������(�������N�-�m�.¡ � ��3�(�7�

(f ◦ g) : D → C
�:�o¨²�]À:�

x0 ∈ D, y0 := g(x0)
� � �

(f ◦ g)′(x0) = f ′(y0) · g′(x0).

1 �����e�m�p�����+���3�v�p N� Ä �7�(�������*�l��� � �T�`�(�(���m�

(f ◦ g)′(x) = f ′(g(x)) · g′(x).

q�r"ÒRr*thÓ-¼cÚX "!�# º  :�+d±��[ ��	Ô#' :����$ 6��4�	68��b-�.$�13�.�U_5� 7��.�+�.$(d��������' :��)-�.�Õ��g-,-$
f
&($'1

g_S :��G7����@�@4&($'b-��$
g(x) = g(x0) + [g′(x0) + r(x, x0)] · (x − x0)

68,-�����«@4��<
x→x0

r(x, x0) = 0,
&($'1�;�����$(�.�

f(y) = f(y0) + [f ′(y0) + s(y, y0)] · (y − y0)

68,-������@���<
y→y0

s(y, y0) = 0._S :$($U�`G7�

f(g(x)) − f(g(x0)) = f(g(x)) − f(y0)

= [f ′(y0) + s(g(x), y0)] · (g(x) − y0)

= [f ′(y0) + s(g(x), y0)] · [g′(x0) + r(x, x0)] · (x − x0)

= f ′(y0) · g′(x0) · (x − x0)

+ [f ′(y0) · r(x, x0) + s(g(x), y0) · (g′(x0) + r(x, x0))] · (x − x0)

&($'1	#(������b"��#*�c;�¯(�
x → x0

 :&I!�#
g(x) → y0

&($'1U1( -<B�Õ�T��$'G+b-�.G� :<K�
[...] → 0. �

�����T6��.$'13�.$	13���.Gcb"@4�.��!�#U :&(;H1( "G�_X� 7n������$(d.�4�.�+�.$�g",-$ �5&(,:���4�.$"����$U :$0¼
´?µ3¶ s�{e}#"0~ $��%y	 ¶ thr2x ¶ r2x�Bmr2z�rDP / Ä ���o¨ f, g : D → C

¨-�4Ã0�������'�������N�-�m�.¡ � �K� � � f
g

À'�2�����:�4�
¨2�m�.�8¨-��Ão�������(�������N�-�:��¡o�E�

g(x) 6= 0
� � �M¡0�:�o¨�� � �*�4�p�8¨2�N�a�

(

f

g

)′

=
f ′ · g − f · g′

g2
.

Ä:¦ ���.�§���4�0� � �c¨2�N�a�H�]À:�e¨-���5�2�N� � ���m�n���X�0�:�'���h�§�m� f(x) = 1
¨*�m�(�

(

1

g

)′

= − g′

g2
.

q�r"ÒRr*thÓ-¼c_5�4��d.6��.�Õ���	iX&'G+G� :b"��;�,"@4b-�% :&'GB13�.�BVe���M����$(����b"��@8;�¯(�
F ◦ g

<B�Õ�
F (y) := 1

yd�&IG+ -<�<B�.$�<B�4�XÖ��.��G+A(����@?�8[ � �3[
ÜT�����513�4�ejE��,313&()*�+����b"��@n;�,"@4b-��1' :$($�13���J����G7���JiT&'G�G+ -b-�"[

�

ÚT&'$¢)"Û-$($'��$¢6��4�²&($IGM�.�+� �0�`GM�+��13� 7��.�+�.$(d��������' :�����B�(&'$()*�+��,-$(�.$¢&'< 6��`!�#"���4b"��Ö��.��G+A(����@��
g-�.�+@`Ù:$'b-����$0[l_5�4� º &'<�<B�.$3�R&($I1¢1(�4� �5&(,-�+����$*�+�.$(����b-�.@T :$(b"��68��$'1(���% :&3;J13����jH,:�+�.$(d��.$
�vÖ8�.��G+A(����@?�8[ � ����@��4��;����+�
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q�r*thÓO,HtvrQPE{e}#"�· 39�N�
�
��� � � � �4�o¨U¨-��Ã0�������(�.�§���a�-�:�e�:�o¨�� � �*�4�p�c¨-���X�n�N� � ���





n
∑

j=0

ajx
j





′

=
n
∑

j=1

j · ajx
j−1.

�5�§� ª �m�����p�M�:�3��� � ���:� � �R�l�§�N¨2��������� 39�N� � �n� � ¡839�N� � ��� � � � �4�0¨R�m� � ���3�����§�:�m�4�B�N�]�l¨"�4Ã0������� Å�������N�-�:�a£
�X�(�v���N�I�:�§�X�0�:�'���h�§�m�����0¡I�m� � ���S�*�2�h�§���n����� p

p

 m�N� 39�m�
�
��� � ���o¡ � ���o¨%�m���m���§��� Ä �]�����§���±¨-�4� Å�h�������'�������N�-�m�.¡o�l�%¨2��� Æ ���'�������(�h�7�n�� N� � �7�n�l���o¨2�N��£ 1 � � � �

(

p

q

)′

=
p′ · q − p · q′

q2
.

�5�§� ª �m�����p�M�:�(��� � �H�m� � �B�l�§�N¨2�����������c���3�h�§�m�I�m���8�0�:�'���h�§�m�o¡�¨2������� Æ ���(�n���5¨-�§� � ���p�3��� Æ �:��� Å
� �����������U�I�3�c�l���K¨-���R�:� ��¦ �aÀ:�3�*�4�h�7���X�0�:�(�n�h�§�m�?£
_5�4��iX&'G+G� :b"�5¯'�I�.�TjH,-@��*$',-<B�e¯(�I�.�M����Ù-b:�TG+��!�#U :&'!�#U :&(;�jH,:����$(d.�+�.�4#(�.$0[
´?µ3¶ s�{e}#"I½ �X���S3E�3�����(�����������

f(x) :=
∑∞

j=0 ajx
j
�I�(�3��¨3��� ¾ �N�n m���+�3���'���2����� � K(0, r)� �h� r > 0.

�S�:�(�U� � � f
�]À:��K��N¨2� � x ∈ K(0, r)

¨-�4Ã0�������'�������N�-�m�e�:�o¨²�]À:� � �m�v�7��� x
� � �

f ′(x) =
∞
∑

j=1

j · ajx
j−1.

�5�§� ª �:�§���h�+�:�3�J� � �0�m� � � � ����� � �0������� 39�2�]���(�.�����4���N¡2¨-�§� � �m�²�3� � ¨3���c�:� �p¦ �aÀ:�3�*�4�h�7�����%¨'�:�.�7��"�����a¨'�E��� � � � �X��Ão�������(���������������+�I�:�h��£ %T���h¨2� �5���������U�I�'�2���±¨2��� � �����3��� ¾ �m�� m���+�3���(���2����� � £
q�r"ÒRr*thÓ-¼c_5�4�%QS@����`!�#(#(���4��13���eV5,-$2g-�.�+b"��$(d.)*�����`G+�S�����`13�.��Y�����#(��$�;�,-@�b:�J :&'G º  :�+d%×P[ ��	(/ �
&($'1 13��< Ø� f ,-�� :$*�+�.$()2�+�4�+�.�+��&(<U[?Ú5 -!�# º  :�+d�×P[ ���Ub-��@4�K;�¯(� x0, x

�4< V5,-$2g-�.�+b"��$(d.)2�+�.��G
13���J\713��$*���Õ��Ùm�

f(x) =

∞
∑

j=0

ajx
j =

∞
∑

k=0

bk(x − x0)
k ,

68,-�����n;�¯(�
k ∈ N

bk :=

∞
∑

j=k

aj

(

j

k

)

x
j−k
0

�`G7�a[ 6T�������I�.�0�`G7�
b0 =

∞
∑

j=0

aj

(

j

0

)

x
j−0
0 =

∞
∑

j=0

ajx
j
0 = f(x0).

�����T#' :����$U :@`G+,

f(x) =
∞
∑

j=0

ajx
j = b0 + b1(x − x0) +

(

∞
∑

k=2

bk(x − x0)
k−2

)

(x − x0)
2.

�±��b-�.$
b0 = f(x0)

�`GM�513���.GT�.�4$'�R_S :��G7����@�@4&($'b'/(6�����6����5G+�4����$ º  :�+dK�8[ ��	²#I m�M����$0/�GM,31( -»
f
 -$�13��� º ����@�@4�

x0
13� 7��.�+�.$(d��������' :�c�`G7�T&'$'1	d�6c :�c<B�Õ�X13�.�TiT�(@����4�+&'$(b

f ′(x0) = b1 =
∞
∑

j=1

aj

(

j

1

)

x
j−1
0 =

∞
∑

j=1

aj · j · xj−1
0 ,

6c -Gc����#' -&(A3�+���T68 -�.[
�



�5�4Ã0�������(�.�§���a�"�m���2���p� ����� �

�	r�B ��t ¶.¶ rQP�ÒKrDB ¶ Ó µ3¶ s
�P¯(�913���.G+��$%iX�'G�!�#($(�4�M�9���.G�!�#(��Ù:$()"��$�6��4�E&'$'GE :&(;o1(��$B�+�.��@�@4�.$²�' :@�@p/"1o[ #0[-6����E&($*������GM&'!�#'��$
$2&(�R�'&($()*�+��,-$'��$0/H13���%����$­��g"��$*�+&'��@�@E&($(�.�4b"��$*�+@���!�#'�.G������.@4@��.G�\]$"������gm :@�@

I
6����.1(���K$I -!�#

R :�'�(�4@`13�.$0[
\7GM�

x0
�.�4$�� 	�	*� � � �JjE&'$()*�cg",-$

I
&'$'1%b"�4@4��;�¯'�T :@�@4�

x
 -&'G8����$(����ÝX<�b"���(&'$(bRg",-$

x0
G7������G

f(x) ≤ f(x0),
GM,J#' :�

f
 -$

x0
����$49M@�,-)m :@��.GEØ� mC3�4<R&(<\;�/-b-��@Õ�9 -$' :@�,-bJGM�+����G

f(x) ≥ f(x0),G+,�#I m�
f
 -$

x0
����$ 97@�,-)m :@��.GcØ���$(��<K&(<\;�[

´?µ3¶ s�{e}#"'Á ¿ �(� f : I → R
�m� ¨2�����4�(�n������� Ä �����4��� x0

����� �§�m�:�m��� � ���m¸3� � � � �(¨2���
�����(� � � � �:�o¨²� � � f

¨3�N�a��¨"�4Ã0�������(�.�§���a�"�m�.¡ � �K� � � f ′(x0) = 0.

q�r"ÒRr*thÓ-¼8\]$U����$(���TÝX<Bb-���'&($(b²����$(�aG�Ø� mC3��<K&(<²Gc#' -�I�.$	6����
f(x) ≤ f(x0)

&($'1UG+,-<B�Õ�

;�¯(�
x < x0 :

f(x) − f(x0)

x − x0
≥ 0,

;�¯(�
x > x0 :

f(x) − f(x0)

x − x0
≤ 0.

�P¯(�
x → x0

68����13�.$	�����`13� �5&(,-�+����$*�+�.$Ud�&(�XiX�(@����4�+&($(b
f ′(x0),

13����G+,-<B�Õ�T$2&(�
= 0

G+����$
)m :$($?[
DE��$�Ø���$(��<K&(< g-,"$

f
�`G7������$ Ø� mC3��<K&(< g-,"$ −f,

6�,"<��4�� :&I!�# 13�4��d�68���4�+��iT&IG+G� :b"�
����6����.G+��$U��GM�.[

�

´?µ3¶ s�{e}#"�Ç%$ � t ¶�¶ rQP�ÒKrDB ¶ Ó µ3¶ s �Pr�BC��t��9rDBNr2x ¶ t µ PEBNr2uNwPxoy�xPz /
�5�§�X�0�:�'���h�§�m�

f : [a, b] → R � ���o�3�:�l¨3� � �(�N�(� � �7�(��� ��� ������� � �n�����. ��m��� � �]�N�v�4�'¡3� � � �(���������¨-��Ão�������(�������N�-�:�a£2�e�m�(�	�"���3��� � � ���o¨2� � �]��� � ������� Ä �����4��� ξ ∈ (a, b), � �(¨*�mÂ

f(b) − f(a)

b − a
= f ′(ξ).

q�r"ÒRr*thÓ-¼8�����K�����+�� -!�#*����$±d�&($'Ù"!�#'GM�K13��$ º A���d.�� -@Õ;v -@4@p/�1( -»
f(b) = f(a)

�`G7�a[?�P¯(�K13���.G+�
º �4�+&' :�+��,-$±�+��Ù:b-��13���KØ��Õ�+�+��@�68���+��G� m�+d²13�.$­ÚX -<��.$ ´0µ3¶ s �  �x��������
	H[�_S 

f
 -&3;

[a, b]GM�+�����4b���GM�./�$(�4<B<K�K�.GK$' -!�#|13�.< º  :�+d²g",-< Ø� mC3��<K&(< ��[ ��	� -$|����$(��� º �+�.@4@��
ξ ∈ [a, b]G+����$	Ø� :C3�4<R&(<Z -$0[3\7G7�

ξ
����$	�4$($'��������jE&($')"�a/IG+,R�`GM�

f ′(ξ) = 0
&($'1	6�����#' :����$

0 =
f(b) − f(a)

b − a
= f ′(ξ).

\7GM�
ξ
1( :b"��b-�.$«����$­YT :$'1(A(&($()*�./HG+,�#' m�

f
 :$«�����`13��$ YTÙ:$'1(����$«1(��$'G+��@��I�.$­<² mC3��<B -@4�.$

�±���+�T&($'1U1( :<B�4�T�4< \]$($(������$U�.�4$UØ���$(�4<R&(<U/(;�¯(�T1' -Gc6����T1( :$($U6����e������$�G+!�#'@4����»"��$0[
_5��$� :@�@4b"��<B����$(�J�' -@4@n;�¯'#(�+�.$U6��4��#(������ :&(;Pd.&(�+¯I!�)�[3Ö8������ "!�#*�+�

g(x) := f(x) −
(

f(a) +
f(b) − f(a)

b − a
(x − a)

)

.

_S :$($U�`G7�
g(b) = g(a) = 0, g′(x) = f ′(x) − f(b) − f(a)

b − a

&($'1
g′(ξ) = 0

�I�a13��&(�+���
f ′(ξ) = f(b)−f(a)

b−a
. �

_5���%Ø��4�M����@�6��.�M��G+ :�+dU��GM�²����$ #IÙ:&3F'b«�.�4$(b"�.G+����d��+�aG 6T��@Õ;vG+<B�Õ�+�+��@p/�1(�.G�GM�.$ Ö8�.13�.&3�+&'$(b­GM�`!�#
����GM�� -@4@�<²Ù:#(@��`!�#�d.����b-��$	6�����1o[3�±��$I13��$U6����T�4#'$	b"@4�.��!�#	 :$0¼
´?µ3¶ s�{e}#" " 1 �T� ��� f : I → R

¨-��Ão�������(�������N�-�m�N£



������� � �������	��

�������

� £ �7� � [a, b] ⊂ I
�-�o¨ |f ′(x)| ≤ C

�3�:���2�:�(�
[a, b], � ��� � �l�]À:�5�m����� x, x0 ∈ [a, b]

|f(x) − f(x0)| ≤ C · |x − x0|.
� £ �7� � f ′(x) = 0

�3�:���2�:�(�
I, � �K� � � f

�3�N� � �p�:���l�3�-� I.

q�r"ÒRr*thÓ-¼S�-[EØ��Õ�B����$(��<
ξ
d�6��`G�!�#(��$

x
&($I1

x0
)"Û-$($'��$Ô6����B<B�Õ�%13�.< Ø��4�M�+�.@468���+��G� m��d

 :�IG+!�#'Ù:�+d.��$
|f(x) − f(x0)| = |f ′(ξ) · (x − x0)| ≤ C · |x − x0|.

�3[(Ö8�.$*&(�+d��²�"[3<B�Õ�
C = 0. �

´?µ3¶ s�{e}#"H= 1 �T� ��� f : I → R
¨-��Ão�������(�������N�-�m�N£2�S�:�(�	�3���h�]���

� £
f
� � �H�(���I�(�%¨*�:�(� � �m���2�]�N�±�H�3�7� � ���o¨(¡o�E���(� f ′(x) ≥ 0

�]À:�5�:�4���
x ∈ I.

� £ �7� � f ′(x) > 0
�]À:�5�:�4���

x ∈ I, � �J� � � f � �h�����3� � �N���3���N�±�l�2�7� � ���o¨�£
ª ���m���a�3� � �"���p� � �h�9¨2� � �:�o¨2�������±¹��m�+�m���h�7�����²�]À:���v�m���§���o¨2�T�0�:�(�n�h�§�m�����?£*�5�§���-�E���p��� ª � � Å
� �N�3�T�§�mÂ'� � �v�7�	�(�h�7�n��� � �2���'�����?£
q�r"ÒRr*thÓ-¼8Dl�76c 

f(x) = x5 ��GM�XG7���+�.$(bB<B,-$(,-�+,-$	6c -!�#'G+��$'10/2 -�I�.� f ′(0) = 0.º �.�
[x1, x2] ⊂ I.

_S :$($�G+�4$I1�1( m;�¯(�S13���J³l,-�� :&'G�GM���+d.&($(b-�.$	1(�.GXØ��Õ�+�+��@�68���+��G� m�+d.�.G��.�M;�¯'@4@4�./
1o[ #0[(�aGcb-���3�T����$

ξ ∈ (x1, x2)
<��4�

f ′(ξ) = f(x2)−f(x1)
x2−x1

.\7GM�U -@�G+,
f ′(x)

GM�+����G ≥ 0
�(d�6J[�GM�+����G

> 0
/8G+,Ô�`GM�U1( -$($ GM�+����G

f(x2) ≥ f(x1)
�(d�6J[

f(x2) > f(x1)
;�¯(�

x2 > x1.
_5 -$($	��GM�X :@`GM,

f
�vGM�+����$(b �9<B,"$(,:��,-$	68 "!�#'GM�.$'1o[

_5�4��ÝX<�)"��#(��&($(bBg",-$±�-[2;�,-@�b:�T -&'G�13���XQS����$'d�68���+�M�]_X��F'$(�4�+��,-$U13���TiX�(@4�.�Õ��&($(bI[
�

´?µ3¶ s�{e}#" R $ �JrDB µ PEPhzIrQZ­r2thx�rDB ¶ rDB ��t ¶.¶ rQP�ÒKrDB ¶ Ó µ3¶ s / Ä �4�0¨ f, g
�(�:�

[a, b] � ���N�h�Õ�I¡�� �
� �(���������«¨-��Ão�������(�������N�-�m�J�-�o¨�� � � g′(x) 6= 0

�3�-�
(a, b), � �K�*�p�3�c� � ���4�n� Ä �����4��� ξ ∈ (a, b),�]À:�J¨"�§�

f(b) − f(a)

g(b) − g(a)
=

f ′(ξ)

g′(ξ)
.

q�r"ÒRr*thÓ-¼cÚX "!�#­13��< Ø��4�M����@�6��.�M��G+ :�+dB;�,-@�b:�a/�1( 
g′(x)

G7������G 6= 0
��GM�./P1( :»

g(b) 6= g(a),G+,21' :»B13��� �5&',:�+����$*�T13��F'$(�����+�c�`GM�.[(�����XG+���+d.��$

h(x) := f(x) − f(a) − f(b) − f(a)

g(b) − g(a)
(g(x) − g(a)).

6T�������`GM�
h(b) = h(a) = 0, h′(x) = f ′(x) − f(b) − f(a)

g(b) − g(a)
g′(x)

&($'1R13���lØ��4�M����@�6��.�M��G+ :�+d ���.GP�����`!�#*�PG�!�#(,-$K1(��� º  m��d�g",-$��4� 
�
D���o@�����;����+�l13�4�cÖ8��#' -&(A3��&($(b'[
�

iT&IGl13�4�aGM�.< º  :�+d8����#' :@4�+�.$K6����l����$(��6��`!�#*�+��b-�cY���b"��@2d�&'< Ö8�.GM�+��<�<B�.$Rg",-$�QS����$'d�68���+�+��$?[
´?µ3¶ s�{e}#" W $���r2zIrQP �H Ix�� 	 ���	� ��

������� � /
� £ Ä �4�0¨ f, g

¨-�4Ã0�������'�������N�-�m�c���
(a, b)

�:�o¨²� � �
@��4<

x→a+
f(x) =

@���<
x→a+

g(x) = 0,
�'�2���

g′(x) 6= 0
���±¨2��� Æ �m���R m�N� a,

� �K� � � @4��<
x→a+

f(x)

g(x)
=

@��4<
x→a+

f ′(x)

g′(x)
,

�v�m��� � ¨2�������N�7�n� ��� �]�������o¨2�\5c�����(�-�E���a�E��¸3� � �v�����a�+£
ª �I�:�§�N�3� � �*�4�p�H�]À:�T���4�(� ��� ���h�h�Õ�(�R�m�-�T£0�3���h¨ � ���p�v�4�3�\5c�����(�"�l���.�]�m£



�5�4Ã0�������(�.�§���a�"�m���2���p� �������

� £c�X��� � �:�m�'�«�3���T¹��N���4�����(�������n� ��¦ ���a�7�����o¨2��� Ä �p�M�*�3�v���N�n���	�h�]�����§���.�c�E���.¨2���?£
Ä �4�0¨ f, g

�4�
(a, b) k Åv� �m�H¨-��Ã0�������(�.�§���a�-�:�e�:�o¨²� � �
@��4<

x→a+
f(x) =

@���<
x→a+

f ′(x) = .... =
@���<

x→a+
f (k−1)(x) = 0,

@���<
x→a+

g(x) =
@���<

x→a+
g′(x) = .... =

@��4<
x→a+

g(k−1)(x) = 0,

�(�3�����]À:�X�:�4���
j � ���N� � g(j)(x) 6= 0

���L¨3��� Æ �:���K N�m� a, � ��� � �

@4��<
x→a+

f(x)

g(x)
=

@���<
x→a+

f (k)(x)

g(k)(x)
,

�v�m��� � ¨2�������N�7�n� ��� �]�������o¨2�\5c�����(�-�E���a�E��¸3� � �v�����a�+£
q�r"ÒRr*thÓ-¼
×�&«�-[�¼3�����TGM���+d��.$

f(a) :=
@4��<

x→a+
f(x) = 0,

&($'1	��$*��GMA(���.!�#'��$'1
g(a) :=

@���<
x→a+

g(x) = 0.ÚX "!�#	1(��< g"���� :@�@4b"��<B����$(�.�M����$�Ø��4�M����@�6��.�M��G+ :�+de�`G7�X1( -$($	;�¯(�
x
$' -#(�J�I�.�

a

f(x)

g(x)
=

f(x) − f(a)

g(x) − g(a)
=

f ′(ξ)

g′(ξ)
.

�P¯(�
x → a+

b-�.#*�c68��b"��$
a < ξ < x

 -&'!�#
ξ → a+

&($'1U$' "!�#�³l,"�� -&'G+G+����d�&($'bR��C2�`GM�+�����+�
@4��<

x→a+

f ′(x)
g′(x) ,

G+,-<B�4�X :&'!�# @4��<
x→a+

f(x)
g(x)

&'$'1	�I�.��13��G+��$'1�b"@4�.��!�#?[
�3[3����)",-<B<��T<² -$�¯(�����X6��4�a13����#(,-@4�+�eiT$268��$'1(&($(b²g-,"$��"[

�

q�r*thÓO,HtvrQPhr�{e}>= �
� £

@��4<
x→0

G+�4$
x

x
=
@��4<
x→0

!�,"G
x

1
= 1.

� £
@4��<
x→0

1 − !�,"G
x

x2
=
@��4<
x→0

G+��$
x

2x
=

1

2
.

Í(£
@���<
x→0

ex − e−xGM��$
x

=
@4��<
x→0

ex + e−x!�,"G
x

=
2

1
= 2.

iT@`G�iT$268��$'1(&($(bBg-,"$ º  :�+dJ�8[ � �Kd�����b-�.$�6����T13��$	;�,"@4b"��$'13�.$ º  m�+de¯(�����T1(�4��_5� 7n������$'d������+�
�' -�+)"���4��1(���TÝT<B)"��#(�+;�&($()*�+��,-$?[
´?µ3¶ s�{e}>=o~ �X���J�?�:�(�n�v���N�

f : I → R � ���P�(�:�8¨2� � � �n�����a ��m��� I
¨-��Ã0�������(�.�§���a�-�:���:�o¨�¨"�§�

ª �:�§���h�+�:�3� f ′ � ���n���n�]�l�N¨2��� � ���m� � > 0
�(¨2��� � ���m� � < 0.

�S�:�(�%� � � J := f(I)
����� � �n�����. ��:�4�h¡

f : I → J
�:� K������h�h ��:�o¨U¨-����É � �2���(�+�]�-�(�n�v���N� f−1 ¨-��Ã0�������(�.�§���a�-�:�c�4� J.�8À:�e¨2������� ª �m�����p�M�:�3�²�*�4�p�

(

f−1
)′

(y) =
1

f ′(x)
,

�E�3�3���
y ∈ J

�:�0¨
y = f(x)

�m�-�T£(� #3�:�h ��:�§�����
x = f−1(y)

� � ��£
Ø� -$��I�a -!�#*�+�"/I1( -»²�.G�;�¯'�S13���KiX&'G+G� :b"��13�.G º  m��d��aG"	����%$&�X�+�.��!�#*�./I1( :»

f
13� 7n������$(d.�4�.�+�' -�

�`G7�T&($I1
f−1 ��C3��GM�+�����+�.[3DE�768 f(x) = x5 �`G7�T�.�4$�QS��b"��$2�����`GMA(����@p[

q�r"ÒRr*thÓ-¼8������)"Û-$($(�.$J1( Ng-,"$e -&'G+b-��#'��$0/�1' :»TGM�+����G
f ′(x) > 0

�`GM�./N :@`GM,
f
G7���+�.$(b�<B,-$(,-�+,"$

6cÙ-!�#'GM�.[��L�.b-��$ 13��� º �+���+��b-)-�.�Õ��g-,"$
f
��GM��1( -$($­$' "!�# º  m��d��8[ � �� -&'!�#

J := f(I)
�.�4$

\]$*�+�.�+gm :@�@o&($'1	68��b"��$ º  m��de�8[ ���R��C3�`G7���4�.�M�
f−1 : J → I

&'$'1	��GM�T$' -!�# º  :�+dJ�8[ � � GM�+���+��b'[
D9G��'@4�.�4�3�X -@�G+,²13���e_5� 7��.�+�.$(d��������' :��)-�.�Õ�cg-,"$

f−1 d�&	d��.�4b"��$0[



����� � � �������	��

�������

�����9�����+�� -!�#*����$²d�&
y0 ∈ J

����$(�X�',-@�b-�
(yn)

��$
J,
;�¯(��13���5GM�+����G

yn 6= y0
�`GM�9&($'1

yn → y0)-,"$2g-����b-�����+�.[2_S :d�&�G+������$
xn := f−1(yn), x0 := f−1(y0)

13����ÝT���(��@�13�.�.[(_S m;�¯'�T��GM�X1( -$($
 :&I!�#­G7������G

xn 6= x0
&($'1«68��b-�.$|13��� º �+���+��b-)-�.�Õ�Rg-,-$

f−1 b-��@Õ��GM,"b" :� xn → x0.
_5 -$($

)-Û"$($(�.$�6����T :�����a/36��4�e;�,"@4b-�./3���.!�#($'��$0¼

f−1(yn) − f−1(y0)

yn − y0
=

xn − x0

f(xn) − f(x0)
=

1
f(xn)−f(x0)

xn−x0

.

_5����ÚT�.$($(�.�S���.!�#*��G5)",-$2g-�.�+b"�4�.�M�5b-��b"��$
f ′(x0)

&($I1L13���.Ge�`GM�e$I -!�#�³l,"�� -&'G�GM���+d�&'$(b 6= 0
[

�(,"@4b"@4�`!�#�)",-$2g-�.�+b"�4�.�M�8 :&'!�#	13�����5&(,-�+����$*�c@4��$()3Gc&($'1	d�6c :�8b-�.b-�.$ 1
f ′(x0)

,
6��4�e����#' -&(A3�+���.[

�

q�r*thÓO,HtvrQPE{e}>=I· �8À:�
f(x) = ex

� � � f ′(x) = ex > 0
�:�o¨

f−1(y) =
@�$

y
�]À:�

y > 0.

ª � � ��� � �l@4$ y
¨"�4Ã0�������(�.�§���a�"�m�e�:�o¨

(
@�$

y)′ = 1
ex = 1

e � � y = 1
y
.�5�§� � �4�����h���.�8¨*�:�(�«�l���h�]���0I�8À:�

a > 0, x ∈ R
� � �

(ax)
′
=
(

ex
� �

a
)′

=
@�$

a · ax,

(
@�,-b

a y)′ =
1

(ax)′

∣

∣

∣

∣

x=
� � �

a y

=
1

(
@�$

a)y
.

�8À:�
x > 0

�-�o¨��2���4���m�m�4�3�
b ∈ R

� � �
(

xb
)′

=
(

eb
� �

x
)′

= eb
� �

x(b
@4$

x)′ = bxb−1.

DE��$(�J68���4�+�����JiT$268��$'13&'$(b²13�.G �vg-�.�� -@4@�b-�.<��.�4$'���+�+��$ �9Ø��4�M����@�6��.�M��G+ :�+d.�.G8��GM�X13�.�
´?µ3¶ s�{e}>='½ $ ´?µ3¶ s��  �x�� ��� ����� / 1 �B� ��� I ⊂ R

����� � �n�����. ��:�4��£ �2�a¨3�²�0�-�(�n�v���N� f ∈
Cn+1(I)

�2� � �p�v�"�l�]À:�K�3�����§�:�m�4�3� Ä �����4����� x0 ∈ I
�������S�S�:� � �����4�p�:�3�

f(x) = f(x0)+f ′(x0)(x−x0)+f ′′(x0)
(x − x0)

2

2!
+ . . .+f (n)(x0)

(x − x0)
n

n!
+Rn(x)

� �h�����4�n� � © �5� � �v�"���§�N¨'¬�¨2���X���m� �

Rn(x) = f (n+1)(ξ)
(x − x0)

n+1

(n + 1)!
,

�E�3�3���
ξ
�-�l� � �7����� x0

�:�o¨
x
���§���I�+£

���:�������(�n�c¨2��� ª ���]�����

pn(x) := f(x0) + . . . + f (n)(x0)
(x − x0)

n

n!
¨*� �S©	� ��
 
Q� 
 Å 39�N� � ��� � ¬c¨2��� ¥ ��¨-�n�:�(� n

�-�
f
�:��¨2��� Ä �����4��� x0.

_5���5q�r*ÒKr2tvÓe�`G7�5@4�a13�4b"@4�`!�#�����$(��b"�.G�!�#(�`!�)"���JiT$26��.$'13&($'b%13�.GXg-���� :@�@�b-��<B�.�4$(�.�M����$UØ��4�M�+�.@Õ�
68���+��G� m�+d.�.G.[
� Ù:#'@4�

x
&($I1��������� "!�#*�+�5;�¯(�

t ∈ I
13�����(&'$()*�+��,-$

F (t) := f(x) − f(t) − f ′(t)(x − t) − f ′′(t)
(x − t)2

2!
− . . . − f (n)(t)

(x − t)n

n!

G(t) :=
(x − t)n+1

(n + 1)!



�5�4Ã0�������(�.�§���a�"�m���2���p� ����� �

�����T�I�aG7���4<B<B��$�13����iT�'@4�.�Õ��&($(b-�.$U$' -!�#
t
;�¯(�

k ≥ 1 :

d

dt

(

f (k)(t)
(x − t)k

k!

)

= f (k+1)(t)
(x − t)k

k!
+ f (k)(t)

k(x − t)k−1

k!
(−1)

= f (k+1)(t)
(x − t)k

k!
− f (k)(t)

(x − t)k−1

(k − 1)!
.

º &(<B<B�����+�T<B -$�¯'�I�.�X13���J�+�.@4�.gN -$*�+��$
k,
G+,R;vÙ-@4@4��;v -GM�T :@�@4�aGc6��.bB&($'1	<² :$U�I�.)-,"<�<K�

d

dt
F (t) = −f (n+1)(t)

(x − t)n

n!

�(�.�+$'�����`G7�

d

dt
G(t) = − (x − t)n

n!
.

º ���+d��.$U6��4��$2&($
t = x0,

G+,�;�,-@�b:��$' -!�#U13�.< g-�.�� -@4@�b-�.<B����$(���+�+�.$�Ø��4�M�+�.@468���+��G� m��d

F (x) − F (x0)

G(x) − G(x0)
=

F ′(ξ)

G′(ξ)
= f (n+1)(ξ).

iT$I13�+�.��G+���4��Gc�`GM�
F (x) = G(x) = 0,

 -@�G+,

F (x0) = f (n+1)(ξ)G(x0),

6c -Gc&($(<B�4�M����@��' :�T13����Ö8��#' -&(A3��&($(bB@4����;��.�M�a[
�Ø��4�X13��< º  m��deg-,-$ � � 
�
D��
�@` -G�GM�.$�G+��!�#U��$'G+�I�aGM,"$'13�����SDlC2�+����<² ²!�#' :�� :)*��������G+�4�.�+�.$0¼

´?µ3¶ s�{e}>=(Á 1 �T� ��� f ∈ Cn+1(I)
�:�0¨

x0 ∈ I
�����U�4�(�n�������F3T�:�'����£ �7� �c¨*�m�(�

f ′(x0) = f ′′(x0) = . . . = f (n)(x0) = 0, f (n+1)(x0) 6= 0,

� �����3� f
�:��¨3��� Ä �]�����§� x0

�����
�

���N¸3� � � � ¡0�E���(� n
�-�3�3�����3¨2��� � ���:�o¨ f (n+1)(x0) < 0,

�

���4�'� � � � ¡?�l���(� n
�:�(�3�����2¨3��� � ���-�o¨ f (n+1)(x0) > 0.

�7� � n
�3�����3¨2�a¡ � �%���3� f

��� K��N¨2����É � �3�m�(�:�3�| N�m� x0 � �"�E�N�(�S¤����a��� > f(x0)
�:� � �(�3�7�¤����a���

< f(x0),
�:� � �%�l�N¨2���T���m¸3� � � � ���(�7�������(� � � � £

q�r"ÒRr*thÓ-¼cÚX "!�# 13��< º  :�+d�g",-$ � � 
�
D��
 ��GM����$ ����$(����ÝT<Bb-�.�(&($(b­g",-$
x0

&($*�+�.��13�.$
b-�.<² -!�#*�+�.$�³l,-�� :&IGM���+d�&'$(b-�.$

f(x) = f(x0) +
1

(n + 1)!
f (n+1)(ξ)(x − x0)

n+1.

_S 
f (n+1) G7�������4b�&'$'1B�4$ x0

g"����G+!�#(���.1(��$Bg-,"$
0
��GM�./")-Û-$'$(��$B6�����13���XÝT<Bb"���(&($'bKGM,J)2@�����$

<² -!�#(�.$0/(1( -»B1' :�� :&3;
f (n+1)(ξ)

GM�+����G 6= 0
&($'1U1( -<B�Õ�XGM�+����G

> 0
,313�.�TG7������G

< 0
�`G7�a[

�P¯(��&($(b-�.�� "13�
n
�`G7��;�¯(�

x 6= x0
13�.��=�����<

(x − x0)
n+1 > 0.

_5 -<B�Õ��)N -$($­<² :$ 13�4�
iT&IG+G� :b"��$²¯(�����cØ� mC3��<K&(< &($'1�Ø���$(�4<R&(<>13���+�.)"�c :&'G�13����,-�(��b-�.$�_S :��G7����@�@4&($'bK :�(@��.G+��$?[
�P¯(�Eb"���� -13�

n
68�.!�#IGM�.@Õ�E1( -b-��b"��$B13���E=�����<

(x−x0)
n+1 �I�.�4< _X&'��!�#(b* :$(be13&(��!�#

x0
G+����$

³l,-��d��.��!�#'��$0/368,-�� :&'G813���Jd�68���4�+�JÖ8��#' -&(A3��&($(b�;�,-@�b:�a[
�

�(�.�+$'���T)"Û-$($(�.$U6��4�5<��4�S1(��< º  m��d�g-,"$ � ��
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´?µ3¶ s�{e}>=IÇ 1 �c� ��� f �(�:� I
�2���4���m�m�4�²�m�]�9¨"�4Ã0�������(�.�§���a�"�m�.¡

x0 ∈ I
���������(��������� 3T�:�'���c�:�0¨

� �h�����4�n� � δ > 0
�(���p���

<² mC {|f (n)(x)|δ
n

n!
; |x − x0| ≤ δ

}

→ 0 (n → ∞).

�e�m�(�U� � �c¨-��� � �N�3���I�m�(�n�]� � ��
 
D��
 Å �5�������
∞
∑

k=0

1

k!
f (k)(x0)(x − x0)

k

�]À:� |x − x0| < δ
�2�m�� m���+�3�������:�o¨ � �������p�c¨2�N�a�8¨-�§�5�?�:�(�n�v���N� f

¨*�m�.¡n¨I£ ��£n¨2�N�a�H� � �

f(x) =

∞
∑

k=0

1

k!
f (k)(x0)(x − x0)

k.

q�rDZÔr�B0.0yPx�z±{e}#= " ¤%���3��� Ä �3�v�B®H£ ��� �2�N�n m���+�"�����a�9¨*�:�(�«¨-��� � ��
 
Q��
 Å �5���4�n� � �a�3�m��������������o�2�:�(�N��� ¾ ����� ��� �7�����p�3�9� � x0
���B¨2���0�2� � ¦ �§��¸'��� 1 �2����� C

�'� � �m�h�'�o�:�o¨��"�����h�7� � �mÂ"�Õ�n£
q�r"ÒRr*thÓ-¼c_5�4�

n
�h���|jH -�M���� -@�G+&(<B<B�Ô13�.� � ��
 
Q��
I��Y��.�4#'�|��GM� f  �b"���� -13�|1( "G � ��
 
Q��
I�jH,-@��2$(,-<

n
�p�+�.�5°5��1($*&'$(b

pn(x) =
n
∑

k=0

1

k!
f (k)(x0)(x − x0)

k

&($'1U1( :;�¯(��b-��@4� f  

f(x) = pn(x) + Rn(x)

<B�Õ�

Rn(x) =
1

(n + 1)!
f (n+1)(ξ)(x − x0)

n+1,

68,-����� |ξ − x0| < |x − x0|.
�P¯(� |x − x0| < δ

�`G7�X1' :$($U$' "!�#�³l,"�� -&'G+G+����d�&($'b

|Rn(x)| ≤ <B :C {|f (n+1)(x)| δn+1

(n + 1)!
; |x − x0| ≤ δ

}

→ 0 (n → ∞),

6c -G�13���JVX,"$*g"����b-�.$(dXd.����b:�.[
�

iT&IG º  m��dJ��[ � ���.�+#'Ù-@Õ��<² :$�G+,:;�,"�M�
´?µ3¶ s�{e}>= =��8À:�J¨-���K¨'�:�.�7�����4�n�T�������������²É � �3�m�(�:�3�� N�m� x0

�2�m�� m���+�3�����]� 39�2�]���(�.�����4���

f(x) =

∞
∑

n=0

an(x − x0)
n

¨*�:�M�(� � �������p���X�0�:�(�n�h�§�m� f
� � �H�]À:�	K��N¨2� � n ∈ N

f (n)(x0) = n! an.

�e� � �h�l� � � K��a¨2� 39�2�]���(�.�����4�n�T���(���e���4�3���n� � ��
 
Q� 
 Å �5�������:£
Ø� -$����. "!�#"��� f �.13,3!�#	;�,-@�b-�.$'13�
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Q� 
 Å �5�������8�3�N�n N���M�*�§���.�M¡"�(�3��� Ê �v� � �vÑ8�(��� Å�3���o¨ � �(���3����¨3��� ¤%���.�c¨2���T�0�:�'�*���N� f.�5�§��¹��m���(� �+� �N�h�-�:�(�3�����4� Ä �(�v�J�c£ � � � ���o¨��m� � ������� � �H�-�B����� � ���?£

DE��$�Ö��.��G+A(����@0�`GM�c���768 B13���� :&(;�b" -$(d
R
1(&(��!�#

f(x) :=

{

e−
1

x2 x 6= 0

0 x = 0

����)2@�Ù-�M���E�(&($')"���4,"$0[ º �4����GM��¯'�I�.�� -@4@*�I�.@4�����'�4bT,-;§�P13� 7n������$(d.�4�.�+�' -�?&($I1J�I�.�
x = 0

#' -�I�.$� :@�@4�
iT�'@4�.�Õ��&($(b-�.$�13�.$%�±���+�

f (n)(0) = 0.
º ,-<B�4�8GM�+��@�@4�c13��� � ��
 
Q� 
I�]Y��.�4#(�513�4�SÚT&(@�@4;�&($()*�+��,-$1( -��&($'1	$(�`!�#"��&($IGM�.�+�J�(&'$()*�+��,-$

f._5�4�S�4$ º  m��dS�8[ � �J��$*�+#' -@Õ����$(�5DE��$'13��&(�+��b-)-�.�Õ��G+ -&'G�G+ -b-�Tb"�4@4�8$',2!�#�6��aGM�.$"��@4�`!�#� -@4@�b-�.<��.�4$'���a¼
���Pr2x ¶ t ¶ ( ¶ ÓaÓ µ3¶ s�{e}>= R 1 �T� �������

f(x) :=
∑

k

ak(x − x0)
k �:�o¨

g(x) :=
∑

k

bk(x − x0)
k

�-�E��� 39�2�����(�������������o¡9¨-�����3���h¨2�²� � ¾ ����� � K(x0, r)
�3�N�n N���M�*�§�������?£ � � K(x0, r)

�(�m�3�%� ��������K�(���3���
x0

�2�m�n N���+�3���n���K���N�4�3�
(xn),

�E�3�3��� � ���m� � xn 6= x0 � ���h¡P�3�-�X¨2�����]À:�R�:�4��� n

f(xn) = g(xn)
�3���h�]�m£

�e�m�(� � �v� �B� �����3���h¨2��39�2�]���(�.�����4�n����À'�3���������o¡�¨I£ ��£:�]À:���m���§� k
� � � ak = bk

�-�o¨K��� � �3� � �N� Å¨2�����S�3�(�7�
f(x) = g(x)

�3�:�9¨2� � �2�:�(�N��� ¾ �N�n N���M�(���(�.�2����� � £
q�r"ÒRr*thÓ-¼c_5�4��_5� 7n������$'d

h(x) := f(x) − g(x)
6��4��1U :&3;

K(x0, r)
1( -�+b"�.GM�+�.@4@4�T13&(��!�#

h(x) :=

∞
∑

k=0

ck(x − x0)
k,

68,-�����
ck := ak − bk.

ÚX "!�#�³l,-�� :&'G�G+���+d.&($(bB�`G7�
h(xn) = 0

;�¯(�5 -@4@��
n = 1, 2, ...

&($'1�1( %jP,-�+�.$(d�������#(��$�GM�+���+��b-�
�(&'$()*�+��,-$(�.$U1' :��G7����@�@4�.$0/3��GM�X1( -$($	 -&'!�#

h(x0) = 0,
 :@`GM,

c0 = 0.

�����T#' :����$UG+,-<B�Õ�Tb"��$' -&(���

h(x) =
∞
∑

k=1

ck(x − x0)
k = (x − x0)

∞
∑

k=0

ck+1(x − x0)
k =: (x − x0)h1(x),

68,-�����o6����
h1(x) :=

∞
∑

k=0

ck+1(x − x0)
k

b-�aGM���+d��c#I :����$0[
ÚX "!�#�³l,"�� -&'G�GM���+d�&'$(bRb"�4@4��;�¯(�T -@4@�� �v�(,"@4b"��$3� �]j9&($()*�+�

xn,
1( -»

0 = h(xn) = (xn − x0)h1(xn)

�`G7�a/-&($'1²1' JG7������G
xn 6= x0

�`G7�a/-<K&'»�1( :$($² -&'!�#B�4<B<B���
h1(xn) = 0

GM�.�4$?[-������������$B;�,-@�b:�
1( -�� -&'G�/n1( -»�13�.�eiX�'G+,-@�&3�+)",*� �²d�����$*�S13�.�

h1
1( :��GM�+��@�@���$'13�.$�jH,:����$(d.�+�.�4#'�Rg"����G+!�#26���$'13���a/

1o[ #0['1( -»
c1 = 0

�`G7�a[
_5�4�aGM� º !�#(@�&(»-68���`G+�%)m :$($ <B -$Ô$2&($­��<B<B���B6��4�a13���B :$268��$'1(��$­&($I1­����)-,"<B<��²GM,I/P1( -»
 :@�@��KVX,2� �Bd.�4�.$*�+��$

ck = 0
G+����$�<R¯'G+G+��$?/I1o[ #0[ f ��68����@�GX��$*��G+A(���.!�#(�.$'13�KV5,2���²d�����$*����$�g-,"$

f
&'$'1

g
¯(�I�.�+�.�4$IG7���4<B<B��$0[

�
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q�r*thÓO,HtvrQPE{e}>= W $ �  �z µ Bmt ¶ w+ZLyPÓ X ��r2tvwPr / �5�§�S�?�:�(�n�v���N� f(x) :=
@4$

(1 + x)
� � �H�]À:� x ∈

R, x > −1
�3�������m�m�4�R�N�]�H¨-��Ão�������(�������N�-�:�a£ Ä ���5�l�4�.¨e�4� −1 < x < +1

¨'�-���7���4�'��� � ��
 
Q��
 Å
�5���4���K¨2�m�+�3� � �����4�p� I

@�$
(1 + x) =

∞
∑

n=1

(−1)n−1 1

n
xn.

q�r"ÒRr*thÓ-¼cÚX "!�#�Ö��.��G+A(����@0�8[ � �R&($'1U13�.�TVe���M����$(����b"��@�;�,-@�b:�T��$'13&')"���4gn¼
f
���.G+�4�+d���;�¯'�

x ∈ R, x > −1
;�¯(� f �.1(�.G n ∈ N

13���
n
�h���JiT�(@����4�+&($'b²&($'1	�.Gc�`G7�

f (n) = (−1)n−1(n − 1)!
1

(1 + x)n
.

�(,"@4b"@4�`!�#«#' m�R$' -!�# º  :�+d��8[ ���U13��� � � 
�
D��
I��YT����#(�²&(< x0 = 0
13���� :$(b"��b"������$(�%�',-��<	[

_5�4�e;�¯(�513�4�JV5,-$2g-�.�+b"��$(d5<² :»-b"���(@��`!�#(�SiX�'G�!�#'Ùm��d�&($(bB@` :&3�����T#(�����

|f (n)(x)|δ
n

n!
= (n − 1)!

1

(1 + x)n

δn

n!
≤ 1

n

δn

(1 − δ)n
,

68,-�� :&'GB<² :$ 68��$(��b"GM�+�.$'GB;�¯(� |x| ≤ δ := 1
2

13����V5,-$2g-�.�+b"��$(d	b-�.b-��$
f(x)

�I�.)-,"<�<K�.[
=P m��G�Ù-!�#'@4�`!�#%)-,"$2g-����b-�����+�913���SYT����#(�X;�¯'� |x| < 1

&($'1�GM�+�.@4@4�T13,-�+�8 -&'!�#�13���J�(&($')"���4,"$�1( -�.[
�

\]$ º  m��de&($'1U_X��F'$(�4�+��,-$��8[ � � #' m�+�+��$U6����T13�����(&($()*���4,"$
 :��!��� :$

: R → (−π

2
, +

π

2
)

 :@`GlÝT<B)"��#(�+;�&($()*�+��,-$²13�aGE=P :$(b"��$'GH13��F'$(�����+�.[ º �������.G+�Õ��d��9�.�4$(�TG+���c1' :��G7����@�@4�.$'13� � ��
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I�Y��.�4#(�"[
q�r*thÓO,HtvrQPE{e}#R � $�� Bmu-yPÓ ¶aµ xPzIr2xPÓ X ��r2tvwPr / �5�§���?�:�(�n�v���N� f(x) :=

 :��!��� -$
x
�l���.¨L�]À:�

|x| < 1
¨I�:���7�U���(��� � ��
 
D��
 Å �5��������¨*�m�+�3� � �]�����h�AI

 -��!��� :$
x =

∞
∑

k=0

(−1)k 1

2k + 1
x2k+1 (|x| < 1).

�5�§��� �5���4���c�2�N�n m���+�"�����a�n�(�3�7�²���(�7�²�]À:�
x = ±1

�:�o¨ � �����4�p���(�3�7�U¨2�N�a�H¨-���c�0�-�(�n�v���N��¨*�:�a£
q�r"ÒRr*thÓ-¼8D9G��`GM���� :$

x =
� � �

x
� � �

x
,
GM,"<��4�X13����iT�(@����4�+&'$(b

(
�� -$

x)′ =

!�,"G
x
!�,*G

x − G+��$
x(− G+�4$ x)!�,"G

2 x

=

!�,"G 2 x +
GM��$ 2 x!�,*G

2 x
= 1 + (

�� :$
x)2 6= 0.

iT@`G+,J��GM�9$' "!�# º  m�+dT�8[ �2�T -&'!�#²13�4�5ÝT<B)-�.#(�M;�&'$()*�+��,-$² :��!��� :$�¯(�I�.�� -@4@�13� 7��.�+�.$(d��������' :�l&'$'1

(
 -��!��� :$

x)′ =
1

1 + x2
,

68,-�� :&'G5<² :$±<��4�M����@`G�13�.� �5&(,:���4�.$"����$(����b"��@lG�!�#(@4����»-�./o1( -»U -��!��� -$�����@��4�.�(�4bU,-;§�J1(� 7n������$3�
d��������' -�K�`G7�a[H_S -G�Ö8�����.!�#($'��$Ô13�.��iX�(@����4�+&($(b"��$ ��GM�B -@4@�����13��$(b"GRGM�.#(��<K¯(#'G� :<U[HiT&'GB13�.$
����GM�+��$«A' " :��iX�(@4�.�Õ��&($(b"��$«)m :$($«<² :$«g-�.�+<R&3�+�.$0/?1( -»U6��4�������

x0 = 0
;�,"@4b"��$'13�²�±���+�+�

;�¯(�X1(�4�JiT�'@4�.�Õ��&($(b-�.$U�I�.)-,-<B<B��$?¼

f (2k)(0) = 0, f (2k+1)(0) = (−1)k(2k)! (k ∈ N).

_5�4�aG�6�¯(��13�ed�&	;�,-@�b-�.$'13��� � ��
 
D��
I�]Y�����#(�S;�¯(#(����$0¼
∞
∑

k=1

(−1)k 1

2k + 1
x2k+1.
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_5�4�aGM�KYT����#(�RGM�+�.@4@4�X$2&($��� m��G�Ù-!�#'@4�`!�#�13�4�R�(&($()*���4,"$�1( :�a/(6c -G�<² -$U;�¯(�5�����.@4@��
x
6����J;�,"@4b-�

G+��#(�.$�)m :$'$0¼'�P¯(�

Rn(x) :=
 :��!��� -$

x −
n−1
∑

k=0

(−1)k 1

2k + 1
x2k+1

�`G7�

R′
n(x) =

1

1 + x2
−

n−1
∑

k=0

(−1)kx2k

=
1

1 + x2
−

n−1
∑

k=0

(−x2)k

=
1

1 + x2
− 1 − (−x2)n

1 + x2
=

(−x2)n

1 + x2
.

�±��$'13�.$U6��4�T13�.$Ug-���� :@�@�b-��<B�.�4$(�.�M����$	Ø��Õ�+�+�.@468���+��G� m��d � º  m��dJ��[ � ���c :$U :&3;

f(x) := Rn(x), g(x) :=
1

2n + 1
x2n+1,

G+,R;�,"@4b-�

Rn(x) − Rn(0)

g(x) − g(0)
=

R′
n(θx)

g′(θx)
=

(−(θx)2)n

1 + (θx)2
· 1

(θx)2n
=

(−1)n

1 + (θx)2
,
<B�4�

0 < θ < 1,

G+,21' :»�6��.b-��$
Rn(0) = g(0) = 0

Rn(x) =
(−1)n

1 + (θx)2
1

2n + 1
x2n+1

�`G7�a[ º ,-<B�4�T��GM�c;�¯(�T�����.@4@��
x
<��4� |x| ≤ 1

|Rn(x)| ≤ 1

2n + 1
→ 0 (n → ∞),

6c -G�13���JVX,"$*g"����b-�.$(dXd.����b:�.[
�

D9G��`GM�
�� :$

(
π

4
) =

G+��$ π
4!�,"G π
4

= 1,

G+,-<B�Õ�
π

4
=
 -��!��� -$

1

&($'1	6�����#' :����$�1( -<B�Õ�T�.�4$(�e�.��GM�+�J_S :��G7����@�@4&($'bR;�¯'�
π.

´?µ3¶ s�{e}#R0~ 1 � � � �

π

4
=

∞
∑

k=0

(−1)k 1

2k + 1
= 1 − 1

3
+

1

5
− 1

7
± ....... .

_5�4�aGM��Y��.�4#'�S�`GM�X :@�@4�.��13��$(b*G8G+��#'�TG+!�#(@��.!�#*��)-,"$2g-����b-�.$*�.[
q�r*thÓO,HtvrQPE{e}#R�·%$MqRthx	 HZ­t µ P X ��r2tvwPr / �8À:� α ∈ R

�:�o¨
k ∈ N � ���

(

α

0

)

:= 1,

(

α

k

)

:=
α(α − 1) · · · (α − k + 1)

k!
(k > 0).



�����D� � �������	��

�������

�e�m�(�U� � �l�]À:� x ∈ R, |x| < 1

(1 + x)α =

∞
∑

k=0

(

α

k

)

xk.

�5�§� � � �5���4�n�T�n����Â'�c¨-��� © %8����� � �§�m�������4�n�N¬�£
q�r"ÒRr*thÓ-¼8D9G?��GM�

fα(x) := (1+x)α = eα
� �

(1+x).
_5 -<��4�?�`G7�

f
����@��4�.�(�4bX,:;§��13� 7n������$(d.�4�.�+�' -�

;�¯(�
x > −1

&($'1	�.Gc�`G7�

f ′
α(x) =

α

1 + x
fα(x) = αfα−1(x)

&($'1U1( :<B�4���4$'1(&()*�+��g

f (n)
α (x) = α(α − 1)...(α − n + 1)fα−n(x) =

(

α

n

)

n!(1 + x)α−n.

�P¯(�
x = 0

�`GM�X :@`GM,
f

(n)
α (0) =

(

α
n

)

n!,
6c -G�G+,:;�,"�M�cd�&U,-�'�4b"��� � ��
 
Q��
I��Y��.�4#'�5;�¯'#(�M�a[�P¯(�J13��$LVX,"$*g"����b-�.$(d�$' "!�#26��.��G8���.G�!�#(��Ù-$()-�.$�6����5&($IG5 -&3;�13�.$LÖ8�������`!�# |x| < 1

3 .
_S m;�¯(�

�`G7�T<B�4�
δ := 1

3

&'$'1 |x| < δ
 :�(d.&'G�!�#'Ùm��d���$

Rn−1 := |f (n)
α (x)|δ

n

n!
=

∣

∣

∣

∣

(

α

n

)∣

∣

∣

∣

(1 + x)α−nδn ≤
(3

2

)|α| ·
∣

∣

∣

∣

(

α

n

)∣

∣

∣

∣

δn

(1 − δ)n
.

�P¯(�Eb"�+,"»-�
n
�`GM� ∣
∣

α−n+1
n

∣

∣ < 4
3

&($I1B<��4�9�.�4$(�.�Eb-�.����b-$(���+�.$�V5,-$'GM�� -$*�+��$
C
 :@`GM,e�����

δ := 1
3

Rn ≤ C ·
(

4

3

)n

·
( 1

3
2
3

)n

= C ·
(

2

3

)n

→ 0.

�

�9y�B�xoy+Z­rDBmtvÓauNw�r2x ����Ó.yPxPz �H Ix @[Pvr2tvuNwoyPx�z�r2x
DE��$�#'Ù:&(F'b² :&3;§���+���+��$I13�.G�j9�+,"�(@4�.< �`G7�X1(�4�KÖ8�aG7���4<B<K&'$(bB����$(���XÚX&(@�@�GM�+�.@4@�������$(�.�TG7�����+��b-�.$
�(&'$()*�+��,-$

g : R ⊃ I → R,
1o[ #�13�4��Ö8�aG7���4<B<K&'$(b«����$(��� º ����@�@4�

ξ,
;�¯(��13���

g(ξ) = 0�`G7�a/I6c -GX<��.��GM�5$2&(�5<B�Õ�e$2&(<B������G�!�#(��$�Ø����+#',21(��$�<BÛ-b"@4�`!�#��`G7�a[ º ,"@�!�#'��jE��,-�(@���<B�K@` -G�G+��$
G+��!�#� -&3;9g2����@��R�±���`GM�B :@`G5����$LG+,-b-�.$' :$'$"���.G 9M�P�4C2A'&($()*�+A(��,-�'@4�.< ;RG�!�#(�������I�.$0/n1o[ #?[���$��.�4$'�
QS@����`!�#*&'$(b�13���8QS�.GM�� :@4�

f(x) = x
&(<�;�,-��<K&(@���������$�&($'1%13���.GE)N -$($²<² :$B&($*�+�.�9b"������b-$'���+�.$

³l,-�� :&IG+G+����d�&($(b"��$	 :$
f
13&(��!�#�1( -G8;�,"@4b"��$'1(�S\������� m���4,"$'GMg"���+;v :#(����$�@4Û*GM�.$0¼

iT&IG?�.�4$(�.<OÚXÙ:#'����&($(b"G+68���+�
x0
�I�.�+�a!�#($(���P<² :$KG+&()2d��aG+G+�4g"�l$(��&'�9�±���+�+��1(&(��!�#R13�4�8GM��<BA(@��

³l,-��G�!�#(�+�4;§�
xn+1 := f(xn) (n = 0, 1, ...).

\7GM�X13�4�aGM�J�',-@�b-�J13��FI$(�4�.�M�T&'$'1	)-,-$2g"����b-�����+�8G+�4�eb-�.b-�.$��.�4$(�.$U�L�.�M�
ξ,
G+,B��GM�X1( -$($�;�¯'�T����$

GM�+�����4b"�.G
f

ξ =
@4��<

n→∞
xn+1 =

@��4<
n→∞

f(xn) = f(ξ),

1o[ #0[
ξ
13����b"�.G+&'!�#*�+�e�P�ÕC3A(&($')"�a[

DE��$(�T#'Ù-&3F'b� -$*68��$I13�' :�����(,"�+< 13�4�aGM�.�E\713�.�T��$*�+#IÙ:@4�913���9;�,-@�b-��$I13� º  m��d-/-1(���9�.�4$ º A���d.�� -@Õ�
;v :@�@?13�aG���$	�.�4$'��<ZG+��#'�T :@�@4b"��<B����$(��$UYT -#(<B��$Ub-�.@Õ����$'13�.$	�P�4C3A(&($()*��G� m��d��aG�g-,"$��$��� �����
�`G7�a[
´?µ3¶ s�{e}#RI½ 1 �J� ��� I ⊂ R

���4�«�(�N�(� � �7�(�§� �+� ���n� �T� �n�]���a ��:�4�8�:�o¨ f : I → R � ���8¨-��Ão������� Å�������N�-�:�R�:�0¨
f(I) ⊂ I.

�n���������5�3�:�2��� � ��������®o�m�'� q < 1, � �h�5¨2��� |f ′(x)| ≤ q
�]À:���m���§�

x ∈ I.
�e�m�'���(���p�����U�]À:��K��N¨2� � x0 ∈ I

� £c�X����¨'�:�.�7�
xn+1 := f(xn) (n = 0, 1, ...)

�����2�`�:�.�]�R���N�4�3�K� � �K�l�m�(�v¨3��Ì(�(�����a�J�:�o¨�2�N�n m���+�"�����a�o�3���3���L¨-���J�����o¨2�m�(�v�4���2� � �h� �B� �]� � G � �:�(� ξ
 N�m�

f(x) = x
���

I.



�5�4Ã0�������(�.�§���a�"�m���2���p� ����� �

� £ 1 � �"���p��¨"�§�S�n���(�������(� � �7�I�(�v�-�-�3�

|ξ − xn| ≤
q

1 − q
|xn − xn−1| ≤

qn

1 − q
|x1 − x0|.

q�r"ÒRr*thÓ-¼c_S 
f
1( "G5\]$*������gN -@4@l6����.1(���J��$±G+��!�#«G+��@��'G7�� -�(�(��@�13���./0�`GM�J1(�4�²�(,"@4b"� f �.13�.$3;v :@�@�G68,-#(@`13��FI$(�4�.�M�a[9�(�.�+$'���%@��4��;����+��13�.��Ø��4�M����@�6��.�M��G+ :�+d |f(x) − f(y)| ≤ q|x − y| ;�¯(�� :@�@��

x, y ∈ I.
_S :<B�Õ�8)m :$($%�aGE#(Û3!�#'GM�+�.$'G�����$(� �?Û"G+&($(bK13�.�8QS@����`!�#2&($(b

f(x) = x
b-�.�I�.$��*1(��$($

G+�4$'1
x′ &($'1 x′′ �I�.��13�aG�GM,"@�!�#'� �?Û"G+&($(b"��$0/3<² :$UG� :b:� 9+�P�ÕC3A(&($')"��� ;�/(GM,B����)",-<B<B��$	6��4�

|x′ − x′′| = |f(x′) − f(x′′)| ≤ q|x′ − x′′|,
6c -Gc68��b-�.$

q < 1
$2&(�c;�¯(�

x′ = x′′ <BÛ"b-@���!�#	��GM�.[�(�.�+$'����#' -�I�.$	6����T :&IG�13����GM�.@4����$UÝT$'b-@����`!�#*&'$(b²13�4�JiX�'G+!�#IÙm�+d.&($(b

|xn+1 − xn| = |f(xn) − f(xn−1)| ≤ q|xn − xn−1|,
68,-�� :&'Gc13&(��!�#	\]$'13&()*�+��,-$UG+,:;�,-�+�c;�¯(�X -@4@��

n ∈ N

|xn+1 − xn| ≤ qn|x1 − x0| (∗)
;�,-@�b:�a[(ÚT&($��`GM�

xn+1 = x0 +

n
∑

k=0

(xk+1 − xk) (∗∗)

&($'1�13���X@����+d��+�eÝT$(b"@4�.��!�#2&($'bK���.G� :b:��b-���� -1(�-/"1' :»K$I -!�#�13�.<>Ø� f ,"�� -$"����$3�]Ve���Õ�������4&(< 13���
Y��.�4#(� ∑∞

k=0(xk+1 − xk)
/? -@�G+,�&($IGM�.�+�B�(,"@4b"��13�.�

(xn)
)-,-$2g"����b-�����+�.[I_5����QS����$(d.6��.�M�

ξ@��4�.b:�%1( :$'$ �.�I�.$3;v :@�@�GB��$ 13��<  :�(b"�.G�!�#(@4,*G+G+��$'��$|\]$*�+�.�+gm :@�@
I
&($'1 �`G7��1( -<B�Õ�%13�.���.�4$'d���b

<BÛ-b"@4�`!�#(�J�P�ÕC3A(&($')"�T&'$'GM�.�+�.���(&($()*���4,"$0[
_5�4���'��#(@����� :�'G�!�#'Ù:�+d�&'$(bR�`GM�T$(��!�#*��G� :$'13�.�+�aGc :@`G�13�4��iX$26��.$'13&($(bBg",-$

(∗)  -&3; (∗∗). �

DE��$(��13�.��6��`!�#"���4b*G7����$|iT$268��$'1(&($(b-�.$|13�4�aGM�aG º  :�+d��aGJ�`G7�R1' -G � � � ��������³l���+;v :#'�+�.$0/?1( "G
6�����$*&'$	)"��$($'��$(@�����$(��$	68����13��$0[
×�&(�eÖ8�.GM�+��<B<K&($(b�����$(���eÚT&(@�@`G7����@�@4�Rg-,-$

g,
 :@`GM,%�.�4$'��� �0Û"G+&($(b�g-,-$

g(x) = 0
����#' -$'13�.@Õ�

<² :$U1( -G��P�4C3A(&($()*�+A'�+,"�(@4�.<

x = f(x)
;�¯(�X1(�4���'&($()*�+��,-$

f(x) := x − g(x)

g′(x)
.

Ø�,-�+��g*�����+��6��4��1	13�4�aG�1( -1(&(��!�#?/21' :»B<² :$	<��4�T����$(�.�cÚ5Ù:#(�.�+&'$(b
xn

;�¯(�T13���eÚX&(@�@�GM�+�.@4@���13���
�(&'$()*�+��,-$

g
1(&(��!�#L13�4�B@��4$'�. :���R�'&($()*�+��,-$

`(x) := g(xn) + g′(xn)(x − xn),
1( -G5��GM��13���

=P :$(b"��$*�+�� -$Ô13�.$¢QS�� :A(#(�.$­��< j9&($()*�
(xn, g(xn)),

����G+���+d��K&($'1 13������$ ÚT&(@�@�GM�+�.@4@��U :@`G
$(�.&(��ÚXÙ-#(����&($(b�$(��<�<K�.[
_S m;�¯(�Tb"�4@4�T13���c;�,"@4b"��$'1(�
´?µ3¶ s�{e}#R'Á�$�� 	�� � ��� X �Jr�B * µ w	Bmr*x /L1 �5� ��� [a, b] ⊂ R

�����L�(�m�3� � �7�(��� ��� ����� �8� �n�����. ��:�4��:�o¨
g : [a, b] → R

�-�E��� � �m� � �]�N�v�4��¨"�4Ã0�������(�.�§���a�"�m�.¡0¨*�(�3��� � ��� g(a) < 0, g(b) > 0,
�:�0¨

g′(x) > 0
�(�:�0�3�m�(�

[a, b]
£3�S�:�(�	�3���p������I

� £
g
�I�3�H���

[a, b]
�(���I�(�²���4��� Æ �:��� � �����4��� ξ,

�:�o¨U¨-���K¨'�:�.�7�

xn+1 := xn − g(xn)

g′(xn)

�����*�§�m�a���J���N�4�3�J� � �e�l�m�(�h¨2��Ì(�'�§���.�5�:�o¨��3�N�n N���M�*�§���.�H�(���(��� ξ, � �N�h���+�|¨3��� Ä �p�:�.�]�E���a�
x0
�I�:���T�3���n�m���3���

ξ
�3�m�H�:�(�p�����:�.¨2�:£



������� � �������	��

�������

� £ �7� ��À'�2����¨"�§� � g′′(x) ≥ 0
�3�:�e�3�m�(�

[a, b], � �«�3�N�n N���M�*�§���.�R¨-��� � ���n�N�4�3�	�]À:�4K��a¨3� �
x0 ∈ [a, b] � �p� g(x0) > 0 � �m���2�]�N�	�v�m���§���o¨B�3���(��� ξ.Í(£c�X��� ¾ �m�n N���+�3���(�T� � � #3�"�3¨-���3�v� � �7�o¡n¨I£ ��£ � �h�����4����� ¾ �m� � �p�m�n�]��� L

� � �

|xn+1 − ξ| ≤ L|xn − ξ|2.
q�r"ÒRr*thÓ-¼T×�&«�-[�¼(ÝT$*�����T13�.$�b"��<² -!�#*�+�.$�³l,"�� -&'G�GM���+d�&'$(b-�.$%��GM�X13���J�(&($()*���4,"$

g
 -&3;

[a, b]GM�+�����4bI/�GM�+����$(b�<B,"$(,:��,-$«<B�Õ��&($*�+����G�!�#(�4�a13@���!�#(�.$«³l,-��d����`!�#(�.$± -< YT -$'1«&($'1«#I m�RG+,-<B�4�
b-�.$' :&	����$(�JÚT&'@4@`G7����@�@4�

ξ ∈ [a, b].
�'����$(�����`G7�X1(�4���'&($()*�+��,-$

f : f(x) := x − g(x)

g′(x)

 :&(;5b" -$(d
[a, b]

13��F'$'�4�.�M�a/E13,-�+�%G7�����+��b|13� 7��.�+�.$(d��������' :�B&($I1 ���.G+�4�+d���1(,-�+�²1(��$¢����$(d���b-�.$
�P�ÕC3A(&'$()*�

ξ,
������$�13����ÚT&(@�@`G7����@�@4�Jg",-$

g.
D9G��`GM�

f ′(x) = 1 − g′(x)2 − g(x)g′′(x)

g′(x)2
=

g(x)g′′(x)

g′(x)2

 :&(;
[a, b]

G7�����+��b|&($'1 ¯(�I�.��1(�4�aG�G+,-b" -�
f ′(ξ) = 0.

º ,-<B�Õ��b-���3���.G�����$�\]$*�+����gm :@�@
Iδ :=

[ξ − δ, ξ + δ] ⊂ [a, b],
 -&3;P1(��< |f ′(x)| ≤ 1

2

��GM�.[(_S :$'$	�`GM�X13,-�+���4$'G+���.G+,-$'13�.�+�

|f(x) − ξ| = |f(x) − f(ξ)| ≤ 1

2
|x − ξ|,

G+,21' :»L1' -GR\]$"������gm :@�@
Iδ

g",-$
f
��$ G+�`!�#  :�'b-���'�4@`13����6��4��1o[liT@`G+,L)"Û-$($(�.$­6���� º  m�+dU�8[ � �

 :$268��$'1(��$0/(13�.�T13����Ö��.#' :&'A3�+&($'b	�"[3@4����;��.�M�a[
×�& �3[�¼HÚ5 -!�# ³l,-�� :&'G�GM���+d.&($(b��`GM�BG+,-b* :� <B��$

x∈[a,b]
g′(x) =: C > 0,

;�����$(�.�
g(x) > 0

;�¯'�

x > ξ.
iT@`GM,B�`G7��;�¯(�5GM,"@�!�#(�

x
1( -$($ g(x)

g′(x) > 0
&($'1U1( -<��4�

f(x) = x − g(x)

g′(x)
< x

;�¯(�
x > ξ.

iT$I13�+�.��G+���4��Gc�`GM�c$I -!�# � ��
 
Q� 


0 = g(ξ) = g(x) + g′(x)(ξ − x) +
1

2
g′′(θ)(ξ − x)2,

68,-�� :&'GcG+,:;�,-�+�

f(x) − ξ = x − g(x)

g′(x)
− ξ =

(x − ξ)g′(x) − g(x)

g′(x)
=

1

2

g′′(θ)

g′(x)
(ξ − x)2

;�,-@�b:�a[-ÚX "!�#²&($'G+������$B³l,-�� :&IG+G+����d�&($(b"��$���GM�l;�¯(�
x 6= ξ

#(�����913���T���.!�#*�+� º ���4�+�TGM�+����GEA�,"G+�Õ���4gn/
G+,21' :»B :@`GM,

f(x) > ξ
;�¯(�

x 6= ξ.
Ö8��b"�4$($'��$�6����� :@`GM,�13���S\������� m���4,"$�<B�Õ���.�4$(�.� º �+�.@4@��

x0
;�¯(��13���

g(x0) > 0
�`G7�a/(GM,��`G7��1( :$'$

x > ξ
&($'1	1( :<B�4�c13���S\��+���� m���4,"$'GM;�,-@�b-�X13��F'$(�����+�./2<B,-$(,-�+,"$� :�($'��#(<B��$I1%&($'1�$' -!�#�&($*�+�.$

13&(��!�#
ξ
�I�aG+!�#(��Ù:$')"�a[*_S :<B�4����GM�cG+���5)",-$2g-�.�+b"��$*�E&($'1�6��4�S,-����$�)m :$($	13���TQS����$(d.6��.�M�c :@`G

�P�ÕC3A(&'$()*�Tg-,-$
f
$2&(�

ξ
GM�.�4$?['_X���.Gcd.����b:� �([

×�& �([�¼3\7GM� |g′′(x)| ≤ K
 :&3;

[a, b]
/(G+,B@4����;��.�M�T,"�(��b-�J_5 -��GM�+�.@4@�&($(bR;�¯(�

f
13����iT�'G�!�#'Ùm��d�&($'b

|f(x) − ξ| =

∣

∣

∣

∣

1

2

g′′(θ)

g′(x)
(ξ − x)2

∣

∣

∣

∣

≤ 1

2

K

C
|ξ − x|2,

6c -Gc����#' -&(A3�+���T68 -�.[
�
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ÚT&(�+d��.$U6��4�T13���.GTd�&(�TÖ8�����.!�#'$*&'$(bRg",-$
r
√

a.

q�r*thÓO,HtvrQPE{e}#R�Ç �8À:�
a ∈ R, > 0

�:�o¨
r ∈ N � ���

g(x) := xr − a, � �p� ξ := r
√

a
�:� � ���4�(�.�Õ�(��� ¦ � � �h�h�h m��� Æ �-�4� � �]�����§�:£

�e�m�]À:�T�§�3�'���N�8¨*�:�(�±¨*� � � � � ���	� Å ¹������v�m�(�����

xn+1 = xn − g(xn)

g′(xn)
= xn − xr

n − a

rxr−1
n

=
1

r

(

(r − 1)xn +
a

xr−1
n

)

.

Ä:¦ ���.�§���4�0�]À-�J¨-��� �S�*�2¨-���3�]���:���N���?���+�3�m�3���L¨-��� � �5���N� � ������¨"�§� � �]�����3�v���N� �  m�N� � �7�(�����]�

xn+1 = xn − x2
n − a

2xn

=
1

2

(

xn +
a

xn

)

.

�5�§�c���n� � �]�������o¨2�����m�Õ�(�l�3�N�n N���M�*�§���.�(�]À-�T�2���4���m�m�4�3� Ä ���m�a�]�l���.�]� x0 > 0
#3�"�2¨-���3�h� � �7�J�(���3���¨-���X�3� � �3�7�n�]� ¦ � � �h�h�h m�%¤	�:���N���p£
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