MD-1

MD Differentialrechnung im R”

Die Ableitung

Wir betrachten Funktionen
fFR"DQ-R" z+— f(x),

deren Definitionsbereich 2 grundsitzlich ein Gebiet, also eine offene und zusam-
menhingende Menge des R™ sei. Ist der Bildbereich R, so reden wir speziell auch
von “Skalarfunktionen”, ist er der R™ mit n > 1, so sprechen wir auch von “vektor-
wertigen” Funktionen.

Wir schreiben

T = (.%‘1, ---vxm)Ta f(il?) = (fl(x)a afn('r))T

mit den Komponentenfunktionen f;(z) := fi(x1,...,2m).

H&ufig ist es unerheblich, ob man z oder f(x) als Zeile oder als Spalte denkt, und
dann gehen wir auch lax mit der Notation um.

Im Falle m = 2,3 schreiben wir hiufig auch f(x,y) bzw. f(z,y, z) statt f(z1,x2)
bzw. f(.’L‘l, o, $3).

Definition MD.1 f:R™ D Q — R” ist an der Stelle xo € ) differenzierbar, wenn
es eine Matrix A € R"*™ gibt, sodafs

fx) = f(wo) + Alx — xo) + R(z, xo),

wobei fiir den Rest R gilt
lim E@20l _

T—Io |.T—CL‘Q| o

Man nennt dann A die “Ableitung von f an der Stelle x(” und notiert dafiir auch
df (x0), f'(w0) oder D f(xo).
f ist in Q differenzierbar, wenn es an jeder Stelle xy € ) differenzierbar ist.

Im allgemeinen Fall ist also die Ableitung an einer Stelle xg eine Matrix, die sog.
JAcoBI-Matrix. Wie man sie berechnet, werden wir etwas spiter sehen.

Im Falle einer Skalarfunktion in einer Variablen, d.h. m = n = 1 ist die Ableitung
eine 1 x 1 Matrix, d.h. eine Zahl und unsere Definition geht in die Formulierung der
Ableitung nach Satz F.50 iiber.

Im Falle einer Skalarfunktion f : R™ D £ — R ist die Ableitung eine 1 x m - Matrix,
d.h. eine Zeile. Man nennt sie den “Gradienten” von f und notiert dafiir V f. Das
Zeichen V heifst der “Nabla”-Operator.

Die formale Ubereinstimmung unserer allgemeinen Definition der Ableitung mit der
Formulierung von Satz F.50 erlaubt es, auch eine Reihe von Schliissen direkt auf
den allgemeinen Fall zu {ibertragen.

Satz MD.2 Ist f : Q) — R" differenzierbar in x, so auch stetig in x.

Satz MD.3 Sind f,g : Q@ — R"™ differenzierbar in x( mit Ableitungen df (z¢) =
F,dg(x0) = G, ferner o, 3 € R, so ist auch h := af + Bg differenzierbar in xo mit
Ableitung dh(xo) = oF + G.

Ferner haben wir
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Satz MD.4 (Kettenregel) Sind g : Q — Q' C R, f: Q' — RF differenzierbar,
so auch h := fog:Q — R* und fiir zg € Q, yo := g(xg) € @ gilt mit G :=
dg(zo), I := df (yo) dann

dh(zo) = (df (yo))(dg(z0)) = FG.

Die Beweise von Satz MD.2 und Satz MD.3 folgen trivial aus der Definition, die
Kettenregel beweist man mit genau denselben Schliissen wir in einer Dimension
(Siehe Satz F.60.)

Einige

Beispiele MD.5 Differenzierbar sind
1. konstante Funktionen: f : x — f(x) = c. Es ist df (x) = 0.

2. lineare Funktionen: Mit einer (n x m) - Matrix A sei f(x) := Az. Dann ist f
differenzierbar und df (zo) = A.

(Es ist f(x) = Ax = Axg+ A(x — x0) = f(xo) + A(x — 2¢) + 0 unabhingig von
der Stelle x.)
Spezialfille sind etwa
3. A=el, dh. pi(x) :== el'x = x; ist die Projektion auf die i - te Komponente
mit Ableitung
dpi(x) = el (Zeile).
4. Mit einem Punkt xo € R" sei k;j : R — R™ : ¢ — xq + te; mit der Ableitung
dk;(t) =e; (Spalte).

(ES ist k/’j(t) = xo + toe; + (t - to)ej = kj(to) + €j(t — to) + 0. )
Die Funktion k; bildet R auf die Parallele zur j-ten Koordinatenachse durch
xo ab, wobei 0 auf xo geht.

Ist nun f: R™ D Q — R" 2 — (f1(2),..., fn(x))T differenzierbar mit Ableitung
Df, soist p;o f: @ — R die Funktion x — f;(x), also einfach die i-te Komponen-
tenfunktion. Ferner ist fiir ¢ € Q und kleine ¢t € R dann

pij :=piofokj=fiok; :RD(-0,+5) = R

die Einschriankung von f; auf die Parallele durch zy zur j-ten Koordinatenachse,
d.h.

pij(t) = (pi o f o k;) (t) = fi(wo +te;).
Nach der Kettenregel ist diese zusammengesetzte Funktion an der Stelle ¢ = 0
differenzierbar und die Ableitung ist

¢i;(0) = D(p;io fok;) (0) = Dpi(f(0))Df (o) Dk;(0) = ef D f(xo)e; = (Df(z0)),;,

d.h. dies ist das Element an der Position (¢,j) in der Ableitungsmatrix D f(xo).
Natiirlich ist dies gleichzeitig die gewdhnliche Ableitung der Funktion f;(z + te;)
nach ¢ und die hat einen besonderen Namen:

Definition MD.6 Fiir f: R™ D Q — R, zg € Q heifst die Ableitung der Funktion

©;(t) == f(zo + te;)

an der Stelle t = 0 die “partielle Ableitung von f nach der Variablen x;”. Es sind
dafiir verschiedene Bezeichnungen gebrduchlich wie

9 f(x0) := Ox, f(w0) := %(300) 1= fu;(20) == %(f(xo +te))],_q-
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Zusammen mit den obigen Uberlegungen bekommen wir hieraus

Satz MD.7 Ist f : R™ D Q — R" z +— (fi(2),..., fu(2))T in zo € Q differenzier-
bar, so sind sdmtliche Komponentenfunktionen f; in xo nach allen Variablen partiell
differenzierbar und fiir die JACOBI-Matrix D f(x¢) gilt die Darstellung

Di) = (Goten))

Die JACOBI-Matrix enthélt also in Zeile i stets nur die Ableitungen der Funktion
fi und in Spalte j stets nur Ableitungen nach der Variablen z;.

Unter einer wichtigen Zusatzbedingung kann man dieses Ergebnis umkehren. Wir
erhalten als

Satz MD.8 (Das Hauptkriterium fiir Differenzierbarkeit) Existieren zu ei-
ner Funktion f : R™ D Q — R™ an jeder Stelle xoy € € die partiellen Ableitungen
der Komponentenfunktionen und sind diese auf ganz () stetig, so ist f auf Q) diffe-
renzierbar und die Ableitung ist die JACOBI-Matrix aus den partiellen Ableitungen

Di) = (Gh)

Warnung MD.9 Ohne die Voraussetzung der Stetigkeit ist die obige Aussage
falsch.

Wir werden daher im Weiteren stets die Stetigkeit der Ableitungen fordern. Wir
verabreden als

Bezeichnung MD.10 Eine Funktion f : R™ O Q — R”™ heile r - mal stetig
differenzierbar, wenn sidmtliche partiellen Ableitungen bis zur Ordnung r auf ganz
Q existieren und stetig sind. Wir notieren dafiir

C"(QR") :={f: Q—-R" ‘ f ist r - mal stetig differenzierbar}.
Im Falle n = 1 schreibt man dafiir auch kurz C"(12)
Offensichtlich gilt

Satz MD.11 C"(Q2,R") ist ein reeller Vektorraum.

Ferner erhilt man mit dem Hauptkriterium leicht

Satz MD.12 Eine Funktion f € C"(Q,R™) (r > 1) ist an jeder Stelle zq €
differenzierbar im Sinne von Definition MD.1 und die Funktion

Df:Q—R"™™: xy— Df(xg)
ist selbst stetig.

Im Falle einer Skalarfunktion f : R™ D 0 — R hatten wir die Ableitung “Gradient”
genannt und mit V f(xo) bezeichnet. Nach Satz MD.8 ist dann

V(o) = (81f(20), .., O f(20))

also der (Zeilen-) Vektor aus den partiellen Ableitungen.

Von Skalarfunktionen iiber demselben Gebiet kann man Linearkombinationen bil-
den, ferner kann man sie multiplizieren und - wo der Nenner # 0 ist - dividieren.
Dafiir gilt
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Satz MD.13 Sind f,g € C*(9),a,3 € R, so sind auch af + B9, f-g und L
(abgesehen von den Nennernullstellen) in C'(Q2) und es gelten

Viaf+Bg) = aVf+p3Vyg,
V(f-9) = fVg+gVf,
v(L) — aViiYg

Zum Beweis nutzen wir die Kettenregel und die Hilfsfunktionen

Hi(u,v): R?*—R: (u,v) — au+ Pu,
Hy(u,v): R?*—R: (u,v) — u- v,
Hs(u,v) 1 R2D{(u,0)|v#0} > R: (u,v)— %

v

Diese Funktionen sind differenzierbar und somit auch die zusammengesetzten Funk-
tionen H;(f, g), die offenbar gerade die zu betrachtenden Funktionen sind. Nach der
Kettenregel ist

OH; OH;
V H»L 5 - 5 v a ) v )
(Hi(f,9)) = 5=(f,9)Vf + 5=(£,9)Vg
womit man sofort die behaupteten Darstellungen verifiziert. O

Der Gradient einer Funktion f : R™ O Q — R hat eine wichtige geometrische
Bedeutung. Es sei xp € @ C R™, ferner v € R™ ein Einheitsvektor, also |v]s = 1.
Dann ist fiir hinreichend kleine ¢ € R die Funktion

o(t) := f(xo + tv) (=0,46) — R

definiert und stetig differenzierbar. Nach der Kettenregel ist

d d d
E(‘D‘tzo = Ef(xo + tv)‘tzo = Vf@«"o)%(ﬂﬁo + tv)’tzo = Vf(zo)v,

wobei rechts Zeile x Spalte gerechnet wird, sodaf also letztlich das Skalarprodukt
(Vf(zg),v) zu bilden ist.

Definition MD.14 Wir nennen

d

d
E@|t:0 = Ef(zo +t”)|t:0

die Richtungsableitung von f in Richtung des Einheitsvektors v, d.h. mit |v|s = 1.
Ist f in x differenzierbar, so ist die Richtungsableitung in Richtung v gerade gleich
dem eben erhaltenen Ausdruck (V f(xo),v).

Die Richtungsableitung in Richtung eines kanonischen Einheitsvektors ist offensicht-
lich gerade die entsprechende partielle Ableitung.
Nach der CAUuCHY-SCHWARZschen Ungleichung gilt beziiglich der EUKLID-Norm fiir
jeden Einheitsvektor v :

[(Vf (o), v)| < |V f(xo)l,
wobei Gleichheit genau dann eintritt, wenn v = %V f(xo) ist, d.h. ein Ein-
heitsvektor in Richtung des Gradienten. Dies bedeutet

Satz MD.15 Der Gradient zeigt in die Richtung des stidrksten Anstiegs von f.

Wie hatten die Richtungsableitung erhalten, indem wir die Funktion ldngs eines
Geradenstiickes betrachtet hatten. Dies kann man allgemeiner machen.
Eine C'-Funktion

a: I —=R™:tat) = (ai(t), ..., am(t)”
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auf einem reellen Intervall I nennen wir einen C'' - Weg. Fiir jedes to € I liefert die
Ableitung

den Tangentenvektor an den Weg an der Stelle a(tg). (Geometrisch sinnvoll ist dies
nur, wenn «'(tg) # 0 ist.)

Bei der Deutung von ¢ als Zeit und von «(t) als Ort ist dann o'(t) die momentane
Geschwindigkeit. Die Kettenregel besagt dann einfach

Satz MD.16 Ist f € C1(Q) und o : I — Q ein C'-Weg, so ist

L (0(1) = (V) (a(t)), o' (1)),

Sorgt man dafiir, da die Tangente o' (t) jeweils die Norm 1 hat, so erhilt man hier
einfach die Richtungsableitung in Richtung der jeweiligen Tangente.
Dieser Satz hat eine Reihe niitzlicher Folgerungen.

Satz MD.17 Essei f € C'(Q), a:[0,1] — Q ein C*-Weg und a := a(0),b := a(1).
Dann ist

F(b) — fla) = / (VF)(a(t)), o’ (t))dt.

Man nennt dies den Mittelwertsatz in Integral - Form.

Beweis: Nach dem Hauptsatz ist

1
d
f() = fla) = fla(1)) = f(a(0)) = / 5 (@)t
0
und durch Einsetzen folgt mit Satz MD.16 die Behauptung. O

Damit bekommen wir eine vielseitig einsetzbare Abschétzung.

Satz MD.18 Ist f € C'(Q) und sind a,b € Q) so, da auch die Verbindungsstrecke
S:={a+tlb—a)|te[0,1]} C Q,

s0 ist
|f(b) = fla)| < M - |b—al,
wobei M := max{|V f(z)| |z € S}.

Beweis: Mit a(t) := a+t(b—a) ist &’(t) = b— a und mittels der Ungleichung von
CAUCHY-SCHWARZ folgt aus dem vorigen Satz

If(b)f(a)/0 <Vf)(a(t)),a’(t)>dt|§/0 (V) (a(t), o' (t))]dt

< [ VD@ b—aldt < 21-p—al.

Ferner bekommen wir

Satz MD.19 Verschwindet der Gradient einer Funktion f auf einem (zusammen-
hidngenden!) Gebiet (), so ist dort f konstant.
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Beweis: In einem Gebiet lassen sich je zwei Punkte a, b durch einen Weg « verbin-
den, sodaft man nach Satz MD.17 die Darstellung

F(b) — fla) = / (VF)(a(t)), o’ (1))t

hat. Verschwindet der Gradient auf 2, so ist das Integral stets 0, somit f konstant.
O

Ho6here Ableitungen

Satz MD.20 (von H.A.ScHWARZ) Fiir f € C?(Q) ist fiir alle i, j :

00, 00
8xi 8xj o 895]- 8931

f)

d.h. bei den “gemischten” zweiten Ableitungen kommt es nicht auf die Reihenfolge
der Differentiation an.
Man beachte, dakl dazu auch die zweiten Ableitungen stetig sein miissen.

Fiir besonders interessierte Leser sei der Beweis hier dargestellt:
Sei zunéchst ) das Einheitsquadrat im R? und f : (z,y) — f(z,y) zweimal stetig
differenzierbar.Wir bilden zu festem z mit |z| < 1 die Funktion

Fu(y) == f(z,y) — f(0,y), (lyl <1).

Dann ist

Fz(y) - Fm(o) = (f(x,y) - f(07y>) - (f(a:,()) - f(ovo))
= f(@.y) + f(0,0) = (£(0,9) + f(x,0)).

Nach dem Mittelwertsatz ist dies auch darstellbar als
d

Es ist J 5 5
_F = — _— —
a = (0y) ayf (z,0y) ayf (0,0y)

und wieder nach dem Mittelwertsatz formt man dies um zu

d 90,

Somit ist fiir (x,y) € Q mit gewissen |6],]6'] < 1

Vollig analog erhilt man fiir
Gy(x) := f(z,y) — f(2,0), (2] <1).

die Darstellung
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und somit 5 8 5 8
_ / . . —_ —_- 4 . .

und dies fiir alle z,y und passende 0,6’,6,6. Wegen der Stetigkeit der zweiten
Ableitungen ist dann auch

0 0 0 0

Den allgemeinen Fall fithrt man darauf zuriick, indem man setzt

o(u,v) == f(xo + ue; + ve;).

Dann ist 9 9
20 = (V) = 5 e
und entsprechend
0 0 o 0
9000”0 = g g o tuesoe,
woraus man die Behauptung abliest. O

Bezeichnung MD.21 Zu einer C?(Q)-Funktion f und einer Stelle zo € Q heifit

die Matrix P
f”(zo) = (a—xla—m]f(mo)>

die HESSE-Matrix zu f. Sie ist nach dem Satz von SCHWARZ symmetrisch.

Um etwa eine TAYLOR-Entwicklung fiir C"-Funktionen f untersuchen zu k&nnen,
verwenden wir die schon mehrfach benutzte Technik, die Funktion f nur auf einer
Geraden durch den Aufpunkt ¢ zu betrachten.

Zu h € R™, # 0 betrachten wir also

P(t) == f(xzo+t-h) fir |t < 1.

— ) enthdlt ja mit o eine ganze Kugel und wir nehmen an, daf z¢ + h in dieser
Kugel liegt.— Dann ist nach der Kettenregel diese Funktion stetig differenzierbar

und es ist
m

Lpt) = (7w + ).y = 30 2

=1

f(l'o + th) . hz .

3

Nun kann man nochmal die Kettenregel anwenden und erhilt

d? d 0
@1/)(75) = E(Z ax,f(l'o +th) - h;)

= (h, f"(zo + th)h),

wobei f” die HESSE-Matrix ist.

Entsprechend — mit vielen Indizes oder mit dem Tensor-Kalkiil — kann man hoéhe-
re Ableitungen von 1 darstellen, sofern die entsprechenden partiellen Ableitungen
existieren und stetig sind.
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Nun kann man mit ¢ den Mittelwertsatz oder die einfachste weiterfiihrende TAY-
LOR-Entwicklung ausfithren und erhélt

— beim Mittelwertsatz:
(1) =9(0) +¢'(7) -1 mit 0 < 7 < 1,

— bei TAYLOR:

1
(1) = (0) +9'(0) - 1+ 51#"(7) 1 mit 0 < 7 < 1.
Setzt man darin die oben berechneten Werte ein, so erhélt man

Satz MD.22 (Mittelwertsatz, TAYLOR-Formel ) Fiir f : Q — R!, f € C?(Q),
o € Q und jedes h € R™, fiir das die Verbindungsstrecke von zy und o + h ganz
in Q) liegt, gelten mit geeigneten 0 < 7 < 1

Flao +h) = f(zo) + (V@ + Th), b,
Flwo+B) = (o) + (V. f (o), ) + 5 (b, £ (o + Th)B)

wobei f” wieder die HESSE-Matrix ist.

Mit dieser Darstellung konnen wir auch wieder lokale Extrema charakterisieren
(vergl. Satz F.74).

Satz MD.23 Es sei f € C*(Q),z0 € Q .

1. Hat f in x¢ ein lokales Minimum (Maximum), so ist V f(z¢) = 0 und die
HEssE-Matrix f”(xo) ist positiv (bzw. negativ) semidefinit.

2. Diese Bedingungen sind hinreichend, sofern die HESSE-Matrix sogar entspre-
chend definit (und nicht nur semidefinit) ist.

Beweis: Fiir einen festen Vektor h betrachte wieder

(t) = f(wo + th).

Hat nun f an x¢ ein Minimum bzw. Maximum, so hat entsprechend v ein solches
Extremum an der Stelle ¢ = 0 und nach Satz F.74 gilt

¥'(0) = 0 und ¥"(0) > 0 bzw. <0
Dies bedeutet aber nach dem eben Dargestellten, dafé

¥'(0) = (Vf(wo), h) =0,

"(0) = (h, f"(z0)h) > 0 bzw. <0

ist. Da hier h beliebig gewahlt werden kann, heiflt dies gerade, daf V f(zp) = 0 und
daf die HESSE-Matrix semidefinit ist.

Ist die HEsSE-Matrix f”(z¢) sogar definit, so ist fiir alle h # 0 dann ¥”(0) > 0
bzw. stets 1" (0) < 0 und mit Satz F.74 folgt, daf bei ) und damit auch bei f ein
Minimum bzw. Maximum vorliegt. U
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Implizite Funktionen

Bei der Behandlung von Funktionen in einer Variablen hatten wir festgstellt, daf$
eine differenzierbare Funktion f (lokal) eine differenzierbare Umkehrfunktion f~!
besitzt, sofern ihre Ableitung nicht verschwindet. Diese Situation sei nun im mehr-
dimensionalen Fall betrachtet, wo sie in unterschiedlicher Form auftritt.

Zunéchst erweitern wir die Bezeichnung MD.10 zu

Definition MD.24 Eine Abbildung f : U — V zwischen Gebieten U,V C R"
heifst ein C"-Diffeomorphismus (zwischen U und V'), wenn die Umkehrabbildung
f~!:V — U existiert und beide Abbildungen f und f~! jeweils C"-Abbildungen
sind. Dabei ist stets r > 1 vorausgesetzt.

Die iiblicherweise in der Physik vorgenommenen Koordinaten-Transformationen
sind — bei etwas Vorsicht, d.h. bei Beschriankung auf geeignete Teilbereiche — sdmt-
lich Diffeomorphismen meist sogar mit r = oo.

Beispiel MD.25 (Zylinder-Koordinaten)

r x 7 COS
f:lel—ly]|:=[rsing
z z z

Wiéhlt man hier etwa U = {(r, ¢, 2)T ‘ r>0,0< ¢ < 27}, so bekommt man einen
C*-Diffeomorphismus zwischen U und dem R?® ohne die Punkte der “Halbebene”

{(z,y,2)" |z >0,y =0}.
Aus der Kettenregel (Satz MD.4) folgt sofort
Satz MD.26 Ist f : U — V ein C"-Diffeomorphismus, so gilt fiir jede Stelle u € U
und v = f(u) €V :
_ -1
d(f 1)(1}) = (df (u))

d.h. an zusammengehorigen Stellen sind die Ableitungen d.h. die JACOBI-Matrizen
der Abbildung f und ihrer Umkehrabbildung f~' zueinander inverse Matrizen.

Fiir die Zylinder-Koordinaten haben wir

cosp —rsing 0
df = |sinp rcose 0

0 0 1
Deren Inverse ist
cos ¢ sing 0 r2cosg r?sing 0
—1 1 .. 1 1 .
(df) = |—2sing Lcose 0| =—|—-rsing rcose 0
0 o 1) " 0 0

Nun ist r = /22 +y?, cosp = £, sinp = £, somit
1 /22 +y2 oy + g2 0

-3 —y T 0
X +y 0 O $2+y2

() =

Die Ableitung an einer Stelle ug ist ja eine lineare Abbildung, die in der Ndhe von
ug die Funktion f sehr gut approximiert. Bis auf einen “geringen” Fehler kann man
also in der N&he von ug die Funktion

¢ u f(u) = f(uo)
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ersetzen durch die lineare Abbildung

u— (df (uo)) (u — uo)

und diese Abbildung ist umkehrbar, sofern die Matrix df (uo) invertierbar ist. Diese
durch die inverse Matrix gegebene Abbildung macht damit die Wirkung von f bei-
nahe wieder riickgéngig. Untersucht man dies genauer, so erhilt man den zentralen

Satz MD.27 (von der Umkehrabbildung) Es sei f : R D Q@ — R" eine C"-
Abbildung (r > 1), deren Ableitung df (ug) an einer Stelle u, invertierbar sei. Dann
gibt es Umgebungen U und V : uy € U C Q, f(up) € V C R", sodafs f einen
C"-Diffeomorphismus U — V' bewirkt.

Ist f : Q@ —  bijektiv und stets df (u) invertierbar, so ist auch die Umkehrfunktion
f~1: Q¥ — Q ein C"-Diffeomorphismus.

Dieser Satz liefert einmal ein Kriterium, wann durch eine Abbildung f : R™ — R”
wenigstens lokal ein krummliniges Koordinatensystem gegeben ist. Eine viel wichti-
gere Anwendung ist aber sein Einsatz beim Auflésen von nichtlinearen Gleichungen.

Beispiel MD.28 Es sei eine C"-Funktion f : R?> — R gegeben mit f(0,0) = 0,
etwa f(z,y) = sin(ze®t¥ + wy). Frage: Kann man in der Nihe von (0,0) nach der
zweiten Variablen auflésen, d.h. gibt es eine “Losungsfunktion” y = ¢(z), d.h. also
eine Funktion ¢ : R D U(0) — R, mit der wenigstens lokal (also in einer Umgebung
U(0)) gilt

f(@,p(x)) =0 (und ¢(0) = 0.)

Dazu bilden wir die C"-Abbildung

o () (16)

Hier ist F(0,0) = (0,0)” und, sofern es die Umkehrabbildung
G:R? - R?: <:j> — (ilgzzg)
2\,

(ff) = F(Gu,v) = (fwl(iqu)lf’jg(u,v))) |

Damit ist dann 1 (u,v) = v und v = f(u,2(u,v)). Setzen wir hierin v := 0 und
dann p(u) := 12(u,0), so ist offenbar 0 = f(u,p(u)), d.h. die gesuchte Losung
gefunden.

Um hier den Satz iiber die Umkehrabbildung anwenden zu kdénnen, miissen wir
zeigen, daft die JACOBI-Matrix von F invertierbar ist. Nun ist

1 0
dF = (@f 6yf)’

d.h. dF ist iiberall dort invertierbar, wo die partielle Ableitung 0,f # 0 ist. Da
kénnen wir den Satz {iber die Umkehrabbildung anwenden und den obigen Schluft
durchfiihren.

gibt, ist

Diese Uberlegung 148t sich sofort auf den allgemeinen Fall verallgemeinern, wobei
dann x und y jeweils zwei Pakete von p bzw. m vielen Variablen sind, also = :=
(1, .y 2p), ¥ == (Y1, .-, Ym) und entsprechend

fiRPF™ 5 Q - R™
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eine C"-Abbildung. Statt d, f # 0 muff dann die entsprechende Teilmatrix der JA-
COBI-Matrix von f invertierbar sein. Dann geht alles vollig analog und wir erhalten
den

Satz MD.29 (iiber implizite Funktionen) Es sei
FrRPFT S QS R™, (2,y) = f(2,y)

eine C"-Abbildung mit r > 1. An einer Stelle (xq,yo) € € sei f(xo,y0) = 0 und es
gelte die “Auflése-Bedingung”

det (afi) £0.
Oy ik=1,..,m

Dann gibt es Umgebungen xo € U C RP, yy € V C R™, sodaf

UxVi={(zy)|zclyeV}cQ

und die Gleichung f(x,y) =0 in U x V eindeutig nach y auflosbar ist, d.h. es gibt
genau eine C"-Abbildung ¢ : U — V, sodafs

fla,y) =0 y=p(x) fir(z,y) eUxV.
Ferner ergibt sich durch Differentiation der Identitét
0= f(z,0(x))

mit den Teilmatrizen der Jacobimatrix von f :

D,f:= (%) und D,f:= (?)
Lj/)i=1,.. myj=1,...p Yk /) i=1,.. myj=1,...m

.....

0= sz(a:,y)‘

woraus man mit der “Auflésebedingung” die Darstellung

y=o@) T Dol @),y - Dl

Do,y = =(Dyf @), _ ) - Dat(@y)]

y=p(x)

erhilt.

Auf den formalen Beweis verzichten wir. Man beachte, daff man zwar mit die-
sem Satz auf die Existenz einer entsprechend differenzierbaren “Losungs-Abbildung”
schlieffen, diese aber nur in Ausnahmeféllen explizit angegeben werden kann.

Zur Anwendung dieses Satzes seien noch ein paar Hinweise gegeben.

— Haufig soll man ein Problem der Form ¢(z,y) = ¢ nach dem Variablensatz y
auflsen. Hier setzt man einfach

f(xvy) = g(m7 y) —C.
Fiir die Auflésebedingung kann man direkt mit g arbeiten, da ja fiir alle ¢, k

Ofi 0gi

oyr, Oy
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— Setzen wir auf dem R? einmal g(z,y) := 2 + 2y, so ist einfach die partielle
Ableitung nach y zu tiberpriifen, d.h. die Auflésebedingung lautet hier

@:43/7&0.

dy
Dies ist fiir y # 0 erfiillt.
Trotzdem ist die Gleichung g(x,y) = —1 nirgends nach y auflosbar!

Im Satz wird gesagt, daf wir in der Umgebung einer Stelle (zg,yo) auflosen

konnen, wo f(xo,yo) = 0 ist, d.h. hier also 22 + 2y2 = —1 ist. So eine Stelle
gibt es iiberhaupt nicht, also niitzt die ganze Bedingung iiber die Ableitung
nichts.

— Nehmen wir g(x,y) = +1, so finden wir (viele) passende Stellen (xq, yo). Aber
in der Umgebung von yo = 0 ist die Auflésebedingung nicht erfiillt, sodaf wir
nicht nach y auflésen konnen. Uberlegen Sie selbst, daf hier eine Auflésung
nach der Variablen x moglich ist.

Wir geben noch zwei spezielle Anwendungen.

Niveau-und Gradientenlinien MD.30 f : R? D Q) — R sei eine C'-Funktion.
Fiir ¢ € R heifie

Ne:={(z,y) € Q| f(z,y) = c}

eine Niveaumenge von f. N, kann fiir gewisse c leer sein.

Ist N, # 0 und V f(x,y) # (0,0) auf N., so kann man lokal die Niveaugleichung
f(x,y) = ¢ nach x oder nach y auflésen, d.h. man erhélt eine Beschreibung der
Niveaumengen als C'-Wege

ts (ty(t) oder t (a(t),t).

Man redet daher auch von Niveaulinien.
Ein C'-Weg 1 : I — 0, dessen Tangentenvektor v (t) stets # 0 ist und an jeder
Stelle in Richtung des Gradienten von f zeigt

P'(t) = At) - (V) (@) #0  mit AM(t) >0
heiflt Gradientenlinie.

Fiir diese Linien gilt

Satz MD.31 Gradienten- und Niveaulinien schneiden sich stets senkrecht.
Sie kénnen damit Iokal als rechtwinkeliges krummliniges Koordinatensystem ver-
wendet werden.

Beweis: Ist s — ¢(s) = (s,y(s)) eine Niveaulinie, so ist f(¢(s)) = ¢, somit

0= 4 (F0(e) = o 5o + B0 2L = (TN ()

Am Schnittpunkt (zg,yo) von Gradienten- und Niveaulinie ist dann

(V) (0(8) = (V1) (@0, 0) = (V) (1)) = ﬁww,

woraus die Behauptung unmittelbar folgt. O
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Extrema unter Nebenbedingungen

Extremstellen einer Funktion f : R™ D Q — R, die im Innern des Definitionsge-
bietes () liegen, hatten wir schon im Zusammenhang mit der mehrdimensionalen
TAYLOR-Entwicklung behandelt (Satz MD.23). Damit lassen sich aber Aufgaben
wie die folgende nur schwer bearbeiten:

Bestimme das Mazimum (oder Minimum) der Funktion g(z,y,z) = 2% + y? + 22
unter den Nebenbedingungen

fi(z,y,2) =2 + 22 +32° -1 =0,
f2($,y,z) :I+y72,’:0

Die Abbildung

f2 (xa Y, Z)
beschreibt dabei {iber die Forderung f = 0 sogenannte “Nebenbedingungen”. Hier
wiare also das Maximum oder Minimum der Funktion g zu suchen unter der Neben-
bedingung, daft sie nur auf dem Durchschnitt des Ellipsoids f; = 0 mit der Ebene
f2 = 0 betrachtet werden soll.
Die JAcoBI-Matrix von f lautet

2z 4y 6z
df = (1 1 1) '
Sie ist auf der Ebene fo = 0 abgesehen von dem Punkt (0,0,0), der aber nicht
infrage kommt, stets vom Rang 2, d.h. f = 0 kann stets lokal aufgel6st werden.
Diese Auflésung kann man in g einsetzen und die entstehende Extremwertaufgabe
in einer Variablen 10sen.
In unserem Beispiel ist dieser Weg gerade noch moglich, im allgemeinen Fall wird

man das nicht praktisch ausfithren kénnen. Es gibt aber einen viel einfacheren Weg.
Betrachten wir gleich die allgemeine Situation.

f:R3=R%: (z,9,2) — (fl(:ﬂ,y,z))

Gegeben seien C'-Funktionen g, f1, ..., fm : R D Q — R!, wobei m < n. Es sei
N:={zeQ ’ fi(z) = ... = fm(z) = 0}.
Wir suchen Iokale Extrema von g auf N, d.h. Punkte xo € N, sodafs

g(wo) < g(z) bzw. g(zo) > g(v)

fiir alle x € U(zo) N N.
Solche Punkte heiflen lokales Minimum bzw. lokales Maximum unter den Nebenbe-
dingungen f; = ... = f,, = 0.

Dafiir gilt die folgende notwendige Bedingung, die haufig die Menge der moglichen
Extrema so eingrenzt, daft man die tatsédchlich vorhandenen Minima und Maxima
direkt erkennen kann.

Satz MD.32 Essei N die Losungsmenge von f1 = ... = f,, = 0 und g habe in x( €
N ein lokales Extremum. Ferner seien an xo die Gradienten V f1(xg), ..., V fm(zo)
linear unabhingig.

Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen \i,...,\,, € R, die sog. LAGRANGE-
Multiplikatoren, sodaf

Vg(xo) = Z )\Zsz(:I:O)
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Beweis: Fiir die Abbildung f: R" D Q — R™ :  — (f1(x),..., fm(x)) erlauben
die Voraussetzungen, die Gleichung f(z) = 0 in der Umgebung jeder Extremalstelle
xo nach m Variablen aufzulosen. Bei passender Nummerierung bekommen wir also
mit p := n—m dann C'-Funktionen ¢1 (u), ..., pm(u), wobei u := (u1,...,u,) € R?,
die lokal in einer Umgebung €Y’ von ug := (201, ..., Zop) € RP definiert sind und dort

0= f(ula ceey Up, SDl(U), sy (pm(u))
erfilllen. Mit der Abbildung ® :
D(u) = (U1, oy Up, 01 (W), ooy P (1))
gilt dann also in einer Umgebung von ug € RP
0=f(2(u))
und damit auch
0 = (df) (o) (d®) (uo)-
Letzteres ist gleichbedeutend damit, dafs
0=(Vfi,0®) firi=1,...mk=1,...,p

ist, d.h. daf der Gradient V f; jeder “Bedingungsfunktion” senkrecht auf dem Un-
terraum U steht, der von den Spalten von d® aufgespannt wird. Dieser Unterraum
hat wegen der speziellen Gestalt der Spalten von d® die Dimension p.

An einer Extremstelle zo (€ N) hat die Funktion u — (g o ®)(u) ein lokales Extre-
mum, somit verschwindet der Gradient, d.h. es ist

0=V(go®)=Vg-do,
was wieder gleichbedeutend damit ist, daft
0=(Vg,0r®) firalek=1,..,p,

sodaf auch Vg € U*.

Also sind die m+1 vielen Vektoren Vg, V f1, ..., V f, (jeweils an der Extremstelle xq)
sdmtlich im orthogonalen Komplement des p-dimensionalen Unterraumes U C R"”,
was wegen p +m = n bedeutet, daf sie linear abhéngig sind. Da die Gradienten
V fi nach Voraussetzung unabhingig sind, folgt die Behauptung. 0

Bemerkung MD.33 Zum Bestimmen solcher Extremalpunkte (xo1, ..., Zo,) hat
man also fiir die n + m vielen Unbekannten x1, ..., Xy, A1, ..., Ay, die Gleichungen

filz1,.,2) =0 (i=1,..,m),
Okg(x1,y ey Tpy) = Z XiOkfi(x1, .y xp)
i=1

zu losen.

Das folgende Beispiel enthélt die Problemstellung in etwas verwischter Form.

Beispiel MD.34 Es sei

2
g(z,y,2) == a® + 2y — =2°,

3
1 1
f(a:,y,z) = 372 + 592 + 5'22'

Man bestimme ein Maximum von g unter der Nebenbedingung f < 1.
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Der Bereich, auf dem f < 1 ist, ist offenbar kompakt, soda ein Maximum (und ein
Minimum) existiert. Die Nebenbedingung hat aber zunichst nicht die gewiinschte
Form. Wir zerlegen deshalb die Aufgabe in zwei Teile:

— Bestimme Maxima im Innern, d.h. fiir f <1 und
— Maxima auf dem Rand, d.h. fiir f = 1.

Zum ersten:

Es ist Vg(z,y,2) = (22 + 2y, 2z, —222). Die einzige Stelle, wo dies verschwindet,
ist (0,0,0), was zwar f(0,0,0) < 1 erfiillt, aber sicher kein Maximum von g ist. In
diesem Innen-Bereich liegt also kein Maximum.

Auf dem Rand:
Esist Vf(z,y,2) = (2z,y, z). Somit sind nach Bemerkung MD.33 Werte fiir z, y, z, A
so zu bestimmen, daf gilt

1 1
O:f(x7y7z)—1:x2+§y2+§z2_1

und
(22 + 2y, 22, —22%) = \(2x, vy, 2)

Es ist also das folgende nichtlineare Gleichungssystem zu lGsen:

1
2 2 2
z 1=
x —|—2y +22: s
2z 4 2y = A2z,
2z = Ny,
—222 =)z

Dies liefert endlich viele Stellen (z,y, z) und nur an denen kann ein Maximum von
g unter der Nebenbedingung f = 1 vorliegen. An welchen tatséchlich ein Maximum
vorliegt, hat man einzeln durchzupriifen.

Fiihren Sie das aus!



MD-16 MD DIFFERENTIALRECHNUNG IM R"



