V Vektorraume

Im Vorkapitel hatten wir die reellen Zahlen R und die komplexen Zahlen C kennen
gelernt und gesehen, dafs sie beide den Regeln R1 bis R10 von Fakt O.1 gehor-
chen. Es gibt noch eine ganze Reihe anderer mathematischer Bereiche, in denen
diese Regeln gelten. Der gemeinsame Oberbegriff ist der des “(Zahlen-)Korpers”.
Der Vollsténdigkeit halber geben wir eine abstrakte Definition, wenngleich wir uns
nur mit dem Koérper R der reellen Zahlen und dem Kérper C der komplexen Zahlen
beschiftigen werden.

Definition V.1 (Koérper) Ein Korper besteht aus einer Menge K, zwei ausge-
zeichneten Elementen 0,1 € K und zwei Operationen +,- : K x K — K, sodak die
folgenden Gesetze K1 - K10 gelten:

K1: + ist associativ, d.-h. Vo g ek (a4 0)+7=a+ (8+7).
K2: 0 ist neutrales Element beziiglich +, dh. Vocx a+0=04+a = a.

K3: Eindeutige Losbarkeit von Gleichungen (+): Jede Gleichung o + & = ( mit
a, B € K besitzt genau eine Losung £ € K. Wir bezeichnen sie mit £ = 3 — «.

K4: + ist kommutativ, d.h. Vo gex o+ 3 =5+ .
K5: - ist associativ, d.h. Vo g er (- 5)-y=a-(B-7).
K6: 1 ist neutrales Element beziiglich -, dh.Voexg a-1=1-a=a.

K7: Eindeutige Losbarkeit von Gleichungen (-): Jede Gleichung «-§ =  mit o, 3 €
K, o # 0 besitzt genau eine Lésung £ € K. Wir bezeichnen sie mit £ = 8

K8: - ist kommutativ, d.h. Vo gex oo- 8= - a.
K9: Fiir beide Operationen zusammen gelten die beiden Distributivgesetze, d.h
va,ﬁ,'}/EK ISt
(a+B)y=a-y+8-y
a-(B+y)=a B+a-vy

K10: Die beiden neutralen Elemente sind verschieden: 1 # 0.

Vereinbarung V.2 Sofern nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt ist, verstehen
wir unter einem Korper K stets die rellen Zahlen R oder die komplexen Zahlen C.

Im Vorkapitel hatten wir einige Beispiele von Vektorrdumen kennengelernt, etwa
die Ortsvektoren in der Ebene oder den R? und den R2. Das Gemeinsame war, daf§
in allen Féllen die Regeln V1 bis V8 aus Satz 0.3 galten, wobei zwei Operationen
vorkommen:

— Eine Addition (4) von Vektoren, die wieder einen Vektor ergibt, und

— eine Multiplikation (-) von Vektoren mit Zahlen, was wieder einen Vektor
ergibt. Von diesen Zahlen haben wir nur die in den Regeln R1 bis R10 von
Fakt O.1 niedergelegten Eigenschaften benutzt, also die Korpereigenschaften.

Nun konnen wir diesen Begriff des Vektorraumes allgemeiner fassen.

Definition V.3 (Vektorraum) Ein Vektorraum besteht aus einer Menge V', de-
ren Elemente wir “Vektoren” nennen mit einem ausgezeichneten Element 0 € V,
einem Korper K, (also fiir uns R oder C) und zwei Operationen

4+ VXV -V und -: KxV =YV,
sodafs die folgenden Gesetze V1 bis V8 gelten:
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V1: + ist associativ, d.h. Vg, .ev (x4+y) +2=2+ (y + 2).
V2: 0 ist neutrales Element bezgl. +, d.h. Vyey 2 +0=0+2 = z.

V3: Eindeutige Losbarkeit von Gleichungen, d.h. V¥, ,cv besitzt jede Gleichung der
Art x +u = y genau eine Losung u. Wir bezeichnen sie mit u := y — x und
nennen dies die Differenz der Vektoren y und x.

V4: + ist kommutativ, d.h. Vo yev z +y =y + .

V5: - ist associativ, d.h. Vx yex Voev (A-p) -z =X- (- x).
V6: 1 ist neutrales Element bezgl. -, d.h. Vycy 1 -2 = x.

Es gelten die Distributivgesetze, d.h. V ucix Vaoyev gelten
Vi A (z+y)=A-x+ Xy,

V8 A+p)-x=X-z+p-z.

Bemerkung V.4 Eine Struktur, die den Regeln V1 bis V4 geniigt, nennt man eine
“abelsche Gruppe”. Finden Sie sowas auch schon in einem Kérper?

Gebriuchliche Redeweisen sind “V ist ein K-Vektorraum” oder je nach Fall ein
reller oder ein komplexer Vektorraum. Wenn es uns gleichgiiltig ist, welcher Korper
K denn genau beteiligt ist, sprechen wir auch kurz von einem Vektorraum.

Warnung: Vektorrdume iiber den komplexen Zahlen spielen leider auch in der
Physik eine Rolle. Da kommen wir nicht herum!
Den Punkt - bei « - x lassen wir meist weg. Statt 0 — z schreiben wir —zx.

Schauen wir uns zunichst eine Reihe von Beispielen an:

Beispiel V.5 Es sei
R™ .= {(51, ,fn) | €l c R,Z = 17 77’7,}

die Menge aller n-tupel von reellen Zahlen. Wir definieren eine

Addition (+): (&1, .., &) + (N1 ooy mn) := (&1 + M1, .., En + M) und eine
Multiplikation mit Zahlen « € R : - (&1, ..., &) = (@, ooy @)

Kiinftig schreiben wir diese n-tupel meist als Spalten und nennen sie ‘“reelle Spal-

tenvektoren:”
&

r=|:
&n

Speziell nennen wir die Spaltenvektoren, die genau an der i-ten Komponente eine 1
und sonst iiberall die Komponente 0 haben, die “kanonischen Einheitsvektoren”

0

—_

€; =

0

Fiir n = 2 und n = 3 haben wir das schon im Vorkapitel angeschaut.
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Beispiel V.6 Es sei C"" die Menge aller n-tupel von komplexen Zahlen. Wir erkla-
ren Addition (+) und Multiplikation mit Zahlen « € C formal gleich wie in Beispiel
V.5, nur dafs jetzt eben alle vorkommenden Zahlen komplex sind.

Beispiel V.7 Es sei F' die Menge aller auf R definierten reellwertigen Funktionen
F={f|f:R—>R}.

Wir erkldren in F eine Addition (+): Fiir f,g € F bezeichne f + g die fiir allet € R
durch (f + g)(t) :== f(t) + g(t) erkldrte Funktion.

Wir erkldren in I’ eine Multiplikation mit reellen Zahlen « : Fiir f € F bezeichne
af die fiir alle t € R durch (af)(t) := o - f(t) erklirte Funktion.

Im Zusammenhang mit Differentialgleichungen werden solche Funktionen-Vektor-
rdume wichtig werden, insbesondere etwa Raume von der folgenden Art:

Beispiel V.8 Es sei C*[0,1] die Menge aller auf dem Intervall [0, 1] definierten und
dort k- mal stetig differenzierbaren reellwertigen Funktionen. Die Operationen der
Addition und der Multiplikation mit reellen Zahlen seien erklirt wie eben.

Beispiel V.9 R[T] bezeichne die Menge aller Polynome mit reellen Koeffizienten
in einer Variablen T. + bzw. «- seien als die tibliche Addition bzw. Multiplikation
bei Polynomen erklért.

Das waren alles Beispiele fiir Vektorrdume. Priifen Sie selbst nach, daf alle Erfor-
dernisse aus unserer Definition erfiillt sind.

(Gegen-)Beispiel V.10 Z[T] bezeichne die Menge aller Polynome mit ganzzah-
ligen Koeffizienten in einer Variablen T. + bzw. a- seien als die iibliche Addition
bzw. Multiplikation bei Polynomen erklirt.

Dies ist kein Vektorraum. Denn multiplizieren wir mit reellen oder mit komplexen
Zahlen, so treten immer Polynome auf, deren Koeffizienten nicht mehr ganze Zahlen
sind, d.h. gar nicht mehr in unserem Bereich liegen.

An den Beispielen kann man sich leicht von den folgenden Rechenregeln iiberzeugen.

Satz V.11 Es gelten

1. Vpev 0-2 =0,

2. Voerx a-0=0,

3. Veev (—1) -z = —x,

4 Vyyevz—(—y) =z +y.
Wenn das auch aus den Beispielen klar ist — und davon sollten Sie sich unbedingt
iiberzeugen — so wollen wir diese Regeln doch allgemein nutzen, d.h. auch in solchen
Vektorrdumen, die wir heute noch gar nicht kennen, die aber beispielsweise im
Zusammenhang der Quantenmechanik auftauchen. Und dann sollten wir nicht erst

anfangen miissen, wieder all dies nochmal nachzupriifen. Dafiir macht man eben
einen

Beweis: Wir stiitzen uns hier auschliefllich auf die in der Definition fiir einem
Vektorraum notierten Regeln V1 bis V8.

1. z =1z = (140)z = lz+0z = 2+ 0z. Damit ist z := 0z Losung der Gleichung
x + z = z, die offenbar auch die Losung z = 0 besitzt. Da es nur eine Losung
gibt, muff z = 0 sein, was wir zeigen wollten.
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2. ar = az + 0) = ax + 0. Somit ist z := a0 Losung von ax + z = ax und
mit demselben Schluff wie eben also ax = 0.

3.Esist 0=0z=(1—-1)x =1z + (-1)z = 2z + (—1)z. Also ist z := (—1)z
Losung von z + z = 0 und damit (—1)z = —=.
4. Betrachten wir die Gleichung (—y) + z = 2. Eine Losung ist definitionsgeméf
z = x — (—y). Daneben ist aber auch = + y Losung, denn
) +@+y)=@+y)+(-y =2+W+(y)=z+0=2
0

In dem Vektorraum V ist zundchst nur eine Addition von zwei Elementen erklart,
wahrend fir x,y, z,u,... € V Ausdriicke wie = + y + z + u zunichst keinen Sinn
geben. Dagegen sind hinreichend geklammerte Ausdriicke wie

@ty +z+u), (F+y)+2)+u, (z+2)+u)+y
sinnvoll. Mit Hilfe der Regeln V1 und V4 ergibt sich aber, dafs alle diese Ausdriicke

dasselbe Element von V liefern. Es gilt

Satz V.12 Fiir die Addition in einem Vektorraum gelten das allgemeine Associa-
tivgesetz und das allgemeine Kommutativgesetz.

Dies bedeutet:

Sind z1, x2, ..., x, € V gegeben, ordnen wir sie in irgendeiner Reihenfolge an, schrei-
ben + Zeichen zwischen je zwei und fiigen soviele Klammern ein, dafs eine auswert-
bare Formel entsteht, so erhalten wir stets dasselbe Element von V unabhingig
von der gewahlten Reihenfolge und Klammerung. Fiir das so definierte Element
schreiben wir

r1 + 29 + ... + 2, oder Z x; oder Z x;, wobei I ={1,2,...,n}.

=1 icl

Erwihnt seien noch die Spezialfille
1 0
Z r; = T, Z Tr; = 0
i=1 i=1

Sind z1,22,...,2, € V und ay,as,...,a, € K gegeben, so sind auch die ayx; € V
und somit auch Y. ; a;x; € V.

Bezeichnung V.13 (Linearkombination, Span, endlich erzeugt) Fiir Vekto-
ren r1,%s,....,xy, € V und Zahlen a1, s, ..., o, € K heifst

n
Z a;x, €V
i=1

eine “Linearkombination der x; mit Koeffizienten «;.”

Die Menge aller aus z1, xo, ..., x, bildbaren Linearkombinationen nennen wir ihren
“Span” oder den von x1, xa, ..., x, “erzeugten” oder “aufgespannten Unterraum” und
bezeichnen ihn als

span(z1, T2, ..., x,) :=span(z; | i € {1,2,...,n})

n n
::Z K- x;:= {Z 6737} |C¥iEK, i:l,...,n}
i=1 i=1



Den von dem leeren System erzeugten Raum setzen wir fest als

span(0) := {0},

d.h. den Vektorraum, der nur eine einziges Element, eben 0 enthilt.

Wir nennen x4, xa, ..., T, ein “Erzeugendensystem” von span(z1, xa, ..., &, ) und nen-
nen einen Vektorraum “endlich erzeugt”, wenn er ein Erzeugendensystem aus endlich
vielen Elementen besitzt.

Hier ist noch ein Begriff nachzutragen:

Definition V.14 (Unterraum) Ist V ein Vektorraum, U eine Teilmenge von V,
sodak 0 € U und mit den auf U eingeschrinkten Operationen in V die Menge U
selbst ein K-Vektorraum ist, so heifit U ein “Unter-(K -Vektor)-Raum” von V.

Ein Unterraum ist also insbesondere selbst ein Vektorraum.

Um von einer Menge U C V zu priifen, ob sie ein Unterraum ist, sind also mit
den von V iibernommenen Operationen die Axiome V1 bis V8 nachzupriifen. Der
folgende Satz hilft da, kiinftig Arbeit zu sparen.

Satz V.15 Ist V ein K-Vektorraum und U C V mit

1. 0 e U,

2. Vyyev x+y € U, d.h. ist U abgeschlossen unter +, und

3. Vaeck Vocy ax € U, d.h. ist U abgeschlossen unter a-,
so ist U ein Unterraum.
Beweis: Wegen 1. ist 0 € U, und wegen 2. ist die Einschrénkung von + : V xV —
V auf UxU — V sogar eine Abbildung U xU — U. Analog ergibt die Einschriankung
von a- eine Abbildung - : K x U — U.
Somit haben wir noch fiir diese durch Einschrinkung gewonnenen Operationen die
Axiome V1 bis V8 nachzuweisen. Wir tun dies exemplarisch fiir V3:
Es ist zu zeigen: Zu jedem x,y € U gibt es genau ein z € U, sodafl v+ z = y.
Da U C V und V ein Vektorraum ist, wissen wir, dat es in V' genau eine solche
Losung z unserer Gleichung gibt, ndmlich z = y — 2 = y + (—1)x. Die liegt aber
wegen 2. und 3. schon in U. Also gilt V3.
Versuchen Sie selbst, die anderen Eigenschaften nach diesem Muster zu beweisen! [

Satz V.16 Fiir Vektoren x1,x2,...,x, € V ist U := span(x1, xa, ..., x,) ein Unter-
raum von V.

Beweis: Das ist eine schone Ubung. Wenden sie Satz V.15 an! O

Beispiel V.17 Fiir Vektoren z1, x5, ... € R3 ist
— G :=span(z) eine Gerade durch den Nullpunkt?
— E :=span(z1, 22) eine Ebene durch den Nullpunkt?
— R :=span(z1,x2,x3) der ganze Raum?
Die Fragezeichen sagen, daf hier etwas nicht ganz korrekt ist. Wann stimmt hier

was nicht?

Mit solchen von endlich vielen Elementen erzeugten (Unter-)Riumen werden wir es
immer wieder zu tun haben. Dazu einige niitzliche Eigenschaften:

Satz V.18 Ist V ein Vektorraum, darin x1,...,Zpm, Tmt1, - Tn, Yy € V, und ist da-
mit U := span(x1, ..., T ), SO gelten
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1. Esist x; € U fiiri =1,...,m, d.h. die U erzeugenden Elemente gehéren selbst
zu U.

2. U = span(x1, ..., Ty,) C SPAN(T1, ..oy Ty T 1y ooy T )-
3. Ist y € U, so ist U = span(1, ..., Ty ) = SPAN(Z1, .oy Ty, Y)-
4. Fir i1, ..y € U ist U = span(x1, ..., Ty) = SPAN(T1, ..., Loy Tt 1y -oes T )-

Die letzten Aussagen besagen, daf der aufgespannte Raum im allgemeinen wéchst,
wenn man zu dem Erzeugendensystem weitere Vektoren hinzufiigt, jedoch unveran-
dert bleibt, wenn man diese schon aus dem Raum U selbst wéhlt.

Beweis:

1. Fir 1 <7 <mist

2. Ist « € span(xy, ..., Ty, ), SO haben wir

m m n
T = g ;T = E ;T + g Ox; € span(zq, ..., Tn).
i=1 i=1

1=m-+1

3. Wegen y € U kann man y schreiben alsy = > | B;z;. Dannist Y _.* | a;x;+
ay =21 aumtady i, B =2 (a; + af)x; € span(x, ..., Ty,) = Ul
Somit ist span(xy, ..., m,y) C span(xy, ..., Z,,) und die andere Inclusion gilt
nach 2.

4. Man wende 3. sukzessive fiir y := 41, Tmt2, ... an. O

Die schon im Vorkapitel eingefiihrten Begriffe linear abhingig bzw. unabhingig
spielen auch im allgemeinen Rahmen eine wichtige Rolle.

Definition V.19 (Linear abhingig, unabhingig, frei, Basis)
Es sei V ein K-Vektorraum, darin (21, ..., z,) eine Familie von Vektoren.

1. Die Familie (x1, ..., x,) heifst “linear abhingig”, abgekiirzt ‘l.a.”, wenn es Koef-
fizienten o, ..., o, € K gibt, von denen mindestens einer # 0 ist, soda®

a1x1 + ... + apz, = 0.

2. Die Familie (x1, ..., x,) heift ‘linear unabhéingig”, abgekiirzt “l.u.” oder “frei”,
wenn sie nicht linear abhingig ist, d.h. wenn a1 + ... + apx, = 0 nur fiir
oy = ... = a,, = 0 moglich ist.

3. Die Familie (x1, ..., x,) heift eine Basis von V, wenn sie unabhingig ist und V
erzeugt.

Jede unabhingige Familie (x4, ..., z,) ist natiirlich Basis von U := span(z1, ..., z,),
ferner sollten Sie sich folgende Spezialfille einprigen:

Fakt V.20

1. Eine Familie, die aus genau einem Element und zwar dem Nullelement besteht,
ist linear abhéingig,

2. die leere Familie ist unabhingig und Basis des nur aus der Null bestehenden
Raumes {0}.
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Dies klingt wieder recht spitzfindig, wozu braucht man das? Fiir sich genommen
braucht man das nicht, aber wir werden, etwa bei der Behandlung linearer Glei-
chungssysteme immer wieder auf Situationen stofsen, wo es gerade interessant ist,
zu wissen, dafs der “Lésungsraum” aus genau einem einzigen Element besteht, und
das 146t sich dann in dieser Sprache zwanglos mit allgemeineren Aussagen kombi-
nieren.

Wir werden sehen, daf sich {iber Basen trefflich rechnen 1aft. Dazu zunéchst

Satz V.21 Eine Familie (x1, ..., 2,) ist Basis von V genau dann, wenn sich jedes
x € V auf genau eine Weise als Linearkombination der x;, i = 1,2, ...,n darstellen
laft.

Beweis: Die Familie (x1,...,x,) sei Basis von V : Sei x € V beliebig. Als Basis
erzeugt die Familie ganz V', man kann also = darstellen als

n
xr = E (67317
i=1
Ist nun
n
xr = E Bix;
i=1

noch eine Darstellung fiir dasselbe z, so ist

n

0="2 (o — Fi)z;

=1

und, da (1, ..., 2,) als Basis auch unabhingig sind, miissen alle Koeffizienten ver-
schwinden, d.h. stets o; = [3; sein, sodafs es also nur eine einzige Darstellung fiir «
gibt.

Jedes x € V besitze genau eine Darstellung: Dann gilt dies auch fiir das Nullelement,
was die Unabhéngigkeit zeigt, ferner 14fst sich auch jedes Element darstellen, sodaft
die Familie ganz V erzeugt. O

Lemma V.22 Ist (z1,...,2,,) unabhdngig und ist y ¢ span(z1, ..., ., ), so ist auch
(z1, ..., Tm,y) unabhingig.

Beweis: Betrachten wir eine Linearkombination, die 0 ergibt:

m
0=ay+ Zaixi.
i=1

Ist oo # 0, so ist
m

m
ay = — Zail'i, dh.y= Z %xi € span(zy, ..., Tm ).
i=1

i=1

Wir hatten aber gerade vorausgesetzt, daft dies nicht sein sollte. Damit ist notwendig

a =0, und, da (z1, ..., z,,) unabhingig ist, ist notwendig @1 = ... = a,,, = 0. Folglich
148t sich die 0 aus (z1, ..., Zm, y) nur trivial kombinieren, d.h. diese Familie ist linear
unabhéngig. O

Dieser Beweis enthilt eine Standard-Methode zum Nachweis der linearen Unabhén-
gigkeit: Man setze mit unbekannten Koeffizienten eine Linearkombination an, die
die Null ergibt, und schliefe aus dem, was man iber die beteiligten Vektoren weifs,
darauf, daf alle Koeffizienten null sein miissen.

Dies liefert uns den niitzlichen
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Basis-Erginzungssatz V.23 Ist (y1,...,yn) erzeugend fiir einen Vektorraum V
und (21, ..., 2, ) unabhingig in V, so gibt es eine Zahl p, soda® bei passender Num-
merierung der y; die Familie (21, ..., Zm, Yp+1, ---, Yn) Basis von V ist

Beweis: Ist (21, ..., z,,) schon erzeugend, so setze p := n. Andernfalls kdnnen nicht
alle y; in span(z1, ..., T, ) liegen, sodaff wir mit wenigstens einem das vorige Lem-
ma anwenden konnen, d.h. dak bei geeigneter Nummerierung (1, ..., T, Y» ) linear
unabhingig ist. Nun fingt man mit diesem System von vorne an. Nach endlich vie-
len (hochstens n) Schritten hat man aber notwendig dann ein Erzeugendensystem
gefunden, das dann auch unabhingig ist, also Basis. O

Damit haben wir insbesondere, indem wir mit irgend einem Element x; # 0 begin-
nen, den

Basis-Satz V.24 Jeder endlich erzeugte Vektorraum hat eine Basis.

Bemerkung Dieser Satz gilt sogar ohne die Einschridnkung “endlich erzeugt”. Fiir
den Beweis brauchen wir aber dann Hilfsmittel, die uns hier nicht zur Verfiigung
stehen.

Eine andere Anwendung von Basis-Erginzungssatz V.23 ist

Satz V.25 Jedes Erzeugendensystem enthélt eine Basis.

Im R™ und im C" bilden jeweils die kanonischen Einheitsvektoren die “Standard-
Basis” (eq, ..., e, ). Sie ist aber keineswegs die einzige. Uberlegen Sie selbst, daff etwa
im C* die Vektoren

T = , T2 = y L3 y L4

SO O
OO N
O = N W
N W o

eine Basis bilden. Erfinden Sie selbst weitere Basen!

Zu einer Basis (1, ...,2,) von V heifit die Zahl n die “Lange” der Basis. In den
Beispielen haben Sie gesehen, daff ein Vektorraum i. a. viele verschiedene Basen
besitzt, wir werden aber sehen, dafs sie alle dieselbe Linge haben. Dazu zeigen wir
zundchst einen Satz, der beschreibt, wie man aus einer Basis eine neue gewinnen
kann.

Satz V.26 Es sei (y1,...,yn) eine Basis von V. Der Vektor x habe die Darstellung
x =", a;y;. Ist dann fiir einen Index k, (1 < k < n) der Koeffizient ay, # 0, so
ist auch (y1, ..., Yk—1,Z, Yk+1, ---, Yn) Basis von V.

Zu jedem x # 0 gibt es stets so einen Index k. Damit kann man jedes = # 0 gegen
ein geeignetes Basiselement austauschen und erhilt jeweils wieder eine Basis von V.

Beweis: Die Basis sei so nummeriert, dafs oy # 0.

1. (x,y2,...,Yn) ist erzeugend: Es ist

n n
T = Z o;y; dh.aqy; =x — Zaiyi,
i=1 i=2

also .
1 o
y1=—x— Y —y; €span(z,ya, .., Yn).
a1 im2 A1



Mit Satz V.18 ist dann

V> Spa‘n(‘rayQa ayn) = Spa‘n(xvylay27 7yn> o Spa‘n(ylay27 7yn> = ‘/a

sodafs also
V = span(z,ya2, ..., Yn)-

2. (x,y2, ..., yn) ist unabhingig: Wegen oy # 0 ist © ¢ span(ya, ..., yn). Damit
folgt die Behauptung aus Lemma V.22. O

Wir erweitern diesen Satz zum

Satz V.27 (Austauschsatz von STEINITZ) Ist (y1,Yo,...,yn) Basis von V und
(21, ...,x) unabhdngig, so ist k < n und bei geeigneter Nummerierung der y; ist
(1 ooy Thy Ykt 15 -+ Yn ) Basis von V.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Induktion {iber k.
Im Falle k£ = 0 sind keine Vektoren auszutauschen und der Satz ist richtig.
Sein nun k£ > 0 und der Satz fiir £ — 1 schon bewiesen. Wir haben damit also:

1. k—1<nund
2. (x1, .y Tk—1, Yk, ---, Yn) ist Basis von V.

Falls k — 1 = n wire, wire schon (1, ..., xx—1) Basis von V. Dann wire aber speziell
x € span(zy,...,x5—1), d.h. 2 = Zi.:ll o;z; oder 0 = Zi.:ll a;z; + (—1)xy, was
wegen der Unabhangigkeit der (z1, ..., ) nicht sein kann.

Also ist notwendig k — 1 < n, d.h. k < n.

Da (21, ..., Tk—1, Yk, ---, Yn) €ine Basis ist, gibt es eine Darstellung
T = 11 + . 1Tk—1 + BrYk + o+ BrYn-

Wiren alle 5; = 0, so kimen wir auf den selben Widerspruch wie eben. Also ist
wenigstens einer dieser 5-Koeffizienten # 0 und bei geeigneter Nummerierung also

Br # 0.
Mit Satz V.26 folgt dann, daff auch (1, ..., 2x—1, 2k, Yk+1, ---, Yn) eine Basis ist. O

Wir fassen diese Ergebnisse zusammen zu

Satz und Definition V.28 (Dimension)
1. Jeder endlich erzeugte Vektorraum hat eine Basis endlicher Linge.

2. Besitzt ein Vektorraum eine endliche Basis (y1,...,Yn), So haben alle Basen
dieselbe Lénge n. Wir nennen n die “Dimension” des Vektorraumes V und
notieren dimV = n.

3. Gibt es in V zu jedem n € N eine unabhéingige Familie mit n Elementen, so
besitzt V keine endliche Basis. Wir nennen dann V “unendlichdimensional”
und notieren dim V' = oo.

4. Die Dimension von V = {0} wird = 0 gesetzt.
Beweis:
1. Siehe Basis-Satz.

2. Besitzt V eine endliche Basis (y1, ..., yn), so ist V endlich erzeugt. Ist (1, ..., 1)
eine weitere Basis, so ist sie ein unabhingiges System und nach dem Aus-
tauschsatz von STEINITZ ist £ < n. Vertauschen wir die Rollen der Basen, so
folgt ebenso n < k, was die Invarianz der Basislange beweist.
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3. Wire (y1,...,yn) eine endliche Basis, so konnte jedes unabhingige System
hochsten n Elemente haben. O

Betrachten wir noch Basen fiir Unterrdume.

Satz V.29 Es sei U Unterraum eines n-dimensionalen Vektorraumes V.
1. U ist endlich erzeugt und hat eine Dimension dim U < n.
2. Jede Basis (y1,...,Ym) von U 1aRt sich zu einer Basis (Y1, ..., Yms Ym+1s s Yn)

von V ergénzen.

Beweis: Zu 1.: Sei (y1, ..., ym) Basis von U. Sie ist eine unabhéngige Familie in V
und nach dem Austauschsatz von STEINITZ ist dann m < n.

Das ist aber nur die Hélfte des Beweises. Hat denn U {iberhaupt eine Basis, ist denn
U endlich erzeugt? — Dies folgt aber aus dem Basis-Ergiinzugssatz. Denn beginnen
wir den fiir U mit einem nichttrivialen Element von U, so erhalten wir entweder
nach endlich vielen Schritten eine Basis von U oder wir erhielten in U und damit
aber auch in V beliebig grofse unabhingige Familien und das geht in dem endlich
dimensionalen V' eben nicht.

Zu 2.: Beginne den Basis-Ergidnzungsatz mit der gegebene Basis von U. O

Die Standard-Basis im R"™ oder C™ hat die Lange n, somit ist also
dimR" = dim C" = n.

Die in Beispiel V.7 und Beispiel V.8 behandelten Funktionenrdume sind nicht end-
lichdimensional. Im Zusammenhang mit Differentialgleichungen werden wir aber
davon endlichdimensionale Unterrdume kennenlernen und darauf dann auch die
eingefiihrten Begriffe anwenden.

Sind Uy, U; Unterrdume von V, so sind auch
- U; NUs und
- U1+U22:{.’L‘=U1+UQ|U16U1,U2€U2}7EU1UU2.

Unterrdume von V, genannt der “Durchschnitt” und die “Summe”. Dafiir gilt

Satz V.30 (Dimensionsformel) Sind Uy, U, Unterrdume eines endlich-dimensi-
onalen Raumes V, so gilt

dimU; +dimUs = d1m(U1 + UQ) + d1m(U1 n UQ)

Beweis: Es sei dimU; = k, dimUs; = m, dim(U; NU2) = r, dim(U; + Us) = s.
Wir wiahlen eine Basis (dy, ..., d,) von Uy N Us. Da U; N Uz Unterraum von U; ist,
koénnen wir diese Basis zu einer Basis

(dl, ceey dT, Tpr41, ,.Z‘k) von U1
erginzen. Analog erhalten wir eine Basis
(diy .oy dryYrg1y ooy Ym) vor Us.

Es wird dann Uy + Us von (di, ..., dr, Tri1, ooy Thoy Yrt1, ---, Ym) €rzeugt, und, wenn
dies System sogar unabhingig ist, also dann Basis von U; + Us ist, so erhilt man
die Dimensionsformel durch Abzahlen.

Sei also i
Zaidi + Z Bixi + Z Yiy; = 0.
i=1

i=r+1 i=r+1
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Dann ist
m r k
U= Z (—=vi)yi = Zaidi + Z Bix;.
i=r+1 i=1 i=r+1

Die linke Summe enthilt nur Vektoren aus Us, somit ist u € Us. Die rechte Summe
enthilt nur Vektoren aus Uy, folglich ist u € U;. Insgesamt ist also v € Uy NUs und
hat damit eine Darstellung als
T
i=1

Da wir von Basen der Teilrdume ausgegangen sind, folgen damit der Reihe nach
51' = Q4 (’L = 1, ...,T’), und /81 =0 (Z =r+ 17 ...7k‘),

dann aber auch
T m
D aidi+ Y vy =0,
i=1 i=r+1

und da hier wieder mit einer Basis gearbeitet wird, sind auch alle ; und alle v; = 0.
Also liegt eine Basis von U; + Us vor. O

Ist speziell U1 N Us = 0 und Uy 4+ Uy = V, so spricht man von “komplementéren
Unterrdumen” von V.
Sie bilden ein Beispiel fiir den folgenden Begriff

Definition V.31 Sind Uy, ..., Uy Unterrdume eines Vektorraumes V, fiir die gilt,
dafs jedes Element v € V' genau eine Darstellung besitzt als

v =uy + ... + ug, wobei stets u; € U; ist,

so nennt man V die “direkte Summe der U;” und schreibt

k
V:Ul@@Uk:@Ul

i=1

Auf dem R? bzw. dem R3 hatten wir ein Skalarprodukt eingefiihrt, das uns Begriffe
wie Norm und Orthogonalitét lieferte. Dies kann man auf allgemeinere reelle oder
komplexe Riume ausdehnen.

Definition V.32 Es sei U ein Vektorraum iiber K = R oder iiber K = C. Eine
Abbildung (-,-) : UxU — K heifst ein positiv definites, hermitesches Skalarprodukt,
wenn S1 bis S4 gelten:

S1: Vo yev (x,y) = (y,x) (hermitesch),

S2: vmay17y2€U <.Z‘,y1 + y2> = <Iay1> + <Iay2>7

S3: VCE,yGUVQGK <1'a ay> =« <I, y>a

S4: Vypey (x,2) >0,=0< 2z =0 (positiv definit).

Die Regel S1 liefert insbesondere, daf fiir jedes © € U der Wert (z,z) reell ist,
sodafs S4 eine sinnvolle Forderung darstellt.

Sieht man von dem — nur im komplexen Fall relevanten — Ubergang zum konjugiert-

komplexen Wert bei S1 ab, so sind dies genau die Regeln, die wir schon im Vorkapitel
besprochen hatten.



V-12 V  VEKTORRAUME

Definition V.33 Ein reeller oder komplexer Raum mit Skalarprodukt heifit ein
“euklidischer” bzw. “unitdrer” Raum.

Im C" ist
(,y) =) &mi
i=1

ein solches Skalarprodukt, das “Standard-Skalarprodukt”, bzw. analog im R"™

(.Z‘, y) = Z 51771
i=1

Fiir n = 2,3 hatten wir dies im Vorkapitel betrachtet.

Auch in diesen R&umen gibt es noch viele weitere Skalarprodukte und insbesondere
werden spater Funktionen-Raume mit Skalarprodukt wichtig werden.

Ein paar niitzliche Rechenregeln, die fiir alle unitdren bzw. euklidischen Rdume
gelten, enthalt

Satz V.34
1. Esist (x,0) = (0,y) = 0.
2. (v,ay + fz) = a(z,y) + B (z, 2).
3. (ay+ Bz,x) =a(y,x) + B (z, ).

D.h. (-,-) ist ,konjugiert linear” im ersten Argument.

Beweis: Zu 3.: Mit S1 und 2.ist (ay + Bz, 7) = (z,ay + B2) = a(z,y) + B (z, 2) =
a(z,y) + B (x,2) = (y,z) + B (z,z). O

Da (z,z) > 0 fiir jedes =, kénnen wir hieraus stets die eindeutig bestimmte nicht
negative Quadratwurzel ziehen:

Definition V.35 Sei (U, (-,-)) ein Raum mit Skalarprodukt. Dann heift die Ab-
bildung |- | : U — R: x> |z| := \/(z,z) die “Norm” von .

Speziell fiir das Standard-Skalarprodukt im R? oder R? ist dies die gewthnliche
euklidische Linge.

Satz V.36 Fiir die Norm gelten
NI1: Voepy |2 >0,=0 2 =0,

N2: VpeuVaek |ax| = |af|z|, wobei |a| der Betrag der reellen oder komplexen Zahl
« ist,

N3: Yy yev |z + y| < |z| + |y| (Dreiecksgleichung).
Beweis: N1 folgt unmittelbar aus S4, fiir N2 rechnet man
laz| = {az,az) = V/a- alz,z) = V]al?* - (2,2) = |a] - |z].

Zum Beweis der Dreiecksungleichung N3 benétigen wir

Satz V.37 In einem unitdren Raum gilt die CAUCHY-SCHWARZSche-Ungleichung:

vm,yEU | <$ay> | < |l‘| : |y|7

wobei = genau fiir linear abhingige x, y gilt.
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Der Beweis dieser viel verwendeten Ungleichung ist fiir den reellen Fall im Kapi-
tel O bei Satz O.23 gefiihrt. Die fiir den komplexen Fall notwendige technische
Modifikation sei ibergangen.

Damit folgt dann die Dreiecksungleichung wie bei Satz O.24.

Beispielsweise im R"™ oder im C™ sind die aus einem Skalarprodukt gewonnenen
Normen keineswegs die einzigen Abbildungen nach R, die die Regeln N1, N2, N3
erfiillen, etwa,

|2 R" =R, 2 [a] := maxiL, €]

leistet dies auch.
Definition V.38 Ist V ein reeller oder komplexer Vektorraum, so heifit eine Ab-

bildung |- |: V — R, die N1, N2, N3 erfiillt, eine “Norm” auf V.
Man nennt dann (V,| - |) einen normierten Raum.

Solche Normen werden uns spiter in Funktionenrdumen stindig begegnen.
Kehren wir wieder zu den unitiren Rdumen zuriick. Wir erkldren wieder

Definition V.39 Es sei U ein unitidrer Raum.

1. Zwei Vektoren z,y € U heiken “orthogonal” oder “aufeinander senkrecht”, in
Zeichen x 1y, wenn (z,y) = 0.

2. Eine Familie (x; |i € I) heiit ein “Orthonormal-System” (ONS), wenn fiir alle
i, stets
1 i=j
iy Tj) = 045 =

ist, d.h. jeder Vektor die Norm = 1 hat und je zwei verschiedene aufeinander
senkrecht stehen.

3. Eine Basis, die gleichzeitig ein Orthonormal-System ist, heifs Orthonormal-
Basis (ONB).
4. Fiir einen Unterraum V C U bezeichne
Vi i={weU]| (wv) =0 fiirallev € V},

also alle Vektoren, die auf jedem Vektor von V senkrecht stehen. Man nennt
V1 das “orthogonale Komplement” von V in U.

Mit orthonormalen Basen 1afit sich besonders einfach rechnen:

Satz V.40 Mit einer Orthonormal-Basis (x1,...,2,) von U gilt fiir jeden Vektor
y die Darstellung

Yy = <$1ay> r1 + <m23y> To+ ...+ <Inay> Tns
aus der man die sog. PARCEVALsche Gleichung
> =1, 9) * + [ (w2, 9) P+ 4 [ {zn ) [P

erhilt. Hat man nur ein orthonormales System, das nicht notwendig Basis ist, so
gilt noch die BESSELsche Ungleichung

912 = [ y) 2+ [{z2,9) P+ 4 [ (2o, y)

Mit dem orthogonalen Komplement V- eines Unterraumes V erhalten wir die Dar-
stellung des Raumes als direkte Summe

U=VaVt
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Die Beweise der ersten beiden Gleichungen gehen wie bei Satz O.36, die letzten
beiden Aussagen zeigen wir im Anschluff an Satz V.43.
Solche Orthonormal-Basen kann man {iber einen einfachen Algorithmus gewinnen:

Satz V.41 (Orthogonalisieren nach E.ScHMIDT) Es sei (u1, us,...) eine end-
liche oder unendliche Folge von Vektoren in einem unitdren Raum, wobei jeweils
endlich viele linear unabhédngig seien. Setzt man dann

1
Y1 = Ul, T = ﬁyl, und fiir n = 1,2, ... rekursiv
Y
n

Yn41 = Upt1 — E (@i, Unt1) T4,
1=1

1

T Yn+1,
|yn+1|

Tp41 =

so gelten
1. die y; sind stets # 0, somit ist alles wohldefiniert,
2. die x; bilden ein Orthonormal-System, fiir das iiberdies fiir alle n

3. span(uq,...,u,) = span(zy,...,x,) ist.

Wir nutzen dies fiir folgendes

Approximationsproblem V.42 Es sei V := span(ui,...,u,) ein Unterraum in
einem unitdren Raum U, ferner y € U, ¢ V. Gesucht ist ein Vektor yo € V, dessen
Abstand zu y minimal ist, genannt ‘Proximum an y in V.

Dafiir gilt

Satz V.43 Das sog. Proximum yy an y in V ist eindeutig bestimmt als der Vektor
yo € V, fiir den (y — yo)Lv fiir allev € V ist.
Mit einer Orthonormalbasis (x1,..,2,) von V hat yo die Darstellung

n
Yo = Z (i, y) @i
i=0

Beweis: Fiir jedes i = 1, ...,n ist fir das so dargestellte yg
n
(Tj,y — yo) = <:cj, y—) (ziy) xz>
i=0

= <$jay> - Z (xuy> <xj’-ri>

i
= (z;,y) — (z;,y) = 0.
Damit ist yg — y senkrecht zu ganz V und, wie man aus obiger Formel abliest,
dadurch auch yo eindeutig bestimmt. Dafiir ist dann mit beliebigem v € V
ly — v’ = (y—v,y —v)

=¥ —Y+Y% — v,y —Yo+Yo—v)

=y —wol* + (¥ — yo, %0 — v) + (o — v,y — yo) + lyo — v|?

=y —yol* +lyo —vf* (dayo—vLy—yo)

>y —yol>  wenn yo # 0.



Setzt man hier v := 0, so erhélt man
yl” = Iy = yol* + lyol* > |yol?

und dies ist die BEssELsche Ungleichung.

Ferner hat man {iber y = yo + (y — yo) eine und zwar die einzige Zerlegung von y in
eine Anteil € V und einen € V=, was die letzte Aussage von Satz V.40 beweist. [J
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