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0, 1 ∈ K
¢$�H« ¥�¦ �t�^¬����t��¡;����­��M�t�

+, · : K × K → K,
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¯ ­�©7¤6�t�:«°�t�²±g�B���"� ¥ �8�_³v§��_³$´>¤;��©µ�n���
¶
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+
�N�,�^¡?� �t­;¨ �{¡6���µ·E¸.«h¹  
¹

∀α,β,γ∈K (α + β) + γ = α + (β + γ).��º&¶
0

�N�0���M��¢;����¡$©{�B�d�I©{�tª2���.�g�6� ¥?» ¤�©4��¨k  +
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¹

∀α∈K α + 0 = 0 + α = α.�½¼;¶d�I�7�H«°��¢;���(¤;�R¾]�"�T�?¡"�*¿°�t����·"­��À±	©�����¨k .¢$�6¤;���
(+)

¶]Á°�T«6�C±	©�����¨k M¢?�6¤
α + ξ = β

ª��µ�
α, β ∈ K

�°�B�q�µ� ¥ �]¤6�t�h¡6¢_���4�M�8¾��$�,¢$�;¤
ξ ∈ K. Â �4���°� ¥ ����¨k ;�M�t�C�q���gª��µ�

ξ = β − α.��Ã&¶
+

�N�,��¿6­�ª@ª2¢;�n¡6����·E¸.«h¹  e¹
∀α,β∈K α + β = β + α.��Ä°¶

·
�4�0�^¡$�*��­;¨*�N¡;���µ·�¸.«h¹  e¹

∀α,β,γ∈K (α · β) · γ = α · (β · γ).��Å°¶
1
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¹

∀α∈K α · 1 = 1 · α = α.�=Æ�¶d�I�7�H«°��¢;���(¤;�d¾��$�0�?¡$� ¿6���µ�e·"­���±	©{�t��¨k .¢$�6¤;���
(·)

¶?Á°�T«6�g±	©�����¨k .¢$�6¤
α ·ξ = β

ª@�µ�
α, β ∈

K, α 6= 0
�°�B�q�µ� ¥ �]¤6�t�h¡6¢R���4�M�>¾��$�,¢$�;¤

ξ ∈ K. Â �4�½�°� ¥ �t��¨k ;�.�����q���gª��µ�
ξ = β

α
.�½Ç;¶

·
�4�0��¿°­"ª�ªb¢;�µ¡;���µ·E¸:«h¹  
¹

∀α,β∈K α · β = β · α.��È°¶	É » ���6����«°�K¬��]���t¡6����­��.��� ¥ ¢?��¡"ª@ª2���Q¤;��©µ�n�t��«?�{�K�°�t��«°�t�ÀÊ>�4�0���*�µ�;¢;���µ·T¤6�t�t��� ¥ ��¸g«h¹  
∀α,β,γ∈K

�N�0�
(α + β) · γ = α · γ + β · γ

α · (β + γ) = α · β + α · γ
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+ : V × V → V

¢?�:«
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+

�N�,�^¡?� �t­;¨ �{¡6���µ·E¸.«h¹  
¹
∀x,y,z∈V (x + y) + z = x + (y + z).æ]º&¶

0
�N�0���M��¢;����¡$©{�B�d�I©{�tª2���.�g�6� ¥ ¤E©µ¹ +,

«h¹  e¹
∀x∈V x + 0 = 0 + x = x.æ�¼;¶	�I�7�H«°��¢;���(¤;�d¾��$�0�?¡$� ¿6���µ�]·�­���±	©�����¨k M¢?�6¤6�t�:¸;«h¹  e¹

∀x,y∈V

�6�t� ��� ¥ ���B��«°�v±	©�����¨k .¢$�6¤@«°���
� �T�

x + u = y
¤6�t�h¡6¢C���4�M�Z¾��"�0¢$�6¤

u. Â �4�R�°� ¥ �t��¨k ;�.���Ï�q����ª@�µ�
u := y − x

¢$�:«
�M���;�.���²«?���t�8«?���8Êg���H���B��� ¥ «°�t�@æM��¿.�n­"�t�t�

y
¢$�:«

x.æ]Ã&¶
+

�N�,��¿6­�ª@ª2¢;�n¡6����·E¸.«h¹  e¹
∀x,y∈V x + y = y + x.æ^Ä°¶

·
�4�0�^¡$�*��­;¨*�N¡;���µ·�¸.«h¹  e¹

∀λ,µ∈K ∀x∈V (λ · µ) · x = λ · (µ · x).æ^Å°¶
1

�N�0���M��¢;����¡$©{�B�d�I©{�tª2���.�g�6� ¥ ¤E©µ¹ ·, «h¹  e¹
∀x∈V 1 · x = x.�^�	¤;��©µ�n�t�V«?���8Ê>�4�0���*�µ�;¢;���µ·T¤6�t�t��� ¥ ��¸:«h¹  
¹

∀λ,µ∈K ∀x,y∈V

¤6�t©������
ægÆ�¶

λ · (x + y) = λ · x + λ · y,æ�Ç;¶
(λ + µ) · x = λ · x + µ · x.
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α · x
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R
n := {(ξ1, ..., ξn) | ξi ∈ R, i = 1, ..., n}

«?���8£����;¤6�8¡"©4©{�t�
n
§k� ¢0�]��©�·�­"�b�B�,�t©7©����OÔ:¡$ ;©{�t�e¹ Â �4��«°�VU&�;�{�t�t�t�C�t�7�.�

� «;«?�µ����­��
(+)

¶
(ξ1, ..., ξn) + (η1, ..., ηn) := (ξ1 + η1, ..., ξn + ηn)

¢$�:«b���4�M�
£K¢$©µ��� �.©4�7¿$¡;����­���ª@���|Ô:¡$ ;©����

α ∈ R : α · (ξ1, ..., ξn) := (αξ1, ..., αξn).
� » � ¯ ���(¤C�,¨k ;�t�t�µ�6��� ¦ �7�Z«?���t�t�

n
§q�q¢T���t©�ªR�t�4�0�3¡"©N�8Ñ$�e¡"©µ�n����¢$�:«=�M���&�M���Ï�q����èN�B�,��©4©��½Ñ$�e¡"©{§

�n�t�.·���¿.��­��B���e¶7é

x =







ξ1¹¹¹
ξn






.

Ñ$�]� ¥ �{�t©7©.�M�t�;�M��� ¦ �7�>«?���gÑ$�e¡"©µ�n���.·"��¿.�n­"�t�t�:¸&«?���d¤;���h¡;¢Z¡"�O«°���
i
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ei =

























0¹¹¹
0
1
0¹¹¹
0

























.

É » � n = 2
¢$�:«

n = 3
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�B��� � «;«?�µ����­��
(+)

¢$�:«½£�¢$©���� �:©7�4¿$¡6����­��2ª��µ��Ô:¡$ ;©����
α ∈ C

¯ ­��*ª_¡$©6¤�©�����¨k  ¦ ���d�7�����t�4�n�.����©
æd¹(Ä?¸h�M¢?�v«E¡"® �B��� ¥ �d�$�°�t�C¡$©7©��½·�­"� ¿6­�ª@ª2���:«°�t��Ô:¡$ ;©����=¿°­�ª��.©��*Õ2� �4�:«h¹
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F
«?���8£����;¤6�8¡"©4©{�t�g¡6¢ ¯

R
«°�#U;�;�����T�n�t�=�B�,�t©7© ¦ ���T���7¤6���=ÉH¢$�&¿M���{­"�M���

F := {f | f : R → R}.

Â �4�	���*¿°©!H$�t�t�@�7�
F

�t�7�M� � «;«?�µ����­��
(+)

¶�É » � f, g ∈ F
�°� ¥ ����¨k ;�M� f + g

«��{� ¯ » �	¡$©7©��
t ∈ R«&¢$�0¨k 

(f + g)(t) := f(t) + g(t)
���*¿°©!H$�0����Ée¢$�;¿.����­��
¹

Â �4���t� ¿°©'H"�B�����7�
F

���4�M��£�¢$©���� �:©7�4¿$¡6����­��Vª��µ�d�t�0��©4©{�t�²Ô:¡" &©{�t�
α :

É » � f ∈ F
�°� ¥ ����¨k ;�M�

αf
«?��� ¯ » �>¡"©4©��

t ∈ R
«&¢?�,¨k 

(αf)(t) := α · f(t)
�t� ¿°©'H"�T�n�>ÉH¢$�&¿M���{­"�e¹
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T. +
� ¥?¦ ¹

α·
���t�{�t�K¡$©4��«��{� » �"©7��¨k M� � «;«������{­"�

� ¥�¦ ¹;£K¢$©µ��� �.©4�7¿$¡6���{­"�K�°�t�
I^­�© J6�.­�ª2���O���*¿°©!H$�0�*¹
Ê>�{�B���N�,�d�?)0%7/QæM�t¿M��­��*��¡;¢$ªC¹6Êv�t�;�Oªb¢$©���� �:©7� ¥ �����B��� ¦ �4��ª@���|�t�0��©4©{�t�V­6«6����ª@�µ�^¿°­"ª��.©{��Õh���
Ô:¡$ ;©{�t�:¸$��­����B���������7ª@ª2��� I^­"© J;�M­"ªR�|¡6¢ ¯ ¸6«°���B�����v­°��
 ¥ �{�t�M�����Z�;��¨k .�Mª2�� ;�]¤6¡"� ¥ �|Ô:¡$ ;©����
� �7�:«&¸H«h¹  e¹°¤°¡$�	�;��¨k .�]ª2�� ;�g�7�Ï¢$�&�t���B��ª��3�t�t�t��¨k b©7���*¤;���e¹

Þ�/�56),/�cd),%NFq#;%4),+4),/½��!?/;/½�_!?/½Fq% [ -�+4),% [ -E'�U��?/�56)0/�z��?+ D )0/&56)0/½P3) [ -&),/;�*) D ),+4/ E LM),�*a,) < D ),/eY
� Ì6���������M�×�^�3¤6��©µ�n�t�

³�¹
∀x∈V 0 · x = 0,º&¹
∀α∈K α · 0 = 0,¼;¹
∀x∈V (−1) · x = −x,Ã&¹
∀x,y∈V x − (−y) = x + y.

D ),/;/²5;!?F8! < [ -O! < F856),/Vcd)0%4F #;%4),+4),/O�°+N!$�8%4Fq'�� < /&5V5&!�U?�?/CF �?+4+('*),/�Ú6%7)@Fq% [ - < /°LM)056%4/ D 'E LM),�*a,) < D )0/��ZF �v1|��+7+4),/�13%7�I5;%7)TFq)�P3) D )0+7/@56� [ -_!$+4+ D ),�@),%4/Z/ < '*a,)0/HG?5:Y -HY?! < [ -Z%4/_Fq��+ [ -&),/��),�E'*�?�*�*u < �@),/HG	56%4)�13%4��-;) < '*)�/&� [ - D !?�2/;% [ -E'=��),/;/;)0/HG356%4)²!?Lh)0�=LM),%NF #;%7)0+4F 1d),%NFq)�%7�
9 < F*!$�@�@),/&-&!$/ D 56)0��� < !$/E' )0/;�@) [ -&!?/;%4�@! < z{'*! < [ -;)0/HY���/&5�5;!?/;/�Fq��+7+7' )0/b13%4�3/;% [ -�'3)0�*Fq'
!$/;z�!$/ D ),/�� E F F ),/eG�13%4)05;),�@!$+4+	5;%7)TFZ/&� [ -&�@!?+	/&! [ -;a < #;� E z�),/eY�f8!"z E �@�_! [ -E'@�_!$/`)0Lh)0/
),%4/;)0/
��~��Z~E�QP?Ü D %4��Fq' E ' a,)0/ < /&F=-;%7)0�=! < F [ -;+7%4),J�+7% [ -À! < zZ56%4)�%4/ 5;),��fg),w&/;%7' %4�?/ z E ��),%4/;),�
��),�E'*�?�*�*! < � /;�$'*%7)0�q'*),/CP3) D ),+4/=�½�vL;%NF3�>Ù&Y

��Y
x = 1x = (1+0)x = 1x+0x = x+0x.

f8!$�@%7'�%4Fq'
z := 0x  r�F < / D 56)0��Ø8+4),% [ - < / D

x + z = x,
56%4)v�$i.),/°L&!?��! < [ -=56%7)  r�F < / D z = 0

Lh)TFq%7' a,'0Y&f8!@)0F	/ < �3)0%7/&)  r�F < / DD %4L6'0G6� < J z = 0
F ),%4/HG61d!�F	13%7�3a0),% D )0/b1d�?+4+('*),/HY
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�;Y
αx = α(x + 0) = αx + α0.

Ú6�?�@%('v%NFk'
z := α0  r�F < / D U?��/

αx + z = αx < /&5��%7'g56)0�@F ),+4LM),/OÚ [ -;+ < J@13%7)v)0Lh)0/�!?+4F �
αx = 0.

Û&Y3\^F�%NFk'
0 = 0x = (1 − 1)x = 1x + (−1)x = x + (−1)x.

Þ�+NFq�V%4Fq'
z := (−1)x

 r�F < / D U?��/
x + z = 0 < /h5=5&!$�@%('

(−1)x = −x.
�hY�c|),' ��! [ -E' )0/_13%7�356%4)�Ø8+7)0% [ - < / D (−y) + z = x.

\I%4/;)  r�F < / D %4Fq'	5;)Bw&/;%7' %4�?/hF D ),�_u$J
z = x − (−y).

f8!$/;)0Lh)0/=%NFq'g!$LM),��! < [ - x + y  rEF < / D G;56)0/;/
(−y) + (x + y) = (x + y) + (−y) = x + (y + (−y)) = x + 0 = x.

���/V56)0�Ó��)0�E' �?�*��! < � V
%NFk'8a < /&u [ -&Fq'�/ < �g),%4/;)�Þ35;56%7' %4�?/OU��?/�a,1d),%
\I+7)0�@),/E' )0/O),�*�°+4u?�q'TG

1	u$-;�*),/&5²z E � x, y, z, u, ... ∈ V
Þ < F*56� E&[ �?)213%7)

x + y + z + u
a < /&u [ -&Fq'½�?)0%7/;)0/×Ú°%4/;/

D )0Lh)0/HY&f8! D ) D )0/bF %7/h5b-&%7/;�*),% [ -;)0/&5 D ),�°+N!$�@�@),� ' )vÞ < F*56� E&[ �?)v13%4)
(x + y) + (z + u), ((x + y) + z) + u, ((x + z) + u) + y

F %7/;/°U��?+4+�YEàC%('���%4+7z�)856)0�dP�) D )0+7/_�Z� < /h5R���Z),� D %4L6'dF % [ -R!$LM),�TGE5;!?J½!$+4+4)>56%4)0F )>Þ < F 5;� E&[ ��)5;!�F F ),+4Lh)v\I+4),�@)0/�'�U��?/
V

+7%4)Bz�)0� /eY6\^F D %4+7'
� Ì6���������;Ð�É » �Z«?��� � «;«?�µ����­��V�7�²�t�7�.��ª æM��¿.�n­"� �t¡6¢?ª�¤6�t©������Ï«E¡?�>¡$©7©7¤6�tªR�t�7�.� � �*��­;¨*�N¡�§
���µ·T¤6�B���"� ¥ ¢$�:«�«E¡?��¡"©4©(¤;��ª2���4�M�>�v­"ª@ª2¢;�n¡6���µ·T¤6�B���"� ¥ ¹
f>%7)TF3Lh)T56) < ' )B'TÜÚ°%4/&5

x1, x2, ..., xn ∈ V D ) D ),LM),/HG"���*56/&),/�13%7�IF %7)	%4/@%7� D )0/&56),%4/;)0�]P�),%4-;),/6z���+ D )3!$/HG$F [ -;�*),%7�LM),/
+

9M),% [ -;),/2a,13%NF [ -;)0/:9k)8a,1d),% < /&5_z E&D ),/=Fq�"U°%4),+4)gpv+N!$�@�@),�*/R),%4/HG65;!$JZ),%4/;)8! < F 1|)0�q' �
L&!?� )CW;��� �@)0+3),/E'*Fq' )0-�'TGIFq�Ï)0� -&!?+('*),/�13%7�RFq' ),'*FR5&!?F*Fq)0+7LM)�\I+7)0�@),/E'RU?��/

V < /&!?L;-&u?/ D % DU?��/�5;),� D ),1	u$-;+7' )0/�P3)0%7-&),/6z���+ D ) < /&5Qpv+4!?���@)0� < / D YIW E �25;!�F_Fq��5;)Bw&/;%4),� ' )�\I+4),�@)0/�'
F [ -;� )0%7LM),/=13%4�

x1 + x2 + ... + xn

�656),� n
∑

i=1

xi

�656),� ∑

i∈I

xi,
1d�?LM),%

I = {1, 2, ..., n}.

\I�*1du?-;/E'�Fq)0%7)0/b/;� [ -C56%4)�Ú°#h)0a,%N!$+7z�u$+4+7)
1

∑

i=1

xi = x1,

0
∑

i=1

xi = 0.

Ú°%4/&5
x1, x2, ..., xn ∈ V < /&5 α1, α2, ..., αn ∈ K D ) D ),LM),/HG:F �bF %7/h5�! < [ -�56%4)

αixi ∈ V
< /&5�F �?�@%7'3! < [ - ∑n

i=1
αixi ∈ V.

��~ ��~°�����
�:Í���ÎÏ�V���6ãQ�
	|����~EÌ;�TäM�hå�Ë]����Ì6�0���h��� � �]Ì;�
�]~°��� R������j~�� ��~EÍ�Îh����É » �3æM��¿.��­$§
�B���

x1, x2, ..., xn ∈ V
¢$�H«2ÔH¡" ;©����

α1, α2, ..., αn ∈ K
 M���4®&�

n
∑

i=1

αixi ∈ V

���4�M�½è{¾H�4�M�B¡$� ¿6­�ª=�"�7�M¡6����­���«6���
xi

ª��µ�^��­°��
 ¥ �����.�n�t�
αi

¹7é
Ê>�{�v£²���6¤;�v¡"©4©{�t�g¡6¢?�

x1, x2, ..., xn

�$�7©�«h�?¡$�t�t��¾e�7�.�B¡"�*¿°­"ªb�"�4�h¡;����­��M�t�2�M�t�;�M��� ¦ �4���4 ;�t�t�
è�Ñ$�H¡"�eé�­;«°�t�3«°���V·�­��

x1, x2, ..., xn

è���� ¥ �"¢"¤h�����Hé�­;«°���3è�¡6¢ ¯ ¤6�t�n�H¡$�;�.�n�����
�M�����*��¡;¢$ª�é|¢?�:«
�6� ¥ �t��¨k &�M�����4 ;�O¡"©N�

F #&!$/
(x1, x2, ..., xn) :=

F #&!$/
(xi | i ∈ {1, 2, ..., n})

:=

n
∑

i=1

K · xi :=
{

n
∑

i=1

αixi | αi ∈ K, i = 1, ..., n
}



�����

Ê����Ï·�­"�V«°�tª ©��,�t�t�t��Ñ�J&�0�n�tª ��� ¥ �"¢"¤h�����O�g¡6¢$ª ���"� ¥ ��� ¦ �7� ¯ �B�,�^¡$©4�
Fq#&!?/

(∅) := {0},

«h¹  e¹.«°�t��æM��¿.�n­"� �t¡6¢$ª=¸.«°�t�3�M¢?�>���4�M�����4� ¥ �7¤6�B�	�I©���ª2���.�k¸:�"�6���
0

���.�� +H$©��*¹
Â �4�I�M���&�M���

x1, x2, ..., xn

���4�=è4�^� ¥ ��¢"¤;���:«°�t�&��J;�0�n�tª�éI·�­"��F #&!$/
(x1, x2, ..., xn)

¢?�:«��M���h§
�M�t�@���4�M�t�CæM��¿.�n­"� �t¡6¢?ªáè����:«�©7��¨k ���� ¥ �"¢"¤h� é�¸ ¦ �t�;���t���t�7�Z�I� ¥ ��¢"¤;���:«6���&��J&�,����ª ¡6¢?�����:«�©7��¨k 
·��{�t©{�t�b�^©{�tªR�t�.�n�����6�t� �µ� ¥ �*¹
��%4),�3%NFq'�/;� [ -b)0%7/Ccd) D � %7iO/&! [ -&a < '*�*! D ),/eÜ
}=~��]�����0���h�������S�Q���b�.�T~E�T�"Ì;Í�å×� �k�0�

V
���4��æM��¿.��­��*��¡;¢$ª=¸

U
���4�M���.���4©7ª2�t�6¤6�R·�­"�

V,�t­6«°¡"®
0 ∈ U

¢$�H«�ª@�µ�v«°����¡;¢ ¯
U

���4�6¤;�t�,¨k ;�VH$�;¿.�n�t��¬��]���t¡6����­��.���²�7�
V

«?����£����6¤;�
U�t��©n�$�,�^�t�7�

K
§BæM��¿.��­��*��¡;¢$ª �4�0�k¸&�t­½ M���4®&�

U
���4�²è �
�.�n���t§Bë

K
§BæM��¿.�n­"� ì § �>¡6¢$ª�é3·�­"�

V.

\I%4/ ��/E' )0� ��! < � %4Fq'g!$+NFq��%4/&FqLM)0F �?/h56),�*)�Fq)0+7L&Fq'3),%4/���),�E' ��� ��! < ��Y
��� U?�?/`),%4/;),�_àC)0/ D ) U ⊂ V

a < #;� E z�)0/HG��?L�Fq%4)b)0%7/ ��/E' )0� ��! < � %NFq'0GIF %7/&5×!$+NFq���@%('
56)0/VU?��/

V E Lh)0� /;���@��)0/;),/ÏX>#h)0�*!$' %4�?/;)0/V56%4)�Þ�A°%4�?�@)Z�½�½L&%4F8�>Ù2/&! [ -&a < #;� E z�)0/HYMf>),�
z��?+ D )0/&56)�Ú6!$' a�-;%4+(z{'g5&!;G6� E /6z{'*% D Þg� LM),%7'�a < F #&!$�*),/HY
� Ì6��������� T �k�0�

V
���4�

K
§tæM�t¿.�n­��*�t¡6¢$ª ¢$�H«

U ⊂ V
ª@�µ�

³�¹
0 ∈ U,º&¹
∀x,y∈U x + y ∈ U,

«h¹  e¹6�N�0�
U

¡;�"¤6�t�,¨k ;©�­"�*���t�O¢$�.�n�t�
+,

¢$�:«
¼;¹

∀α∈K ∀x∈U αx ∈ U,
«h¹  e¹6�N�,�

U
¡;�"¤6�t�,¨k ;©�­"�*���t�O¢$�.�n�t�

α·,�t­��N�0�
U

�t�7� �e�.�����*��¡;¢$ªC¹
��~��Z~E�QP?Ü D ) D )0/O�?Y?%4Fq'

0 ∈ U, < /&5@1|) D )0/ �6Y?%NFq'|56%4)g\I%4/&F [ -;�*u?/;� < / D U��?/
+ : V ×V →

V
! < z U×U → V

F � D !$�:),%4/;)^ÞgL;L;%4+45 < / D U×U → U.
Þ�/&!?+7� D ),� D %4L6'
56%4)I\I%4/&F [ -;�*u?/;� < / DU?��/

α·
)0%7/;)�ÞgL;L;%4+45 < / D · : K × U → U.Ú°����%7'3-&!$LM),/=13%4�d/&� [ -bz E ��56%4)0F )v5 < � [ -b\I%4/&F [ -;��u$/;� < / D�D )01|��/;/;)0/;),/=X>#M),��!"'*%7��/;),/=56%4)

Þ3A6%4�?�@)v�½��L;%NF	�>Ù@/h! [ -;a < 1d),%NF ),/HY D %4�	' < /O56%4)0F	),A6),�@#;+N!$�*%4F [ -Rz E �g�>Û;Ü
\^F3%NFq'�a < a,),% D )0/HÜ�� 4	�%$�
=$%5 x, y ∈ U �=��
%" $  ���$%& 2.4M$%�'& z ∈ U,  %/�
�2�� x + z = y.f8!

U ⊂ V < /&5 V
)0%7/K��)0��'*�?�*�*! < � %NFk'TGe13%NF F ),/Ï13%4�0G
5;!$JC)TF�%7/

V D ),/&! < ),%4/;)RFq��+ [ -&)
 rEF < / D z < /&F ),�*),��Ø8+7)0% [ - < / D=D %7L;'0GH/&u?�@+7% [ - z = y − x = y + (−1)x.

f>%7)_+4%7) D '½!?Lh)0�
1d) D )0/O�;Y < /&5�Û;Y;F [ -;��/b%4/

U.
Þ�+NF � D %7+7'��>Û&Y

��),��F < [ -;),/RÚ°%4)�F ),+4L&Fk'TG?56%4)�!$/&5;),�*),/@\I% D ),/hF [ -&!$z{' )0/Z/&! [ -_56%7)TFq)0� à < Fk'*),�Ia < LM),1d),%NF ),/��
�

� Ì6�����������ÀÉ » �2æM��¿.�n­"�t�t�
x1, x2, ..., xn ∈ V

�N�,�
U :=

F #&!?/
(x1, x2, ..., xn)

���4� �e�.�����t§
�t¡6¢$ª ·"­��

V.

��~��Z~E�QP?Ü	f8!?F3%NFk'3)0%7/;)�F [ -;r�/;)���L < / D Y D ),/&5;),/CFq%4)�Ú6!"'*av�½Y4����!$/��
�

��~E�QP,�]��~SR�������� É » �_æM��¿.�n­"�t�t�
x1, x2, ... ∈ R

3
�N�,�

Ý G :=
F #&!$/

(x1)
���4�M��±g�t��¡6«°�v«h¢$�,¨k �«°�t���½¢$©4© �]¢?�;¿.�%�

Ý E :=
F #&!$/

(x1, x2)
�t�7�.�>�g�°�t�M�Z«&¢?�,¨k �«°������¢?©7© �]¢$�;¿.� �

Ý R :=
Fq#h!$/

(x1, x2, x3)
«6���	¤°¡$� ¥ ���g¡;¢$ª �

Ê>�{�@É&��¡"¤6� ¥ ����¨k M�t�²��¡�¤;���:¸�«E¡$®C ;�������"� ¦ ¡?�v�;��¨k .�3¤6¡"� ¥ ¿6­��*�t�t¿M�	�N�,�*¹ Â ¡"�;�K�0���4ª@ª2�� ;�����
¦ ¡$�	�;��¨k .�%�
àC%7'dF �?+ [ -;),/@U��?/@),/&5;+7% [ -RU°%7)0+7)0/_\I+4),�@),/E' )0/R),�*a,) < D '*),/Cm �g/E' ),� �kokP�u < �@),/_1d),��56),/_13%4�I)0F
%4���@)0�313%7)T56),��a < ' < /�-&!$LM),/eY&f>!?a < ),%4/;% D )v/ E ' a0+7% [ -;)v\I% D )0/&F [ -h!"z{' )0/HÜ
� Ì6����������� �k�0�

V
�t�7�QæM�t¿M��­��*��¡;¢$ª=¸H«E¡$� �4�

x1, ..., xm, xm+1, ..., xn, y ∈ V,
¢$�:«2�N�0�3«E¡?§

ª@���
U :=

F #&!$/
(x1, ..., xm),

�t­�¤6�t©������
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³�¹d�^�	�4�0�
xi ∈ U

¯ » � i = 1, ..., m,
«h¹  e¹.«?���

U
�t� ¥ ��¢"¤;���:«6���=�I©{�tª2���.�n��¤6�t M���B���=���t©µ�?�,�

¥ ¢ U.º&¹
U =

Fq#&!?/
(x1, ..., xm) ⊂

Fq#&!?/
(x1, ..., xm, xm+1, ..., xn).¼;¹ �k�,�

y ∈ U,
�t­½�4�0�

U =
F #&!$/

(x1, ..., xm) =
F #&!$/

(x1, ..., xm, y).Ã&¹	É » � xm+1, ..., xn ∈ U
�N�0�

U =
Fq#h!$/

(x1, ..., xm) =
Fq#h!$/

(x1, ..., xm, xm+1, ..., xn).Ê>�{�g©���� ¥ �n�t� � ¢?� ��¡�¤;���²�°�B�*¡"¤6���H¸M«°¡"®b«°����¡6¢ ¯ ¤6�t�n�H¡$�;�.�n� �>¡6¢$ª��4ªÓ¡$©7©7¤6�tªR�t�7�.��� ¦ H°¨k h�,�q¸
¦ ���;�_ªR¡"� ¥ ¢@«°��ªx�I� ¥ ��¢$¤6���H«°���&��J&�,����ª ¦ �t�������B�½æM��¿.�n­"�t�t�� &�7� ¥ ¢ ¯ » ¤M�k¸V�B��«°­;¨k C¢$�.·��t�VH$�h§
«°�t�0�3�"©����n�6�k¸ ¦ �t�;�=ª_¡$�²«?�{�B���>�,¨k M­��C¡6¢��8«°��ª �>¡6¢$ª

U
�t��©n�$�0� ¦ H$ ;©��*¹

��~��Z~E�QP?Ü
��Y�W E � 1 ≤ i ≤ m

%4Fq'

xi = 1xi = 0x1 + ... + 0xi−1 + 1xi + 0xi+1 + ... + 0xm.

�;Y3�kFk'
x ∈

Fq#h!$/
(x1, ..., xm),

Fq�@-&!?Lh)0/�13%7�

x =

m
∑

i=1

αixi =

m
∑

i=1

αixi +

n
∑

i=m+1

0xi ∈
F #&!$/

(x1, ..., xn).

Û&Y D ) D ),/ y ∈ U
�"!$/&/��_!?/

y
F [ -;�*),%4Lh)0/�!?+4F

y =
∑m

i=1
βixi

Y?f8!$/&/Z%NFk' ∑m

i=1
αixi +

αy =
∑m

i=1
αixi + α

∑m

i=1
βixi =

∑m

i=1
(αi + αβi)xi ∈

F #&!$/
(x1, ..., xm) = U.Ú°�?�@%7'8%NFk'�F #&!$/

(x1, ..., xm, y) ⊂
Fq#&!?/

(x1, ..., xm) < /&5²56%4)@!?/&56)0� )Z��/ [ + < F %7��/ D %4+7'/&! [ -M�6Y
�hY�àO!$/=1|)0/&56)�Û;Y;F < �°a,)TF F %4U?)>z E � y := xm+1, xm+2, ...

!?/HY
�

f>%7)ÏF [ -&�?/�%4� ���?�*�"!$#;%7' )0+8)0%7/ D )Bz E -;�q'*),/Àcd) D �*%(i.)V+4%7/&)0!$��!$L&-&u$/ D % D L;a,1�Y < /&!?L;-&u?/ D % DF #;%7)0+7)0/C! < [ -b%7� !$+4+ D ),�@),%4/;),/�P�!?-;�@),/�),%4/;)v13% [ -E'*% D )vP��?+4+7)�Y
}=~��]�����0���h��������	�� 	^���
~°Ì6�2Ì;Ë ���;��Îh��Î �]Í
��Ì6Ë ���&�
ÎM��Î����µ�"~°�
� ��Ì P0�QP��
�^���t���

V
�t�7�

K
§tæM�t¿M��­��*��¡;¢$ª=¸h«°¡"�*�7�

(x1, ..., xn)
�t�7�M�8ÉM¡"ª@�4©7���Z·�­"�`æM�t¿M��­��B���e¹

³�¹	Êg����ÉM¡"ª@�4©7���
(x1, ..., xn)

 .���4®&�|è4©4�7�.�B¡"�	¡;�"  H"�6¤E�(¤Mé�¸6¡;��¤;��¿ » � ¥ ��èN©µ¹ ¡;¹7é�¸ ¦ ���;�C�t�d�v­°� ¯ §
U ¥ �����.�n�t�

α1, ..., αn ∈ K
¤��n�6�q¸H·�­���«°�t�M����ª@�7�H«°�t�0�n�t�&�>���4�M�t�

6= 0
�4�0�k¸&�t­;«E¡"®

α1x1 + ... + αnxn = 0.

º&¹	Êg����ÉM¡"ª@�7©4���
(x1, ..., xn)

 M�t�7®h��èN©7�4�M�,¡"�½¢?�h¡;�"  H"�6¤E�(¤Mé�¸:¡;��¤;��¿ » � ¥ �3èN©µ¹7¢&¹7é>­;«°���Zè ¯ �B���µé�¸
¦ �t�;�K�q�����;��¨k .�3©7�4�M�B¡$�Z¡;�$ +H"�6¤E�(¤C�N�,�q¸^«h¹  e¹ ¦ �t�;�

α1x1 + ... + αnxn = 0
�.¢$� ¯ » �

α1 = ... = αn = 0
ª2�T¤E©7��¨k 2�N�0� ¹

¼;¹	Êg����ÉM¡"ª@�4©7���
(x1, ..., xn)

 .���4®&�I���4�M���3¡?�q�N�g·"­��
V, ¦ �t�;�b� �{��¢$�h¡&�" +H$�6¤��7¤½�N�,�d¢$�:«

V��� ¥ ��¢$¤h� ¹
��)056) < /h!$L;-&u?/ D % D )vW&!?�@%7+4%7)

(x1, ..., xn)
%NFk'�/h!"' E � +4% [ -�c	!?F %4F	U��?/

U :=
F #&!$/

(x1, ..., xn),z�),�*/;)0��Fq��+7+7' )0/�Ú°%4)�F % [ -bz��?+ D )0/&56)�Ú°#M),a,%N!$+7z�u$+4+4)�),%4/;#;��u D )0/HÜ
�eÌ;ä:�_�V�NÐ �

³�¹d�I�7�.�^ÉM¡"ª@�4©7���T¸6«?���d¡6¢?�
¤;���h¡;¢v���4�M�tª �I©���ª2���.�]¢$�:« ¥?¦ ¡"�|«°��ª ��¢$©4©{�t©{�tª2���.�I�°�B�,���� .�k¸
�4�0�]©7�4�M�B¡$�g¡;�"  H"�6¤E�(¤h¸

º&¹>«?�{��©��,���B��ÉM¡"ª@�4©7�����N�0�>¢$�M¡;�" +H$�6¤��7¤�¢?�:« �3¡$� �N��«°�B�8�M¢?�v¡;¢?�Z«°���	��¢$©4©��6�t�0�n�� .���:«°�t�
�g¡6¢$ª2�B�

{0}.



�����

f>%7)TFZ�°+4%7/ D 'Z13%4)05;),��� ) [ -�'�Fq#;%7' a,w&/&56% D G�1d�?a < L;�*! < [ -E'½�_!$/�5;!?F��=W E ��F % [ - D ),/&�?�@�@),/
L;��! < [ -E'½�_!?/�5;!?FZ/;% [ -�'TG
!?Lh)0�Z13%4�½1d),��56),/eGe)B'k1	!CLM),%	56),�@cd),-&!?/&56+ < / D +4%4/;)0!?� )0�ZØ8+7)0%(�
[ - < / D F F��6Fk'*),�@)½%4�@��)0��13%7)T56),��! < z	Ú°%7' < !"' %4�?/&),/ÏFk'*�?J?)0/HG.1|�=)0F D ),��!?56)�%7/E'*),�*)0F*F !?/�'8%4Fq'0G
a < 13%NF*Fq)0/HG&5;!?JR56),�|l  rEF < / D F �*! < �Zs8! < F D )0/&! < ),%4/;),� ),%4/;a0% D ),/�\I+4),�@),/E'>LM)0Fq' )0-E'0G < /&55;!�Fg+Nu$J?'8F % [ -V5&!$/;/�%7/²56%7)TFq)0�vÚ6#;�*! [ -;)�a01d!?/ D +4��Fg��%7'�!$+4+ D ),�@),%4/;),�*),/�Þ < F*F ! D )0/C�?�?�ZL;%7�
/;%4),�*),/HY
D %4��1|)0�*5;),/bF ),-&),/HG&5&!$J_Fq% [ - E Lh)0��c	!?F ),/b' �*)��_% [ -=�*) [ -;/;)0/b+Nu$J?'0Y;f8!$a < a < /&u [ -&Fk'
� Ì6�������NÐH�×�I�4�M��ÉM¡"ª@�7©4���

(x1, ..., xn)
�4�0� �3¡$� �4��·�­"�

V
¤6�t�h¡6¢�«E¡$�;�:¸ ¦ ���;�²�q��¨k ��B��«°�t�

x ∈ V
¡6¢ ¯ ¤;���h¡;¢b���4�M� Â ���N����¡"©N��¾H�4�M�B¡$� ¿6­�ª=�"�7�M¡6����­���«°�t�

xi, i = 1, 2, ..., n
«°¡"���,����©4©{�t�

©'H"®&�*¹
��~��Z~E�QP?Ü	� � $�
�2*5��'; � $ (x1, ..., xn)  %$ �
��2* V�! ��*/*& V :

Ú°)0%
x ∈ V

Lh)0+7%4),L;% D Y�Þ�+NF�c	!?F %4F
),�*a,) < D '�56%4)�W&!?��%4+4%7) D !$/;a V

G6�_!?/=�"!?/;/=!?+4F �
x

5;!$��Fq' ),+4+4),/�!$+NF

x =
n

∑

i=1

αixi.

�kFq'�/ < /
x =

n
∑

i=1

βixi

/;� [ -=),%4/;)�f>!?�*Fq' )0+7+ < / D z E ��5&!?F*Fq)0+7LM)
x,

F ��%4Fq'

0 =

n
∑

i=1

(αi − βi)xi

< /&5HGM5;!
(x1, ..., xn)

!$+NF>c	!?F %NF�! < [ - < /&!$L;-hu$/ D % D F %4/&5:GM� E F*Fq)0/O!$+4+7)�pg�°)��@a0%7)0/E' ),/�U�),� �
F [ -E13%4/&56)0/HG&5:Y -HY.Fk'*)B'�F

αi = βi

Fq)0%7/eG&Fq�65;!?J_)0F�!?+4F �_/ < ��)0%7/;)½),%4/;a,% D )½f8!$��Fq' ),+4+ < / D z E � xD %4L6'TY
� $�
=$  x ∈ V 
-$  #�'"�� $ �A$%& 2*4�$ �'&�$ � 2*1V #" $%;'; 46& ��� f8!$/;/ D %4+(']56%7)TFe! < [ -vz E �]5;!?F
â < +4+7)0+7)0�@),/E'0G
1	!?Fd56%7) ��/h!$L;-&u?/ D % D ��),%7'|a0),% D '0GEz�)0� /;)0�	+4u?J$'dF % [ -b! < [ - 9k)05;)0Fd\I+4),�@),/E'�5;!$��Fq' ),+4+4),/HG°Fq�65;!?J
56%4)�W&!?��%4+4%7) D !?/;a V

),�*a,) < D 'TY �

	^~°å�å`Ì��V�NÐMÐ �k�,�
(x1, ..., xm)

¢$�h¡&�" +H$�6¤��7¤=¢?�:«��N�0�
y /∈

F #&!$/
(x1, ..., xm),

�t­��N�0��¡;¢6¨k 
(x1, ..., xm, y)

¢$�h¡&�" +H$�6¤��7¤M¹
��~��Z~E�QP?Ü	cd)B'*�*! [ -�'*),/=13%7�3)0%7/&)  %4/;)0!?� ���?�½L&%7/&!$' %4�?/HG°56%4)

0
),� D %4L6'0Ü

0 = αy +

m
∑

i=1

αixi.

�kFq'
α 6= 0,

Fq�@%NFk'

αy = −
m

∑

i=1

αixi,
5:Y -HY

y =

m
∑

i=1

−αi

α
xi ∈

F #&!?/
(x1, ..., xm).

D %4�e-&!$'q' )0/½!$LM),� D )0�*!�56)�U?���*! < F D )0F )B'*aB'0GB5&!$Jg56%4)0Fe/;% [ -�']Fq)0%7/�F �?+4+7' )?YTf>!?�@%('�%4Fq'
/;�?'k1|)0/&56% D
α = 0, < /&5:G�5;!

(x1, ..., xm) < /&!?L;-&u?/ D % D %NFk'TG0%NFk'�/;�$'k1d),/h56% D α1 = ... = αm = 0.
W;��+ D +7% [ -+Nu$J$'IF % [ -_56%4)�Sv! < F (x1, ..., xm, y)

/ < ��' �*%7U°%N!$+6���?�½L&%7/;%4),�*),/eG$5:Y -eY?56%4)0F )�W&!$�@%4+7%4)3%NFk'I+4%7/&)0!$�
< /&!?L;-&u?/ D % D Y �f>%7)TFq)0�^cd),1d),%NF]),/E' -&u?+('I)0%7/&)gÚE'*!?/&5;!$��5°��àC)B'*-;�656)	a < �xâg! [ -E1d),%NF�56)0��+7%4/;)0!?� )0/ ��/&!?L;-&u$/;�
D % D ��),%7'0Ü�� 2*&  %$ "�� $ 5��'" 46& 
V$V,=2.&�&+" $%&���/ $����%� $ &+" $%& $ �'&�$ � �'& $V2.13,=/.5 
%�'& 2."Q� /.& 2*&"! 
*� $

*� $$# 46;'; $%1 �.��
%"%! 46& 
  �&�'S; � $�� $�2*4S 
�$ 5(!*) 2  5 2*&,+ 
V$ 1 
.� $ 
-$%"0$ �'; � �="0$ & )+$V,*"0/*13$%&-) $%� �.!

=2.132*4�/0! 
=2�� 2.;';<$$��/ $%�1�%� $%&�"0$ & &�46;';
 %$%�'& 52+S - %$%& Cf>%7)TF3+7%4)Bz�)0�q' < /hF�56),/�/ E '*a,+4% [ -;)0/



����Ù � �������
	��
���������

��Ì P0�QP ���g�"Î �;� �?Í��
Î P PTÌ6� �2���NÐhã �k�0�
(y1, ..., yn)

�t� ¥ ��¢"¤;���:« ¯ » �b���4�M��� æM��¿.��­��*��¡;¢$ª
V¢$�:«

(x1, ..., xm)
¢?�h¡;�"  H"�6¤E�(¤��4�

V
¸°�t­8¤E�µ�6���t�3���4�M�gÔH¡" ;©

p,
�t­;«E¡"®b�°�t�6�e¡$�*���t�:«°��� ��¢$ªR§

ª2���*�{�t�0¢?�6¤b«6���
yi

«��{�>Éh¡$ª@�7©4�{�
(x1, ..., xm, yp+1, ..., yn)

�3¡$� �N�v·�­��
V

�4�0�
��~��Z~E�QP?Üd�kFq'

(x1, ..., xm)
F [ -;�?/@)0� a0) < D ),/&5:G�Fq��F )B'*a,)

p := n.
Þg/&56)0� /6z�!?+7+NFI��r?/;/&),/@/;% [ -�'!$+4+4)

yi

%4/�F #&!$/
(x1, ..., xm)

+4%7) D ),/eG.F �65;!$J213%7�v�@%('v1d),/;% D Fq' )0/&Fg)0%7/&),� 5;!�FgU��?�*% D )  )0�Z�
�_!@!$/°1|)0/&56)0/R�?r�/;/;),/eG;5:Y -eY;5;!$J�Lh)0% D )0),% D /;),' ),�	â < ���@)0� %4),� < / D (x1, ..., xm, yn)

+4%4/;)0!?�
< /&!?L;-&u?/ D % D %NFk'TY°â < /Rz�u?/ D 'd�_!$/R�@%7'	56%4)0F ),��Ú �6Fq' )0� U?�?/_U��?�*/;)g!?/HYEâ>! [ -R)0/&56+4% [ -bU°%7),�
+4),/`m�-;r [ -&Fk'*),/&F n

ogÚ [ -&� %7'q'*),/O-&!$'g�_!$/V!?Lh)0�g/;�?'k1|)0/&56% D 5;!?/;/C),%4/O\I�*a,) < D )0/&56),/hF��6Fq' ),�D ),z < /&56)0/HG&5;!�F35;!$/&/=! < [ - < /&!$L;-hu$/ D % D %NFk'TG;!$+NFq�_c	!?F %4F0Y
�f8!$�@%('3-&!?Lh)0/b13%4�	%7/hFqLM)0F �?/&5;),�*)?G°%7/h56),��13%4�	�@%('�%4� D ),/&52),%4/;),� \^+7)0��)0/E'

x1 6= 0
LM) D %4/6�/;)0/HG&56)0/

��Ì P0�QP � � Ì;���=�V�{Ð ��ÁE��«°���>�t�:«?©4��¨k V�t� ¥ ��¢"¤M�n�_æM��¿.�n­"� �t¡6¢$ª  h¡6�^���4�M� �3¡$� �N�0¹
��~Eå`~���äHÍ��
ÎÒÊ>�{�B���t�gÑ;¡6� ¥ ¤E�7©µ����­�¤°¡$�3­" ;�M��«?�{�>�^�7�&�,¨k ;�#H"�;¿.¢$�;¤2è����:«?©4��¨k C�t� ¥ ��¢"¤M�qén¹EÉ » �«°�t� ��� ¦ �t�4�_�"�t¡6¢;¨k M��� ¦ �7��¡;�6���_«E¡$�;�����4© ¯ � ª@��� �n�t©�¸|«?�{�b¢?�&�� ;�������&��¨k .� ¥ ¢?�CæM��� ¯ » ¤h¢?�6¤�0�n�� .���e¹
\I%4/;)�!$/h56),�*)�Þ�/°1|)0/&5 < / D U��?/�c	!?F %4Fq�µ\^� D u$/;a < / D F*F*!"' ag�½Y �$Û�%4Fq'
� Ì6�������NÐ TÀÁ°�T«°�B�	�I� ¥ ��¢$¤6���H«°���&��J&�,����ª �t�.�� +H$©��|�t�7�M���3¡$� �N�0¹
���

Rn < /&5²%4�
Cn

L;%4+456)0/B9k),1d),%4+4F�5;%7)_�"!$/&�?/;%NF [ -&),/V\^%7/;-&),%7'*F U?),�E'*�?�*),/K56%4)�l*ÚE'�!$/&5;!?�*56�
c	!?F %4Fks

(e1, ..., en).
Ú°%4)3%NFk'^!?Lh)0�I�?)0%7/;)TFq1d) D F�56%4)3),%4/;a,% D )�Y ��LM),�*+7) D )0/_Ú6%7)�F ),+4L&Fq'0G?5;!?J�)B'k1	!

%4�
C

4
56%4)v��),�E' ��� )0/

x1 =









1
0
0
0









, x2 =









2
1
0
0









, x3 =









3
2
1
0









, x4 =









4
3
2
1









),%4/;)�c	!?F %NF|L&%7+N56),/eY;\I� w&/&56)0/CÚ6%7)�F ),+4L&Fq'	1d),%7' )0� )�c	!?F ),/ �
9 < ),%4/;),�_c	!?F %4F

(x1, ..., xn)
U��?/

V
-;),%4J$'_56%4)C9:!$-;+

n
56%4)Rl  u$/ D )ts256),�_c	!?F %NF,Y���/×56)0/

cd),%NFq#&%7)0+7)0/`-&!?Lh)0/QÚ°%4) D )TFq)0-;),/HG�5;!?JV)0%7/���),�E' ��� ��! < � %µYI!;Y�U°%4),+4)bU�),��F [ -&%7)T56),/;)=c	!?F ),/
LM)0F %('*aB'0Gh13%7�g1|)0�*56)0/=!?Lh)0��Fq)0-;),/eG&5;!$JRF %4)�!$+4+7)�56%4)0F ),+4Lh)  u$/ D )�-&!$LM),/eY&f>!?a < a,)0% D ),/=13%7�
a < /&u [ -&Fq'�),%4/;)0/KÚ;!"' a�Ge56)0��Lh)TF [ -&� )0%7L6'TGH13%4)_�@!?/K! < F�)0%7/&),�½c	!?F %NFv),%4/;)_/;) < ) D ),13%4/;/;)0/
�"!$/;/eY
� Ì6�������NÐ ���^�>���t�

(y1, ..., yn)
���4�M� �3¡?�q�N�v·�­"�

V.
Ê����RæM��¿.�n­"�

x
 h¡&�°�½«?���vÊv¡"���,����©4©�¢?�6¤

x =
∑n

i=1
αiyi.

�k�0��«°¡"�;� ¯ » �����4�M��� ���H«°�*Õ
k, (1 ≤ k ≤ n)

«°�t�g��­E��
 ¥ �����.�
αk 6= 0,

�t­
�N�,�^¡;¢6¨k 

(y1, ..., yk−1, x, yk+1, ..., yn)
�3¡?�q�N�v·�­"�

V.

9 < 9k)05;),�
x 6= 0 D %4L6'�)0FgFk'*)B'*F>Fq�_)0%7/&),/���/&56),A

k.
f>!?��%7'g�"!$/&/C�@!?/�9k)056)TF

x 6= 0 D ) D )0/),%4/ D )0),% D /;),' )TFIc	!?F %4F ),+4),�@),/E'^! < Fk'�! < F [ -;)0/ < /&5_),�*-&u?+('
9k)01|)0%7+NFI13%4)056)0�I),%4/;)8cd!�Fq%NF�U��?/
V.

��~��Z~E�QP?Ü	f>%7)�c	!?F %NF3Fq)0%HFq�@/ < �@�@),�*%7)0�q'TG;5;!$J
α1 6= 0.

��Y
(x, y2, ..., yn) �! V" $%1�� $%4 �A$ & 
 � \^F3%NFk'

x =

n
∑

i=1

αiyi

5:Y -HY
α1y1 = x −

n
∑

i=2

αiyi,

!$+NFq�
y1 =

1

α1

x −
n

∑

i=2

αi

α1

yi ∈
F #&!?/

(x, y2, ..., yn).
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àC%('>Ú;!"' av�ZY7�TÙZ%NFq'g5;!$/;/
V ⊃

F #&!$/
(x, y2, ..., yn) =

Fq#h!$/
(x, y1, y2, ..., yn) ⊃

F #&!?/
(y1, y2, ..., yn) = V,

Fq�65;!?J�!?+4F �
V =

Fq#h!$/
(x, y2, ..., yn).

�;Y
(x, y2, ..., yn) �! #":46& 2 
0'��*& �=� � � D ) D )0/ α1 6= 0

%4Fq'
x /∈

F #&!?/
(y2, ..., yn).

f8!$�@%7'
z��?+ D '�56%4)�c|)0-&! < #6' < / D ! < F  )0�@�@!��ZY ���6Y

�

D %4��),�*1|)0%('*),�*/b56%4)0F ),/CÚ6!$' a�a < �
� Ì6�������NÐ �×���2Í P,�TÌ;Í P ��� P0Ì6� ���h�M�	��
���
���
�
��h� �k�,�

(y1, y2, ..., yn)
�	¡?�q�N�Z·�­��

V
¢?�:«

(x1, ..., xk)
¢$�h¡&�" +H"�;¤��7¤&¸H��­b�N�0�

k ≤ n
¢$�:«��6���^¤6�,�t�(¤E�M����������¢?ª�ª2�t� �����T¢$�6¤K«°�t�

yi

�N�0�
(x1, ..., xk, yk+1, ..., yn)

�3¡$� �4�8·"­��
V.

��~��Z~E�QP?Ü	f>),�gcd),1d),%NF	),� z��?+ D '35 < � [ -=��/&5 < �E' %4�?/ E LM),� k.���ÓWh!$+4+7)
k = 0

F %7/h5b��),%4/;)v��),�E' ��� )0/=! < F a < '�! < F [ -;),/ < /&5�56)0�gÚ6!"'*a�%4Fq'3� % [ -E' % D YÚ°)0%7/�/ < / k > 0 < /&5�56),�gÚ;!"' avz E � k − 1
F [ -;��/bLM),13%4)0F ),/eY D %7��-h!$LM),/C5;!$�@%7'�!$+NFq�hÜ

��Y
k − 1 ≤ n < /&5

�;Y
(x1, ..., xk−1, yk, ..., yn)

%4Fq'gc	!?F %4FdU?��/
V.

W&!?+7+NF
k−1 = n

1du?� )�G$1	u$�*)�F [ -;��/ (x1, ..., xk−1)
c	!?F %4FIU?�?/

V.
f8!$/;/21du?� )�!?Lh)0�^Fq#M),a0%7)0+7+

xk ∈
F #&!?/

(x1, ..., xk−1),
5:Y -HY

xk =
∑k−1

i=1
αixi

�656),�
0 =

∑k−1

i=1
αixi + (−1)xk,

1d!�F
1d) D )0/=5;),����/h!$L;-&u?/ D % D ��),%7'	5;),�

(x1, ..., xk)
/;% [ -E'gF ),%4/b�"!?/;/HY

Þ�+NF ��%NFq'�/;�$'k1d),/&5;% D k − 1 < n,
5:Y -eY

k ≤ n
Y

f8!
(x1, ..., xk−1, yk, ..., yn)

),%4/;)�c	!?F %4Fd%NFk'TG D %4L6'�)0F	)0%7/&)�f>!?�*Fq' )0+7+ < / D
xk = α1x1 + ...αk−1xk−1 + βkyk + ... + βnyn.

D u$�*),/�!?+7+4)
βi = 0,

Fq�O�"u?��)0/K13%7��! < zg5;),/`F ),+4Lh)0/ D %45;),��Fq#;� < [ -K13%4)2)0Lh)0/HY�Þg+4F �O%NFk'
1d),/;% D Fq' )0/&F3),%4/;)0�g56%4)0F ),�

β
��p>�E)��_a,%4),/E' )0/

6= 0 < /h5�Lh)0% D ),),% D /&)B' )0��â < �@�@),�*%4),� < / D !$+NF �
βk 6= 0.àC%7'>Ú6!"'*a��½Y � �Zz��?+ D '�5;!?/;/HG;5;!?J_! < [ - (x1, ..., xk−1, xk , yk+1, ..., yn)

),%4/;)�c	!?F %4Fd%NFk'TY
�

D %4�3z�!?F*Fq)0/=5;%7)TFq)v\I� D )0L;/;%NF F )va < F*!$�@�@),/=a <
� Ì6���CÍ����j}=~E�������T���M�`���NÐ �Q�k}=��å�~°� P0���h���

³�¹3ÁE��«°���g���H«?©7��¨k V��� ¥ �"¢"¤h���_æM�t¿.�n­��*�t¡6¢$ª  h¡;�^���4�M� �3¡$� �4�g�t�:«?©4��¨k M�t��¾�H$�6¤6�$¹
º&¹ �3�B�q�µ� ¥ �½���4�áæM�t¿M��­��*��¡;¢$ªê���4�M�C�t�:«?©4��¨k M� �3¡$� �N�

(y1, ..., yn),
��­V h¡&�°�t�Q¡$©7©�� �3¡$�t���

«?�{�B���t©µ�6�=¾�H$�6¤6�
n. Â �4�R�M�t�;�M�t�

n
«?���Vè{Êg�4ª2���&� �{­"�Héb«°�t�ÏæM�t¿.�n­��*�t¡6¢$ª2�t�

V
¢?�:«

�M­°���{�t�t�t�=56%4�
V = n.¼;¹v±	�µ�6�g�B�>�4�

V ¥ ¢:�B�T«6��ª n ∈ N
���4�M�2¢$�h¡&�" +H"�;¤��7¤6�vÉM¡"ª@�7©4����ª@�µ�

n
�I©���ª2���.�n�t�:¸e�t­

�°�B�q�µ� ¥ � V
¿6���4�M�����:«?©4��¨k M���3¡?�q�N�0¹ Â �4�_�M���&�M���Ò«E¡$�;�

V
èn¢$�M���H«?©7��¨k :«?�4ª2���&� ��­��h¡$©�é

¢$�:«_�M­°���{�t�t�t�=5;%7�
V = ∞.Ã&¹	Êg���8Êg�4ª2���&� ��­��²·�­��

V = {0} ¦ �7�0«
= 0

¤6�t�t��� ¥ �*¹
��~��Z~E�QP?Ü

��YgÚ°%7)0-;)�c	!?F %4Fq��Ú;!"' a�Y
�;Y�c|)TFq%7' a,'

V
),%4/;)I)0/&56+4% [ -;)Ic	!�Fq%NF

(y1, ..., yn),
F �3%NFk'

V
)0/&56+4% [ -v)0� a0) < D '0YB�kFq' (x1, ..., xk)),%4/;)b1d),%7' )0� )�c	!?F %4F0G�Fq�²%NFk'RF %7)�),%4/ < /&!$L&-&u$/ D % D )0F@Ú �6Fk'*),� < /&5`/h! [ -×5;),� Þ < Fk�'*! < F [ -&F*!"'*a>U��?/��+�
�������!���Z%NFk'

k ≤ n.
��),� '*! < F [ -;)0/b13%4�g56%4)�P3��+7+4),/�56),�>cd!�Fq)0/HG;F �

z��?+ D '3),LM),/&F �
n ≤ k,

1	!?F356%4)���/°U�!?� %N!$/&a856)0��c	!?F %4F +4u?/ D )>Lh)01|)0%4Fq'0Y



�����0S � �������
	��
���������

Û&Y D u$�*)
(y1, ..., yn)

)0%7/;)²),/h56+7% [ -;)²cd!�Fq%NF0GdF �`��r?/;/E' ) 9k)056)TF < /&!$L;-hu$/ D % D )�Ú �6Fk'*),�
-;r [ -&Fk'*),/ n

\I+4),�@)0/�'*)�-&!$LM),/eY
�

cd)B'*�*! [ -�'*),/b13%7�3/;� [ -Cc	!?F ),/2z E � ��/E'*),�*�*u < �@)?Y
� Ì6�������NÐ 	��^�g���t�

U
�
�.�n���*�t¡6¢$ª �t�7�.�t�

n
§k«?�7ª2�t�&�q��­��M¡"©����×æM��¿.�n­"� �t¡6¢$ª2�B�

V.³�¹
U

�N�,�|�t�:«?©4��¨k O��� ¥ �"¢"¤h�	¢$�H«@ M¡6�|���4�M�>Ê>�7ª2���h�q��­��C56%4�
U ≤ n.º&¹3ÁE��«°���3¡?�q�N�

(y1, ..., ym)
·�­��

U
©'H"®h�d� ��¨k  ¥ ¢C���4�M�����3¡$� �N�

(y1, ..., ym, ym+1, ..., yn)·�­��
V

��� ¤SH$� ¥ �t�e¹
��~��Z~E�QP?Ü�9 < ��Y7Ü.Ú°),%

(y1, ..., ym)
c	!�Fq%NF3U?��/

U.
Ú°%4)�%NFk'>),%4/;) < /&!?L;-&u?/ D % D )�Wh!$�@%7+4%4)�%7/

V
< /&5=/&! [ -=5;),�ÓÞ < Fq'*! < F [ -&F*!"'*a>U��?/��+�
�������!���Z%NFk'�5;!?/;/

m ≤ n.f8!?F]%NFk'^!?Lh)0��/ < �I56%7) �>u$+7z{' )�56)TF�cd),1d),%NFq)TF,Y �g!$'^56),/&/
U E LM),�*-&! < #6'I),%4/;)�c	!?F %4F0G�%4Fq'^56)0/;/

U
),/&5;+7% [ -b)0� a0) < D '�� �Rf>%4)0F	z���+ D 'g!$LM),��! < F356),� cd!�Fq%NFq�µ\I� D u?/;a < D F*F !$' a?YEfg)0/;/CLM) D %4/;/;)0/13%4�Z56)0/Kz E � U

�@%('�),%4/;),� /;% [ -E'q' �*%4UE%N!$+4),/K\^+7)0��)0/E'�U��?/
U,

Fq��),�*-&!$+7' )0/K13%7�Z),/E'k1|)T56),�
/&! [ -O),/&5;+7% [ -VU°%4),+4),/²Ú [ -;� %7'q'*),/�),%4/;)�c	!�Fq%NFgU��?/

U
�656),�v13%4�>)0� -;%4),+7' )0/V%4/

U < /&5�5&!$�@%('
!$LM),��! < [ -O%4/

V
Lh)0+7%4),L&% D=D �*�?J�) < /&!?L;-&u$/ D % D )ZWh!$�@%4+7%4),/ < /&5²5;!?F D )0-�'v%4/²56)0� ),/&5;+7% [ -56%4�@),/&F %7��/&!$+4),/

V
),LM),/=/;% [ -E'0Y9 < �6Y4Ü;cd) D %7/;/&)v5;),/Cc	!?F %4Fq�µ\^� D u$/;a < / D F*!"'*a��@%('g5;),� D ) D )0Lh)0/;)�cd!�Fq%NFdU?��/

U. �f>%7)½ÚE'�!$/&5&!$��5°�nc	!�Fq%NF^%4�
Rn

�656),�
Cn

-&!$'35;%7)  u$/ D ) n,
F �?�@%7'�%4Fq'�!$+NFq�

56%4�
R

n =
56%4�

C
n = n.

f>%7)v%4/=cd),%NF #;%7)0+.�½Y � < /&5bcd)0%4F #;%4),+.�½Y Ù�Lh)0-&!$/&5;),+7' ),/�W < /;�E' %4�?/;)0/;�*u < �@)8F %4/&52/&% [ -E'	),/&5°�
+4% [ -&5;%7�@),/hFq%4�?/&!?+�Y^��� 9 < F !?�@��)0/;-&!?/ D ��%7'=f>%7iM)0� )0/�'*%4!?+ D +7)0% [ - < / D ),/Q1d),��56),/Q13%4�b!?Lh)0�
5;!�U��?/�)0/&56+4% [ -&5;%7�@),/hFq%4�?/&!?+7) ��/E' )0� ��u < ��)��?)0/;/;),/&+7)0� /;)0/ < /&5 5;!$��! < zZ5;!$/&/ ! < [ -À56%4)
),%4/ D )Bz E -;� ' )0/=cd) D �*%(i.)�!$/°1|)0/&56)0/HY
Ú°%4/&5

U1, U2

�g/�'*),�*�*u < �@)vU?�?/
V

G;F �_Fq%4/&5�! < [ -
Ý U1 ∩ U2 < /&5
Ý U1 + U2 := {x = u1 + u2 | u1 ∈ U1, u2 ∈ U2} 6= U1 ∪ U2.

��/E'*),�*�*u < �@)8U��?/
V, D ),/&!?/;/E'�56),�^l f < � [ -&F [ -;/;%7'q'qs < /h5=5;%7)gl*Ú < �@�@)tstY;f>!$z E � D %7+7'

� Ì6�������4ã ���q}b��å�~°��PT���M� P �n�h��å`~ARn�2Ñ6�7�:«
U1, U2

�e�.�n�t� �#H6¢$ª2���t�7�M�B�v�t�:«?©4��¨k M§�«?�4ª2���&� �{§
­��M¡"©����O�g¡6¢$ª2�B�

V,
�t­�¤��4©��

56%7�
U1 +

56%4�
U2 =

5;%7�
(U1 + U2) +

56%4�
(U1 ∩ U2).

��~��Z~E�QP?Üd\^F�F ),%I5;%7�
U1 = k,

5;%7�
U2 = m,

56%4�
(U1 ∩ U2) = r,

56%7�
(U1 + U2) = s.

D %4�g1	u$-;+4),/C)0%7/;)�c	!?F %4F
(d1, ..., dr)

U?��/
U1 ∩ U2.

f>!
U1 ∩ U2

��/E'*),�*�*! < �ÓU��?/
U1

%4Fq'0G
�?r�/;/;)0/b13%4��56%4)0F )vc	!�Fq%NF	a < ),%4/;)0��cd!�Fq%NF

(d1, ..., dr, xr+1, ..., xk)
U��?/

U1

),� D u?/;a,)0/HY6Þ�/&!?+7� D ),�*-&!$+7' )0/b13%4�3),%4/;)�c	!?F %4F
(d1, ..., dr, yr+1, ..., ym)

U?��/
U2.

\^F�13%4��5�5;!?/;/
U1 + U2

U��?/
(d1, ..., dr, xr+1, ..., xk , yr+1, ..., ym)

)0� a0) < D '0G < /&5:Ge1|)0/;/
56%4)0FvÚ �6Fk'*),� F � D !$� < /h!$L;-&u?/ D % D %NFk'TGM!?+4F �b5&!$/;/Vc	!�Fq%NF�U��?/

U1 + U2

%4Fq'0G:F �R),�*-&u?+('8�@!?/
56%4)�fg%4�@),/&F %4�?/&Fqz��?�*�@),+H5 < � [ -�Þ�L;aTu$-;+4),/HY
Ú°)0%e!$+NFq�

r
∑

i=1

αidi +

k
∑

i=r+1

βixi +

m
∑

i=r+1

γiyi = 0.



�g�*���

f8!$/;/�%NFk'
u :=

m
∑

i=r+1

(−γi)yi =

r
∑

i=1

αidi +

k
∑

i=r+1

βixi.

f>%7)8+7%4/;��)vÚ < ���@)8),/E' -hu$+7'd/ < �d��),�E' ��� )0/b! < F U2

G6F �?�@%('d%4Fq'
u ∈ U2.

f>%7)v�*) [ -E' )vÚ < �@�@)
),/E'*-&u$+7'|/ < �d��),�E' ��� )0/R! < F U1,

z���+ D +7% [ -_%NFk'
u ∈ U1.

��/&F D )TF !?��'I%NFk'3!$+NFq�
u ∈ U1 ∩U2 < /&5-&!$'g5;!$�@%7'	)0%7/&)�f>!?�*Fq' )0+7+ < / D !$+NF

u =

r
∑

i=1

δidi.

f8!@13%7�3U��?/�cd!�Fq)0/b56)0���e)0%7+4��u < �@)�! < F D ) D !?/ D )0/2Fq%4/&5:G;z��?+ D ),/�5;!?��%7'g56)0��P3),%4-;)�/&! [ -

δi = αi (i = 1, ..., r), < /&5 βi = 0 (i = r + 1, ..., k),

5;!?/;/C!$LM),�3! < [ -
r

∑

i=1

αidi +

m
∑

i=r+1

γiyi = 0,

< /&5@5;!>-;%4),��13%4)056)0���@%('I)0%7/;)0�Ic	!?F %4F D )T!$�*Lh)0%('*)B']13%7��5:G$F %7/h5Z! < [ -�!?+7+4)
αi < /&5Z!?+7+4)

γi = 0.Þ�+NF ��+4%4) D '�)0%7/&)vc	!�Fq%NF	U?��/
U1 + U2

U?�?�TY
�

�kFq'ZFq#M),a0%7)0+7+
U1 ∩ U2 = 0 < /&5 U1 + U2 = V,

F �VF #;�*% [ -E'��_!$/KU��?/Olk���?�@#;+4),�@),/E'�u$�*),/
��/E'*),�*�*u < �@),/°s>U��?/

V.Ú°%4)�L;%4+456)0/�),%4/=cd),%NF #;%7)0+:z E ��56)0/=z��?+ D ),/h56),/�cd) D �*%7i
}=~��]�����0���h�����4ãe�QÑ°�4�:«

U1, ..., Uk

�e�.�n�t� �#H6¢$ª2�R�t�7�.�t�VæM��¿.�n­"� �t¡6¢$ª2�B�
V,

¯ » �=«?����¤E�7©µ�k¸
«E¡$® �B��«°�t�	�^©{�tªR�t�.�

v ∈ V
¤;���h¡;¢_�t�7�.�gÊv¡"���0�n��©4©µ¢$�6¤O�°�B�q�µ� ¥ �^¡"©N�

v = u1 + ... + uk, ¦ ­6�6���H�0�n�"���
ui ∈ Ui

�N�,�q¸
�t­��.���;�.��ªR¡"�

V
«?����èµ«?�4�t�t¿.�n�8Ñ.¢$ª@ª2�½«°���

Ui

é>¢$�:«R�,¨k ;�t�t�µ�;�

V = U1 ⊕ ... ⊕ Uk =

k
⊕

i=1

Ui.

Þ < ze56),�
R

2
L;a01�YE5;),�

R
3
-&!$'q' )0/_13%7�|),%4/bÚ°�"!$+N!$�*#;�*�65 < �E'I),%4/ D ),z E -;� '0GE5;!?F < /&F^cd) D �*%(i.)

13%4)Zâ���� � < /h5�X>�q'*-;� D �?/&!?+7%7'*u$'�+7%4)Bz�)0�q'*)?Y.fg%4)0F>�"!$/;/V�@!?/V! < z|!$+4+ D ),�@),%4/;)0� )��*),)0+7+4)½�656)0�
�?���@#;+7),A6)vPgu < �@)�! < F*56)0-;/;),/eY
}=~��]�����0���h�����4ã.Ðj�^�Z���t�

U
���4� æM�t¿.�n­��*�t¡6¢$ª » �°�t� K = R

­;«°�t� » �°�t� K = C.
�I�4�M�

� �&�"�7©�«&¢$�;¤
〈·, ·〉 : U×U → K

 M�t�7®h�.���4�>�]­"� ������·v«6�VU;�;�µ�n�B�B¸� M�t� ª@�µ�n�t�,¨k M�B�
Ñ°¿$¡"©{¡"���.�B­;«&¢$¿.�k¸
¦ ���;�CÑ:³_�"�N��Ñ;ÃZ¤6�t©������e¶
Ñ:³�¶

∀x,y∈U 〈x, y〉 = 〈y, x〉
ë4 M���*ª@�����t�,¨k  ì ¸Ñ;º&¶

∀x,y1,y2∈U 〈x, y1 + y2〉 = 〈x, y1〉 + 〈x, y2〉
¸

Ñ&¼;¶
∀x,y∈U∀α∈K 〈x, αy〉 = α 〈x, y〉

¸
Ñ;Ã&¶

∀x∈U 〈x, x〉 ≥ 0
¸
= 0 ⇔ x = 0

ë �]­"� �µ���µ·_«°�VU&�;��� ì ¹
f>%7)=P3) D ),+3Ú.�R+4%7),z�),� '�%4/&F Lh)TFq��/&56),�*)?G�5;!$JOz E ��9k)T56)0F x ∈ U

56),� D )0�q'
〈x, x〉

�*),),+4+d%4Fq'0G
F �°5&!$J_Ú �_),%4/;)�Fq%4/;/°U?��+7+4)�W;���*56)0� < / D 5&!$��Fk'*),+4+('TY
Ú°%4),-E'I�_!$/�U?��/�56)0� ��/ < �I%4�á���?�@#;+4)BA6),/�W&!$+4+;�*),+4),U"!$/E'*),/ � �gLh)0� D !$/ D a < �á���?/*9 < D %7)0�q' ��?���@#;+7),A6),/ D ),� 'eLh)0%°Ú:�|!$LeG0F �gFq%4/&5�56%4)0F D )0/&! < 56%4)|P�) D )0+7/eG056%4)^13%4�
F [ -;�?/�%4�����?�*�"!$#;%7' )0+
LM)0F #;� � [ -;)0/b-h!"'q'*),/HY
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	��
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}=~��]�����0���h�����4ãMã��I�4�Q�t�0��©4©{�t�2­6«6���_¿°­"ª��.©{��Õh�����g¡6¢$ª ª��µ�½Ñ°¿$¡"©{¡"���.�B­;«&¢$¿.�> .���4®&�½���4�
è���¢$¿°©4��«?�N�,¨k M���Tég� ¥�¦ ¹.èµ¢?�;��� H"�B���Té �g¡6¢?ª�¹
���

Cn
%NFk'

〈x, y〉 :=
n

∑

i=1

ξiηi

),%4/CFq��+ [ -&)0F3Ú°�"!$+N!$�*#;�*�°5 < �E'0G65;!?FIl*ÚE'�!$/&5;!?�*56��Ú°�"!?+4!?� #;�*�65 < �E'kstGEL;a,1�Y&!?/&!$+4� D %7�
Rn

〈x, y〉 :=

n
∑

i=1

ξiηi.

W E � n = 2, 3
-&!"' ' ),/=13%7�>56%7)TF	%7�Ó���?�*�"!$#;%7' )0+:Lh),' ��! [ -E' ),'0YÞ < [ -_%7/25;%7)TFq)0/RP�u < �@)0/ D %4L6'^)0F^/;� [ -_U°%7)0+7)31d),%7' )0� )>Ú6��!?+4!?� #&� �65 < �E'*) < /&5_%4/&FqLM)0F �?/h56),�*)

1d),��56),/�Fq#hu"' )0��W < /&��'*%7��/;),/;�nP�u < �@)v��%7'>Ú°�"!$+N!$�*#;�*�65 < �E'd13% [ -E' % D 1|)0�*56)0/HY
\I%4/�#&!�!$�_/ E ' a0+7% [ -;)VP�) [ -;)0/;� ) D )0+7/HG|56%7)Oz E �b!?+7+4) < /;%7'*u?� )0/jL;a,1�Y|) < �°+4%456%NF [ -;),/jP�u < �@)
D )0+('*),/HG6)0/E' -&u?+('
� Ì6�������4ã+�

³�¹d�^�3�N�,�
〈x, 0〉 = 〈0, y〉 = 0

¹
º&¹

〈x, αy + βz〉 = α 〈x, y〉 + β 〈x, z〉
¹

¼;¹
〈αy + βz, x〉 = α 〈y, x〉 + β 〈z, x〉

¹
Ê�¹  e¹

〈·, ·〉
�4�0���k¿6­�� �T¢"¤E�{�t�0��©4�7�M�,¡"�0è|�4ª �t�*�0�n�t� � �q¤M¢$ª2���.� ¹

��~��Z~E�QP?Ü�9 < Û;Y4Ü�àO%('IÚ.� < /&5��;Y0%NFq' 〈αy + βz, x〉 = 〈x, αy + βz〉 = α 〈x, y〉 + β 〈x, z〉 =
α 〈x, y〉 + β 〈x, z〉 = α 〈y, x〉 + β 〈z, x〉

Y
�

f8!
〈x, x〉 ≥ 0

z E � 9k)T56)0F x
G:�?r?/&/;),/�13%7��-;%4),��! < F8Fq' ),'*F�56%4)@),%4/&56) < ' % D Lh)TFk'*%7�@��'*)@/;% [ -E'/;) D !"'*%7U�) � < !?56��!"'k1 < �*a,)0+.a,%4),-;)0/HÜ

}=~��]�����0���h�����4ã�TÀÑ&�t�
(U, 〈·, ·〉)

���4� �g¡6¢?ª ª@���8Ñ°¿$¡"©{¡"���.�t­;«&¢?¿M�*¹:Ê8¡$�;�K M�t�7®h�v«?�{� � �?§
�"�4©�«h¢$�6¤

| · | : U → R : x 7→ |x| :=
√

〈x, x〉
«?���½è �v­��*ª=ég·�­��

x
¹

Ú°#M),a0%7)0+7+3z E �25;!?FRÚ°'*!$/h5;!$��5°�kÚ°�"!$+N!$�*#;� �65 < ��'�%7�
R2

�656),�
R3

%NFk'R56%4)0F256%7) D ),1dr?-;/&+7% [ -;)) < �E+4%N56%4F [ -;)  u?/ D )�Y
� Ì6�������4ã �ÀÉ » ��«��{� �v­��*ª ¤6�t©������
�½³�¶

∀x∈U |x| ≥ 0
¸
= 0 ⇔ x = 0

¸
�>º&¶

∀x∈U∀α∈K |αx| = |α||x|
¸ ¦ ­6�6���

|α|
«°�t� �������t¡�¤_«6���I�B�,�t©7©����2­;«°���|¿°­"ª��:©{��Õ&�t�2Ô:¡" ;©

α
�4�0�k¸

�8¼;¶
∀x,y∈U |x + y| ≤ |x| + |y|

ë4Ê>�B�����T¨k¿6�k¤E©{�t��¨k .¢$�;¤ ì ¹
��~��Z~E�QP=G.â��8z���+ D ' < /;�@%(' ' )0+7L&!?�g! < F�Ú �&G°z E �>â �Z� ) [ -;/;),'	�_!?/

|αx| =
√

〈αx, αx〉 =
√

α · α 〈x, x〉 =
√

|α|2 · 〈x, x〉 = |α| · |x|.

9 < � cd),1d),%NFd5;),�gf>� )0%7) [ �6F < / D +4),% [ - < / D â>ÛZLM),/&r$' % D )0/�13%7�
� Ì6�������4ã � ���V���4�M�tª ¢$�;�µ� H$�t�t�B�>¡6¢$ª ¤��4©��d«?�������
���	��

§����	���
�����"�,¨k M�B§ �e�;¤�©�����¨k M¢?�6¤M¶

∀x,y∈U | 〈x, y〉 | ≤ |x| · |y|,

¦ ­6�6���
=

¤;���h¡;¢ ¯ » ��©7�4�M�,¡"�g¡;�$ +H"�6¤E�(¤;�
x
¸
y

¤��4©µ� ¹



�g�*�TÛ

f>),�Zcd)01|)0%4F�56%4)0F ),�½UE%4),+|U?)0� 1d),/&5;)B' )0/ �g/ D +4),% [ - < / D %NFk'½z E �Z56)0/Ï� )0),+4+7)0/�W&!$+4+I%4� p�!?#;%7�
' )0+�X LM),%�Ú6!"'*a²XZY �?Û D ),z E -;� '0Y|f>%4)Oz E �=56),/����?�@#;+4)BA6),/jWh!$+4+>/;�?'k1|)0/&56% D )�'*) [ -;/;%NF [ -;)àC�656%7w&�"!"'*%7��/=F ),% E Lh)0� D !$/ D ),/HY
f8!$�@%('3z���+ D '�5;!$/;/C56%4)�f>� )0%7) [ �°F < / D +7)0% [ - < / D 13%4)�Lh)0%
Ú6!"'*a½XZY � �&Y
cd),%NFq#&%7)0+4F 1|)0%4F )2%4�

Rn
�656)0�Z%4�

Cn
F %4/&5`56%4)�! < F�),%4/;)0� Ú°�"!$+N!$�*#;� �65 < ��' D )01|��/;/;),/&),/

â���� �@)0/²��),%4/;)0F 1d) D Fv56%4)_),%4/;a0% D ),/ÏÞ�L;L;%4+N5 < / D ),/K/&! [ -
R,

5;%7)25;%7)RP3) D )0+7/ N1, N2, N3),� z E +4+7)0/HG;),'k1d!
| · | : R

n → R, x 7→ |x| :=
�_!"A n

i=1 |ξi|+4),%NFk'*)B'g56%4)0F3! < [ -HY
}=~��]�����0���h�����4ã � �k�0�

V
���4�V�B�,�t©7©�����­;«°���v¿6­�ª��.©��*Õh���2æM��¿.�n­"� �t¡6¢$ª=¸:��­_ M���4®&�����4�M� � �?§

�"�4©�«h¢$�6¤
| · | : V → R,

«?���
N1, N2, N3

��� ¯ » ©4©��q¸.���4�M��è �8­��*ª�éd¡;¢ ¯
V.£V¡$�b�M�t�;�.�	«E¡"�&�

(V, | · |)
���4�M�����M­"� ª@�����T�n�t�8�g¡;¢$ªC¹

Ú°��+ [ -;)�âg�?�*��)0/b1d),��56)0/ < /hF3Fq#&u$' )0�3%7/CW < /;�E' %4�?/;)0/;�*u < �@),/�Fk'�u$/&5;% D LM) D ) D /;)0/HY
pv),-&� )0/b13%4�313%7)T56),�3a < 56),/ < /;%7'*u?� )0/�Pgu < �@),/=a < � E&[ �.Y D %4�3),�*�°+4u?� )0/213%4)056)0�
}=~��]�����0���h�����4ã 	��^�g���t�

U
�t�7�Ï¢$�&��� H"�B��� �g¡6¢?ª�¹

³�¹�Ô ¦ �t�væM��¿.�n­"�t�t�
x, y ∈ U

 M�t�7®6���×è�­"�0�� M­T¤;­��h¡$©�é>­;«°�t�@è{¡;¢ ¯ ���4�h¡$�:«°�����t���&¿E�B�T¨k .� é�¸:�4�
ÔH����¨k M���

x⊥y
¸ ¦ ���;�

〈x, y〉 = 0.º&¹d�I�7�.�gÉM¡"ª@�4©7���
(xi | i ∈ I)

 M���4®&�^���4��è�¬d�T�� M­"�M­��*ªR¡"©{§�ÑAJ;�0�n�tª�é>ë�¬ �>Ñ ì ¸ ¦ ���;� ¯ » �g¡"©4©{�
i, j

�0�n���µ�
〈xi, xj〉 = δij =

{

1 i = j

0 i 6= j�4�0�k¸
«h¹  
¹ �B��«°���2æM��¿.�n­"��«?�����v­��*ª
= 1

 h¡6�>¢$�:«K�B� ¥?¦ ���^·"�����B¨k &�{��«°���M�v¡;¢ ¯ ���4�h¡$�:«°���
���t�;¿°�t��¨k M�]�0�n�� .���e¹

¼;¹d�I�7�.� �3¡$� �4�,¸�«?���b¤E©{�t��¨k  ¥ ���µ���7¤Q���4�á¬d�T�� M­"�M­��*ªR¡"©{§�Ñ�J&�0�n�tª �4�0�k¸	 M�t�7® ¬d�T�� .­��M­"� ªR¡"©{§
�	¡?�q�N�Zën¬ ��� ì ¹Ã&¹	É » �>���4�M��� �e�.�����*��¡;¢$ª

V ⊂ U
�6� ¥ �t��¨k &�M�

V ⊥ := {w ∈ U | 〈w, v〉 = 0
¯ » �g¡"©4©��

v ∈ V },
¡"©N��­_¡$©7©��CæM��¿.�n­"�t�t�:¸
«��{�Z¡6¢ ¯ �B�T«°�tª�æM��¿.�n­"��·"­��

V
�t���;¿°�B�T¨k .�^�0�n�� .���e¹.£V¡$�V�M�t�;�.�

V ⊥
«E¡$�8è�­��T�� M­�¤6­"�h¡"©��3��­�ª��.©���ª2���.� é�·�­"�

V
�4�

U.
àC%7'��?� ' -;��/;�?�*�_!$+4),/=cd!�Fq)0/2+Nu$J?'3F % [ -bLM)0F �?/&5;),��F	),%4/6z�! [ -=� ) [ -;/;)0/HÜ
� Ì6�������<� �À£C�µ�g���4�M���R¬d�T�� M­"�M­��*ªR¡"©{§ �3¡?�q�N�

(x1, . . . , xn)
·"­��

U
¤��4©�� ¯ » � �B�T«°�t�ÀæM�t¿.�n­��

y
«?���8Êv¡"���,����©4©�¢$�;¤

y = 〈x1, y〉x1 + 〈x2, y〉x2 + . . . + 〈xn, y〉xn,

¡6¢��8«°���3ªR¡"�²«?���>��­�¤M¹�� ����� ��� �����,¨k M��±	©�����¨k .¢$�6¤
|y|2 = | 〈x1, y〉 |

2 + | 〈x2, y〉 |
2 + . . . + | 〈xn, y〉 |2

���* +H$©��*¹ �>¡;�3ª_¡$�Ï�M¢?�����4�`­��T�� M­"�M­��*ªR¡"©��t�vÑ�J&�,����ª=¸^«E¡?�v�;��¨k M�3�.­°� ¦ ���:«?�7¤ �3¡$� �4�v�N�,�q¸��t­
¤��4©µ���M­;¨k V«?����� �	�
� �����B¨k .� �
�6¤�©�����¨k .¢$�6¤

|y|2 ≥ | 〈x1, y〉 |
2 + | 〈x2, y〉 |

2 + . . . + | 〈xn, y〉 |2.
£C�µ�I«°�tª ­��T�� M­�¤6­��M¡"©����@�v­"ª��:©{�tªR�t�.�

V ⊥
�t�7�M�B� �
�M�����*��¡;¢$ª2�t�

V
���* h¡"©µ�n�t� ¦ �7�g«?���3Êv¡"�t§

�0�n��©4©µ¢$�6¤�«°�t���g¡6¢$ª2�B��¡"©N�8«?�7�B��¿.���>Ñ:¢$ª@ªR�
U = V ⊕ V ⊥.
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f>%7) ��~ �½~°� PT~O56),�½),��Fk'*),/²Lh)0%456)0/`Ø8+7)0% [ - < / D ),/ D )0-;),/Ï13%4)@Lh)0%dÚ6!$' abXZY Û �;G:56%4)R+4)B'*aB' )0/
LM),%N56),/CÞ < F F*! D ),/=a,),% D )0/b13%4�3%4�ÓÞ�/hF [ -;+ < J_!$/CÚ6!$' a��½Y ��Û&Y
Ú°��+ [ -;)½X>� ' -;��/;�?�*�_!$+7�nc	!�Fq)0/_��!?/;/��_!$/ E Lh)0��),%4/;)0/b)0%7/6z�! [ -;),/CÞg+ D �?�*%('*-;� < F D ),13%4/;/;),/eÜ
� Ì6�������<�
�K���@��� ���MÎh�M�
Ì�R�� PT��~E�"~°�`��Ì ������� ���	��
 

� 
����^���t���

(u1, u2, . . .)
�t�7�M�^���:«E§

©4��¨k M�2­6«6���2¢?�M���:«�©7��¨k M�@É.­�©7¤6�b·�­"��æM��¿.�n­"�t�t�K�7�×�t�7�.��ª ¢$�;�µ� H"�B��� �>¡6¢$ª=¸ ¦ ­;�°�t�+�B� ¦ ���4©4�
���H«?©7��¨k Ï·��{�t©{�g©4�7�M�,¡"��¢$�M¡;�" +H$�6¤��7¤_���t�{�t�e¹;Ñ&��� ¥ �IªR¡$�V«E¡$�;�

y1 := u1, x1 :=
1

|y1|
y1,

¢$�:« ¯ » � n = 1, 2, ...
�t�t¿M¢?�*� ��·

yn+1 := un+1 −
n

∑

i=1

〈xi, un+1〉xi,

xn+1 :=
1

|yn+1|
yn+1,

�t­�¤;��©µ�n�t�
³�¹>«?�{�

yi

� �4�:«R�,�������
6= 0,

�t­�ª@�µ�]�4�0�^¡"©4©{�B� ¦ ­" ;©�«°�VU;�&�{�t�0�q¸
º&¹>«?�{�

xi

�"�4©�«°�t�V���4�K¬d�T�� .­��M­"� ªR¡"©{§µÑ�J&�,����ª=¸ ¯ » ��«E¡$� » �°�t�,«?���t� ¯ » �>¡"©4©{�
n¼;¹	Fq#&!?/

(u1, . . . , un) =
F #&!$/

(x1, . . . , xn)
�N�0� ¹

D %4��/ < ' a0),/�56%7)TF	z E �	z���+ D ),/&56)TF
�R���������H��å�Ì6�T���M��P0�
�"�hË R�~°åê���<�:ÐÀ�^�_���t�

V :=
Fq#h!$/

(u1, ..., un)
���4� �
�.�n���*�t¡6¢$ªÖ�4�

���4�M�tªÖ¢$�;�µ� H"�B��� �g¡6¢?ª
U,

¯ ���*�M���
y ∈ U, /∈ V.

±g�B�,¢;¨k M�d�N�,�����4��æM�t¿M��­��
y0 ∈ V,

«°�t�*�t���
� �?�,�n¡"�:« ¥ ¢ y

ª@�4�;�4ª_¡$©H�N�,�q¸6¤6���M¡"�;�.�dè�I^�t­,Õ6�4ª2¢$ªÓ¡$�
y

�4�
V

én¹
f8!"z E � D %7+7'
� Ì6�������<�.ãÀÊv¡$�	�t­T¤M¹�II�B­,Õ6�7ªb¢$ª

y0

¡$�
y

�4�
V

�N�0���t�7�:«6��¢;���(¤C�°�B�,���7ª@ªb��¡$©4�g«°�t�ZæM�t¿.�n­��
y0 ∈ V,

¯ » ��«°�t�
(y − y0)⊥v

¯ » �g¡"©4©��
v ∈ V

�N�,�*¹
£C�µ�|���4�M���½¬d�T�� .­��M­"� ªR¡"©n�?¡?�q�N�

(x1, .., xn)
·"­��

V
 h¡6�

y0

«?���8Êv¡"���,����©4©�¢$�;¤

y0 =

n
∑

i=0

〈xi, y〉xi.

��~��Z~E�QP?Ü	W E � 9k)T56)0F i = 1, ..., n
%NFq'3z E ��5;!?F3F �_5;!$� D )TFk'*),+4+('*) y0

〈xj , y − y0〉 =

〈

xj , y −
n

∑

i=0

〈xi, y〉xi

〉

= 〈xj , y〉 −
n

∑

i=0

〈xi, y〉 〈xj , xi〉

= 〈xj , y〉 − 〈xj , y〉 = 0.

f8!$�@%('b%4Fq'
y0 − y

Fq)0/;�°� ) [ -E'Ra < D !?/;a V < /&5:G|13%7)C�_!?/�! < F@��L;% D ),�RW&�?�*��)0+g!$L&+7%4)0Fq'0G
5;!�5 < � [ -=! < [ - y0

)0%7/h56) < '*% D LM)0Fq' %4�@��'TY&f>!$z E ��%NFk'g5&!$/;/=�@%('�LM),+4%7)0L;% D ),� v ∈ V

|y − v|2 = 〈y − v, y − v〉

= 〈y − y0 + y0 − v, y − y0 + y0 − v〉

= |y − y0|
2 + 〈y − y0, y0 − v〉 + 〈y0 − v, y − y0〉 + |y0 − v|2

= |y − y0|
2 + |y0 − v|2 (

5&!
y0 − v ⊥ y − y0)

> |y − y0|
2 1|)0/;/

y0 6= v.



�g�*� �

Ú°),' aB'��_!?/=-&%7)0�
v := 0,

F �@),�*-&u$+7'3�@!?/
|y|2 = |y − y0|

2 + |y0|
2 ≥ |y0|

2

< /&5�56%4)0F	%NFq'g56%7) � �	� � ���?F [ -;) ��/ D +4),% [ - < / D YW;)0� /&),�^-h!"'	�@!?/ E LM),� y = y0 + (y− y0)
)0%7/;) < /&5_a01d!?�|56%4)g)0%7/&a,% D )v9.),�*+7) D < / D U?�?/

y
%4/

),%4/;)�Þg/�'*),%4+
∈ V < /&5=),%4/;),/

∈ V ⊥,
1	!?F35;%7)�+4)B'*aB' )�Þ < F*F ! D )8U?�?/CÚ6!$' av�½Y ��S�LM),1d),%NFk'TY

�
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