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VA Vektor-Analysis

Kurven und Kurvenintegrale

Mit dem Begriff der Kurve verbinden wir die Vorstellung von einer Punktmen-
ge, die das Bild eines evtl. uneigentlichen reellen Intervalles unter einer “schénen”
Abbildung ist. Um von einer Tangente reden zu kénnen, sollte die Abbildung dif-
ferenzierbar sein. Dies reicht aber noch nicht ganz aus, um zu einer praktikablen
Definition zu kommen.

Eine auf einem Intervall I C R™ erklarte C"-Funktion (r > 1)

a: I —=R" tat) = (a(t),..,an(t)”
heifst C"-Darstellung einer Kurve, der Vektor aus den zugehorigen Ableitungen

o/ (t) = (a4 (1), ., o, (1)

heifst Tangentenvektor.

Um mit der Differenzierbarkeit am Rand von I keine Probleme zu haben, setzen wir
im weiteren stets stillschweigend voraus, doff die Abbildung o die Einschrinkung
einer auf einem offenen Intervall I' O I differenzierbaren Funktion ist.

Die C"-Darstellung einer Kurve heifit reguldr, wenn stets o' (t) # 0 ist.

Die Bildmenge C := () heifit die Spur der Kurve.

Beispiele sind etwa:
a:R—R?, t+ (rcost,rsint)’ Kreislinie,

a:R—R3 t (rcost,rsint, ht)T Schraubenlinie.
Beide sind regulér.

a:R—R? ts (t—sint,1—cost)’ Zykloide.
Hier ist o/(t) = (1 — cost,sint) = 0 fir ¢ = 2kn, k € Z. Die so dargestellte Kurve
ist also nicht regulér. Tatsédchlich hat die Spur an den angegebenen Stellen Spitzen.

Definition VA.1 Eine Menge C C R" heifit “C" - Kurvenstiick”, (auch “C" -
JORDANbogen”,) wenn es eine C" - Darstellung (wir setzen immer stillschweigend
r > 1 voraus) o : I — R"™ gibt, soda C = «(I) ist und dabei gelten

1. I ist kompakt, d.h. etwa I = [a, b],
2. &/(t) # 0 auf I, man sagt, die Darstellung ist “reguldr”,

3. « ist injektiv auf I, dem Inneren von I, und o(I) N a(0I) = 0.

Jede solche Darstellung heifst “C" - Parametrisierung” von C.

Die Bedingung 3. besagt, dafs fiir Stellen ¢; # t3 € I = [a, ] stets a(t1) # a(t2) ist
mit der einzigen Ausnahme, dafi a(a) = «(b) zugelassen ist. In diesem Fall stimmen
Anfangs- und Endpunkt der Kurve iiberein, die Kurve ist geschlossen.

Zu jedem C"-Kurvenstiick gibt es viele C"-Parametrisierungen. Mittels einer etwas
sorgfaltig behandelten Anwendung von Satz F.71 bekommt man aber

Satz VA.2 Zu je zwei C"-Parametrisierungen eines C"-Kurvenstiicks C,
a:la,b] - R" und §: [¢,d] — R"”
gibt es einen C"-Diffeomorphismus h : [a,b] — [c,d], der sie ineinander iiberfiihrt:

a(t) = B(h(t)) (€ [a,b]).
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Die Linge L(C) eines Kurvenstiicks C' erkldren wir als das Supremum aller Langen
von Polygonziigen, deren Ecken auf der Kurve liegen. Dafiir gilt

Satz VA.3 Fiir jede C'-Parametrisierung « : [a,b] — R™ von C ist

L(C) = L} (o /ya )| dt.

Beweis: Fiir jede Unterteilung a=ty<t; <..<ty =>bdes Intervalls I = [a, b]
ist L(Z) := ZT 1 |a(t;) — a(tj—1)| die Lénge des einbeschriebenen Polygonzugs Z,
dessen Ecken a(?;) auf der Kurve liegen. Diesen Ausdruck formt man um zu

m

L(Z) =3 {alt) - alt-).a(ty) - alty-1)
t] 1 (07 t] — tj,1 %
Z< t —tj-1 )7 (tg)‘—tj(_l )>> (t = t5-1)

~ Z o' (tj-1)| (t; —tj-1).

Letzteres ist aber gerade eine RIEMANN-Summe zu dem obigen Integral, woraus
man die Behauptung bekommt. O

Beispiele VA.4

1. Fiir ebene Kurven in “Graphenform”: a(t) = (t,y(t))T etc. bekommt man

/b\/1+y’2(t)dt

2. Fiir eine Kurve vom Typ

a(t) == (zo +7(t) cosw(t), yo + r(t)sin w(t))T

_ / ’ V) + 20w (1),

woraus man etwa die Bogenldnge von Kreis und Spirale bestimmen kann.

ist

Fiir das Rechnen mit Bogenlangen gilt

Satz VA.5

1. Fiira < b < cist L¢(a) = LY (a) + L§(a).

2. Die Bogenliinge ist invariant unter Umparametrisieren, d.h. sind o und (3 C'-
Parametrisierungen desselben Kurvenstiicks, so ist L(«) = L(().

3. Die Bogenlidnge ist invariant unter einer “Bewegung” des R", d.h. unter einer
Transformation

R's2x—Tr:=c+ Az € R"

mit orthogonaler Matrix A.

Beweis: 1. spiegelt die Additivitat des Integrals beziiglich der Intervallgrenzen wie-
der,

2. folgt direkt aus der Substitutionsregel und fiir

3. verwendet man am besten die Definition der Bogenlénge iiber die Polygone. [J
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Mittels der Bogenlénge ergibt sich eine besonders bequeme Parametrisierung von
Kurvenstiicken.

Definition VA.6 Fiir eine C''-Parametrisierung o : [a,b] — R"™ von C heifit

t
h(t) = / o ()] dr
die “Bogenlinge” von C.

Es ist nach dieser Definition h : [a,b] — I := [0, L%(a)] stetig differenzierbar und
nach dem Hauptsatz und der Regularitit der Parametrisierung dann

Damit ist h : [a,b] — I sogar ein Diffeomorphismus und wir konnen dariiber zu
einer neuen Parametrisierung {ibergehen:

s+ B(s) == a(h™'(s)): [ — R™
Uber die Kettenregel rechnet man sofort aus, daf§
/()] = [B'(n(t)) - 1'(t)| = |B'(R(1))] - |/ (1),

sodaR fiir jede Stelle s also |#(s)| = 1. Damit ist dann

Lio(ﬂ):/ |ﬂ/(o)‘d0:/ ldo = s — so,

sodaf jetzt die Kurve durch ihre eigene Bogenlinge parametrisiert ist. Gleichzeitig
haben wir mit ausgerechnet, daft in der Parametrisierung durch die Bogenlénge der
Tangentenvektor stets ein Einheitsvektor ist ( |8'(s)| = 1).

Der Rand eines Rechtecks — es kann auch etwas “verbogen” sein — ist ein Beispiel
fiir eine Kurve, die aus mehreren Stiicken zusammengesetzt ist.

Es seien oy, : [ak, bx] — R™ (k = 1,...,m) C'-Parametrisierungen von Kurven, wobei
jeweils der Endpunkt der einen und der Anfangspunkt der nachsten zusammenfallen,
d.h. jeweils oy (br) = agt1(ak+1) ist. Dann nennen wir die Zusammenfiigung dieser
Kurvenstiicke eine stickweis glatte Kurve oder auch einen stiickweis glatten Weg
und schreiben dafiir o := a1 + ... + am.

Ist auch noch ay, (b)) = a1(a1), d.h. der Endpunkt der letzten gleich dem Anfangs-
punkt der ersten, so heifst die gesamte Kurve « geschlossen.

Wir setzen fiir die Langen:

L(a) :== L(a1) + ...+ L)

und verstehen unter der Spur von « die Vereinigung der Spuren der einzelnen ay.

Definition VA.7 Sei a : [a,b] — R" ein C'-Kurvenstiick mit Spur C C R", dazu
f:C—R: xzw— f(x) gegeben, sodafs f(«a(t)) stetig auf [a,b] ist. Dann heifit

/Cfds :=/Cf(x)ds = /abf(a(t))ya’(t)ydt

das “Kurvenintegral” von f lings des Kurvenstiicks a.
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Durch das Einbauen des Faktors |o/(t)| ist das Integral unabhéingig von der gewihl-
ten Parametrisierung der Kurve, bzw. wihlt man die Parametrisierung durch die
Bogenlénge s, so ist dann ja ]o/ (s)‘ = 1, sodafs dieser Faktor dann sowieso keine
Rolle spielt. Gleichzeitig erhélt man dieses Integral aber auch ganz natiirlich iiber
RIEMANN-Summen: Man wahle auf der Kurve Stiitzstellen «(t;) und bilde dann
Summen der Form

(Funktionswert an Stitzstelle) x (Abstand der Stitzstellen):
d.h.

Zf(a(tj))\a(tj) —aftj)|.

Indem man dies wie bei der Ableitung der Formel fiir die Bogenlédnge weiterbehan-
delt und die Schrittweite |t; — ¢t;_1| gegen Null gehen l&ft, erhdlt man das oben
erkldrte Integral.

Das Kurvenintegral iiber eine stiickweis glatte Kurve a = o1 +. . . + «v;;, mit Spuren
C bzw. (4, ..., Cy, erkldrt man als die Summe der Integrale iiber die Teilstiicke

/Cfdszz/CIfds—i-...—i-/C fds.

m

Elementare Operationen mit Integralen liefern uns

Satz VA.8 Es gelten

1. [(af +bg)ds = a [, fds + b [, gds, wobei a,b € R und f,g Funktionen auf
der Kurve sind.

2. | [ fds| < sup{|f(z)||x € C} - L(C).

Vektorfelder und Potentiale

Solche Kurvenintegrale kommen in der Physik hiufig vor, oft jedoch in einer etwas
anderen Gestalt, die wir jetzt behandeln wollen.

Definition VA.9 Unter einem C"-Vektorfeld auf einem Gebiet Q) C R"™ verstehen
wir eine r-mal stetig differenzierbare Abbildung

v:R"DODOQ—-R", z—o(r):=

Un ()
Wir denken uns dabei jeweils den Vektor v(x) an der Stelle x angeheftet.

Beispiele sind Kraftfelder (Gravitation, Potential), elektrische, magnetische Felder,
Geschwindigkeitsfelder etwa in stromenden Fliissigkeiten etc.. Es ist deutlich, dafs
solche Felder auch noch zusdtzlich von weiteren Parametern, etwa der Zeit, abhin-
gen kénnen.

Bewegt man in einem Kraftfeld v auf 2 C R™ einen Massenpunkt lings eines Weges
a: [a,b] — R™, so wird Arbeit geleistet und zwar in Hohe des Wegintegrals iiber die
Tangentialkomponente des Feldes. Diese Tangentialkomponente ist nun gerade das
Skalarprodukt aus dem Feldvektor v(«(t)) an der Kurvenstelle «(¢) und dem nor-
mierten Tangentialvektor % Setzt man dies in der oben gegebenen Definition
des Wegintegrals als Funktion f ein, so erhalten wir:
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Fakt VA.10 Die von einem Kraftfeld v(z) lings eines Weges a : [a,b] — R",
geleistete Arbeit wird durch das Integral

b
/ (w(a(t), o (1))dt
gegeben.

Definition VA.11 Fiir ein Vektorfeld v auf Q C R"™ und einen Weg o : [a,b] — R"
in Q heifit

[ vtaeix= [ a(e). o' (1) de

das vektorielle Kurven- oder Wegintegral, dx, oft auch mit ds bezeichnet, heifit das
“vektorielle Bogenelement” o/ (t)dt.

Fiir einen aus mehreren glatten Kurvenstiicken zusammengesetzten Weg definiert
man auch das vektorielle Kurvenintegral als Summe der Integrale iiber die Teile.

Andere Schreibweisen sind

/’UOdX, /(U(m),dx), /Uldl‘l + ...+ vpdey,

speziell in Ebene und Raum auch mit anderen Symbolen wie
/sz+Qdy , /sz+Qdy+Rdz.

Beispiel VA.12 Das von einer punktférmigen Masse im Koordinatenursprung er-
zeugte Gravitationsfeld hat (bis auf einen skalaren Faktor) die Gestalt

1 1 .
K(az):——g:c:f—§ T2 (x #0).
@) \a

Die an einem in diesem Feld lings einer Kurve o : [a,b] — R3, t — (a1 (t), aa(t), as(t))
bewegten weiteren Massenpunkt geleistete Arbeit ist dann gegeben durch das Weg-
integral

/Kodx/b aq (t)ad (1) + aa(t)ab(t) + as(t)ab(t) i
a a (a (t) + (t)JrOL ())

b

- (Fwramram)
el +a3(t) +a3t)) [, le®] la(a)]

dessen Wert nur von Anfangs- und Endpunkt des Weges abhingt, nicht aber vom
Verlauf des Weges selbst. Hieraus kann man ablesen, daf auf einem geschlossenen
Weg keine Arbeit geleistet werden kann.

In dieser Situation ist klar, daff die Arbeit, die beim Durchlaufen in einer Rich-
tung aufgebracht werden muf$, bei der Riickrichtung gewonnen werden kann, d.h.
mathematisch mit dem anderen Vorzeichen zu versehen ist.

Dies gilt nun allgemein bei solchen vektoriellen Wegintegralen.

Sind « : [a,b] — R™ und 3 : [¢,d] — R™ zwei C''-Parametrisierungen desselben
Kurvenstiicks C, so gibt es ja nach Satz VA.2 einen Diffeomorphismus h : [a,b] —
[c, d], sodaf a(t) = B(h(t)), ferner ist fiir den Tangentialvektor o’ (t) = B’ (h(t))h' (t).
Da stets h/(t) # 0 ist gibt es zwei Fille:
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Entweder ist stets h'(t) > 0. Dann ist h(t) streng monoton wachsend, d.h. h(a) =
¢, h(b) = d und in beiden Fillen wird die Kurve im selben Sinn durchlaufen. Die
Tangentialvektoren 3'(h(t)) und o/(t) weisen in dieselbe Richtung. Wir nennen in
diesem Fall die Parametertransformation h orientierungstreu.

Im anderen Fall ist stets h/(t) < 0. Dann ist h(t) streng monoton fallend, d.h.
h(a) = d, h(b) = ¢ und in beiden Féllen wird die Kurve im unterschiedlichen Sinn
durchlaufen. Die Tangentialvektoren 5’'(h(t)) und o’(t) weisen in entgegengesetzte
Richtungen.

Dies bewirkt fiir das Integral die folgende Aussage:

Satz VA.13 Sind « : [a,b] — R™ und 3 : [¢,d] — R™ zwei C'-Parametrisierungen
desselben Kurvenstiicks C, ferner h : [a,b] — [c, d] ein Diffeomorphismus mit o(t) =

B(h(t)), so ist
/ J fﬁvodx fallsh’ > 0 und
Veax =
o ffﬁvodx falls h' < 0.

Bei orientierungstreuen Transformationen bleibt also das vektorielle Kurveninte-
gral invariant, bei Anderung des Durchlaufsinnes dndert sich das Vorzeichen des
Integrals.

Die in Satz VA.8 notierten Rechenregeln gelten sinngemé&f auch hier:

Satz VA.14 Fiir Vektorfelder v, w auf 2 C R", stiickweise glatte Kurven o : I —
R™ 3:J — R" in Q und reelle Zahlen a,b gelten

1. faJrﬁvodx: [, vedx + fﬁvodx.

2. [(av+bw)edx=a [ vedx + b [ wedx.

3. | [, vedx| < L(a) - sup{|v(z)| |z € C}, wobei C die Spur der durch die
Parametrisierung o gegebenen Kurve ist.

Beweis: 1. und 2. ergeben sich wie oben.
3. Fiir einen glattes Kurvenstiick « : [a,b] — R™ hat man unter Verwenden der
Ungleichung von CAUCHY-SCHWARZ

b
|/vodx‘ = |/ (v((t)), o (t))dt|
b
< / [o(a(t))] - |o/ (t)]dt < L(e) - sup{|v(a(t))| | t € [a, 0]},

woraus sich die Behauptung durch Aufaddieren {iber die Kurvenstiicke ergibt. O

Bei dem oben behandelten Beispiel VA.12 des Gravitationsfeldes einer Punktmas-
se hatte sich ergeben, daff das vektorielle Kurvenintegral nur von Anfangs- und
Endpunkt der Kurve abhéngt. Dies ist ein besonders wichtiger Fall.

Definition VA.15 Ein Vektorfeld v auf Q C R™ heifst “konservativ”’ oder “exakt”,
wenn das Kurvenintegral fc v @ dx liber stiickweise glatte Wege in () nur von den
Endpunkten der Kurve, nicht aber vom Verlauf der Kurve selbst abhingt, d.h.

/vodx:/ v e dX,
Cl CZ

sofern beide Kurven denselben Anfangspunkt x, und den selben Endpunkt x. ha-
ben. Man schreibt dann auch fiir das Integral iiber eine solche Kurve einfach

/ v e dx.

a
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Aquivalent dazu ist natiirlich, daf das Integral iiber jeden geschlossenen Weg ver-
schwindet.

Es sind keineswegs alle Felder konservativ.

Beispiel VA.16 Im R? sei etwa ein Feld gegeben durch

cr ()it (7) o0

Dann ist das Integral iiber den durch [0,27] > ¢t — (Z?;E

> parametrisierten Ein-

heitskreis gerade

2m 2m
1
vedx = —5—((—sint)-(—sint)+cost-cost dt:/ 1dt = 2m.
/EK /0 sin2t+0052t(( ) ) ) 0

Satz VA.17 Ein Vektorfeld v auf einem Gebiet () C R" ist genau dann konservativ,
wenn es ein Gradientenfeld ist, d.h. wenn es eine stetig differenzierbare Funktion
U : Q — R" gibt, sodaf stets v(x) = VU(z). Es ist dann fiir jede stiickweise glatte
Kurve « von x, nach x,

/av o dx = Ulze) — Uza).

Die Funktion U heit “Potential” oder “Stammfunktion” des Feldes, wobei in der
Physik hiufig auch statt der Stammfunktion U die Funktion —U (also mit dem
anderen Vorzeichen) als Potential bezeichnet wird.

Nach Satz MD.19 unterscheiden sich verschiedene Potentiale zum selben Feld nur
um eine Konstante.

Beweis: Ein Gradientenfeld v = VU ist konservativ: Zu einer Parametrisierung « :
[a,b] — R™ in Q bilden wir die Funktion S(t) := U(«a(t)). Sie ist stetig differenzierbar
mit Ableitung S’(t) = (VU («a(t)), &/ (¢)). Dann ist (siehe auch Satz MD.17 ff)

) —S(a)

U(a(b)) = Ulafa)) = S(b

b b
_ / S'(t)dt = / (VU (a(t), o/ (£)) = / VU o dx.
Fin konservatives Feld besitzt ein Potential: Wir wahlen einen Punkt x in 2 und
setzen fiir x € .

U(x) ;:/ v e dx.
xo

Da es nicht auf den Integrationsweg ankommt, ist damit eine Funktion auf 2 de-
finiert. Nun betrachte man mit einem beliebigen Einheitsvektor in Richtung einer
Koordinatenachse e, € R”™ fiir kleine h € R (so, daf alles folgende nicht aus Q
herausfiihrt)

z+hey z z+heyg
U(erhek)fU(a:):/ vodxf/ vodx:/ v o dx.

o o x

Denken wir uns nun diese beiden Punkte durch ein Geradenstiick verbunden, was
man iiber x + tey, t € [0, h] parametrisieren kann, so bekommen wir weiter

h h
= / (v(x + tey), ex)dt = / v (x + tey)dt,
0 0
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also gerade das Integral iiber die k -te Komponente.

Damit ist nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung die Abbildung
h— U(z + hey,) differenzierbar und

ou d

a—xk(x) = %U(m + hek)‘h:o = vg(z).
Also ist VU = v auf ganz 2 und, da wir Vektorfelder, also auch v, stets als stetig
vorausgesetzt haben, ist damit auch U total differenzierbar. O

Bemerkung VA.18 Der zweite Teil diese Beweises hat miterbracht, daf ein Feld
schon dann ein Gradientenfeld ist, wenn die Bedingung aus Definition VA.15 iiber
die Wegunabhéngigkeit des Integrals (zunédchst) nur fiir solche Wege gilt, die sich
aus (endlich vielen) achsenparallelen Geradenstiicken zusammensetzen. Nach dem
ersten Teil folgt dann die Wegunabhingigkeit fiir allgemeine Wege von selbst.

Die Frage, ob ein gegebenes Vektorfeld ein Potential besitzt, ist physikalisch wie
mathematisch interessant, die bisher gegebene Charakterisierung durch die Wegun-
abhingigkeit des Kurvenintegrals ist aber praktisch vollig unzureichend.

Haben wir ein stetig differenzierbares konservatives Vektorfeld v, so ist also v = VU
mit einer zweimal stetig differenzierbaren (Potential-)Funktion U. Zusammen mit
dem Satz von SCHWARZ (Satz MD.20) gilt also

Satz VA.19 Besitzt ein stetig differenzierbares Vektorfeld v ein Potential, d.h. ist
es konservativ, so gelten die sog. “Integrabilitdtsbedingungen”

a’Ui o a’l)k
Oz Ox;’

Sie bilden also eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer Potentialfunktion.

(i,k=1,...,n).

Diese Bedingung ist aber keineswegs hinreichend! Etwa das in Beispiel VA.16
betrachtete Feld erfiillt die Integrabilitdtsbedingungen, ist aber, wie oben gezeigt,
nicht konservativ. Was wir hinzunehmen miissen sind Forderungen an die Gestalt
des zugrunde liegenden Gebietes ).

Definition VA.20 Ein Gebiet 2 C R"™ heifst “einfach zusammenhingend”, wenn
fiir je zwei Punkte x,,x. € ) sich je zwei ganz in §) von x, nach x. verlaufende
Wege Cy, C stetig ineinander iiberfiihren lassen, ohne dabei ) zu verlassen.
Aquivalent dazu ist, daf sich jeder geschlossene Weg C' in Q) ganz in Q auf einen
seiner Punkte zusammenziehen ldkt.

Im R? sind etwa die volle offene Kreisscheibe, offene Rechtecke, offene Dreiecke etc.
einfach zusammenhingende Gebiete, nicht aber die “punktierte” Kreisscheibe, aus
der man etwa den Mittelpunkt entfernt hat.

Im R3 ist dagegen die offene Kugel ohne Mittelpunkt noch einfach zusammenhén-
gend, nicht aber die Kugel, aus der ein Durchmesser entfernt wurde.

Die in der Definition benutzte Formulierung “...lassen sich stetig ineinander {iber-
fiihren” kann auf folgende Weise prazisiert werden.

Man fordert die Existenz einer (mindestens) stetigen Abbildung w : [0,1] x [0,1] —
Q, sodafs

1. die Abbildungen

ap(t) :==w(t,0) und

a1(t) == w(t, 1

Parametrisierungen von Cy bzw. C; sind,
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2. fir alle s € [0,1] :  w(0,5) = z4,w(1,8) = z., d.h. jeweils der gemeinsame
Anfangs- bzw. Endpunkt sind.

Durch die Parametrisierungen a;(-) := w(-, s) : [0,1] — Q (s € [0, 1]) ist dann eine
Kurvenschar in Q gegeben, die Cj in C; iiberfiihrt, wobei alle Kurven denselben
Anfangspunkt x, und denselben Endpunkt X, haben.

Fiir solche einfach zusammenhingenden Gebiete konnen wir nun eine hinreichende
Bedingung fiir die Existenz einer Potentialfunktion formulieren:

Satz VA.21 Ist QO C R"™ ein einfach zusammenhingendes Gebiet und erfiillt ein
C'-Vektorfeld v auf Q) die Integrabilititsbedingungen

Ov;  Oug
al'k B 8z1

so besitzt v auf Q) ein Potential.

Ein beliebiges Gebiet 2 € R™ n > 2 enthilt ja zu jedem Punkt xzy € € noch eine
ganze Kugel K (zg,r) C Q und die ist einfach zusammenhéngend. Somit bekommen
wir aus dem Satz VA.21 die folgende lokale Aussage:

Folgerung VA.22 Erfiillt ein C'-Vektorfeld v auf einem beliebigen Gebiet Q die
Integrabilitdtsbedingungen, so besitzt es fiir jeden Punkt z( € () in einer Umgebung
von xq ein Potential.

Es ist aber nicht notwendig, dafs sich diese lokalen Potentiale zu einer einheitlich
auf ganz Q) erkldrten Potentialfunktion zusammenbauen lassen.

Zum Beweis von Satz VA.21 nehmen wir zunéchst ein sternformiges Gebiet Q mit
dem Nullpunkt als ein Zentrum. Dies bedeutet, daf mit jedem Punkt x € Q auch
die Verbindungsstrecke

oz :={tx|0<t <1} in Q.

liegt. Damit setzen wir

Ulz) ::/a vodx:/01<v(tx)7x>dt:/Oliilvi(tm)xidt.

x

Der Integrand rechts hingt stetig differenzierbar von dem “Parameter” = ab. Nach
den Sétzen iiber Parameterintegrale — etwa Satz MI.14 — existieren dann die parti-
ellen Ableitungen von U nach z und es gilt

1
St tx)dt.
amk /Zak +/o v (t)

Das letzte Integral kann man {iber partielle Integration umbauen zu

b d(v(tz))
—/O (=) dt

1

/01 vg(tx)dt =t - v (tx) .
wio) - [ (L5

Damit bekommen wir gesamt

tx) - t:z:i> dt

n

oU 1 81}i 8vk
axk( z) = vg(w) +/0 ; (8zk (tz) — oz, (tx)) tadt
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und der Integrand rechts verschwindet, da die Integrabilitdtsbedingung erfiillt ist.
Damit ist U als Potential zu dem Feld v nachgewiesen.

Der Beweis fiir einfach zusammenhingende Gebiete sei — wenigstens fiir den zwei-
dimensionalen Fall — kurz skizziert. Nach dem Satz VA.43, einer einfachen Version
des Satzes von STOKES, den wir spater simpel mit partieller Integration beweisen
werden, gilt folgendes:

Ist R C Q C R? ein abgeschlossenes Rechteck mit achsenparallelen Seiten in einem
Gebiet Q € R, OR sein positiv durchlaufener Rand und v = (vi,v2)7 : Q — R? ein
stetig differenzierbares Vektorfeld, so ist

/ vodx:/ <%%) dxidzs.
OR R 61‘1 al‘g

Unser Vektorfeld erfiillt die Integrationsbedingungen und somit ist dieses Integral
= 0. Sind also x, und z. irgend zwei Ecken des Rechtecks R und C1, C5 die beiden
moglichen Wege, auf dem Rand von z, nach z. zu gelangen, so ist

/Uoclx:/ v e dx,
Cl CZ

sodafs es egal ist, iiber welchen der beiden Wege wir integrieren.

Cy

— Cs

Nun seien z,, z. € € zwei Punkte, C7, Cy zwei Wege in €2, beide von z, nach z.,
beide aus endlich vielen achsenparallelen Stiicken zusammengesetzt. Da () einfach
zusammenhingend ist, kénnen in dem von beiden berandeten Bereich keine Punkte
von R?\ Q liegen, sodaR wir also auf die durch das Einziehen von achsenparalle-
len Geradenstiicken entstehenden Rechtecke je die vorigen Uberlegungen anwenden
konnen. (Siehe Abbildung.) Wir kdnnen also schrittweise {iber “Zwischenwege” von
C1 nach Cy iibergehen, ohne das Integral zu verdndern. Damit erfiillt unser Feld
die in Bemerkung VA.18 festgehaltene Bedingung zur Wegunabhéngigkeit, die noch
hinreicht um die Existenz eines Potentials zu sichern. O

Zur konkreten Bestimmung eines Potentials U zu einem konservativen Feld v kann
man wie folgt vorgehen:

Ebenes Feld: Es sei (2 ein achsenparalleles Rechteck im R?, darauf das Feld v gegeben
durch

v(z,y) = (P(@,1), Qz,y)) "

Es erfiille die Integrabilitdtsbedingung %—1; = %. Das gesuchte Potential U erfiillt

%—g = P, ist also beziiglich x eine Stammfunktion zu P(x,y). Sei nun p(x,y) irgend-

eine Stammfunktion zu P(x,y) (bzgl. 2), dann unterscheiden sich U und p nur um
eine Konstante bzgl. z, also hier um eine Funktion ¢(y), die nur noch von y abhingt:

U(z,y) = p(z,y) +q(y).
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Fiir U mufs gelten

g—[y](%y) = g—]y)(%y) +4'(¥) = Q(,y)
oder
¢(4) = Qla.y) ~ 5 (.9) (+)
und wegen der Integrabilitdtsbedingung ist
-2~ (,%p 0.

Somit ist die Gleichung (*) unabhéngig von = und wir kdnnen durch Integration
eine (x) erfiillende Funktion ¢(y) bestimmen. Mit den so bestimmten p und ¢ ist
dann

U(z,y) := p(z,y) + q(y)

ein Potential.

Rdumliches Feld: Wir gehen analog vor. Es sei {2 ein achsenparalleler Quader im
R3, darauf

’U(l’, Y, Z) = (P(I, Y, Z)a Q(ma Y, Z)7 R(Ia Y, Z))
ein konservatives Vektorfeld, das also die Integrabilitdtsbedingungen
0P _0Q 9P _OR 0Q _OR
oy oz’ 9z Oz’ 0z Oy

erfiillt.
Zunéchst bestimmen wir bei festgehaltenem y, z beziiglich = eine Stammfunktion
p(z,y,2) zu P(z,y, z), mit der also % = P, und setzen das Potential an als

Uz,y,2) = plx,y,2) + q(y, 2).
Dann ist

oU _ 9p _
dr  Ox

ferner bekommen wir fiir die anderen Ableitungen die Gleichungen

ou 0p 0Oq
Ay 75y+5y7Q’
ou o o,
0z 0z 0z

d.h. es ist insbesondere ¢(y, z) zu bestimmen aus
g_Z(y’ Z) = Q($7 Y, Z) - g_z(xa Y, 2)7

9

Ip
9z (y,z) - R(I7yaz) - &(xvyaz)'
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Die Integrabilitdtsbedingungen sichern, daff die rechten Seiten nicht mehr von z
abhdngen und nun kann man nach dem Muster des ebenen Falles weitermachen.

Beispiel: Wir illustrieren diese Methode an dem Beispiel des Feldes aus Beispiel
VA.16 fiir ein Rechteck, das den Nullpunkt nicht enthilt.
In der zuletzt benutzen Schreibweise haben wir als Feld

v(z,y) = (P(z,y), Q(z,y))" mit

—y x
P(z,y) = FEECE Qz,y) = e
Dann ist
p(z,y) :/ P(t,y)dt = — arctan — (y #0).
Y
Damit ist
dp T 1 T
Q(may) ay(xay) 72 +y2 + (£)2 1 ( yQ) ’
Y

sodafs wir hier die einfache Gleichung
/
q'(y) =0

mit ¢(y) = ¢ = const. bekommen.
Somit lautet unser Potential:

U(zx,y) = — arctan Zie
Yy

Nun kann man den Einheitskreis parametrisieren etwa durch

ap) == (sinp,cosp) (0 <y < 27)

(beginne bei (0, 1) im Uhrzeigersinn). Setzen wir als Konstante ¢ := 0, so bekommen
wir dann also

sin
U(a(p)) = U(sin ¢, cos ) = — arctan cosw = —arctantanp = —¢ (0 < p < 27).
¥

Das pafit aber garnicht zu der Festlegung der arctan-Funktion, die ja als Werte-
bereich nur ein Intervall der Lange 7 und nicht 27 hat ?!?7 Und welchen Wert hat
U(,1) ??

Der Widerspruch kommt daher, daff wir nicht auf das Gebiet geachtet haben. Unser
Feld ist im Nullpunkt nicht erkldrt, ein Gebiet, auf dem es erkldrt ist und das den
Einheitskreis enthélt, ist nicht einfach zusammenhéngend, sodaff wir darauf nicht
unbedingt ein globales Potential haben. Fiir jedes Rechteck, das den Nullpunkt nicht
enthlt gibt es so ein arctan-Potential, aber um bei sich {iberlappenden Rechtecken
richtig anzuschlieffen, muff man die Konstante passend wahlen, und da gibts hier ein
Problem, wenn man einmal auf dem Einheitskreis um den Nullpunkt herumgelaufen
ist.

Also Vorsicht: Voraussetzungen iiber das Gebiet nicht vergessen!

Die oben erwihnte Methode zur Bestimmung einer Potentialfunktion kann man
nutzen, um gewisse, sog. “exakte” Differentialgleichungen zu 16sen.
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Satz VA.23 Es sei v(x,y) = (P(z,y),Q(z,y)) ein konservatives C?-Vektorfeld auf
Q) C R? mit Potential U(x,y). Ist dann Q(x,y) # 0 auf ganz 2, so gibt es zu jedem
Punkt (x0,y0) € 2 genau eine Funktion y(z), die das Anfangswertproblem

P(z,y) + Q(z,)y =0, y(zo) = o
16st. Man erhéalt sie durch Auflésen von
U(‘Ta y) = U(x()vyo) nach Y.

Beweis: Wegen %—Z(z, y) = Q(z,y) # 0 kann man die Gleichung U(z,y) = U(xo, yo)
nach y auflosen. Dann gilt

d

T dr

ouU oU dy

—x(iﬂ,y) + a—y(iﬂ,y) Ir

(U(z0,30)) = %(U(%y(x))) P
P(z,y) + Q(z,y)y.

Divergenz und Rotation

Definition VA.24 Essei () C R™ ein Gebiet, f : Q@ — R, v :  — R"” eine Funktion
bzw. ein Vektorfeld, jeweils hinreichend oft differenzierbar. Dann bedeuten

a a [ s 2
Vf:i= (Q—xlf’ ey %f) der “Gradient” von f,
n 2
Af=>" (ng; 5, A heifit “LAPLACE-Operator”,

i=1

n
: v s
div v := E L die “Divergenz” von v,
1 8931
=

und im Fallen =3

Ovz _ Ovg
612 613
— | Qv _ Ovs P ion??
rot v:= | ;- — 5o die “Rotation” von v.
Ovy _ Ovy
611 612
Offenbar ist
Af=divV{.

Indem man formal den Nabla-Operator

0 0

V:: (8—1'1’7%)

als “Vektor” denkt und mit ihm formal die Operationen von Skalarprodukt und
Vektorprodukt ausfiihrt, erhélt man die in der Physik gebrduchlichen Notationen

Af =V2f,
divv=Vev=(V,v),

rot v =V x v.
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Im Folgenden ist eine Reihe von Rechenregeln zusammengestellt, die gelten, sofern
alle vorkommenden Ableitungen existieren und stetig sind.
Fiir ein Vektorfeld v, d.h. eine Abbildung R™ D Q 5 z — v(x) € R™ bezeichnet Dv

die JACOBI-Matrix
Dv = (3%— >,
6xj

Av = (Avy, ..., Avy,),

ferner

d.h. die Anwendung des LAPLACE-Operators auf jede Komponente von v.

Satz VA.25 Esseien ) C R™ ein Gebiet, f : Q@ — R und v, w : Q — R™ hinreichend
oft stetig differenzierbar. Soweit die Rotation betrachtet wird, sei n = 3. Dann gelten

1. rot Vf =0,

2. div rot v = 0,

3. div(f-v) =(Vf,v) + fdivu,

4. rot(rotv) = Vdiv f — Av,

5. div(v x w) = (rotv,w) — (v,rotw),

6. rot(f-v) = (Vf) xv + froto,

7. rot(v x w) = (divw)v — (diveo)w + (Dv)w — (Dw)w.

Beweis: 1. und 2. ergeben sich unmittelbar aus dem Satz MD.20 von SCHWARZ, 3.
nutzt die Produktregel, die weiteren bekommt man durch eine niitzliche Fleiffarbeit.
Rechnen Sie es mal durch! O

Flichen und Flichenintegrale im R3
Es sei Q C R? ein Gebiet, U := () sein Abschlu. Eine C" - Abbildung (r > 1)

:U =R u=(ur,uz)” — (®1(u), Pa(u), P3(u))”
heifst C" -Darstellung einer Flache. Dazu ist
Do = (81(1),82(1))

die JAcOBI-Matrix aus den partiellen Ableitungen.

Wie bei Kurven setzen wir wieder stillschweigend voraus, daf$ die Abbildung ® die
Einschrinkung einer auf einer offenen Menge U’ D U r- mal stetig differenzierbaren
Abbildung ist, wobei r > 1.

Eine C" - Darstellung heifit “regulér”, wenn an jeder Stelle u € U die JACOBI-Matrix
den Rang 2 hat.

Definition VA.26 Wir nennen eine Menge M C R? ein “glattes Flichenstiick”
(genauer ein C"-Flichenstiick), wenn es eine C" - Darstellung ® : U — R? gibt,

soda M = ®(Q2), wobei Q := U das Innere von U, und dabei gelten
1. U ist kompakt
2. rg(D®)(u) = 2 fiir alle w € U, d.h. ® ist reguldr,

3. @ ist injektiv auf Q und @(l}) NeOU) = 0.

Eine solche Funktion ® heifit eine ‘“zuldssige Parametrisierung”, genauer eine “C" -
Parametrisierung” von M.
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® bildet die im Parameterbereich U liegenden durch den Punkt ug := (u10,uz20)”
gehenden achsenparallelen Geraden(-Stiicke) u; = w19 bzw. us = usg auf die Kurven

s— D(uio+ s,u20) bzw. ¢— D(ujg,uze +1t) (|s], |t| nicht zu grofk)

ab. Deren Tangentenvektoren sind gerade

d
E‘I)(qu + s, Ugo)‘szo = 81<I>(u0) bzw.

d
E‘b(umauzo +t

Die in 2. geforderte Unabhingigkeit dieser Tangentenvektoren sichert nun gerade,
dafs das Bild von ® an jeder Stelle “zweidimensional” ist, d.h. lokal unserer Vorstel-
lung einer Fliche entspricht. Die Bedingung 3. verhindert, daf sich die Flache selbst
durchdringen kann, jedoch kann sie sich {iber den Rand 90U (teilweise) schliefen.

)‘t:O = 82(1)(’(&0).

Aufgabe VA.27 Priifen Sie bei den folgenden Beispielen, ob es sich um zulissige
Parametrisierungen handelt, und machen Sie sich ein Bild von den Tangentialvek-
toren 01 ® und 0>9P.

Beispiele VA.28

1. Zu ag,ay,as € R3, wobei die letzten beiden linear unabhéingig seien, bilde
D (ur,u2) — ag + urar + usas.
Dies ergibt eine Ebene. Die Tangentenvektoren sind
P =ay, P = as.
2. Die Funktion f :R? D U — R sei stetig differenzierbar. Wir setzen
= (ug,ue)’ = (u,uz, fu)t.

Dies ist die von dem Graphen der Funktion f erzeugte Fliche. Die zugehdrigen
Tangentenvektoren sind
of of
O1® = (1,0, )" und %@ = (0,1, ).
1 (a 76’(11) un 2 (7 ’aUQ)

3. Ein Spezialfall von 2. ist etwa die obere (+) oder untere (—) Halb-Kugelsphére:

Setze
U:={ullu® <1} CR? f(u):=+1-[ul

4. U:={0< p <21} x{0< 6 <7} und (p,0)T ~ (sin 6 cos p, sin O sin @, cos #)T
ergibt die volle Einheitssphére S2.

5. U :=1{0< ¢ <27} x {2z >0} und (p,2)" — (cosep,siny,2)T ergibt einen
Zylinder.

6. Stereographische Projektion:
Es sei S? = {x € R?| |z| = 1} die Einheitssphére mit “Nordpol” N := (0,0, 1)7.
U = R? sei mit der “Aquatorebene” {(uy,us,0)| (u1,us) € R?} identifiziert.
Die Verbindungsgerade von N mit dem Punkt u := (u1,us,0) schneidet S2? in
genau einem von N verschiedenen Punkt ®(u) mit den Koordinaten

2u1
2U2
u> —1

) 1
U) = —5——
Jul? +1

Diese Abbildung ® heifst die stereographische Projektion. Sie ergibt die Sphére
52\ N, der man den Nordpol weggenommen hat.
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Zu einem glatten Flachestiick gibt es viele zulédssige Parametrisierungen. Dafiir gilt
der folgende

Satz VA.29 Sind ® : U — R3 und ¥ : V — R3 zuldssige C"-Parametrisierungen
desselben Flichenstiicks, so gibt es einen C"-Diffeomorphismus h : U — V, mit dem

d=Toh

ist. Man nennt h eine “Parametertransformation” zwischen ® und V.

Fliacheninhalt
Betrachten wir nochmal das erste der Beispiele VA.28:
D (u1,u2) — ag + urar + ugas.
Das Rechteck mit den Ecken
ug, uo + Arer, up + Agea, ug + Arer + Agen
mit Flacheninhalt |A;|-|As| wird abgebildet auf das Parallelogramm mit den Ecken
D(ug), (ug) + Arar, P(ug) + Agaz, P(ug) + Arar + Asas.
Sein Flacheninhalt ist
[(Ara1) X (Azaz)| = [Ax] - |Az] - a1 x agl.

Durch die Abbildung &ndert sich also der Flacheninhalt um den Faktor |a; X as].
Dabei ist hier a; = 01 P, as = 9o P, somit ist hier

A= (al,ag) = (81(1),82(1)) =D

die JACOBI-Matrix von ¢.
In unserer speziellen Situation ist

D(u) =ag + Au = P(ug) + A(u — ug) = P(uo) + DP(ug)(u — ug)

und hier gilt:

Durch diese Abbildung ® wird der Fliacheninhalt eines Rechtecks bei uyp um den
Faktor |01®(ug) x 02 (up)| verdndert.

Im allgemeinen Fall haben wir fiir jede Stelle ug

O(u) = P(ug) + DP(up) (v — uo) + R(u, uo),

wobei noch mm(u, ug)l = 0 (u — up). Die durch ® dargestellte Flache wird
also bei ug von besserer als erster Ordnung durch die Tangentialebene

U(u) = D(ug) + DP(up)(u — up),

approximiert. Dann sind aber die Flacheninhalte der Bilder eines kleinen Rechtecks
bei ug unter ® und unter ¥ im wesentlichen gleich. Der Inhalt des U-Bildes wird
aber gerade durch Multiplikation mit dem Faktor |01 ®(ug) x 02®P(ug)| gewonnen.
Dies fiihrt uns zu folgender
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Definition VA.30 Fiir eine zuldssige Parametrisierung
®:R*OU —R?
nennen wir

A(®) = /U [01P(u) X Oa®(u)|duidus

den Flédcheninhalt des von ® dargestellten Fliachenstiickes. (Da U kompakt und ®
stetig differenzierbar ist, existiert das Integral.)

Es ist

la x b|% = |a|?|b]? sin?(La, b)

= |al*[b]*(1 — cos*(£La, b))

= |al?|b]* — (a,b)?
_ (a,a) {a,b)
= det ((b, & b, b))

Mit gi; := (0;®, 9,®) ist dann also

|01® x 0p®|* = det <§11 312) =: g = (Lénge der Normale)?.
21 922

Auf C.F.GAuUsS geht die folgende ebenfalls weithin benutzte Bezeichnung zuriick:
E = g1, F = g12 = g21,G := gaa.
Damit ist dann g = (EG — F?). Man nennt in der Differentialgeometrie E, F, G die

Koeffizienten der “ersten Fundamentalform”. Damit erklaren wir nun

Definition und Satz VA.31 Man nennt in obiger Situation
do := 01D (u) X 2@ (u)| durdus = /g duidus

das “skalare Oberflichenelement”. Damit ist dann

A(M):/U\/Eduldugz/Mdo

der Flicheninhalt des von ® dargestellten Flichenstiickes M.

Wir vereinbaren weiter, daf sich der Flacheninhalt eines Flachenstiicks nicht &ndert,
wenn wir endlich viele glatte Kurvenstiicke und endlich viele Punkte hinzufiigen oder
wegnehmen.

Flacheninhalt ist eine geometrische Eigenschaft, berechnet haben wir ihn {iber eine
Parametrisierung und davon gibt es viele. Uber den Transformantionssatz fiir Inte-
grale und die Kettenregel bekommen wir aber folgenden Satz, der obige Bezeichnung
rechtfertigt.

Satz VA.32 Es seien ® : U — R3 und ¥ : V — R? Parametrisierungen desselben
Flichenstiickes M und h : U — V ein Diffeomorphismus mit & = Woh. Dann gelten
1.
Duy @ X 0y, ® = det(Dh)(8y, ¥ x Dy, V)
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2. Ferner seien
g = det (<8Z<I>, 8J<I>>)
g* = det ((81\11, aj\I/>)

Dann ist
/\/Eduldugz/ \/g*oh|dech|du1du2:/ vV g* dvydus.
U U 1%

Beweis: Zu 1.: Mit den JAcoBI-Matrizen D®, DV, Dh (genommen an zusammen-
gehorenden Stellen) ist nach der Kettenregel

D® = DV - Dh.
Hier haben D® und DV jeweils zwei Spalten, ndmlich
D® = (8,, P, GUQQ)), DV = (lelll, 81,2\11).
Fiir jeden Vektor a € R? ist dann

1 00
(avalnq)vauzq)) = (a,&vllll,awllf) ’ 8 Dh

und damit
det(a, Oy, P, 0y, @) = det(a, 0y, ¥, Dy, V) - det(Dh).

Liest man die ersten beiden Determinanten als Spatprodukt und bedenkt, daff der
Vektor a vollig beliebig ist, so folgt die Behauptung 1.

2. folgt damit direkt aus der Definition von ¢ und dem Transformationssatz fiir
Integrale. O

Das Standard-Beispiel zur Oberflichenbestimmung ist der Flacheninhalt der Sphére

Spi={z eR*||z|=r} (r>0).

Die Sphére kann man durch Kugelkoordinaten parametrisieren:
Auf U ={0<p <27} x {0 <0 <7} sei

7 sin 6 cos ¢
O(p,0) = | rsinfsing |,

rcosf

was die ganze Sphére ergibt. Wir bekommen

—rsinfsin ¢ rcosf cos
0,2 = | rsinficosp |, 0p® = | rcosfsiny
0 —rsinf

und damit
E = gpp, =(0,®,0,P) = r?sin’ 0,
F = gy =(0,®,0®) = 0,
G = gog =(0p®, 0p®) = 1°.
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Damit ist \/g = VEG — F? = r?sin#.

Also lautet der Fliacheninhalt

™ 2 ™
A(S,) = /0 /0 2 sin 0 dpdfh = 2m~2/0 sinf df = 2mr?(— cos 0)|; = 4mr?.

Wie die Bogenliange von Kurven ist auch der Flicheninhalt eines Flachenstiicks in-
variant unter Bewegungen, d.h. unter Translationen und Drehungen, Spiegelungen.

Als nichstes betrachten wir die Integration iiber eine Fléche:

Definition VA.33 Fiir ein glattes Flichenstiick M C R® und eine stetige Funktion

f:M — R heifit
/ f(x)do:= / F(@(u))/g(u) duidusg
M U

das “skalare Oberflichenintegral” von f iiber M, wobei ® irgendeine zulissige Pa-
rametrisierung von M ist und do = \/g(u) duidus das skalare Oberflichenelement
(siehe Satz VA.32). Dabei diirfen wieder einzelne Kurven oder Punkte vernachléssigt
werden.

Analog zu Satz VA.32 gilt auch hier, daf dieses Integral unabhéngig von der ge-
wihlten Parametrisierung @ ist.

Beispiel VA.34 Fiir die Sphére S, mit Radius r ist
@ : (p,0) — (rsinfcosp,rsinfsing,rcosd)’ (0< ¢ <2m,0<60<T)

ein zulissige Parametrisierung mit /g = r? sin 0. Somit lautet fiir eine stetige Funk-
tion f :

f(z)do = " Ff(@(ga,o))ﬂsinododw.
Sr 0 0

Aufgabe VA.35 Beweisen Sie fiir das Integral iiber die Einheitskugel K (0,1) die

Darstellung .
dr = do |dr.
Jun 7= [ (L stoe)e

Zur Behandlung “vektorieller Oberflichenintegrale” brauchen wir wie bei den ent-
sprechenden Kurvenintegralen den Begriff der “Orientierung”.
Fiir eine zuldssige Parametrisierung @ ist

81<I> X 32(1)

n(zx) = m(u) fir x = ®(u)

ein Einheitsvektor, der auf der von 9; ® und 05 ® im Punkte x aufgespannten Tangen-
tialebene an die Fliche senkrecht steht. Wir nennen ihn einen “Einheits-Normalen-
Vektor”.

Bei Anderung der Parametrisierung ergibt sich nach Satz VA.32,1. aus

D(ug,uz) =¥ o h(uy,us)
die Beziehung
NP x 0P = det(Dh) - (81\11 X 82111),

wobei Dh die JAcOBI-Matrix der Transformation # ist.

Damit multipliziert sich also bei einer Parameter-Transformation der Einheitsnor-
malenvektor mit dem Vorzeichen der Determinante der JACOBI-Matrix Dh des
transformierenden Diffeomorphismus h.
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Definition VA.36 Zweizuldssige Parametrisierungen ® und ¥ eines Fléchenstiicks
M C R3? heifen “gleichorientiert”, wenn fiir die Parametertransformation h mit
® = U o h die Determinante Dh der JACOBI-Matrix positiv ist und “entgegenge-
setzt orientiert”, wenn dies Determinate negativ ist.

Die zulissigen Parametrisierungen bilden damit zwei Klassen, die wir als die zwei
moglichen “Orientierungen” des Flachenstiicks ansprechen. Nach Auswahl einer Ori-
entierung, die wir dann als die “positive Orientierung” bezeichnen, reden wir von
einem “orientierten Flichenstiick”.

Bei gleichorientierten Parametrisierungen stimmen die fiir einen Punkt beschriebe-
nen Einheitsnormalenvektoren iiberein, bei entgegengesetzt orientierten zeigen sie
in entgegengesetzte Richtungen.

Satz VA.37 Ein orientiertes Flachenstiick M besitzt in jedem Punkt x € M einen
eindeutig bestimmten Normaleneinheitsvektor

81‘13 X 82(1)
n(z) :

=t i =
9,3 x 82(1)|(u) mit © (u),

wobei + fiir positive Orientierungen, — fiir negative, d.h. zu den positiven entge-
gengesetzte Orientierungen zu wéihlen ist.
Das durch x — n(x) erklirte Vektorfeld heit das “Einheitsnormalenfeld” auf M.

Beispiel VA.38 Fiir die Parametrisierung
® : (p,0) — (sinfcos p,sin fsinp,cos )T (0 < <2m,0<0 < 7)

der Einheitssphire Sy ist

—sinfsinp cosf cos
0,® = | sinfcosy |, 0O0pP = | cosfsing
0 —sinf
und damit
sin 0 cos
(0,® x 0p®) (¢, 0) = —sin6 | sinfsing | = —sinf ®(p,0).
cosf

Es handelt sich also um die ins “Innere” der Hohlkugel zeigende Normale.

Warnung VA.39 Die Vorstellung, daf jede (halbwegs ordentliche) Fliche ein wohl-
definiertes Einheitsnormalenfeld besitze, ist leider falsch.

Prominentestes Gegenbeispiel ist das sogenannte MOBIUS-Band, das man erhilt,
wenn man einen rechteckigen Papierstreifen

A B

B A

um 180° verdrillt und dann so zusammenklebt, dafs jeweils die beiden mit A bzw.
mit B bezeichneten Ecken aufeinander treffen. Dieses Band konnen Sie iiberall griin
anmalen, ohne jemals ihren Pinsel absetzen zu miissen, d.h. ein auf der ganzen
Flache stetig variierendes Einheitsnormalenfeld kann es nicht geben!

Dagegen hat jedes durch eine zuléssige Parametrisierung dargestellte Flichenstiick
ein Einheitsnormalenfeld, weil wir die Voraussetzungen an die zuldssigen Parame-
trisierungen gerade so gewihlt haben.

Lokal sind also solche Felder immer vorhanden, global brauchen sie nicht zu existie-
remn.
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Definition VA.40 Es sei M ein orientiertes Flichenstiick, dazu ® : U — R? eine
positiv orientierte, zuldssige Parametrisierung, M > x — n(x) das Einheitsnorma-
lenfeld und v : M — R? ein auf M stetiges Vektorfeld. Dann heifit

/ v(x) e do = / (v(x),n(x))do = / (vo®,P X Oa®P)duidus
M M U
das vektorielle Oberflichenintegral von v iiber M.

do := (81<I) X 82<I))du1du2 = n(x)do

heifit das “vektorielle Oberflichenelement”.
Man nennt diese Integral auch den “Fluf” von v durch die Fliche M.

Mit dem Transformationssatz bekommt man wieder leicht:

Fakt VA.41 Das vektorielle Oberflichenintegral von v iiber M &ndert sich nicht,
wenn man zu einer anderen positiv orientierten Parametrisierung iibergeht, geht
jedoch in sein negatives iiber, wenn man die Orientierung umdreht.

Der Integrand hat ja die Gestalt eines Spatproduktes, sodaf wir haben
V1 © ) (91 (I)l 82@1

(’U (@) (I), 81(1) X 62(1)> = det, Vg O ) 31(1)2 82@2
V3 O (0] 31(1)3 82@3

Beispiel VA.42 Es sei M ein “Blatt” der Schraubenfliche:

M = {(rcoscp,rsinga,go)T‘O <r<R,0<¢<2r},

und
o T
U(‘Ta Y, Z) T (y7 —Z, Z) .
Es ist
cos ¢ —rsin g
0,®=|sing |, O0,2=| rcosyp
0 1
und damit
sin ¢
0r® x 0,8 = | —cosp
r
Also ist
rsin g sin
(vo®, 0, B x Dy ®) = < —rcosp |, | —cosy > = rsin® p+rcos® p+re = r(p+1).
© r

Folglich ist

/M v(x) e do = /:ﬂ /OR r(p + 1)drdp = R*n(m +1).
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Die Integralsitze von STOKES, GAUSS, GREEN

Die im Titel genannten Integralsitze sind sdmtlich Spezialfélle eines einzigen Satzes

von STOKES
/dwz/ w.
M oM

Dabei ist M eine (schone!) Mannigfaltigkeit im R™, 9M deren (ebenfalls schoner!)
Rand, darauf w eine Differentialform und dw deren Differential.

In dieser Allgemeinheit braucht man diese Integralsitze etwa in der modernen HA-
MILTONschen Mechanik oder in der Relativitatstheorie. Dargestellt findet man dies
etwa bei FORSTER, Analysis 3.

Wir begniigen uns hier mit den klassischen Formulierungen dieser Sétze und folgen
der Darstellung in FISCHER/KAUL.

Zentrale Sétze vom oben notierten Typ sind

— Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:
fowwx=ﬂw—fw»
— Dessen Version fiir Potentiale und einen Weg « von z, nach z.
/ VU edx =U(x.) — U(z,).

— Der Integralsatz von STOKES:

/rotvodo:/ vedr,
M oM

d.h. der Flufs der Rotation eines Vektorfeldes durch eine Fliche M ist gleich
dem Integral (der Tangentialkomponente) des Feldes langs der Randkurve von
M.

— Der Integralsatz von GAUSS:

/divvdgz:/ v endo,
Q o0

d.h. das Raumintegral der Divergenz eines Feldes iiber ein Gebiet (2 ist gleich
dem Fluf des Feldes durch dessen Rand(-Flache).

Fiir achsenparallele Rechtecke bzw. Quader sind die Satze von STOKES und GAUSS
leicht zu beweisen und dies werden wir auch ausfiihren. Von da aus arbeitet man
sich dann schrittweise weiter zu allgemeineren Flachen bzw. Gebieten. Hier werden
wir uns mit einigen exemplarischen Betrachtungen begniigen.

Der Integralsatz von STOKES

Zunéchst behandeln wir eine einfache Situation.
Q? bezeichne das Quadrat: Q? := (—1,+1) x (=1,+1) C R2. Dessen Rand 9Q?>
besteht aus den vier Wegstiicken

e e )
oy i[-1,41]5¢t — <1> mit  o(t) = <(1)>

—t

o3 -1+l 35t (lt) mit o} (t) = (01)
()

o) ﬂlﬁﬂatk><4> mit o} (t) =
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Der Weg 0 = 01 +02+03+04 ist dann gerade der einmal positiv durchlaufene Rand
von Q2. Fiir ein auf einer offenen Umgebung von Q2 noch stetig differenzierbares

Vektorfeld Py(w1, 22) ist dann
Py(x1,22)

4 +1
Py(o; (t))) /
Pidxy + Pydzy = / ( ,o;(t))dt
/6@2 1 1 2 2 ; . < PQ(Ui(t)) ()>
und indem man obige Darstellungen fiir die Teilrénder o, einsetzt, ergibt sich dieses
Integral zu

= /+1 (Pu(t,—1) + Py(1,t) — Pi(—t,1) — Py(—1,—t))dt
+1

+1
= / (Pg(l,.’]s‘g) — Pg(—l,.’)’;g))dl‘g — / (Pl(l‘l, 1) — Pl(ml, —1))dl‘1

—1 -1
+1 +1

= / / (81P2 — 62P1)dl‘1dl‘2.
-1 —1

Also haben wir

Satz VA.43

1. Es sei Q* := (—1,+1) x (=1, +1) mit positiv durchlaufenem Rand 0Q?, ferner
Py, P, stetig differenzierbar auf einer Umgebung von Q2. Dann ist

/ (61P2 - 62P1)d1‘1dl‘2 = Pidx1 + Podxs.
2 Q2

2. Hier kann man (unter trivialer Modifikation des Beweises) das speziell gewédhlte
Quadrat Q? durch ein beliebiges achsenparalleles Rechteck ersetzen. Haufig
werden wir speziell das “Einheitsquadrat” E? := (0,1) x (0,1) benutzen. Die
vier Geradenstiicke, aus denen dessen Rand zusammengesetzt ist, bezeichnen
wir auch hier wieder mit o4,...,04.

Aufgabe VA.44 Interpretieren Sie dieses Ergebnis als einen Spezialfall des allge-
meinen Satzes von STOKES

/rotvodo:/ v e dx.
M oM

In einem néchsten Schritt ersetzen wir nun unser Einheitsquadrat durch sein Bild
unter einer C?-Abbildung ®, an die wir noch gewisse zusitzliche Forderungen stel-
len.

Definition VA.45 Ein orientiertes glattes Flichenstiick M C R3 heifit ein “zwei-

dimensionales Pflaster”, wenn es eine (zuléssige) C*-Parametrisierung ® : E?> — M
(mit dem abgeschlossenen Einheitsquadrat E? = [0, 1] x [0, 1]) gibt, sodaB gelten

1. ® ist auf E? eine positive Parametrisierung von M,
2. Fiir k = 1,2, 3,4 ist die “k-te Seite” von ®:

pui=too

(also eingeschrinkt auf das offene Intervall (0,1) !) entweder konstant (d.h.
zu einem Punkt entartet) oder injektiv und regulir.
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3. Ein beliebiger Punkt = € R® kann zu héchstens zwei nichtentarteten Seiten ge-
héren. Haben zwei nichtentartete Seiten yy, und @y, einen Punkt gemeinsam,
so stellen beide den selben Weg dar, den sie jedoch entgegengesetzt durchlau-
fen, d.h. es existiert eine stetig differenzierbare Funktion h : [0,1] — [0, 1] mit
(o) :gakohund %h]<0

Dann nennt man ® eine “Pflasterparametrisierung”.

Beispiele:

— Ist ¥ ein C2-Diffeomorphismus zwischen einem E? umfassenden raumlichen Ge-
biet G und einem weiteren Gebiet G’ C R3, so erfiillt ® := \II‘E offenbar alle
Bedingungen, wobei kein Rand entartet.

Unser Quadrat wird verzerrt und verbeult in den R?® geschoben, behélt aber seine
vier “Ecken” und die vier dazwischen liegenden “Teilrdnder”.

Eine einfache Abbildung von diesem Typ ist etwa gegeben durch

cos(wuy)
®:[0,1] x [0,1] = R3,  (uy,uz) — [ sin(wus) |,
wu9

wobei 0 < w < 27. Diese Abbildung biegt das Einheitsquadrat zu einem Ausschnittt
eines Zylindermantels zusammen. Keine Seite entartet.

Im Falle w = 27 kénnen wir zwar ® nicht mehr aus einem Diffeomorphismus gewin-
nen, es handelt sich aber immer noch um eine Pflasterparametrisierung. Die Seiten
2 und 4 fallen entgegengesetzt orientiert aufeinander, d.h. wir haben dann einen
ringformigen Abschnitt eines Zylindermantels.

In beiden Féllen haben wir also ein zweidimensionales Pflaster erhalten.

— Die notierten schwicheren Bedingungen an ® lassen aber auch allgemeinere Bilder
zu.

Die folgende Abbildung macht aus unserem Einheitsquadrat ein Dreieck, wobei eine
Seite zu einem Punkt schrumpft:

U1
P : [O, 1] X [0, 1] — Rs, (’U,l,UQ) — | Uius
0

liefert das Dreieck mit den Ecken (0,0,0)%,(1,0,0)%, (1,1,0)T. Durch triviale Mo-
difikationen erhilt man also allgemein:

FEin Dreieck ist ein zweidimensionales Pflaster.

Setzen wir
COS 27Uy
®:[0,1] x [0,1] — R3,  (u1,uz) — uy | sin27usy
0

so liefert @ eine Parametrisierung der Kreisscheibe vom Radius 1. Dabei gehen {iber
die Rander
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u cos0 1
o1 : <01) — 1 = uy | sin0 = up | 0
0 0
1 COS 2TUo
o9 : <u ) — g = sin 27usg = Kreislinie
2 0
1—u cos 27 1
o3 : < ) 1> — @3: = (I—wup)|sin2r| = (1—wu) [0
0 0
0 COS ... 0
04 : <1—u> — g = 0-|sin... = 0
2 0 0

Die Seite @4 ist zum Nullpunkt entartet, die Seiten ¢; und s sind gegenlidufig
orientiert die Strecke auf der x-Achse zwischen 0 und 1, o parametrisiert die volle
Kreislinie.

Also haben wir

Eine Kreisscheibe ist ein zweidimensionales Pflaster.

Aufgabe: Zeigen Sie, dafl auch ein Kegelmantelstumpf, eine Halbkugelsphire, eine
Vollkugelsphire Pflaster sind.

An den Beispielen wird deutlich, daf die Bilder ¢, der Teilrdnder oy unseres Ein-
heitsquadrates nicht unbedingt noch zum Rand des Bildes, d.h. des Pflasters geho-
ren. Es werden in diesem Sinne unerheblich

— entartete Seiten,
— “hin und her durchlaufene” Seiten(-paare).

Damit ist folgende Definition sinnvoll:

Definition und Satz VA.46 Zu einer Pflasterparametrisierung ® : E? — R? ei-
nes Flichenstiicks M sei eine Seite pj “wesentlich”, wenn sie

— nicht ausgeartet ist oder
— nicht zu einem Paar hin und her durchlaufener Seiten gehért.
Der Rand OM besteht dann aus den wesentlichen Seiten ¢, ,...,y;, von ® bzw.
es ist OM = (), wenn es keine solchen wesentlichen Seiten gibt.
Wir erklédren fiir ein Vektorfeld v :
/ b e dx — fwlvoclx—i-...—&—f%mvoclx wenn m > 0,
oM 0 wenn m = (.

Bemerkung: Eine genaue Rechtfertigung dieser Definition ist recht aufwendig. Wir
beschrinken uns auf “verniinftige” Parametrisierungen, wo sie evident ist.

In der eben gegebenen Darstellung fiir das Integral {iber den Rand 0M kommen die
Integrale iiber die nicht wesentlichen Seiten nicht vor. Andrerseits hat das Integral
f v e dx iiber eine ausgeartete Seite den Wert 0, ferner heben sich die entspre-
chenden Integrale iiber ein Paar hin und her durchlaufener Seiten auf. Damit ist es
fiir den Wert des entstehenden Rand-Integrals unerheblich, wenn wir die Integrale
iiber die nichtwesentlichen Seiten hinzunehmen, d.h. {iber alle Seiten summieren.
Dies bedeutet
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Satz VA.47 Sind ¢4, ..., s die Seiten einer Pflasterparametrisierung von M, so
ist fiir ein auf M erklirtes stetiges Vektorfeld v

4
vedx = /Uodx.
/6M ; i

Wir zeigen nun den

Satz VA.48 (von STOKES fiir Pflaster) Es sei ) C R? ein Gebiet, M C () ein
zweidimensionales Pfaster, v : Q — R? ein C'-Vektorfeld. Dann ist

/rotvodo:/ vedx
M oM

Beweis: Wir wihlen eine Pflasterparametrisierung @ fiir M (die ist dann automa-
tisch positiv orientiert), sodaR mit dem Einheitsquadrat E? gilt ®(E2) = M und
fiihren mittels dieser Parametrisierung die behauptete Aussage auf die von Satz
VA .43 zuriick. Wir brauchen dazu folgende algebraische Identitét:

Fiir Vektoren

r=(r1,72,73)", a = (a1,a2,a3)", b= (b1,ba,b3)" € R?

gilt mit der Matriz

0 —T3 T2
R:=R(r):=| r3 0 —-n
—T2 T1 0

die Beziehung
R-a=rxa
und damit auch

(R-a,b) =(rxa,b) = (raxb).

Die simple Rechnung sei iibergangen.

Zu der gewihlten Parametrisierung ® : B2 C U 3 u — ®(u) € R® seien mit d; und
0> die Differentiation nach den beiden Komponenten von u bezeichnet, damit also
D® = (01D, 02P) die JACOBI-Matrix von ®. D, v bezeichne die JACOBI-Matrix des
auf M C Q C R3 erklirten Vektorfeldes v.

Wir bilden die Funktion

ur P(u) := <£;EZ§) = (D@)T (P (u)),

d.h. es ist

Pj(u) = (v(®(u)),0;®(u)) (1 =1,2).

Aus der Produktregel folgt
ain = (81(1) o ‘I)), 8J<I>> + <’U o, 816](I)>
und damit unter Benutzen des Satzes von SCHWARZ

81P2 — 82P1 = <(91 (’U o <I>),62<I>> — <82(’U o <I>),61<I>>
= <DI’U . 8lq>, (92@> — <DI’U . (92(1), (91(1)>
= ((Dyv — (D)) - 019, 029).
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Nun ist

Ovy  Ovy vy
611 612 613
— | Ova vz Oua
D‘T,U - 611 612 613
Ovz  Ovs  Oug
611 612 613

und damit

0 Qv vy Qv Ous

612 le 6I3 le
_ T _ Ovy _ Ouy Ovy _ Oug
DZ,U (Dm’l}) - (aml 612) 0 (amg amg )

Ovg _ Ovy Ovg _ Ovg 0
611 613 612 613

Diese Matrix hat also die Gestalt der in der obigen Identitit benutzten Matrix R(r),
wobei hier gerade

61}3 _ 6’[}2
612 613
Qv _ vz | _
"=\ %2s oz, | = rot, v,
6712 _ 8v1
611 612

d.h. die Rotation des gegebene Vektorfeldes ist. Uber die oben abgeleitete Identitit
bekommen wir also

(01P5 — 02P1) (u) = ((rot, v) (B(u)), B D(u) x Da®(w))

und dies fiihrt schliefslich nach Definition VA.40 auf
/ rot, v e do = / ((roty v) (P(u)), 019 (u) x Do®(u))dudus
M E2

= / (81P2 — 62P1) (u)dulduQ
E2
Nach dem Satz VA.43 ist dies

:/ Prduy + Padus

OE?

= Z/O (P(0j(t)), oj(t))dt

- Z/O (D®)" - v(®(0;(1)) , ) (1))t
=3 [ (@), Do gy
=3 [ (@l (@0 0))i

= /BMU(:E) o dx,

womit die behauptete Integralformel gezeigt ist. O
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Mit den Pflastern haben wir nun schon eine recht reichhaltige Kollektion von Fl1a-
chen, fiir die der Intergralsatz von STOKES gilt, aber etwa die Oberfliche eines
Quaders ist kein Pflaster. Allerdings ldft sie sich aus Pflastern zusammensetzen
und dariiber der Satz von STOKES auch fiir sie beweisen. Dies sei noch etwas syste-
matischer behandelt.

Definition VA.49 Eine “zweidimensionale Pflasterkette” M im R* besteht aus
endlich vielen Pflasterparametrisierungen ®1,...,®y : B2 — R3, sodaf mit M; :=
(I)Z'(EQ), Pij = (I)z ©0j;: (0, 1) — Rg (Z = 1, ...,N, j = 1, ,4) gIIt

— M; N\ My, =0 fiiri #k,

— Jeder Punkt gehort zu hochstens zwei nichtentarteten Seiten. Haben zwei nicht-
entartete Seiten ;; und ;s einen Punkt gemeinsam, so stellen beide den
selben Weg dar, den sie jedoch entgegengesetzt durchlaufen, d.h. es existiert
eine stetig differenzierbare Funktion h : [0,1] — [0, 1] mit @, = @i © h und
4p <.

Wir schreiben fiir die Pflasterkette kurz

M =M, +...My.

Fiir ein auf |J; M; erklirtes und stetiges Vektorfeld v sei

/v0d0:/ vod0+...+/ v e do.
M M My

Den Rand OM der Pflasterkette definieren wir als Vereinigung aller wesentlichen
Riénder p;, die also weder entartet sind, noch zu einem Paar hin und her durch-
laufener Rénder gehoren. Dafiir setzt man

/ ’UOdX::/ vodx+...+/ v e dxX,
oM (o2 OYm

wobei die v; gerade alle wesentlichen Rénder durchlaufen.

Wie oben ist auch hier der Gesamtbeitrag aller Integrale liber die nichtwesentlichen
Rénder gleich 0, sodaf wir auch alle Rénder der Teilpflaster mitnehmen kénnen. Es

ist dann also
N 4
vedx = / v e dx.
=22,

=1 j=1 Pij

Bei gegebener Pflasterkette gilt fiir jedes Teilpflaster M; der Satz von STOKES

/ rotv0d0:/ v edx
M; aM;

und durch Addition erhalt man:

Satz VA.50 Der Satz von STOKES gilt auch fiir Pflasterketten.

Der Integralsatz von GAUSS

Der GAuss-sche Satz besagt, daf fiir ein Gebiet (2 € R3 und ein auf einer Umgebung
von §) stetig differenzierbares Vektorfeld v gilt

/divvd?’x:/ v e do,
Q oQ
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vorausgesetzt, daf der Rand 0 hinreichend “schon” ist und insbesondere (fast)
tiberall eine nach auflen weisende Einheitsnormale n(z) besitzt.

Die eigentliche Schwierigkeit bei diesem Satz liegt wieder in der richtigen Beschrei-
bung der zuldssigen Gebiete. Zunidchst betrachten wir als Gebiet 2 den offenen
Einheitswiirfel im R3

E?:=(0,1) x (0,1) x (0,1) = {(21,22,23) |0 < x; < 1}.

Dieser Wiirfel hat sechs Seitenflichen, die wir wir folgt nummerieren:

By = {n}  x (0,1) x (0,1) (p=0,1)
Eay = 0,1) x {ut x (0,1) (n=0,1)
By = 00) x 01) x ()  (u=01)

Wir legen darauf jeweils Einheitsnormalenfelder, d.h. eine Orientierung, fest durch
nju = (=1)""e;  (=1,2,3; u=0,1).

Das ist die jeweils nach auflen zeigende Einheitsnormale. Zusammen bilden sie das
duflere Einheitsnormalenfeld n auf dem Rand des Wiirfels.

Satz VA.51 (Integralsatz von GAUSS fiir den Wiirfel)

1. Fiir ein auf einer Umgebung des abgeschlossenen Einheitswiirfels E3 stetig
differenzierbares Vektorfeld v ist

divo d®z :/ v e do,
E3 OE3

wobei wir gesetzt haben

3 1 3 1
/aEsvodoZZ/vaodOZZ/E v e ndo.

j=1 p=0 j=1 p=0" Fin

2. Die Voraussetzung iiber v kann man abschwéchen zu: v stetig differenzierbar
in E3, stetig auf E3 und beschrinkte Ableitungen auf E*. Der folgende Beweis
zeigt zudem, dafs man den Einheitswiirfel durch einen beliebigen achsenparal-
lelen Quader ersetzen kann.

Beweis: Fiir die Wiirfelseiten verwenden wir die folgenden Parametrisierungen

Lj.: (0,1)x(0,1) = E;, (j=1,2,3;4=0,1)
Iy (ur,u2) == (p, ut, ug)
Loy (ur,u2) == (u1, 1, uz)
L3, (w1, u2) == (u1,u2, p1).

Fiir diese Parametrisierungen haben wir als Vektoren der partiellen Ableitungen,
d.h. als Tangentialvektoren etwa

Ol = ez, Ool'y, =e3

611—‘1“ X 821—‘1“ = €9 X €3 = €.
Durch Vergleich mit der oben festgelegten Normalenrichtung ist also I'jo eine ne-

gativ, I'11 eine positiv orientierte Parametrisierung von E,. Allgemein bekommt
man so

ML x 0oL, = (1) ey = (—1)HH(=1) Hej = (—1)7Hny,,
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d.h. I';, ist eine positive bzw. negative Parametrisierung, je nachdem ob j+-u gerade
oder ungerade ist. Wir haben somit

/ voclo:/ ’UO’njudO:(—l)l_“/
E E E

Jn Jn Jn

vee;do= (—1)1_“/ vido

Eju

und damit
1 1 1
81’01 dBSC :/ / (/ %(xl,xg,xg)dl,‘l)dlédl'g
E3 o Jo 0 O
1 1
= / / (’01(171‘27563) - ’01(0, .Z‘Q,SCg))dIQdIg (*)
0 0
J

11
(Ul o F11)(U1,U2)dU1dU2 - / / (U1 ° F10)(U1, ug2)duidug
o Jo

:/ vldo—/ v1do

Eiq FE1o

:/ v0d0+/ v edo
Eiq E1o

Analog bekommt man allgemein

8jvjd3x:/ vodoJr/ v e do,
E3 E Ejo

J1

Il
S~

woraus durch Addition die Behauptung zu 1. folgt.

Unter den Voraussetzungen von 2. kann man die in () durchgefiihrte innere Integra-
tion noch durch einen Grenziibergang gewinnen und dann wie oben weiterschliefsen.
([l

Der Giiltigkeitsbereich dieses Satzes soll nun auf allgemeine Gebiete ausgeweitet
werden.
Zunichst betrachten wir nur “schéne” Bilder des Einheitswiirfels.

Definition VA.52 Ein Gebiet Q) C R? heifit dreidimensionales Pflaster, wenn es ei-
ne C2-Abbildung h : U — R? einer Umgebung des abgeschlossenen Einheitswiirfels
E3 gibt, sodafs gelten:

1. Es ist h(E®) = Q und die Abbildung h : E3 — Q ist bijektiv mit det Dh > 0
auf E3.

2. Die Seiten
®;,:=holy,: E* > R?

sind entweder eine zuldssige Fldchenparametrisierung von
Mjy, = @;,,(E?)
oder die Seite ist entartet, d.h.
rg (Dtl)j#) <1 auf E*.

3. Haben zwei nichtentartete Seiten M;, und M;, (ipn) # (iv) einen Punkt ge-
meinsam, so sind sie als Fldchen identisch, aber verschieden orientiert, d.h.

det (D(®;,'®;,)) <0

auf dem (offenen) Einheitsquadrat E2.



Die Integralsidtze von STOKES, GAUSS, GREEN VA-31

Eine solche Abbildung h heifit eine Pflasterparametrisierung von .

Fiir die nichtentarteten Seiten M;, legen wir ein Einheitsnormalenfeld, d.h. eine
positive Orientierung, fest durch die Forderung, daf die Parametrisierungen I';,
von E;, und ®;, von h(E;,) gleichzeitig positiv oder negativ orientiert seien.

Ein Seite M;,, heifle “wesentlich”, wenn sei weder entartet ist, noch zu einem Paar
sich gema# 3. entsprechender Seiten gehort.

Ein Gebiet Q) C R? nennen wir ein GAUSS-Gebiet, wenn es eine Pflasterparametri-
sierung h von §) gibt, soda® der topologische Rand 0Qdes Abschlusses bis auf endlich
viele Kurvenstiicke die Vereinigung der wesentlichen Seiten der Parametrisierung h
ist.

Mit dieser Definition bekommt man dann

Fakt VA.53 Auf dem Rand eines GAUSS-Gebietes ist mit obiger Festsetzung ein
(bis auf die Punkte von endlich vielen Kurvenstiicken) wohldefiniertes Einheitsnor-
malenfeld erklirt, das nach aufen weist.

Es ist wohl klar, daR man statt des Einheitswiirfels E® auch irgend einen anderen
achsenparallelen Quader als Parameterbereich verwenden kann.

Aufgaben VA.54 Zeigen Sie, dafs die folgenden Gebiete G AUSS-Gebiete sind:

Eine (nicht notwendig achsenparalleler) Quader,

eine Pyramide mit viereckiger Grundfliche (eine Wiirfelseite zum Punkt ent-
arten lassen),

— eine Kugel (benutze Kugelkoordinaten),
— diffeomorphe, d.h. “harmlos” verbogene und verzerrte Bilder solcher Objekte.

Das Randintegral |, aq U @ do eines Vektorfeldes v iiber den Rand 0f2 eines GAUSS-
Gebietes (2 erkldren wir iiber die Seiten der Parametrisierung h zu

/ vedo:= / vedo= / (Uon)do,
o0 M; M;

Mj,, wesentlich J
wobei rechts die festgesetzte, nach aufien weisende Normale zu nehmen ist.
Wie im zweidimensionlen Fall liefern entartete Seiten keinen Beitrag, ebenso heben
sich die Integrale iiber entsprechend Definition VA.52,3. zweimal vorhandene Seiten
weg, sodall man ebensogut wieder iiber alle Seiten der Pflasterparametrisierung
integrieren kann. Es ist dann also (siehe Definition VA.40)

3 1
do = d
| veio ZZ/MW“ o

Mj,, wesentlich

7j=1p=0
3 1 ‘
= Z Z(_l)ﬁ_“/ <U 0 ®j,, 1Py, X 82‘I)ju>dU1dUQ (1)
j=1 p=0 B2

Damit gilt nun der

Satz VA.55 (Integralsatz von GAuss) Ist Q C R3 ein GAUss-Gebiet, v ein
C'-Vektorfeld auf einer Umgebung von , so ist

/divvd?’x:/ v e do,
Q oQ

wobei rechts das nach auflen gerichtetet Einheitsnormalenfeld zu nehmen ist.
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Bemerkung VA.56 — Wie im Falle des Einheitswiirfels kann man die Forde-
rung an die Glattheit des Vektorfeldes abschwéchen. So reichen etwa v stetig
differenzierbar auf (), stetig auf ) und divv beschrinkt auf Q.

— Statt ein aus einem Pflaster bestehendes Gebiet zu betrachten, kann man
natiirlich auch wieder endlich viele Pflaster aneinanderhdngen, wenn man an
den Réandern entsprechend vorsichtig ist.

Beweis: Wir schicken wieder eine algebraische Identitit voraus:
Fiir Matrizen A, B € R3*3, wobei B die Spalten b; hat, ist

det(Abl, bg, bg) + det(bl, Abg, bg) + det(bl, bg, Abg) = spur(A) - det B.

Zum Beweis fasse man diesen Ausdruck als Funktion der drei Spaltenvektoren
b1, b2, b3 auf. Man erkennt leicht, daft diese Funktion 3-linear und alternierend ist,
somit von der Form C' - det B. Fiir die Einheitsmatrix B = I bestimmt sich diese
Konstante zu C = spur A.

Wir fithren nun den Integralsatz fiir das GAUSs-Gebiet 2 zuriick auf den Satz VA.51,
d.h. den entsprechenden Satz fiir den Einheitswiirfel. Dazu bezeichne h : E3 3 y —
z = h(y) € Q die Plasterung, wobei also det(Dh) > 0 auf E3, I';,, seien wieder die
Seiten von E3,®;, := hol'j, die Seiten von 2. d; bezeichne die Ableitungen nach
den beiden fiir die I';,,, ®;,, benutzten Randparametern, d,, die Ableitung nach den
Variablen in E3, 9,, die Ableitung nach den Variablen in Q.

1. Zu unserem gegebenen Feld v : Q — R3, x +— v(x) definieren wir ein neues Feld
w: B3 — R3 y — w(y) durch

(Dh)(y)w(y) = det (Dh(y)) - (v o h)(y). (2)

(Da fiir eine quadratische Matrix (det A) - A~! als Matrix aus den algebraischen
Komplementen auch fiir nichtinvertierbare Matrizen wohldefiniert ist, ist das Feld
w auch noch auf dem Rand des Einheitswiirfels erklért.)

Auf einer Seite £}, ist dann

<U 0Dy, 01 %, X 82(I)ju>
= (vohoT,, di(hoTju) x d2(hoTy))

= ®< det(Dh) - (voh)oT,, (Dh)oiT'j, x (Dh)GQI‘jM»
(2) 1
= Jot(Dm) (PP) w0 Ty (DAL x (D)D)

= <’LU (@) Fjl“ 611"]# X 821"m>,
wobei im letzten Schritt die Interpretation des Spatproduktes als Determinante

benutzt wurde.
Wir haben also fiir jede Seite mit dem neu eingefiihrten Feld w :

(Vo ®ju, 01®ju x 0y®;y) = (w o Tjy, AT X 0ol jy). (3)
2. Durch Multiplikation von (2) mit dy,h X Oy, h erhdlt man als Darstellung fiir die

erste Komponente von w

wy = (voh, dy,h x dy,h)
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und analog
wy = (voh, dyh x dy,h)
w3 = <v oh, Oy h x 8y2h>
Partielles Ableiten liefert

dyyw1 = ((Dvoh)-dyh, Oy,h x Oy, h) + (voh, Dy yh x Oyyh + By, h x 9y, Oy, h)
Oyowz = ((Dv o h)-dy,h, Oyh X By, h) + (voh, Dy,0yh x Oy, h + Oy, h X 9y, 0y, h)
Oysws = ((Dv o h) - dy,h, Oy, h X Oy, h) + (v o h, By, dy h X Oyyh + 8y, h X 8y, 0y, h)

Summiert man dies auf, so heben sich die jeweils als zweite Summanden auftreten-
den Terme weg, und wir bekommen

divyw = ((Dvoh) -0y h, Oy,h x dy,h)
+ ((Dvoh)-dy,h, Oy,h x 9y, h)
+ ((Dvoh) - dy,h, 8y h x dy,h).

Liest man die hier auftretenden Spatprodukte wieder als Determinanten, so pafst
hierauf die eingangs abgeleitete Identitdt und wegen

spur(Dv) = div, v
folgt
div, w = ((divy v) o h) - det(Dh) (4)
Damit bekommen wir

/ v odo = ZZ ”“/ vo®j,, P, x (92<I>j#>duldu2

7=1 pu=0

3
)ZZ J+u/ (w0 T, T x BoT Yy dusy

7=1 pu=0

= / w e do.
OE3

Nach dem Satz VA.51 von GAUss fiir den Einheitswiirfel ist dies

= /Eg(divy w) dy
@ / ((div, v) o h) - det(Dh) d®y

/ div, v d’z,

wobei die letzte Umformung wegen det(Dh) > 0 gerade der Transformationssatz
fiir Integrale ist.
Damit ist der Integralsatz von GAUSS fiir ein Pflaster-Gebiet bewiesen. O

Wir stellen noch einige Folgerungen aus dem GAUsSschen Satz bereit.
Zunichst eine Verallgemeinerung der partiellen Intergration.
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Satz VA.57 (Partielle Integration) Es sei Q) ein GAUSs-Gebiet, G D () ein Ge-
biet und f,g : G — R stetig differenzierbar. Ferner sei f = 0 auf dem Rand 0f2.

Dann gilt fiir k =1,2,3
Jg 3 / of 3
—d'r=— —d’z.
/Q f é%:k 0 g é%:k
Beweis: Wir betrachten zu dem kanonischen Einheitsvektor e, das Vektorfeld

v(x) = f(x) - g(z) - ek
Nach Voraussetzung verschwindet dieses Feld auf dem Rand 0f). Ferner ist

o= 2 _ .99 9f
le’U—axk(f g)_f a$k+g al’k

und der GAUsssche Integralsatz liefert die Behauptung. O

Ahnlich bekommt man die folgenden Formeln.

Satz VA.58 (Integralformeln von GREEN) Es sei () C R? ein GAUSS-Gebiet,
n bezeichne das dufiere Einheitsnormalenfeld auf dem Rand 0f), f,g seien zwei-
mal stetig differenzierbar auf einer Umgebung von §) und % = (Vf(z),n(z)) =

of (z+t-n(z))

5t ] +—o bezeichne die Richtungsableitung von f in Richtung der &dufieren

Normalen. Dann gelten
1.
| (s a9 o= [ 15,
2.
| tag—gapyita= [ (75255 ao

Beweis: 1.: Wir bilden das Feld v := f - Vg. Nach Satz VA.25 ist dann
diveo =(Vf,Vg)+ - Ag

und mit dem GAuUSSschen Satz also
/ ((Vf,Vg)+ fAg) dx = / divo dz
Q Q
= / (ven)do
o0
o0

g
f-=do.
a0 871

2.: Durch zweimaliges symmetrisches Anwenden von 1. und Differenzbilden erhilt
man 2. U



