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Falls fir die finfte Aufgabe keine Zeit mehr bleibt (oder das Blatt mit dieser unverhdltnismdfig lange
wird), kénnen wir diese auch auf Blatt 4 vertagen oder ihr lst die Aufgabe gemeinsam in der Ubung.

Aufgabe 3.1 (Fingeriibung zum geschickten Rechnen mit Koordinaten)
Betrachte die Mannigfaltigkeit M = R3 mit den iiblichen (globalen) kartesischen Koordinaten (z,y, z).
Betrachte weiter die durch (die Umkehrabbildung von)

F:(0,00) x (0,21) x R =R, (r,6,2) — (rcosf,rsinb, 2)
definierten lokalen Koordinaten (r, 8, z) auf M.

(i) Sei die 1-Form w € Q'(M) = I'>°(T*M) in den kartesischen Koordinaten durch w = zdz + z2dy
gegeben. Bestimme die Darstellung von w in den Koordinaten (r, 0, ¢).

0
(ii) Seien die Vektorfelder X,Y € I'>°(T'M) in den Koordinaten (r, 6, ¢) durch X = o und Y = —

gegeben. Bestimme deren Darstellung in den kartesischen Koordinaten (z,y, 2).

(iii) Bestimme die glatten Funktionen w(X) und w(Y’) bzw. deren Koordinatendarstellungen in den
beiden gegebenen Koordinaten.

Hinweis: Die Rechnung sind kurz. Warum wiire es aufwendiger, eine 1-Form bzw. Vektorfelder in die jeweils
andere Richtung umzurechnen? Was miisste man dazu tun?

Aufgabe 3.2 (,,Strahlensatz*)

Eine Geodéte c : [0,00) — M heifit Strahl, falls L(c|g ) = d(c(t),c(0)) fiir alle t € [0, 00) gilt. Zeige,
dass es in einer vollstéandigen, nichtkompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit zu jedem Punkt einen
Strahl gibt, der in diesem Punkt startet.

Aufgabe 3.3 (Taylorentwicklung der Metrik in Normalkoordinaten )

Sei (U, x) ein Normalkoordinatensystem um p € M und g;; die Koeffizienten der Metrik in diesen
Koordinaten. In dieser Aufgabe geht es darum, wie man durch Ausnutzen der Jacobigleichung im
Prinzip die gesamte Taylorentwicklung von g;j(x) um z = 0 rekursiv bestimmen kann.

(i) Zeige: Ist ¢ : [0,b) — U eine radiale Geodite, so ist fiir jedes ¢ = 1,...,n das Vektorfeld
Vi(t) := t0i|c(4) ein Jacobifeld léngs c.

(Hinweis: Stelle V; als Variationsfeld einer geeigneten (einfachen) geoditischen Variation von ¢ dar.)

(ii) Seien ¢ und V; wie in (i). Stelle unter Ausnutzung der Jacobigleichung ein rekursives Verfahren
zur Bestimmung der Taylorentwicklung der Funktion (V;(t), V;(t)) um t = 0 auf. Wie lésst sich
hieraus die Taylorentwicklung von g;;(c(t)) ableiten? Bestimme explizit einige Terme und zeige

(mindenstes), dass
1
9ij(x) = 6ij — §Rikﬁj(p)xkxz +O(|zf) (%)

Folgere hieraus, dass am Punkt p gilt:
1
Rijre(p) = 5 (0i00gk + 0;0k9i0 — DiOkgje — 0;009i) (p)

gilt (diese Formel war wohl Riemanns urspriingliche Definition des Kriimmungstensors).



Aufgabe 3.4 (Geometrische Bedeutung verschiedener Kriitmmungsgrofien)
Sei p € M. Nutzen Sie im Folgenden die Taylorentwicklung (x) aus Aufgabe 3.2 von g;; in Normalko-
ordinaten um p.

(1)

(i)

Sei I C T,M ein zweidimensionaler Untervektorraum und CI' C II der Kreis von Radius r > 0
(beziiglich der von g, induzierten Norm). Sei weiter C}' := exp,(C}') und sei L'(r) dessen Lénge
(beachte, dass sich C!! in Normalkoordianten schon parametrisieren lisst). Zeige:
2mr — L1
L g K(IT).

r—0 r3
wobei K (II) € R die Schnittkriimmung von II ist.

Sei
|B(p,r)| := /B( )dvolg = /{ | }\/det(gij(x)) dz,
D, x|<r

wobei die letzte Formel in Normalkoordinaten z um p und natiirlich nur fiir kleine » > 0 gilt.
Zeige, dass beziiglich Normalkoordinaten x um p die Taylorentwicklung

1.
det(gij(v)) = 1 = SRicge(p)a"" + O(|2[*)

gilt und folgere hieraus weiter

li |B(pa T)| - |BR" (07 T)’ N Scal(p)
1m — .
r—0 r2 6(n + 2)

Hinweis: Fiir den Nachweis der Taylorentwicklung koénnte die Matrixidentitit det(exp(A)) = exp(tr(A))
niitzlich sein (die als bekannt angenommen werden darf).

Aufgabe 3.5 (Der hyperbolische Raum als Hyperboloid)
Betrachte die semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit

M :=RY""  h=—(dt)® + (dzh)? + ... + (dz")?,

wobei (¢,z',...,2") die iiblichen kartesischen Koordinaten auf R'*" bezeichnen. Wir schreiben auch
(t,z) fiir (¢, 2,...,2") und |z|? = (1) + ... + (z")2. Betrachte zu gegebenem R > 0 weiter

(i)

(i)

(iii)

H:={(t,2) eR"™ : t>0und —*+|z|* = —R?}.
Zeige, dass H C M eine eingebettete, glatte Untermannigfaltigkeit der Kodimension 1 ist und
g := h|rax7H eine Riemannsche Metrik auf H. Skizziere H fiir n = 1 und n = 2.
Definiere eine Abbildung 7 : H — R" wie folgt:

Fiir € w(H) sei m(x) € R™ der eindeutige Punkt, sodass (0, 7(x)) € R'™™ auf der
Gerade durch z € R und (—R,0) € R liegt. (Skizze!)
Bestimme eine explizite Formel fiir 7 und zeige, das 7 ein Diffeomorphismus auf sein Bild ist.
Betrachte 7 als globale Karte auf H und berechne die Darstellung der Metrik g in den zugeho6rigen
Koordinaten.

Betrachte die Abbildung
¢:(0,00) x S SRV (rw) (Rcosh (%), Rsinh (%)w) ,

wobei wir S"~! C R" als eingebettete Untermannigfaltigkeit auffassen. Zeige, dass ¢ nach H
abbildet, bestimme das Bild von ¢ und zeige, dass ¢ ein Diffeomorphismus auf dieses ist. Be-
stimme weiter die explizite Form von ¢*g und zeige, dass auch dies wieder eine Riemannsche
Metrik ist. Was lésst sich iiber die durch die Umkehrung von ¢ definierte Funktion r sagen?
Erinnerung: Der sogenannte Pullback ¢*g ist definiert durch (¢*g)(V, W) := g(Do(V'), Dp(W)).

Hinweis: Es ist nicht notig, Koordinaten auf S"~! zu wihlen (wenn natiirlich auch nicht verboten).



