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Analysis IV
3. Ubungsblatt

Definition 3.1 Es seien (X, &) und (Y, 8) Messraume. Eine Abbildung f : X — Y heifit of -
B-messbar, falls f~1(B) € o fir alle B € & gilt.

Aufgabe 3.1 Es seien X und Y nichtleere Mengen und (X, .o/) und (Y, %) Messrdume. Be-
weisen Sie die folgenden Aussagen:

1. Fiir festes y € Y ist die Abbildung f: X — Y mit f(z) =y (x € X) messbar.

2. Es sei # = 0(&) (d.h. & ist ein Erzeugendensystem von ). Dann ist f : X — Y genau
dann &/-%-messbar, wenn f~1(&) C & gilt.

Aufgabe 3.2 Fiir b € R" definieren wir (=39, b] := (—00, b1] X - -+ X (—00, by]. Damit seien

Ji:={(a,b] | a, b € R"}, Jo = {(a,b] | a, b€ Q"},
J3 :={(-50,a] | a € R"}, Jy = {(-9,d] |a € Q"},
Js := {A CR" | A abgeschlossen }, Js := {K C R" | K kompakt}.

Beweisen Sie, dass J; bis Jg jeweils die o-Algebra der Borelmengen Z(R") erzeugen.

Aufgabe 3.3 Sei M C R™ Lebesgue-messbar. Zeigen Sie: Es existieren Borelmengen F,G €
BR") mit FCM CGund M(G\ M) =XXM\F)=0.

Aufgabe 3.4 Es sei p ein endlicher, o-additiver Inhalt auf einer Algebra o7 und p* das zu p
gehorige dussere Mak. Fiir A, B € &(X) definieren wir weiter
d(A,B) := p*(AAB),

hierbei ist AAB := (A\ B)U(B\ A) die ,symmetrische Differenz* von A und B. Zeigen Sie: Fiir
das Mengensystem & (47) aller p*-mefbaren Mengen gilt

g(o) C{Be P(X):Ve>03A € o :dy=(A,B) <e}.
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