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Allgemeiner Hinweis: Alle Aussagen sind stets zu beweisen.

Seien stets n € N und k ein Korper.

Aufgabe 12.1. (Birationale Aquivalenz 1) (4 Punkte)

Seien V' C k™ und W C k™ irreduzible affine Varietaten. Sei ferner ¢: V' --» W eine rationale
Abbildung, die auf V' \ V' definiert ist, wobei V' eine Untervarietat von V ist, und sei W’ eine
Untervarietat von W. Zeigen Sie, dass

VI=V'U{peV\V'|pp W}

eine Untervarietat von V ist.

Aufgabe 12.2. (Birationale Aquivalenz I) (242 Punkte)
Seien V' C k™ und W C k™ irreduzible affine Varietaten.

(a) Seien V und Wviap: V --» Wund ¢: W --» V birational aquivalent und seien V' C V/
(beziiglich ¢ o 1)) und W' C W (beziiglich ¢ o ¢) wie in Bedingung (11) im Beweis von
Satz 8.12. Seien ferner

V=_{peV\V'| o) e W\W'}
und
W ={qge WA\W'[¢(q) e VAV'}.
Zeigen Sie, dass ¢: V — W und ¢: W — V zueinander inverse Bijektionen sind.

(b) Zeigen Sie mit Hilfe von Aufgabe 12.1, dass V = V\V; und W = W\W); fir gewisse
echte Untervarietaten V;, C V und Wy C .

Aufgabe 12.3. (Verknipfung von rationalen Abbildungen) (2 Punkte)
Seien ¢: R --» R3 und ¢: R3 --» R die rationalen Abbildungen definiert durch
T+ yz
t)=(t,1/t,¢* d = :
PO = (168 und () =

Zeigen Sie, dass die Verkniipfung 1 o ¢ nicht definiert ist.
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Zusatzaufgabe fiir Interessierte. (Korper der rationalen Funktionen) (24242 Punkte)
Sei V' C k" eine irreduzible Varietat und sei

®: Quot(k[X,, ..., X,]/Z(V)) — k(V)

die Funktion, welche ein Element f/g € Quot(k[Xy,..., X,]/Z(V)) auf die durch f/g re-
prasentierte rationale Abbildung schickt, d.h. es gilt

flay,...,a,)

®(F/g):V -k (ar,...,an) = o)

(a) Zeigen Sie, dass ® eine wohldefinierte Abbildung ist.

(Hinweis: Wann sagen wir, dass zwei rationale Abbildungen gleich sind?)

(b) Versehen Sie den Zielbereich von ® mit einer geeigneten Addition und Multiplikation und
weisen Sie deren Wohldefiniertheit nach.

(c) Zeigen Sie, dass ® ein ein Ringisomorphismus ist und folgern Sie, dass k(1) mit den
Verkniipfungen aus (a) ein Korper ist (vgl. Definition 8.3).

Abgabe: Donnerstag, den 29. Januar 2026, um 10:00 Uhr in den Briefkasten Nr. 17. Achten
Sie auf eine saubere und lesbare Darstellung und heften Sie lhre einzelnen Blatter zusammen.
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