E Eigenwerte

Drei gleichschwere Kugeln Ki, K5, K3 mit der Masse 1 seien wie auf dem Bild
durch Federn verbunden aufgehingt. Die Federkonstanten - sie geben an, wie stark
die Feder ist - seien c1,co,c3. Wie schwingt dieses System, wenn man es einmal
anstdéfit und wir annehmen, daf keine Ddmpfung eintritt? Um es einfacher zu halten,
betrachten wir nur genau senkrecht verlaufende Schwingungen.

C1

K,
C2

K>
Cc3

K3

Ist y;(t) die Auslenkung aus der Ruhelage der i-ten Kugel zur Zeit ¢, dann erhalt
man folgendes System von Differentialgleichungen fiir die y; :

—yi = cy1 — ca(y2 — y1)

—yy = ca(y2 — y1) — c3(ys — y2)

—y5 = c3(y3 — y2)
Da ungeddmpfte Schwingungen schén Sinus-artig verlaufen, machen wir folgenden
Ansatz:

y1(t) := & sinwt, ya(t) := Easinwt, ys(t) := &3 sinwt.
Wegen
(sinwt)” = —w?sinwt
wird unser System von Differentialgleichungen damit iiberfiihrt in das System
Suw?sinwt = ((cl + c9)&1 — 0252) sin wt

Swlsinwt = ( — 261 + (e +¢3)éa — 0353) sin wt

Esw?sinwt = ( —c3éo + 03«53) sin wt,

und hierin sind die Amplituden &1,&2,&3 (nicht alle = 0) und die Frequenz w zu
bestimmen. Damit ist also zu 16sen die Aufgabe

c1+es  —cy 0 &1 &1
—Ca co+c3 —c3 52 = A 52 ()\ = wQ.)
0 —c3 3 &3 &3

Gesucht ist also ein Vektor x # 0, der durch die gegebene Matrix A in ein Vielfaches
von sich abgebildet wird, wobei aber der Faktor A nicht bekannt ist. Man nennt dann
x einen “Eigen-Vektor”, A\ den zugehdrigen “Eigen-Wert”.

Jeder Eigenwert A = w? liefert in diesem Beispiel eine “Eigenfrequenz” des Sy-
stems und der zugehorige Eigenvektor z liefert die Amplituden der auftretenden
Schwingungen. Jede entsprechend der Art, wie wir das System anstofen, auftre-
tende Schwingung des Gesamtsystems ergibt sich durch Uberlagerung dieser Ei-
genschwingungen, d.h. ist als Linearkombination dieser aus dem Eigenwertproblem
gewonnenen Sinus- und analoger Cosinus- Losungen darstellbar.

Durch die Federn wird hier auf die Kugeln eine Kraft ausgeiibt, die umso gréfier
ist, je grofer die Auslenkung aus der Ruhelage ist, und dadurch die Auslenkung
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selbst korrigiert. Diese Situation, daf die Anderung einer Grofe abhiingig von der
Grofse selbst ist, finden Sie in allen Bereichen quantitativen Beschreibens und haufig
resultiert daraus ein Eigenwertproblem.

Wir machen daraus die folgende Definition. K bezeichet wieder die reellen oder die
komplexen Zahlen.

Definition E.1 (Eigenwert, Eigenvektor) Zu einem Endomorphismus f in ei-
nem K-Vektorraum U heift ein Element x € U “Eigenvektor” zum “Eigenwert”
A€ K von f, wenn

x#0 und f(z)= A

Die Eigenvektoren und Eigenwerte einer Matrix A € K"*™ sind iiber den durch
x — Ax gegebenen Endomorphismus des K" erklért, d.h.
x € K" ist “Eigenvektor” zum “Eigenwert” A € K der Matrix A, wenn

x#0 und Az= )z

Im Englischen heiflen diese Begriffe “eigenvector” bzw. “eigenvalue”.
Fiir a # 0 ist natiirlich mit x auch ax Eigenvektor zum selben Eigenwert.

Wir beschrénken uns im Weiteren auf die Behandlung von Eigenwerten zu Matrizen.

Ist A Eigenwert zu A, so besitzt also die Gleichung Ax = Az eine nichttriviale Lo-
sung. Dafiir kann man auch (mit der Einheitsmatrix I) schreiben, (A — M)z =0
besitzt eine nichttriviale Losung oder ker(A — A\I) # 0. Letzteres ist aber gleichbe-
deutend damit, da det(A — AI) = 0.

Wir haben damit

Satz und Definition E.2 (Eigenraum) Eine Zahl A ist genau dann Eigenwert
zur Matrix A, wenn det(A — AI) = 0, und jedes x© # 0, x € ker(A — \I) ist Eigen-
vektor von A zum Eigenwert \.

E(A;\) := ker(A — M) heit “Eigenraum” zum Eigenwert .

Die Determinante der Matrix (A — AI) kénnen wir aber nach den Sitzen des vorigen
Kapitels berechnen.

Lemma E.3 Sind in einer n x n-Matrix F' die Elemente y;; Polynome in einer
Variablen A und haben die Polynome in der j-ten Spalte einen Grad < v;, (j =
1,...,n), so ist die Determinante von F ein Polynom vom Grad <y +y2 + ... +7n
in \.

Beweis: Nach der Formel von LEIBNIZ (Satz D.22) ist det F' eine Summe von
Produkten, in denen aus jeder Zeile und jeder Spalte genau ein Element vor-
kommt, sodafs der Gesamtgrad solcher Produkte und damit auch der Determinante
< v+ 72+ ... + 7, ist.

Die Matrix A — Al hat mit A = («a;;) die Form

Q11 — A Q12 e A1n
21 99 — Ao Q2p,
A=\ = ,
nl 2 cen Opn — A

d.h. séimtliche vorkommenden Polynome sind vom Grad < 1in .
Damit ergibt sich
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Satz und Definition E.4 (Charakteristisches Polynom) Zu einer n x n Ma-
trix A ist
XA(A) :==det(A — \I)

ein Polynom vom Grad n, das “charakteristische Polynom” der Matrix A.

Sein Hauptkoeffizient ist (—1)", der ndchste ist bis auf das Vorzeichen die Summe der
Diagonalelemente, genannt “Spur” von A, also (—1)"'spur(A) := (-=1)" "' 3" | au,
der Absolutkoeffizient ist det A.

Ahnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom.

Beweis: Die Gradaussage folgt aus Lemma E.3, die beiden oberen Koeffizienten
erhilt man per Koeffizientenvergleich aus der LAPLACE-Entwicklung (damit kann
man auch die anderen berechnen), den Absolutkoeffizienten bekommt man durch
Einsetzen von A = 0.

Eine zu A &hnliche Matrix hat mit einer invertierbaren Matrix S die Gestalt A’ =
S~1AS. Dafiir ist dann

xar(A) = det(A" — \I) = det(ST'AS — AST'IS) = det(STH(A — \I)S)
= det(S™1) det(A — M) det(S) = det(A — XI) = xa()\).

Den Satz und Definition E.2 kdnnen wir nun auch so formulieren:

Korollar E.5 )\ ist genau dann Eigenwert zu einer Matrix A, wenn \ Nullstelle
des charakteristischen Polynoms x 4(t) ist.

Das Polynom t? + 1 besitzt in R keine Nullstelle, wohl aber jedes Polynom dessen
Grad eine ungerade Zahl ist. Dagegen besitzt in C jedes nichtkonstante Polynom
eine Nullstelle.

Damit haben wir

Satz E.6 Jede n xn - Matrix A besitzt iiber C mindestens einen Eigenwert \, iiber
R sicher dann einen Eigenwert, wenn n eine ungerade Zahl ist.

Untersuchen wir nun Eigenvektoren.

Lemma E.7 Sind Ay, ..., \,,, verschiedene Eigenwerte zu A, und u;...., U, zugeho-

rige Eigenvektoren, so sind diese linear unabhéingig.

Beweis: mit Induktion.
Sei m = 1 : Als Eigenvektor ist u; # 0 und damit die von ihm alleine gebildete
Familie (u;) unabhéngig.
m > 1: Selen nun (uj...., Uy,—1) unabhéngig. Wir untersuchen eine Linearkombina-
tion

01U + oo + QU 1Um—1 + QU =0

mit «; € K. Nach Multiplikation mit \,, ist auch
A QiU F oo + A —1Um—1 + A QU = 0,
nach Anwenden von A auf die erste Gleichung ist auch
arAur + ... + a1 Aupy—1 + Ay, = 0.

Da u; Eigenvektor zum Eigenwert )\; ist, d.h. Au; = A\;u;, kdnnen wir die letzte
Gleichung auch schreiben als

AU+ oo+ A1 O—1Um—1 + A QU = 0.
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Subtrahieren wir beide Linearkombinationen voneinander, so folgt
(Am — /\1)a1u1 “+ ...+ (>\m - Amfl)amfl’umfl =0

und da (u1...., Um—1) unabhingig sind und A, — \; # 0 fiir ¢ < m, ist notwendig
a1 = ... = &yy—1 = 0 und dann aber auch «a,, = 0, was die Behauptung zeigt. [

Als Folgerung erhalten wir

Satz E.8 Besitzt eine Matrix A genau n verschiedene Eigenwerte A1, ..., \,, SO
bilden die zugehorigen Eigenvektoren (uj....,u,) eine Basis des K.

Ist nun (u;....,u,) eine Basis aus Eigenvektoren zu A mit zugehorigen Eigenwerten
(A1, ...An), so gilt ja nach Definition

und nach Satz und Bezeichnung H.22 bekommen wir damit

Satz E.9 Bilden die Spalten (uj....,u,) der Matrix S eine Basis aus Eigenvektoren
von A zu Eigenwerten A1, ..., Ay, so ist A dhnlich einer Diagonalmatrix, genauer

A1
A= STLAS = diag(\q, ..., \n) =

An

Die Diagonalelemente sind dabei gerade die Eigenwerte. Man sagt: “A ist diagona-
lisierbar.”

Man rechnet sofort nach, daR hier auch die Umkehrung gilt, d.h. ist A’ = S~1AS
eine Diagonalmatrix, so sind die Spalten von S eine Basis aus Eigenvektoren von
A. Damit haben wir

Satz E.10 Eine n x n-Matrix A ist genau dann diagonalisierbar, wenn eine Basis
aus Eigenvektoren von A existiert.

A ist sicher dann diagonalisierbar, wenn n paarweise verschiedene Eigenwerte von
A existieren.

Um Missverstdndnissen vorzubeugen: Leider sind keineswegs alle Matrizen diago-
nalisierbar.

Ehe wir untersuchen, welche héfilichen Matrizen denn sonst noch auftreten, ein paar
Uberlegungen zur Frage, wie man Eigenwerte und Eigenvektoren berechnet.

Ist A Eigenwert, so ist nach Satz und Definition E.2 jedes x # 0 aus dem Kern von
(A—AI) zugehoriger Eigenvektor. Den Kern zu bestimmen heifit aber ein homogenes
lineares Gleichungssystem zu 16sen und das sollte eigentlich kein Problem mehr sein.
(GAuss-JorRDAN-Elimination!)

Demnach brauchen wir also “nur” noch die Eigenwerte zu bestimmen. Dafiir legt
Korollar E.5 folgenden Weg nahe:

Man bestimme das charakteristische Polynom und berechne dessen Nullstellen.
Fiir ganz kleine n oder fiir spezielle Fille fiihrt dies auch zum Ziel. Im allgemei-
nen ist aber schon die Bestimmung des charakteristischen Polynoms eine miihsame
Sache und zur Berechnung seiner Nullstellen ist man auf numerische Methoden
angewiesen. Dies dndert sich nicht prinzipiell, wenn man andere Methoden verfolgt.
Das Bestimmen der Eigenwerte einer Matrixz ist i.a. nur mit numerischen Ndhe-
rungsmethoden maglich.

Zwei Beispiele:
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BE1: Untersuchen wir die Matrix
-1 2 2
A=| 2 2 2
-3 -6 —6
Das charakteristische Polynom lautet
—1-A 2 2
xa(A) =det(A — AI) = det 2 2—- A 2
-3 -6  —6-—A

Subtrahieren wir die letzte Spalte von der zweiten, so folgt

—(14+X) 0 2
xa(A) = det 2 - 2
-3 A —6-A

Entwickeln nach der zweiten Spalte liefert

xa(A) = =A(—=(1+ X2 —4) = A(1+\)(6+ \) +6)
= - AN +5A+6) = A\ +2)(A +3).

Demnach hat A die drei verschiedenen Eigenwerte A\; = 0, Ao = —2, A3 = —3. Nach
Satz E.8 bilden die zugehorigen Eigenvektoren (ug,us,us) eine Basis des R3. Also
ist A diagonalisierbar.

Zur Bestimmung der Eigenvektoren betrachten wir das System (A — AI)z = 0 fiir
A = A1 oder A = Ay oder A = A3, d.h. die Systeme:

-1 2 2 0

A= 0: 2 2 2 lz=0 mit einer Lésung z = uy := 1
-3 -6 —6 -1

1 2 2 2

Ay = —2: 2 4 2 lz=0 mit einer Lésung z = ug := | —1
-3 -6 —4 0

2 2 2 1

A3 =—3: 2 5 2 lxz=0 mit einer Losung x = uz := | 0
-3 -6 -3 -1

Es bezeichne G die mit diesen Eigenvektoren als Spalten gebildete Matrix:

M 0 0
G'AG = |0 XN 0] =04
0 0 M3

Sie konnen dies “zu Fuff” nachrechnen oder nochmal so schliefien:
Nach Konstruktion von G ist u; = Ge; (i = 1,2, 3). Damit ist

G_lAGei = G_lAui = G_l)\iui = )\iG_lui = )\iG_lGei = )\iei = A'ei.



E-6 E EIGENWERTE

BE2: In Satz E.6 konnen wir nicht auf die Voraussetzung verzichten, daf wir als
Korper gerade C haben, (genauer, daf§ er algebraisch abgeschlossen ist):

Uber R besitzt die Matrix A = (_01 (1)> keine Eigenwerte; denn es ist das charak-

teristische Polynom y4(\) = det(A — A\I) = A2 + 1 # 0 fiir alle A € R. Uber den
komplexen Zahlen C hat dagegen x4 ()) die beiden Nullstellen +i und somit eine
Basis aus Eigenvektoren. Wie sieht sie aus?

JORDANsche Normalform
Definition E.11 Eine Matrix der Gestalt

Al
A1 0
J =
1
0 A1

heifst “JORDAN-Kasten” zum Eigenwert \;.
Sein charakteristisches Polynom hat offenbar die spezielle Form
XJ()\) = ()\1 — )\)n

sodaft A\; der einzige Eigenwert ist. Der Eigenraum zu A\; bestimmt sich zu

0 1
0 1 0
E(A, M) =ker(J — A1) =ker
1
0 0

O =

und, da die Matrix J — A1 I noch den Rang n — 1 hat, ist
E(A,\1) =ker(J — A\ I) =span(ey),

d.h. eindimensional. Zu dieser Matrix gibt es also (wenn n > 1) keine Basis aus
Eigenvektoren. Dafiir gilt aber mit den kanonischen Einheitsvektoren fiir alle i:
0 =1
ei—1 t>1.

Damit haben wir ein Beispiel fiir folgende

Definition E.12 (Hauptvektoren) Eine Familie (x1, ..., 2,,) von Vektoren # 0
heit “Kette von Hauptvektoren” zu dem Eigenwert A\ der Matrix A, wenn fiir alle
i=1,...,m gilt

0 i =1
(A~ \)z; = { ’
T 1> 1,
oder dquivalent
A, +x;21 ot > 1.

Man nennt dann x; auch einen “Hauptvektor i-ter Stufe”. Hauptvektoren 1-ter Stufe
sind gerade die Eigenvektoren.
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Satz E.13

1. Ist x; Hauptvektor i-ter Stufe zum Eigenwert \ von A, so ist
x; € ker(A — \I)* aber z; ¢ ker(A — AI)""%.
2. Eine Kette von Hauptvektoren ist linear unabhingig.

Beweis:

1. Man priift leicht nach, daf fiir alle i, k gilt

0 1<k
Ti g 1>k

Speziell fiir k =i bzw. k =i — 1 ergibt sich die Behauptung.

2. Esist (0) C ker(A — M)! C ker(A — AI)? C ... C ker(A — A\I)™ eine aufstei-
gende Kette von Unterriiumen, fiir die nach 1. stets z; € ker(A — \I)?, aber
¢ ker(A — \I)*~! liegt. Dann miissen aber die z; nach Lemma V.22 unabhén-
gig sein. U

Satz E.14 Es sei (1, ..., ) eine Kette von Hauptvektoren zum Eigenwert A der
n X n-Matrix A und H := span(z1, ..., Z,,). Dann gelten

1. x € H = Ax € H, d.h. H ist “invariant” unter A.

2. Die Hauptvektorenkette (x1, ..., x.,) ist Basis von H.

3. Ist (U1, ooy Upy L1y ooy Tym, V1, .., Vs ) €ine Basis des K™, wobei (x4, ..., x,,,) Haupt-

vektorenkette ist, so hat A beziiglich dieser Basis eine Darstellung

.0
A = o J
0

mit dem JORDAN-Kasten in den der Position der Kette in der Basis entspre-
chenden Spalten.

Beweis: 1. liest man aus Definition E.12 ab.

2. Die Hauptvektorkette ist unabhingig und damit Basis des von ihr aufgespannten
Unterraumes.

3. Dies folgt wieder mit Satz und Bezeichnung H.22 aus der in Definition E.12
gegebenen Darstellung. O

Mit erheblich mehr Aufwand, als wir hier treiben wollen, beweist man den folgenden
Satz, der nur fiir den komplexen Fall, also das Arbeiten im C" uneingeschrinkt
richtig ist:

Satz und Definition E.15 Zu jeder komplexen n x n-Matrix A € C"*™ gibt es
eine Zerlegung des Raumes

C'"=H,®H®..0 H,

als direkte Summe von Unterrdumen H;, die jeweils eine Kette von Hauptvektoren
als Basis besitzen. Hingt man alle diese Teilbasen aneinander, so entsteht eine Basis
des C", beziiglich der die Matrix A die Darstellung

Ji
A =
Jk

hat, wobei die J; gerade die zu H; gehérenden JORDAN-Késten sind.
Man nennt dies die “JORDANSche Normalform” der Matrix A.
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Zum Beweis: Hat man eine Basis des Gesamtraumes, die aus lauter Ketten von
Hauptvektoren zusammengesetzt ist, so bekommt man die behauptete Matrixdar-
stellung direkt aus dem vorigen Satz E.14. Die Hauptarbeit steckt also im Nachweis
der Existenz solcher Basen und die schenken wir uns. 0
Die JorDANsche Normalform liefert unter anderem den Schliissel zur Losung von
linearen Differentialgleichungssystemen wie etwa dem eingangs betrachteten. Die
Ausfithrung muf auf spéter verschoben werden.

Diese JOrRDANsche Normalform sei fiir ein — noch recht simples — Beispiel bestimmt,.

BE3: Es sei

17 0 =25
A=10 3 0
9 0 -13

Das charakteristische Polynom lautet

17-X 0 —25
Xa(\) =det(A—A)=det| 0 3-XA 0
9 0 —13-2X

=B =N[-(17=N(A34+ X)) +9-25] = (3 =)\ —2)2

Wir haben also zwei verschiedene Eigenwerte A\ = 3, Ay = 2.
(A — 31z = 0 besitzt genau eine unabhiingige Losung, nimlich u; = (0,1,0)7.
Fiir

15 0 —25
(A-2DHz=[0 1 0 |2=0
9 0 -15

existiert wegen rg(A — 2I) = 2 auch nur genau eine unabhéngige Losung, ndmlich
ug = (5,0,3)T. Da aber uy € im(A — 2I) ist, hat auch das inhomogene System

15 0 —25 5
(A-2x=wug,dh. [0 1 0 Jz=|0
9 0 -15 3

eine Losung, ndmlich ug = (%, 0,0)”. Dann ist
(A —2@)uz = uy # 0, aber (A —2I)%uz = (A — 2)uy = 0,

d.h. us ist ein Hauptvektor zweiter Stufe zum Eigenwert 2 von A. Die Vektoren
(u1,us2,u3) bilden eine Basis von R3, in der us,us eine Kette bilden. Nach Satz
und Definition E.15 bekommen wir dann fiir A beziiglich dieser Basis somit die
Matrixdarstellung

3 00
A=10 2 1
0 0 2

in JORDANscher Normalform.

Bilden Sie wie in BE1 die Matrix G mit den Spalten (u1, us,us), dann kénnen Sie
nachrechnen oder analog oben schliefen, daf A’ = G~ F(G ist.

Uberlegen Sie mal, warum es keinen Sinn hat, fiir den Eigenwert 3 eine Hauptvektor
zu suchen? Woran kann man das sehen?

Der Vektor u} := (2,0,1)7 wiire auch ein Hauptvektor gewesen, der mit uy ei-
ne Kette bildet. Es gibt also zu dem Eigenvektor us verschiedene (unabhingige)
Hauptvektoren, die man in die gesuchte Basis aufnehmen kann.

Fiihren Sie die gleichen Uberlegungen nochmal aus, nachdem Sie in A das mittlere
Element von 3 in 2 gedndert haben.
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Normale Matrizen

Im C™ haben wir das Standard-Skalarprodukt

(l‘, y) = Z 5771'
=1

eingefiihrt, das wir jetzt zu den Eigenwertbetrachtungen hinzunehmen. In Definition
M.7 hatten wir schon die adjungierte Matrix eingefiihrt:

Definition E.16 Zu einer Matrix A = (o) € C"*™ heifst die Matrix

A* = AT = (af]) € C"™*" mit o] :==a5;

die zu A hermitesch adjungierte Matrix. Sie entsteht also, indem man A zuerst
transponiert und dann noch alle Elemente konjugiert komplex nimmt.

Aus der letzten Beschreibung erhilt man sofort (siehe auch Satz M.8) die folgenden
Rechenregeln:

Satz E.17 Es ist
1 (AFYH = A, [H =1,
2. (AB)! = BHAH  (Reihenfolge!)
3. (A + 8B =@A” + 3BH  (a,B € C).

Diese Matrixoperation bekommt ihre Bedeutung iiber den Zusammenhang mit dem
Skalarprodukt.

Satz E.18 Esist (v,y) = vy als Matrix-Produkt. Ferner ist
(, Ay) = (AMz,y)
und dadurch ist auch A festgelegt.

Beweis: Die erste Aussage folgt unmittelbar aus den Definitionen. Damit erhalten
wir dann

(x, Ay) = 2™ (Ay) = (a7 A)y = (A" a)y = (A2, y).
Setzt man fiir x,y die kanonischen Einheitsvektoren e;, e; ein, so bekommt man

<€Z‘, A€j> = Oéij

(Afe;, ej) = aﬁ,

sodafs die im Satz genannte Beziehung auch die adjungierte Matrix festlegt. O

Definition E.19 Es sei A € C"*". Dann heifst
— A normal, wenn A" A = AAH und speziell

— A selbstadjungiert oder hermitesch, wenn A" = A, (falls A reell spricht man
von symmetrisch),

— A unitdr,wenn A" = A=1, (falls A reell spricht man von orthogonal).
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Matrizen von diesem Typ tauchen bei vielen physikalischen Problemen auf, ferner
ist ihre Eigenwerttheorie recht iibersichtlich.

Beispiele selbstadjungierter Matrizen kann man sich natiirlich trivial bauen, ferner
erhdlt man direkt aus der Definition, daff eine Matrix genau dann unitir ist, wenn
ihre Spalten eine Orthonormalbasis bilden.

Ein fiir das weitere wichtiges Beispiel selbstadjungierter Matrizen sind die orthogo-
nalen Projektoren:

Es sei U C C™ ein Unterraum, darin (z1, ..., %,) eine ONB. Wir bilden die n x n
Matrix

P:= Z z;zl (Spalte mal Zeile !)
i=1

Es ist dann fiir jedes y € C"

m

m m
Py = szxfly = Zzz<$17y> = Z<$uy>$z
i=1 i=1

i=1
und dies ist nach Satz V.43 gerade das Proximum zu y in dem Unterraum U.

Wir nennen daher P die Matrix der orthogonalen Projektion auf U oder kurz den
orthogonalen Projektor auf U.

Satz E.20 Projektoren sind selbstdjungiert und idempotent, d.h. P?¥ = P und

P? = P und durch diese Eigenschaften charakterisiert.

Beweis: Es ist
H H\H H\H_.H H
P = g () = g () = E xx; = P,
2 H._. H H H H
P = g rir) Ty = E (xi,xjﬂixj = g dijwiwy = g xx; = P.
ij ij i

]
Der Nachweis der restlichen Behauptungen sei als Ubung gelassen. O

Fiir das Arbeiten mit normalen Matrizen ist folgender Satz von Nutzen:

Satz E.21 Fiir A € C"*" gelten

1. (im A)* =ker A7

2. A normal = ker A = ker AY,

3. A normal = C"™ =im A & ker A.
Beweis: Zu 1.: y € (im A)' bedeutet, daf fiir alle z € C" stets 0 = (y, Az) =
(AHy z). Fiir z = A"y folgt dann notwendig Ay = 0, also y € ker A”. Dies kann

man alles umdrehen.
Zu 2.: Es ist

(Az, Az) = (AP Az, z) "2 (AAH 2, 2) = (ATVH AP ¢ 2) = (AH 2, AF2),

also Az = 0 genau wenn A%z = 0.
Zu 3.: Es ist stets C" =im A @ (im A)* = im A & ker A. O

Betrachten wir nun Eigenwerte von Normalen Matrizen.

Satz E.22 Es sei F' € C"*™ normal, A € C. Dann gelten
1. (F— X" = FH — XI und (F — M) ist normal.
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2. Fx = Az < FHg = )z, insbesondere haben I und F¥ dieselben Eigenvek-
toren.

3. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

Beweis: 1.: Dies rechnet man mit Satz E.17 aus.
2.: Nach Satz E.21 haben (F — \I) und (F — M) denselben Kern.
3.: Sind X\ # )\ Eigenwerte zu F' mit Eigenvektoren x,z’; so ist

Ma',z) = (2’ Az) = (2, Fz) = (F'"a,x) = (Vo' z) = N (', @),
woraus wegen A = A’ notwendig (z/, z) = 0 folgt O

Damit erhalten wir den zentralen Satz {iber die Eigenwerte normaler Matrizen, den
sog. Spektralsatz:

Satz E.23 (Spektralsatz) Fiir eine komplexe n x n - Matrix F' sind dquivalent:
1. F' ist normal.
2. Es existiert eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von F.

3. Es gibt orthogonale Projektoren P; und Zahlen \;, (j = 1,...,m), sodaf

(a) P;P;=0 (i#}j),
(c) XL NP =F.

Letzteres nennt man die Spektraldarstellung von F.

Beweis: 1. = 2.: Es seien Ay, ..., \,, samtliche verschiedenen Eigenwerte von F
(nach Satz E.6 gibt es welche), dazu jeweils E; := ker(F — \;I) die entsprechenden
Eigenrdume. In jedem solchen Eigenraum wihlen wir eine orthonormierte Basis. Da
Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal sind, bilden alle diese Basen
zusammen ein ONS (z1,...,2,) in C", das einen Unterraum U := sp(z1,...,2;)
aufspannt.

Ist U = C™ so haben wir eine ONB des C™ aus Eigenvektoren gefunden.

Nehmen wir also an, es sei U # C". Die (z1,...,z,) sind auch Eigenvektoren von
FH und damit ist insbesondere U C U. Dann ist fiir u € U,v € U*:

(u, Fv) = (FHu,v) =0,

da ja FHu € U und v L U. Dies bedeutet aber, daf fiir v € U+ auch Fv € U+
ist, somit FUL+ c U Also bildet F' auch noch den Raum U in sich ab und muf
daher einen Eigenvektor y € UL besitzen. Alle Eigenvektoren waren aber schon in
U, sodah y € UNU* = (0) sein miite, was nicht geht. Folglich ist unsere Annahme
falsch, d.h. schon eine ONB gefunden.

2. = 3.: Sind E; (1 = 1,...,m) die Eigenrdume zu den verschiedenene Eigenwerten
A; von F| so wihle man als P; den orthogonalen Projektor auf den Eigenraum P;.
Ist (zi1,..., Tim,; ) eine ONB im Eigenraum FE;, so ist also

Wz
H
Pi = Z Tik T -
k=1
Fiir ¢ # j sind (zx, zj%) = 0, also

2 : H H § : H
Pin = xikxikxjk’xjk' = (xik,xjk/)xikxjk, =0.
k,k! N
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Ferner ist fiir beliebiges y € C"
> Py =YY zilziny) =v,
i ik

da alle x;, zusammen eine ONB von C" bilden.
Schliefilich ist

Z NPy = Z Z NilTir, Y) Tk = Z Z()\_i%k, Y)Tik
i ik ik
= Z Z<FH1'ikay>xik = Z Z(ﬂfik, Fy)xi, = Fy,
P& ik

womit 3. gezeigt ist.
3. = 1. rechnet man mit Satz E.17 nach. O

Zum besseren Versténdnis dieses Satzes sollten Sie sich unbedingt die folgende Auf-
gabe vornehmen!

Aufgabe E.24 Wie sehen die Projektoren P; aus, wenn die Basis-Eigenvektoren
;5 sdmtlich kanonische Einheitsvektoren sind?

Betrachten wir noch die Spezialfille selbstadjungierter bzw. unitirer Matrizen.

Satz E.25

1. Alle Eigenwerte einer selbstadjungierten (speziell symmetrischen) Matrix sind
reell.

2. Symmetrische (die sind also reell) Matrizen besitzen eine ONB aus Eigenvek-
toren im R™, sind also mittels einer (reellen) orthogonalen Matrix auf Diago-
nalform transformierbar.

Beweis: 1.: Ist Fx = Az, und F¥ = F, so ist
Mz, z) = (x, Fx) = (FH 2, 2) = (Fz,2) = A\, z) = XNz, z),

somit ist A = \ also reell.

2.: Der Eigenraum zu einem Eigenwert A ist der Kern der reellen Matrix F' — \I,
hat somit auch eine reelle ONB. Diese reellen Teilbasen kann man zusammensetzen
und erhélt eine reelle ONB aus Eigenvektoren. O

Satz E.26 Es sei ' € C"*" oder F' € R™*". Im ersten Fall arbeiten wir im Raum
C™, im zweiten im R". Dann sind dquivalent:

1. F ist unitdr bzw. orthogonal, d.-h. F1 = =1 (bei C) bzw. FT = F~1 (bei R).
2. Die Spalten von I bilden eine ONB.

3. Ist (21, ...,2,) eine ONB, so auch (Fx1, ..., F1,).

4. Es ist stets (Fx, Fy) = (z,y).

5. F ist isometrisch, d.h. es ist |Fx| = || fiir alle x.

6.

F ist normal und alle Eigenwerte haben den Betrag 1.
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Beweis: Wir zeigen nur, dafs unitire Matrizen alle die genannten Eigenschaften
haben:
Fir z,y € C" bzw. R" ist

(Fa,Fy) = (F"'Fa,y) = (z,y).

Dies zeigt direkt 4. und fiir x = y auch 5. . Sind z und y orthogonal, so damit auch
Fz und Fy, was 3. liefert. Da die kanonischen Einheitsvektoren eine ONB bilden,
haben wir auch 2. Schliefilich folgt 6. aus 5. fiir Eigenvektoren iiber

|| = |[Fa| = [Ax| = |Al]«],
sodaft notwendig |A| = 1 ist. O

Betrachten wir die orthogonalen Matrizen noch etwas genauer:

n = 2: Die erste Spalte von F' kénnen wir schreiben als (Z?j :i) . Dann muf$ die

zweite notwendig die Gestalt + (_Czlsn@(p) haben, sodaft entweder

F= (09590 _Sm‘p> mit det F = +1,
singp  cosep

oder

F= (C?W sin o ) mit det F = —1
sinp —cosgp
ist. Im ersten Fall ist F’ die ebene Drehung um den Winkel ¢, das charakteristische
Polynom ist
xr(\) = (cosp — \)? +sin? ¢
mit den beiden Lésungen

A2 =cosptising = etie,

Im zweiten Fall hat F' das charakteristische Polynom

xrF(A) =A% —cos? o —sin® p = A% — 1
mit den beiden Eigenwerten A; o = %1. Jetzt ist also F' die orthogonale Spiegelung
an der Nullpunktsgeraden in Richtung des Eigenvektors ((s::)r? ((f%g)) ) zu A\ = +1.

2

n = 3: Das charakteristische Polynom hat Grad 3, hat, da F' reell, auch reelle Ko-
effizienten und alle Nullstellen haben den Betrag 1. Somit folgt:

Entweder sind alle Eigenwerte reell, damit € {£1} und dazu gibt es eine reelle ONB
aus Eigenvektoren. Dann kann F sein die Identitit oder eine Spiegelung an einer
0-Punkts-Ebene, einer 0-Punkts-Geraden oder die Punktspiegelung am Nullpunkt.
Andernfalls ist genau ein Eigenwert reell, also € {£1} und die anderen beiden sind
konjugiert komplex von der Form \; o = e*%. Ist a der reelle Eigenvektor zu dem
reellen Eigenwert, F C R* die dazu orthogonale Ebene, so ist £ = (span(a))’ und
F muf diese Ebene wieder in sich selbst abbilden, wobei die konjugiert komplexen
Eigenwerte e*¥ auftreten. Dies bedeutet: Mit einer geigneten reellen ONB kann
man in diesem Fall F' hnlich transformieren auf

+1
FeF' = cosp —sing
sinp  cosp.

Dies gilt nun sogar allgemein
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Satz E.27 Zu jeder orthogonalen Matrix F' € R"*™ gibt es eine ONB (z1, ..., &)
in R™, beziiglich der F die folgende Gestalt F’ hat

1

F =

Ry

Darin sind die R; jeweils 2 x 2 Drehmatrizen.

Gruppen von Matrizen

An dieser Stelle ist es sinnvoll auf einige Gruppen von Abbildungen einzugehen:

Definition E.28 Eine Teilmenge G C C"*" oder C R™*" heikt Matrix-Gruppe,
wenn gelten

1. mit A,B € G ist auch A- B € G,
2. 1€g,

3. alle Matrizen in G sind invertierbar und die Inverse ist ebenfalls in G.

Beispiele
1. Die Lineare Gruppe GL(n) besteht aus allen invertierbaren n x n - Matrizen.
2. Die unitire Gruppe U,, besteht aus allen unitiren n x n - Matrizen.
3. Die orthogonale Gruppe O,, besteht aus allen orthogonalen n x n - Matrizen.
4

. Die spezielle lineare Gruppe SL(n), spezielle unitire Gruppe SU,, spezielle
orthogonale Gruppe SO,, besteht jeweils aus allen entsprechenden Matrizen
mit Determinante = +1.

5. Die Kreisgruppe besteht aus allen Matrizen der Form e*I mit t € R.

Definitheit und quadratische Formen

Mit einer selbstadjungierten Matrix A ist fiir alle x
(x,Az) = (A2, z) = (Az, z) = (z, Ax)
und somit reell. Also ist die folgende Definition sinnvoll:

Definition E.29 (Definit) Die Matrix A € C"*" sei selbstadjungiert, U C C" sei
ein Unterraum. Dann heifst

— A auf U “positiv definit”, genau wenn fiir alle x € U,z # 0 das Skalarprodukt
(x, Az) > 0 ist.

— A auf U “negativ definit”, genau wenn fiir alle x € U, x # 0 das Skalarprodukt
(x, Az) <0 ist.

— Lidkt man > 0 bzw.< 0 zu, so spricht man von “positiv bzw. negativ semi -
definit”.
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Ist kein Unterraum spezifiziert, so ist U = C™ gemeint.

Definition E.30 (Signatur) Sind U,,U_,U, die Unterrdume, die von allen Ei-
genvektoren zu sdmtlichen positiven, sdmtlichen negativen Eigenwerten bzw. zum
Eigenwert Null einer selbstadjungierten Matrix A aufgespannt werden, so nennt
man das Tupel (ky,k_, ko) aus deren Dimensionen die Signatur von A. (Falls es
keine entsprechenden Eigenwerte gibt, verwende man entsprechend den Nullraum

(0).)

Auf den Rdumen Uy bzw. U_ ist A offenbar positiv bzw. negativ definit. Genauer
gilt

Satz E.31 Ist A positiv definit auf U, so ist dim U < dim U} = k4, ist A positiv
semi-definit auf U, so ist dim U < dim(U; 4 Up) = ki + ko.

Analoges fiir negativ (semi-)definit.

Man beachte, dafs man die Aussage nicht zu U C Uy bzw. U C Uy + Uy etc.
verschirfen kann.

Beweis: Ist A positiv semidefinit auf U, so ist (u, Au) > 0 fiir alle u € U. Ist
x e U_,#0,s0ist (u, Au) < 0. Folglich ist UNU_ = 0 und damit dim U4+dim U_ <
n=ko+ ky+k_,alsodimU < kg + k. Der Rest geht analog. O

Die Signatur hiingt an den Eigenwerten, #ndert sich also nicht bei Ahnlichkeits-
transformationen. Es gilt sogar etwas mehr, nimlich der folgende

Satz E.32 (Trigheitssatz von SYLVESTER) Ist A € C"*" selbstadjungiert und
G € C™ ™ invertierbar, so ist auch G AG selbstadjungiert und hat dieselbe Signa-
tur wie A.

Der Beweis ist eine einfache Anwendung von Satz E.31 und sei iibergangen.
Als Test fiir positiv definit taugt das folgende Kriterium:

Satz E.33 Eine selbstadjungierte Matrix A ist genau dann positiv definit, wenn
alle Haupt-Unterdeterminanten der Form

detAk := det (Oéij) (k: 1,...,n)

K,k

positiv sind, sie ist genau dann negativ definit, wenn (—1)* det Aj, > 0 fiir alle k.
Insbesondere sind damit positiv oder negativ definite Matrizen auch invertierbar.

Beweis: Ist A positiv definit, so sind alle Eigenwerte > 0 und damit auch die
Determinante als Produkt aller Eigenwerte (siche Diagonalform von A). Ferner ist

&
mit z = | :
gn n
(x, Az) = Zaijégj.
ij
Ist jetzt Uy := sp(ea, ..., ex), so ist fir x € Uy also &g41 = ... = &, = 0 und damit

fiir solche x .
(w, Ar) = > &g
i

Folglich ist A positiv definit auf Uy, genau wenn der entsprechende Minor Ay, positiv
definit auf CF ist.
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Ist nun A positiv definit, so auf jedem Uy und damit ist jeder Minor Ay positiv
definit auf C* und hat damit positive Determinante. Dies zeigt die eine Richtung
des Satzes. Fiir die andere braucht man eine subtile Anwendung von Satz E.31. Wir
iibergehen die Details.

Fiir die letzte Behauptung beachte man, dafs A genau dann positiv definit ist, wenn
die Matrix —A negativ definit ist. O

Ein hinreichendes Kriterium fiir Definitheit enth&lt

Satz E.34 Es sei A selbstadjungiert mit “liberwiegender Hauptdiagonale”, d.h fiir
alle k sei
ARk > Z |akj|.
ik
Dann ist A positiv definit.

Beweis: Sei A Eigenwert mit Eigenvektor z und darin &, eine Komponente mit
grofitem Betrag. Dann ist wegen Ax = Az insbesondere

(A= ar)ée = Y ax;&j, dh.

ik
N = arel 1661 <D lang| 1651 < (O lars ) 16kl < lank] €]
7k ik

Folglich liegt A im Innern des Kreises um ay, mit dem Radius |agx| und ist damit
positiv. Da wir mit einem beliebigen Eigenwert begonnen haben, sind also alle
Eigenwerte positiv und damit die Matrix positiv definit. O

Aufgabe E.35 Hat die Matrix F € C™*™ den Rang n (< m), so ist die n X n
Matrix FH F positiv definit und damit invertierbar.

Wir verwenden diese Uberlegungen noch zur Klassifikation der Kurven bzw. Flichen
zweiten Grades im R™. Deren allgemeine Gleichung lautet

Zaizf? + 220%;‘&5;' + 2251'& +7v=0,
=1 1

i<j i=

wobei Oéij,ﬁi,’y € R.

Fiir n = 2 liefert dies die sogenannten “Kegelschnitte”, fiir n > 3 die “Quadriken”
genannten Flichen.

Setzen wir A: = (&j)n,n, Wobel a;; := aj; fiir ¢ > j gesetzt sei,

B &1
b= :
B &n

so kann man mit dem Standard-Skalarprodukt im R"™ obige Gleichung kompakt

schreiben als
(x, Az) + 2 (x,b) +~v = 0. (%)

Da A symmetrisch ist (nach Konstruktion), gibt es eine orthogonale Matrix G,
dh. GH = G71, sodak GH AG =: L Diagonalform hat. Wihlen wir nun als neues
Koordinatensystem gerade die durch die Spalten von G gegebene ONB in R", so
erhilt jeder Vektor 2 € R™ beziiglich der neuen Basis die Darstellung 2’ = Gz,
bzw. z = G2'.
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Damit wird (x) zu
0= (Gz', AGz') +2(Ga',b) + v = (2/,G" AG2") + 2 («/,G""b) + v
= («/, La') +2(a/, GHb> +7,
d.h. mit c:= GHb:
0= (a/,La’) +2(z',c) + . (%%)

Nun haben wir wieder eine Gleichung der Gestalt (x), wobei jetzt aber die Matrix
L Diagonalform hat, d.h. in der ausgeschriebenen Form der zweite Term mit den
“gemischten” Produkten &;&; (i # j) verschwunden ist. Als néchstes versuchen wir
weitere Terme durch eine Translation der Form 2’ = 2" — xy zu beseitigen. Dies
liefert

0= (2" —zo, L(a" — x0)) + 2 (2" — wo,¢) +
= (2", Lz"y — ((xo, L") + (2", Lag) — 2{x",c)) + ((xo, Lzo) — 2 (x0, ) + 7).

Da L symmetrisch ist, ist (xo, Lz") = (2", Lzo) und wir erhalten mit

¢ :=Lxy —c,
" = (w0, Lzo) — 2 (xo,c) +7
als Gleichung fiir unsere Fléiche
0= (2", L")y =2 (", )+~ (3 % %)

Nun gilt es noch, xg geschickt zu wihlen.
Hat L (und ebenso A) die Signatur (k4 ,k_, ko) = (s,t,n — (s + 1)), so haben wir
fiir L die Darstellung

A1

A 0 X )\s-i-t

wobei die A1, ..., As1¢ gerade sdmtliche Eigenwerte # 0 sind.
Wir zerlegen entsprechend

xél) D ) )
To = x(()2) ' c:(c@))’ ¢ = @)

SO A:L’(()l) _ D

J? _ 2

Dann ist

v = (@, Az§y — 202D, Dy — 228D, @) 4 4.

A ist invertierbar und wir bestimmen xél) so, daf Aasél) =™ dh. ¢P =0 wird.

Es ist dann ) ,
v =7 = (g, V) - 2ag?, ).
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Nun haben wir zwei Félle:

Fall 1 : Es ist ¢ =0 : (Hierzu gehort auch der Fall, daf s 4t = n).

Dann ist jetzt ¢/ = 0, d.h. der lineare Term ist beseitigt und wir haben ferner
V== (g ).

Fall 2 : Es ist ¢® #£0:

Dann ist ¢/?) # 0, d.h. die zu Eigenwerten = 0 gehdrigen Komponenten des linearen

Termes verschwinden nicht alle. Dafiir kann man $82) so wahlen, dafl v/ = 0 wird.

Die erhaltene Gleichung (%) kdnnen wir noch folgendermafien kompakt schreiben:
Setzen wir zu 2" = (&1, ...,&,)7 fest, daB & := (&1,...,&,, 1)T sei und

A
. 0 0
L | ¢ Astt
F = ( (CI)T / ) = 0 (2) )
’Y 0 c/
0
@hT
0 @7 | ¥ ) rrnen

wobei also stets entweder v/ = 0 oder ¢ 2

(* * *) die Darstellung

= 0 erreicht werden kann, so bekommt

(&, F&) = 0. (+)

Bemerkung E.36 Im Falle ¢ = 0 spricht man von einer Kurve bzw. Fliche mit
Zentrum, im Falle ¢ # 0 von einer Kurve bzw. Fliche ohne Zentrum.

Wir wollen nun die Félle n = 2,3 genauer studieren:

Im Falle n = 2 reden wir statt von Flachen von Kurven und erhalten die bekannten
Kegelschnitte.

Die wichtigsten Spezialfélle fiir n = 2 sind:

s=2:
Die Kurve hat ein Zentrum, also ¢ = 0, A1, Ao > 0.
(% # %) lautet: \i€F + A2€3 4 = 0 oder nach Multiplikation mit o := —

Fiir v > 0 hat dies keine Losung, fiir v < 0 ist es die Gleichung einer FEllipse mit
den Halbachsen a; := ,/|)\ll|, ay = ,/|Alz|. Fiir A\; = X2 gehort hierzu auch der
Kreis.

s=1,t=1:
Die Kurve hat ein Zentrum, also ¢ = 0, A1 > 0, A2 < 0. Gleichung (x * *) lautet:
IA1|€F — [X2]€3 + v = 0 und dies liefert fiir v # 0 analog oben eine Hyperbel.

s=1,t=0:
¢ = (9,) mit 2 # 0. Die Kurve hat kein Zentrum.
Gleichung (* * *) lautet: \1&2 + 2726 + v = 0 und dies ist die Gleichung einer

Parabel.
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Die weiteren Félle liefern entweder die schon behandelten Kurven (etwa s = 0,
t = 2) oder Ausartungen zu Geraden oder Punkten. Die Details seien dem Leser
iiberlassen.

Spezialfalle fiir n = 3:

s=3:

A1, A2, A3 > 0, die Fliache hat ein Zentrum, d.h. ¢ = 0. Die Gleichung (x * *) lautet:
MET + X3 + X385+ = 0.

Fiir v > 0 hat dies keine Losung, fiir v < 0 ist es die Gleichung eines FEllipsoids.
Fiir den Fall, daff zwei oder gar alle drei Eigenwerte gleich sind, ergibt dies das
Rotationsellipsoid bzw. die Kugel. Das Ellipsoid ist ein beschrinktes Gebilde und
der Schnitt mit jeder Ebene ist eine Ellipse (oder leer).

Im folgenden seien die wichtigsten Fille tabellarisch aufgefiihrt, wobei wir die Ma-
trix F' aus (+) benutzen und dabei noch einige einfache Normierungen vornehmen.
Die p; bezeichnen positive Zahlen. Die weiteren Fille liefern aufier Entartungen
wie Ebenen, Geraden, Punkte, keine wesentlichen neuen Fléchen und seien deshalb
iibergangen.

_ ( ) (Leere Menge)
Ty p&E + okl + palG +1=0
o <+ n ) (Ell;psoid) , ,
+ 1€y + pady +p3fs —1=0
Fo (+ ) (+ n ) (Einschaliges Hyperboloid)
L) T [11E7 + p2€l — paéd —1=0
o <+ n ) <+ _ > (Zw2eischali2ges Hygerboloid)
) T p&i — peés —psés —1=0
P <+ " > (Ell;ptische2s Paraboloid)
0 0 w187 + pads = 283
P <+ ) (Hyperbolisches Paraboloid)
°% €3 — poks = 2&3
o <+ N > (* _ ) (Ell;ptische; Doppglkegel)
N 0 ’ N 0 M1€1 + M2€2 = ,U/3§3
o <+ 4 > (Ell;ptischeQr Zylinder)
P&t + peés =1
o (Jr ) ( _ ) (Hyperbolischer Zylinder)
0 + Ml&% - M2§§ =1
( + ) (Parabolischer Zylinder)
F = 9
0 Mlgl = 262
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