H Homomorphismen

K bezeichnet wieder die reellen oder die komplexen Zahlen.
Wir hatten gesehen, dafl eine n x m Matrix A {iber

K™ >z f(x):= Az € K"
eine Abbildung definiert, fiir die fiir alle x,y € K™, a € K gilt:

flx+y) = flz)+ f(y)
fla-z)=a- f().

Diese Formeln greifen nur auf Operationen zuriick, die in jedem Vektorraum erklart
sind.

Definition H.1 (Homomorphismus, lineare Abbildung) U,V seien Vektor-
rdume iiber demselben Korper K. Eine Abbildung f : U — V heifst “linear” oder
ein “Homomorphismus”, wenn fiir alle x,y € U, alle « € K gilt:

HI: f(x+y) = f(z) + f(y)

H2: f(a-z)=a- f(x).

Die Menge aller Homomorphismen von U nach V' bezeichnen wir mit Hom(U, V).
Stimmen die beiden Riume iiberein, ist also U = V, so reden wir auch von einem
“Endomorphismus” und schreiben End(U) statt Hom(U, U). Ist der Bildraum V der
Grundkérper K selbst, also der eindimensionale Raum der reellen oder komplexen
Zahlen, so spricht man spezieller von “linearen Funktionalen”.

In vielen physikalischen Zusammenhéingen ist es auch iiblich, statt von Homomor-
phismen von ‘linearen Operatoren” zu reden.

Die Rechenregel H1 iibertragt sich sofort auf mehrere Summanden, sodafs wir zu-
sammen mit H2 die folgenden sténdig anzuwendenden Regeln haben.

Satz H.2 Es sei f € Hom(U, V). Dann ist
1. f(0) =0 und
2. fiir jede Linearkombination ist f(3_71, ajx;) = 300 ;i f(x)).

Bemerkung H.3 Statt Hom(U, V) ist auch L(U, V') gebrduchlich — L von linear
~, fiir f € Hom(U,V) auch U % V.

Beispiele H.4 1. Fiir jede n x m Matrix A liefert
f: K™= K" xw f(z):= Ax

einen Homomorphismus f € Hom (K™, K™).

2. Nehmen wir als Raum U die auf ganz R stetig differenzierbaren Funktionen, als
V' die auf ganz R stetigen Funktionen und als f die Abbildung “Differenzieren”,
die also jeder Funktion in U ihre Ableitung, die dann in V' liegt, zuordnet, so
ist dies nach den elementaren Regeln fiir das Differenzieren einer Summe und
das Behandeln von Zahlen-Faktoren ein Homomorphismus.

3. Dies kann man auf kompliziertere “Differentialoperatoren” ausdehnen, die etwa
auch hohere Ableitungen und Kombinationen von verschiedenen Ableitungen
ein und derselben Funktion liefern. Auch hier entstehen Homomorphismen. So
etwas taucht etwa bei Schwingungsproblemen auf.
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4. Einer auf ganz R stetigen Funktion g(t) kénnen wir ihre Stammfunktion G(z) :=
fox g(t)dt zuordnen, die selbst wieder auf ganz R stetig ist. Nach den Regeln
iiber das Integrieren einer Summe und das Umgehen mit Zahlen-Faktoren ist
dies wieder ein Homomorphismus, genauer eine Endomorphismus im Raum
der auf ganz R stetigen Funktionen.

5. Weitere physikalisch relevante Beispiele sind etwa die “partiellen Differential-
operatoren” V und A, die Sie bald in Ihrer Physikvorlesung kennenlernen wer-
den.

Wenn wir also im Weiteren Homomorphismen studieren, so gelten diese Ergebnisse
stets fiir die durch Matrizen gegebene Abbildungen aber gleichzeitig bekommen wir
Aussagen iiber Differentialoperatoren, die Sie speziell im Zusammenhang mit den
in der Physik allgegenwirtigen Differentialgleichungen brauchen werden.

Eine erste solche zentrale Aussage ist

Satz H.5 “Ein Homomorphismus ist durch seine Werte auf einer Basis eindeutig
bestimmt,”
d.h. sind U,V zwei reelle oder zwei komplexe Vektorrdume, (u1, ..., u,,) eine Basis
in U, und ist (y1, ..., ym) eine beliebige Familie in V, so gibt es genau einen Homo-
morphismus f € Hom(U, V') mit

fluj)=y; (G=1,2,..,m).

Fiir ihn gilt
r=> &uj flx) =Y &yj
j=1 j=1

Beweis: Da (uq,...,u,,) Basis von U ist, besitzt jedes + € U eine eindeutig be-
stimmte Darstellung als x = >°7" | {;u;. Damit ist durch

v f(2) =) &y;
j=1

eine Abbildung f : U — V definiert, fiir die trivialerweise f(u;) = y; gilt, und die
iiberdies, wie Sie leicht nachrechnen kénnen, die Forderungen H1 und H2 erfiillt.
Somit ist diese Abbildung f ein Homomorphismus. Ist nun ¢ € Hom(U, V) irgend
ein Homomorphismus, mit g(u;) =y; (j =1,2,...,m), so gilt mit Satz H.2

g(z) = g(z §ug) = ijg(uj) = Zﬁjyj = f(z),

sodaf also g = f. Der Homomorphismus ist also eindeutig bestimmt. O

Fiir den Spezialfall, daf U := K™ mit der Basis (u1, ..., u,) aus den kanonischen
Einheitsvektoren (e, ..., e,,) und V := K™ ist, kdnnen wir einen solchen Homomor-
phismus sofort durch eine Matrix beschreiben, wenn wir nur an den Spruch

die Spalten sind die Bilder der Einheitsvektoren

denken. Bilden wir ndmlich die Matrix Y, deren Spalten gerade der Reihe nach die
vorgegeben Vektoren y; € K" sind, so liefert ja

K"szw f(z) =Yz e K"

einen Homomorphismus, fiir den eben f(e;) := Ye; = y; ist, der also gerade die
gegebene Aufgabe 16st.
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Abbildungen kann man unter geeigneten Randbedingungen zusammensetzen, indem
man erst die eine und danach die andere ausfiihrt. Dies geht natiirlich auch bei
Homomorphismen.

Satz und Definition H.6 Es seien U,V,W Vektorrdume, f € Hom(U,V), g €
Hom(V,W). Dann gelten

1. Durch idy : U — U,u — idy(u) := u ist ein Homomorphismus € Hom (U, U)
gegeben, die sogenannte Identitit in U.

2. Durch go f : u— g(f(u)) ist ein Homomorphismus go f € Hom(U, W) erklart.
(Reihenfolge beachten!)

3. Ist g o f surjektiv, so ist g surjektiv.
4. Ist g o f injektiv, so ist f injektiv.
5. Gibt es zu f € Hom(U, V) ein g € Hom(V,U), sodafs

go f=idy, fog=idy,

so heifsen f und g zueinander inverse “Isomorphismen”. Man notiert dann auch
g = . In dieser Situation sind g und f beide bijektiv.

Gibt es einen Isomorphismus f € Hom(U, V') zwischen den Rdumen U und V,
so heilen diese Rdume “isomorph”.

6. Fiir die durch passende Matrizen dargestellten Homomorphismen f4 : z — Ax
und g : y — By ist gg o fa : x — BAux, d.-h. das Hintereinanderausfiihren
entspricht der Matrixmultiplikation. Zueinander inverse Isomorphismen im K"
werden durch zueinander inverse Matrizen beschrieben.

Beweis: 1.: Dafs fiir idy die Eigenschaften H1 und H2 gelten, konnen Sie wohl
selbst.

2.: Wir haben fiir g o f die Eigenschaften H1 und H2 nachzuweisen, die fiir f und
g jeweils einzeln gelten:

(g0 f)(ur +uz) = g(f(ur +us)) "= g(f(ur) + f(uz))

HL

L g(f(wr)) + g(f(u2)) = (g0 f)wr) + (g o f)(uz).

(90 f)(au) = g(flow) "2 glafu) "27 ag(f(u) = algo f)(u).

3.: Ist g o f surjektiv, so gibt es zu jedem w € W ein uw € U, mit w = (go f)(u) =
g(f(u)). Mit v := f(u) ist also w = g(v) und da w € W beliebig war, ist somit g
surjektiv.

4.: Ist g o f injektiv, so gilt: Ist (g o f)(u) = (go f)(u), so ist u = v’. Ist nun fiir
u,u’ € U schon f(u) = f(u'), so ist trivialerweise (go f)(u) = (go f)(u’) also wegen
unserer Voraussetzung dann u = v/ und damit f injektiv.

6.: Das hatten wir schon im Matrizen-Kapitel gesehen. O

Fiir das Weitere benotigen wir noch ein paar Begriffe:

Definition H.7 (Kern, Bild) Ist f € Hom(U, V') so heifit

ker f:={u € U| f(u) =0} der “Nullraum” oder “Kern” von f,

im f:={f(u) € V|ueU} das “Bild” von f.

Dies gilt natiirlich auch fiir den durch eine n x m-Matrix A dargestellten Homo-
morphismus f4. Wir bezeichnen hier kurz

ker A :=ker f4 = {x € K™ | Az = 0} als den “Kern” von A und

imA:=im fy = {Ax € K™ | x € K™} als das “Bild” von A.
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Satz und Definition H.8 (Rang, Defekt) ker f und im f sind Unterrdume von
U bzw. V. Man nennt die Dimension des Bildes den “Rang” von f : rg f := dimim f,
und die Dimension des Kernes den “Defekt” von f : def f := dimker f.
Entsprechend der vorigen Definition redet man auch von dem Rang einer Matrix
bzw. dem Defekt einer Matrix.

Beweis: (der Unterraum-Aussagen:) Wegen f(0) = 0ist 0 € ker f und 0 € im f.
Sind z,y € ker f,a, 8 € K, so ist f(az + fy) = af(z) +Bf(y) =a-0+3-0=0,
also ax + By € ker f. Somit ist ker f ein Unterraum.

Sind v,w € im f, so gibt es z,y € U, sodak v = f(x),w = f(y). Dann gilt fiir
beliebige Koeffizienten o, f € K : av + fw = af(x) + 8f(y) = f(ax + By) € im f.
Somit ist auch im f ein Unterraum. O

Diese Begriffe von Kern und Bild werden uns insbesonder im Zusammenhang mit
linearen Gleichungen aller Arten beschiftigen, da wir iiber sie etwa formulieren kon-
nen, ob eine Gleichung {iberhaupt l6sbar bzw. eindeutig 16sbar ist. Eine Reihe wich-
tiger Aussagen dariiber enthilt der folgende Satz, der fiir allgemeine Homomorphis-
men formuliert ist, aber natiirlich insbesondere fiir die “Matrix-Homomorphismen”
fa gilt.

Satz H.9 Es sei f € Hom(U, V). Dann gelten
1. f injektiv < ker f = (0).
2. f surjektivsim f =V.
3. f bijektiv < (ker f = (0) und im f = V).
Sei (x1, ..., Zm) eine Familie in U. Dann gelten
4. (f(x1),..., f(xn,)) unabhdngig (in V) = (x1, ..., ;) unabhingig (in U).
5. (x1,...,xm) unabhdngig und f injektiv = (f(z1),..., f(zm)) unabhingig.
6. (v1,...,xy) erzeugend fir U = (f(x1),..., f(xm)) erzeugend fiir im f.
7. (x1,...,xm) erzeugend fiir U und f surjektiv = (f(z1),..., f(zm)) erzeugend
fir V.
Ist (z1,...,xm,) eine Basis von U, so gilt
8. f ist bijektiv = (f(x1), ..., f(xm)) ist Basis von V = f ist Isomorphismus =
[ bijektiv.
Beweis:

1. f injektiv liefert insbesondere, daff f(x) = 0 nur fiir = 0 gelten kann. Ist
ker f = (0) und f(z) = f(y), soist f(y —x) =0, also y — z € ker f und damit
y—x=0,alsoxr=y.

2. Dies folgt trivial aus der Definition.
3. folgt direkt aus 1. und 2..

4. Wir betrachten eine Linearkombination der z;, die 0 ergibt: 0 = Z;"Zl o;T;.
Dann ist 0 = f(0) = f(3°)L, ajo;) = X251, a;f(x;). Da die f(z;) unabhin-
gig sind, miissen notwendig alle Koeflizienten o; = 0 sein. Wir haben also
gezeigt: Aus ZT:l ajz; =0 folgt oy = ... = a,, = 0, d.h. die (21, ..., 2,,) sind
unabhingig.

5. 8ei 0= >7" ;f(z;). Dann ist auch 0 = f(3°7, ajz;), dh. 3500, ey €
ker f = (0). Alsoist )7, a;z; = 0 und, da die x; unabhéngig sind, sind also

alle @; = 0. Somit sind also mit dem selben Schlufi wie eben nun die f(x;)
unabhingig.



H-5

6. Sei y € im f. Dann gibt es ein € U, mit dem y = f(z). Da (21, ...,2m)
erzeugend fiir U ist, kann man x darstellen als « = 377", a;z;. Dann ist

y = f(x) = f(ZTZl o;T5) = Z;nzl a; f(z;), d.h. (f(z1),..., f(zm)) erzeugt

im f.
7. Dies ist wegen 2. und 6. trivial.

8. Als Basis ist (1, ..., 2y, ) unabhingig und erzeugend.

Ist f bijektiv, so injektiv und surjektiv. Also ist (f(x1),..., f(2m)) nach 5.
unabhingig und nach 7. erzeugend fiir V, also Basis von V.

Ist (f(x1),..., f(zm)) Basis von V| so gibt es nach Satz H.5 einen Homomor-
phismus g € Hom(V,U), der g : f(z;) — z; (j = 1,2,...,m) bewirkt. Fiir
ihn ist dann g o f = idy; denn es gilt dann fiir alle j
f
zj = fx) & g(f(x)) =

und da (z1, ..., ¥, ) eine Basis ist und trivialerweise auch fiir alle j jaidy (z;) =
x; gilt, muf go f = idy sein.

Ferner ist f o g =idy; denn es ist wieder fiir alle j

Fla) & g(f ;) = 25 ¥ flay)

und da (f(z1),..., f(zm)) eine Basis und ebenfalls stets idy (f(z;)) = f(x;)
ist, folgt f o g =idy . Damit ist f ein Isomorphismus.

Da idy und idy jeweils injektiv und surjektiv sind, miissen also nach Satz und
Definition H.6 beide Abbildungen f und g jeweils injektiv und surjektiv, d.h.
bijektiv sein. N

Wenden wir dies auf den durch eine Matrix A gegebenen Homomorphismus an,
so sind ja die kanonischen Einheitsvektoren e; ein Erzeugenden-System fiir den
Urbildraum und damit nach Satz H.9,6. deren Bilder erzeugend fiir das Bild im A.
Nun gilt aber

die Spalten sind die Bilder der FEinheitsvektoren

und damit erzeugen also die Spalten einer Matrix gerade den Bildraum der Matrix.
Wir haben also

Satz H.10
1. Die Spalten einer Matrix sind ein Erzeugendensystem fiir das Bild,

2. der Rang einer Matrix ist die Maximalzahl unabhéingiger Spalten. Man redet
daher auch von dem “Spaltenrang” einer Matrix.

Zwischen dem Rang, also der Dimension des Bildes, und dem Defekt, also der Di-
mension des Kerns besteht eine wichtige Relation:

Satz H.11 Fiir jeden Homomorphismus f € Hom(U, V) ist
def f +rg f =dimU,
bzw. fiir Matrizen A € K"™*™ formuliert
defA+r1rgA=m (=dim K™).
Letzteres kann man auch so formulieren:

def A =dimkerA=m —rgA
= (Anzahl aller Spalten) — (Maximalzahl unabhéngiger Spalten)
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Beweis: Wir wihlen eine Basis (uq,....,us) von ker f C U — dann ist s = def f
— und ergénzen sie zu einer Basis (ui,...., Us, Ust1, ..., Um) von ganz U. Dann ist
nach Satz H.9 die Familie (f(u1), ..., f(um)) erzeugend fiir im f. Nach Konstruktion
ist aber f(u1) = ... = f(us) = 0, sodaf schon (f(wst1),..., f(um)) erzeugend fiir

im f ist. Sei nun > 7" ., a;f(u;) = 0. Dann ist also 0 = f (Z;"Zsﬂ OéjUj) , d.h.
es ist Z;n:sH a;u; € ker f. Da (uq, ...., us) eine Basis von ker f war, ist mit gewis-
sen Koeffizienten (3; also 37" .| cju; = 377 Bju;. Nun sind aber (ui,....,un)
als Basis unabhéngig, sodafs notwendig alle Koeffizienten o; und 3; verschwinden
miissen. Insbesondere ist also notwendig o541 = ... = au,, = 0. Folglich sind also die
(f(ust1), -, f(um)) auch unabhingig und somit eine Basis fiir im f.

Also ist rg f = dimim f = m — s oder dimU = m = s+ rgf = def f + rg f, was
behauptet war. O

Letzteres liefert uns nun auch eine wichtige Charakterisierung von Isomorphismen
bzw. von invertierbaren Matrizen.

Satz H.12 Es seien U,V Rédume derselben Dimension, dimU = dimV = m, und
f € Hom(U, V). Dann sind dquivalent:

1. f ist Isomorphismus.
. f ist injektiv.

2

3. f ist surjektiv.

4. f bildet eine Basis von U in eine Basis von V ab.
5

. f bildet jede Basis von U in eine Basis von V ab.

Beweis: Aus 1. folgen trivialerweise 2. und 3. Zum Beweis, daf bei gleichen Dimen-
sionen von U und V schon jeweils eine der Eigenschaften injektiv oder surjektiv die
andere impliziert, benutzen wir die eben gezeigte Dimensionsformel:

dimker f + dimim f =dim U = dim V.

Ist f injektiv, so ist ker f = (0), also dimker f = 0, folglich dimim f = dim V' und
damit f surjektiv.

Ist f surjektiv, so ist im f = V, also dimim f = dimV = dimU und somit
dimker f = 0, also ker f = (0) und folglich f injektiv.

Die restlichen Aussagen beweist man leicht mit Satz H.9. O

Fiir Matrizen formuliert bedeutet dies

Satz H.13 Ist A € K™*", also eine quadratische Matrix, f := fa der zugehérige
Homomorphismus € Hom(K™, K™), so sind dquivalent:

1. f ist Isomorphismus.

A ist invertierbar.
rg A =n.
ker A = 0.

Die Spalten von A erzeugen den K™.
Die Spalten von A sind Basis des K™.

S v R N

Beweis: Man priift leicht nach, daff die Identitdt im K™ durch die n x n Einheits-
matrix I,, beschrieben wird. Damit folgen:

1. & 2.: Ist f ein Isomorphismus, so existiert ein ¢ € Hom(K™, K™) mit go f =
fog=1idgn . Sei G die zugehorige Matrix, dann ist AG = GA = I,, und somit A
invertierbar.
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Ist andrerseits A invertierbar, so setzte G := A~!, g : x — Gz € Hom(K", K").
Dafiir rechnet man leicht nach, dafs go f = fog =idgn, also f ein Isomorphismus.
1= 3.,4., 5., 6.: Ist f Isomorphismus, so ist nach Satz H.12 (f(e1), ..., f(e,)) Basis.
Dies sind aber genau die Spalten von A. Dies gibt 6.. Als Basis sind sie unabhéngig
und erzeugend, was 3. und 5. liefert. Zusammen mit der Dimensionsformel folgt
auch die Aussage iiber den Defekt.

Derselbe Zusammenhang zwischen den Spalten von A und den Werten von f auf
der kanonischen Basis (eq, ..., e,) liefert

bei 6.: f bildet eine Basis in eine Basis ab und ist somit Isomorphismus,

bei 5.: f ist surjektiv, somit Isomorphismus (Satz H.12 und gleiche Dimensionen!),
bei 3.(und analog bei 4.): rg f = n = def f = 0 (nach Satz H.11) = f injektiv (nach
Satz H.9) = f Isomorphismus (nach Satz H.12), womit in allen Féllen 1. folgt. O

Im Kapitel {iber Matrizen hatten wir die GAUSS-JORDAN-Elimination behandelt
und dabei insbesondere die Invertierbarkeit von Matrizen untersucht. Wir hatten
in Satz H.9,5. gesehen, daf die Multiplikation mit einer invertierbaren Matrix, al-
so insbesondere die GAUSS-JORDAN-Elimination den Rang nicht verindert. Damit
folgt insbesondere:

Geht eine n X n Matriz A durch GAUSS-JORDAN-Elimination tiber in die Matrixz
CA = A und ist dies die n x n Einheitsmatriz I, so ist A invertierbar und C die
Inverse.

Ungeklirt war die Frage nach der Invertierbarkeit von A, wenn A # I, ist. Dies
kénnen wir nun beantworten.

Nach Satz M.10 gilt: Sind A und C invertierbare Matrizen, so ist auch C'A inver-
tierbar. GAUSS-JORDAN-Elimination iiberfiihrt A in A = C A, wobei C invertierbar
ist. Ist also A nicht invertierbar, so kann A selbst auch nicht invertierbar sein. Nun
betrachten wir die GAUSS-JORDAN-Form A einer n x n Matrix A. (Siehe Definition
M.14). Es ist dann notwendig rg A = rg A.

Fall 1: A enthilt n Pivotspalten: Dann ist notwendig A = I,, und wir wisen, daf in
diesem Fall A invertierbar ist.

Fall 2: A enthilt r < n Pivotspalten: Dann enthalten die Zeilen von A mit Nummern
r+1,...,n nur Nullen, d.h. die Spalten von A erzeugen nicht den ganzen K"™. Nach
Satz H.13 ist dann A nicht invertierbar, also auch A selbst nicht.

Wir fassen dies zusammen zum

Satz H.14 Es sei A eine n x n Matrix, (A|C) die GAUSS-JORDAN-Transformierte
der Matrix (A|I,,). Dann gilt folgende Alternative:

Entweder ist A = I, : Dann ist A invertierbar und C = A1

Oder es ist A # I, : Dann ist A nicht invertierbar.

Lineare Gleichungen

GAuss-JorDAN-Elimination hatten wir auch im Zusammenhang mit linearen Glei-
chungssystemen behandelt. Dies greifen wir nun auf der Ebene der Homomorphis-
men wieder auf.

Satz H.15 Es seien U,V Vektorrdume (iiber demselben Kérper), f € Hom(U, V).
Wir bezeichnen zu v € V mit

L(f;v) :={u e U] f(u) = v},

also die Menge aller Losungen der Gleichung f(u) = v.
Dafiir gelten
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1 (L(f;v) #0) & (v €im f)

2. Ist v € im f und ug € L(f;v), so ist
L(f,v) =uo +ker f, d.h. L(f,v) ={u €U | u=wup+ v mit u’ € ker f}.

Bemerkung H.16 Man nennt fiir v # 0 die Gleichung f(u) = v eine “inhomoge-
ne” Gleichung und f(u) = 0 die zugehdrige “homogene” Gleichung. Die Lisungen
der homogenen Gleichung bilden definitionsgeméf genau den Kern von f, also den
Unterraum ker f C U. Mit diesen Bezeichnungen sagt unser Satz:

1. f(u) = v besitzt (mindestens) eine Lésung genau, wenn v € im f.

2. Ist f(u) = v Iésbar und ug irgendeine Losung der inhomogenen Gleichung, so
erhédlt man alle Losungen von f(u) = v, indem man zu allen Lésungen der
homogenen Gleichung jeweils diese spezielle Losung uo addiert.

Beweis: 1. ist nach der Definition von im f klar.

2.: Ist up € L(f,v) und u' € ker f, so ist f(ug +u') = f(ug) + f(v') =v+0 = v,

sodaf also ug + ker f C L(f,v).

Sind umgekehrt v und ug beide in L(f,v), soist 0 = v—v = f(u)—f(uo) = f(u—wuo),

d.h. u—wugp € ker f. Damit ist u = ug+ (u—ug) € ug+ker f, also L(f,v) C ug+ker f.
(|

Der Kern ker f ist nach Satz H.11 ein Unterraum von U mit der Dimension s :=
def f = dim U —rg f. Wir sagen dafiir (etwas unpréizise) auch:

Die Gleichung f(u) = v besitzt s = def f = dim U — rg f unabhéngige Losungen.

Satz H.17 (L6sungen linearer Gleichungen) Es seien U,V endlich-dimensio-
nale lineare Riume, f € Hom(U, V). Dann gelten

1. f(u) = v ist Iosbar, genau wenn v € im f. Ist f(u) = v losbar, so gibt es
dim U — rg f viele unabhingige Losungen.

Insbesondere haben wir die folgenden Spezialfille:
2. f(u) = v ist fiir jedes v € V lbsbar, genau wenn rg f = dim V.

3. f(u) = v besitzt (wenn iiberhaupt) stets nur eine Ldsung, genau wenn rg f =
dim U.

4. f(u) = v ist fiir jedes v € V eindeutig l6sbar, genau wenn rg f = dimU =
dim V| also genau wenn f ein Isomorphismus ist.

Beweis: 1. ist die Aussage von Satz H.15.

2. f(u) = v ist genau dann fiir jedes v € V l6sbar, wenn im f = V, alsorg f = dim V.
3. Sei f(u) = v losbar. Dann ist die Losung eindeutig, genau wenn ker f = (0), d.h.
dimU —rg f = 0.

4. ist eine Zusammenfassung von 2. und 3. und Satz H.12. O

Dies gilt natiirlich insbesondere fiir die durch n x m Matrizen A € K™*™ gegebenen
Homomorphismen f € Hom(K™,K™) : f(r) = Az. Hier ist dimU = m = die
Spaltenzahl, dim V' = n = die Zeilenzahl und rg f = rg A = der Spaltenrang von A.
Wir formulieren Satz H.17 fiir diesen Fall nochmal neu als

Satz H.18 Es sei A € K™*™ eine n X m Matrix. Dann gelten

1. Das Gleichungssystem Ax = y ist losbar < y € im A < rg A = rg(Aly).
Dabei ist (Aly) die um die Spalte y verlidngerte Matrix. (Vergleiche Kapitel M).

Ist Ax = y l6sbar, so gibt es def A = m — rg A = (Spaltenzahl - Maximalzahl
unabhéngiger Spalten) viele unabhingige Lisungen.
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Wir haben wieder folgende Spezialfélle:

2. Az = y ist fiir jedes y € K" lésbar < rg A = n < Die Spalten von A erzeugen
den K™.

3. Az = y ist, wenn iiberhaupt, dann jeweils eindeutig lIésbar < rg A = m < Die
Spalten von A sind unabhingig.

4. Ax =y ist fiir jedes y € K™ eindeutig losbar < n = m =rg A < A invertier-
bar.

Beweis: Wir haben nur wenig zusétzlich zu zeigen.
Zu 1.: Die Spalten von A erzeugen im A. Somit folgt

y €im A & y € span(Aey, ..., Aep,)
< dim span(Aey, ..., Ae,,) = dimspan(Aey, ..., Aem, y),

d.h. rg A = rg(Aly).

Fiir die Defektformel siehe Satz H.11.

Zu 2.: Es ist rg A = dim K™ = n < span(4ey, ..., Aey,) = K™.

Zu 3.: Es ist rg A = m < A besitzt m unabhingige Spalten (und das sind ja alle
Spalten von Al).

Zu 4.: Siehe Satz H.13 O

Im Kapitel tiber Matrizen hatten wir gesehen, dalt GAUSS-JORDAN-Elimination die
Losungsmenge nicht verdndert. Nehmen wir also an, wir héitten das System Az =y
auf Az = b transformiert, wobei A in GAUSs-JORDAN-Form (siche Definition M.14.)
Dann bedeuten die Aussagen von Satz H.18:

Satz H.19

1. Az = b ist lésbar < die zu den “Nullzeilen” von A gehorenden Komponenten
von b sind selbst = 0.
Ist das System losbar, so hat es soviel unabhéngige Losungen, wie A an “Nicht-
Pivot-Spalten” enthélt.

2. Az = b ist fiir jedes b losbar < A enthilt keine Nullzeile.

3. Az = b ist wenn iiberhaupt, dann jeweils eindeutig l6sbar < A enthilt nur
Pivot-Spalten

4. Az = b ist fiir jedes b eindeutig lésbar < A = I,, = (n x n)-Einheitsmatrix.

Basistransformation

Ein wichtiges Handwerkszeug beim Umgang mit Matrizen oder allgemeiner mit
Homomorphismen zwischen endlichdimensionalen Rdumen ist das Darstellen mittels
geeigneter Basen und der Ubergang von einer solchen Darstellung zu einer anderen.
Wir beginnen mit folgendem

Problem H.20 Es seien B = (uq, ..., Um) und B’ = (u}, ...,u,) zwei Basen in K™.
Dann besitzt jeder Vektor u € K™ eindeutig bestimmte Darstellungen

m m
u = E Luj = E iU
j:l =1

& m
Deren Koeffizientenvektoren seien v = | : |, y=| :

Em TIm
Wie erhilt man y aus x?
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Losung Schreibt man die Spaltenvektoren der jeweiligen Basis als die Spalten einer
Matrix R fiir B, bzw. einer Matrix S fiir B’, (die Matrizen R und S sind dann
invertierbar), so haben wir ja

u = Rx = Sy,

und wir bekommen
y=S"'Rx.

Von speziellem Interesse ist natiirlich der Fall, dafs eine der Basen die der kanoni-
schen FEinheitsvektoren ist. Hier ist dann eine der beiden Matrizen R oder S die
Einheitsmatrix und fallt damit in der eben gewonnenen Formel weg.

Kombinieren wir dieses Ergebnis noch mit einer durch eine Matrix A dargestellten
Abbildung;:

Problem H.21 Es sei A eine n x m-Matrix, B = (u1, ..., u,,) eine Basis im K™,
B’ = (v1,...,v,) eine Basis im K". Zu uw € K™ sei v := Au, ferner haben wir die
Darstellungen beziiglich der anderen Basen

m n
u = E &uy, v= g ;0
j=1 i=1

& m
Deren Koeffizientenvektoren seien wieder x = | : |, y= | :

Em TIm
Wie erhilt man y aus x?

Losung Schreibt man die Spaltenvektoren der jeweiligen Basis als die Spalten einer
Matrix R fiir B, bzw. einer Matrix S fiir B’, so haben wir ja

u = Rax, v= .Sy,
und wir bekommen
Sy=v=Au= ARz, also y=S 'ARu.
Man sagt dafiir auch

Satz und Bezeichnung H.22 In der Situation des vorigen Problems wird der
beziiglich der kanonischen Basen durch die Matrix A dargestellte Homomorphismus
f beziiglich der neuen Basen durch die Matrix A’ :== S~ AR dargestellt.

Ist A" = (aj;), so ist fiir die Elemente der neuen Basen u;, v;, dann

‘f Au] Z az] Vj.
Beweis: u; ist die j-te Spalte von R und somit u; = Re;. Dann ist
f(uj) = Au; = ARe; = SS™'ARe; = SA'e;

/
Oélj

und wegen S = (vi,...,v,) und A'e; = : ist dies gerade die behauptete

Formel.
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Ist speziell n = m, d.h. betrachten wir eine quadratische Matrix A, die also einen
Endomorphismus des K" vermittelt, so konnen wir in dem Urbild- und dem Bild-
Exemplar des K™ dieselbe Basis wahlen, was dann dazu fiihrt, dafs die transfor-
mierenden Matrizen R und S {ibereinstimmen. Beziiglich derselben neuen Basis in
beiden Riumen geht dann die Matrix A {iber in die Matrix A’ := S~1AS.

Definition H.23 (dhnlich) Zwei n x n-Matrizen heifen “4hnlich”, wenn es eine
invertierbare Matrix S gibt, sodaf A’ := S~1AS.

Dieser Sonderfall wird uns noch ausgiebig beschaftigen.

Durch die eben behandelten Basistransformationen kénnen wir jede Matrix auf eine
besonderes einfache Form bringen.

Gegeben sei ein n x m-Matrix A, die uns natiirlich iiber z — y = f(x) := Ax
eine Homomorphismus f : K™ — K™ beschreibt. Es sei s := def f = def A, r :=
rg f = rg A. Im Beweis von Satz H.11 hatten wir eine Basis B = (uy, ..., uy,) von
U := K™ konstruiert, fiir die (uq,...,us) eine Basis von ker f, als hier von ker A
ist, und (f(uss1), .5 f(tm)), also hier (Augy1, ..., Au,,) eine Basis von im f = im A
ist. Indem wir letztere noch zu einer Basis von K" ergdnzen und umnumerieren
erhalten wir

Es gibt Basen B = (u1,...,un,) von K™ und B’ = (v1,...,v,) von K", sodaf
1. f(uj) = Au; =v;, (j=1,...,r) und
2. flu;) =0, (j=r+1,...,m).

Nach Satz und Bezeichnung H.22 kdnnen wir aber die Matrixdarstellung A’ von f
beziiglich dieser Basen sofort hinschreiben:
Fiir die Spalte a’; von A’ gilt aus der Wirkung von f :

, e; firj=1,..,n
a . =
7 0 firj=r+1,...m

Mit r = rg f hat also die Matrix A’ die Gestalt

r_( 1r]0

Dies liefert

Satz H.24
1. Zu jedem Homomorphismus f € Hom(U, V') gibt es Basen, beziiglich derer f

die Matrixdarstellung
R
hat. Dabei ist r =rg f.
2. Zu jeder Matrix A gibt es invertierbare Matrizen R, S, sodaf A’ := S™'AR die
obige Gestalt hat, wobei wieder r =rg A.

OO

Beweis: 1. hatten wir eben gezeigt, 2. folgt aus Satz und Bezeichnung H.22 fiir die
“richtigen” Basen. U
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Den Rang eines Homomorphismus hatten wir erklért als die Dimension seines Bildes
und die ist natiirlich unabhéngig davon beziiglich welcher Basen wir den Homomor-
phismus darstellen. Alle so entstehenden Matrixdarstellungen haben also den selben
Rang. Dies bedeutet

Satz H.25 Sind R, S invertierbare Matrizen, so haben A und A’ := S™'AR den
selben (Spalten-)Rang.

Unter den so aus einer Matrix A erhaltenen Matrizen ist auch eine von der speziellen
Gestalt von Satz H.24 und die hat offenbar gleich viel unabhingige Zeilen und
unabhéngige Spalten.

Erkldren wir also den ‘“Zeilenrang” einer Matrix als die Maximalzahl unabhéngiger
Zeilen, so stimmen fiir diese Matrix offenbar Spaltenrang und Zeilenrang iiberein.
Dies gilt allgemein.

Satz H.26 Fiir jede Matrix ist Zeilenrang = Spaltenrang.

Zum Beweis benutzen wir den schon im Kapitel M verwendeten Begriff der trans-
ponierten Matrix.
Zur Erinnerung:

Fakt H.27 Beim Transponieren werden Zeilen zu Spalten und Spalten zu Zeilen
und damit ist der Zeilenrang von A gleich dem Spaltenrang von AT und umgekehrt.

Mit den Abkiirzungen sprg := Spaltenrang, zrg := Zeilenrang ist dann fiir die Matrix
A" = S7YAR der speziellen Form von Satz H.24 nach dem oben Gesagten

sprg A = sprg A’ = zrg A’ = sprg(A’)T
= sprg(STTAR)T = sprg(RT AT (ST)™1) = sprg AT = zrg A,

womit Satz H.26 gezeigt ist.

Etwas Differentialgleichungen

Radioaktiver Zerfall: Die Anzahl der pro Zeiteinheit zerfallenden Atome ist pro-
portional der Anzahl u(t) der vorhandenen:

u'(t) = —Au(t), mit einem X\ € R.

Harmonischer Oscillator: Bezeichnet u(t) die Auslenkung eines an einer Feder
aufgehdngten Massenpunktes aus der Ruhelage, so wird sein Bewegungsverhalten
(mit Dampfung und externer Anregung) beschrieben durch

u"(t) = (6 — ¢*)u(t) — 2qu'(t) + B(t), (q.0 €R).

Gekoppelte Schwingungen: Zwei Kugeln je der Masse 1 seien an Federn mit
Konstanten ¢y, co wie skizziert aufgehingt. Es bezeichne u4(t) bzw. uy(t) die verti-
kale Auslenkung der entsprechenden Kugel aus der Ruhelage. Dann wird der Bewe-
gungsablauf (ohne Ddmpfung und externe Anregung) beschrieben durch

wy = —au(t)+ea(uz(t) —ui(t) = —(cx+e2)ui(t) + caua(t)
uy = —co(uz(t) —ui(t)) = caun () — caua(t).

Dies sind Beispiele von linearen Differentialgleichungen bzw. Differentialgleichungs-
systemen.
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C1

K
C2

K>

Es sei nun zunichst einmal exemplarisch gezeigt, wie man die bisher erarbeiteten
Ergebnisse der Linearen Algebra hier sinnvoll einsetzen kann.

y:R—C" t—yt) = (m(t), ...,nn(t))T

bezeichne stetig differenzierbare Funktionen auf R mit Werten in C™. Dazu sei
y R — C" ey (8) o= (1 (), oy, ()T

die Ableitung. Sie ist, d.h. alle ihre Komponenten 7. () sind stetig auf R.
Ferner sei A := (a;j)nn € C"*" eine fest gewdhlte Matrix (mit komplexen Zahlen
als Elementen).

Bezeichnung H.28
1. Wir nennen eine Abbildung

D:yw— D(y):=y — Ay, dh (D(y))(t):=y'(t)— Ay(t),

einen linearen Differential-Operator erster Ordnung mit konstanten Koeffizi-
enten.

2. Fiir eine stetige Funktion
b:R— C",t s b(t):= (Bi(t), ..., Bn(t))”

heifit
D(y)=1b, dh.y = Ay +b

ein lineares Differentialgleichungssystem erster Ordnung (mit konstanten Ko-
effizienten).

Ist b(t) = 0, so reden wir von einem homogenen System, andernfalls von einem
inhomogenen.

Mit den Funktionenrdumen

U:={y|R — C",y stetig differenzierbar } und
V.={y | R — C",y stetig }

ist offenbar D € Hom(U, V). Dies rechtfertigt die Benennung “linearer Differential-
operator” und gibt den Zusammenhang mit dem bisher Betrachteten.
Formulieren wir die Beispiele in dieser Sprache.

Radioaktiver Zerfall:
Wir setzen n = 1, identifizieren y(t) := u(t), A := (—A), das ist also eine 1 x 1 —
Matrix und bekommen dann

Dy:=y —Ay=y' + Xy
und die Gleichung des Zerfalls entspricht der homogenen Aufgabe
Dy =0.
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Oscillator:
Hier taucht in der Gleichung die zweite Ableitung u” auf, bei unserem Differential-
operator aber nur die erste Ableitung. Dies scheint nicht zusammen zu passen. Da

hilft folgender Trick. Wir setzen n = 2, d.h. y(t) := (218) und identifizieren
2

m(t) = ult), na(t) = u'(t) = n)(t).

y(t) = (;L,(é))) und o/ (t) = (Z’I'((?))

und wir konnen nun fiir die Oscillator-Gleichung das System schreiben
m(t) =n2(t)
15(t) =(8 — ¢*)m (1) — 2qma(t) + B(2)

oder mit der Matrix A und dem “Inhomogenitétsvektor” b, wobei

A((é—oq2> —12q)’ b(t)<ﬁ?t)>

y'(t) = Ay(t) + b(t).

Es ist also wieder die Form D(y) = 0 bzw. D(y) = b(t) mit einem linearen Differen-
tialoperator erster Ordnung D erhalten.

Damit ist also

kompakt als

Gekoppelte Pendel:
Analog kann man hier vorgehen. Setzen wir

m(t) = ur(t), n2(t) =y (t) = ni(t), ma(t) := ua(t), na(t) == u5(t) = ns(t),

so ist also

u1(t) ui (1)
_ %@ oy — | ui(®)
Y=gy | YO =)
uj(t) us (t)
und wir bekommen das System
uf (¢) 0 1 0 0 uq (t)
uf (t) —c1—c2 0 ¢ O uf (1)
I - I
us(t) 0 0 0 1 uz(t)
ul) (t) ) 0 —ca 0/ \uh(?)

also wieder von der betrachteten Gestalt

y'(t) = A-y(t),

d.h. von der Form D(y) = 0.
Diese “Ubersetzung” 1dft sich zu einem allgemeinen Prinzip fiir Differentialglei-
chungssysteme ausbauen.

In jedem der Beispiele haben wir also
— zwei lineare (Funktionen-)Réume U,V

— dazwischen einen linearen (Differential-)Operator D € Hom(U, V),
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— ein Element b € V
und interessieren uns fiir die Losungen:
L(D;b) :={y € U | Dy = b}.

Der oben gezeigte abstrakte Satz H.15 liefert somit in dieser Situation:

Satz H.29 Ist y. eine Losung des inhomogenen Systems
Dy :=vy — Ay =1b,

so ist
L(D;b) ={y«+yn | yn €ker D}

die Gesamtheit aller Losungen.
Dies bedeutet:
ker D besteht aus allen Lésungen der homogenen Gleichung

Dy:=¢y' —Ay=0

und man bekommt alle Losungen der inhomogenen Gleichung, indem man zu ei-
ner beliebig gewéhlten Losung y. der inhomogenen jede Ldsung der homogenen
Gleichung addiert.

Der Kern eines linearen Operators ist ein linearer Raum, d.h. die Lésungen unserer
homogenen Differentialgleichung Dy = 0 bilden einen linearen Raum und — wenn
der endlichdimensional ist — konnen wir alle Lésungen als Linearkombinationen
einer Basis darstellen. Diese Situation liegt nun hier tatséchlich vor und ist physika-
lisch gesprochen die Folge davon, daff etwa das Verhalten eines schwingungsfihigen
Systems von Massenpunkten als Uberlagerung besonders einfacher Schwingungen
gesehen werden kann und andrerseits ohne dufsere Anregung durch seinen Zustand,
d.h. durch Lage und Impuls zu einem Zeitpunkt ¢ fiir alle spéteren Zeiten festliegt.

Lemma H.30 Ist y Losung von Dy= 0, d.h. ist y' = Ay und hat fiir eine Stelle
to € R die Funktion y eine Nullstelle, d.h. ist y(to) = 0, so ist y(t) = 0 fiir alle t € R.

Beweis: Fiir jedes t € R ist y/(t) = Ay(t), sodaf also fir i = 1,...,n gilt
() = aum; (1)
j=1
Durch Integration folgt

nﬁ%wﬁ@+[%@ﬁ=0+ S augn (r)dr.

to j=1
Mit
t) := max,_ ax ;
)= maxy {max o)l
und
a := max |o|
3
ist damit

/tn-a-n(t)dr

to

0<n(t) <

=n(t) -n-a-|t—to

Ist ¢ so nahe bei tp, dal n - a - |t — to| < 1, so folgt aus der letzten Ungleichung
notwendig 7(t) = 0, sodaf also auch n(7) = 0 fiir |7 — ¢o| < |t — to|. Diesen Schlufs
kann man iterieren und erhilt daraus, daff notwendig y(¢) = 0 fiir alle t € R ist. O
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Wir erhalten damit als

Folgerung H.31
1. Fiir jedes yo € C™ hat das “Anfangswertproblem”

Dy =, y(0) = yo,

héchstens eine Losung.

2. Die Abbildung
2R kerD - (Cnv Yyr— y(0)7

ist injektiv und damit
dimker D < n.

Beweis: 1. Sind y1, y2 Losungen von Dy = b, die beide y1(0) = y2(0) = yo erfiillen,
so gilt fiir y := y1 —y2 :
Dy = D(y1 —y2) = Dy1 — Dya =b—b=0,
y(0) = 41(0) — y2(0) = yo — 5o =0

und mit Lemma H.30 folgt, daf vy (t) = y2(t) fiir alle ¢ € R gilt.
2. Stimmen zwei Losungen von Dy = 0 an der Stelle ty = 0 iiberein, so sind sie
nach 1. identisch. Dies besagt aber gerade, daft die Abbildung ¢ injektiv ist. 0

Tatséchlich ist bei den uns hier interessierenden linearen Differentialoperatoren die
Situation noch viel schéner.

Satz H.32 Die Abbildung
P ker D — Cna Yyr— y(0)7

ist auch surjektiv und damit bijektiv, d.h. zu jedem y, € C™ gibt es genau eine
Losung der homogenen Anfangswertaufgabe

Dy =y — Ay =0, y(0) = yo.

Zusammen mit dem vorigen Satz bedeutet dies, dafs Dy = 0 genau n unabhéngige
Losungen besitzt. Eine solche Basis des Losungsraumes nennt man ein “Fundamen-
talsystem” zu dem Differentialoperator D.

Einen allgemeinen Beweis fiir diesen Satz konnen wir erst spéter filhren, am Beispiel
des Oscillators sei das jetzt aber ausgefiihrt.

Der lineare Oscillator

Als Differentialgleichung zweiter Ordnung geschrieben haben wir die Aufgabe:

Suche zweimal stetig differenzierbare Funktionen u(t), fir die

0
Bl -

wobei die beiden “rechten Seiten” das homogene Problem ohne duflere Anregung bzw.
das inhomogene Problem mit duferer Anregung beschreiben.
Wie oben notiert haben wir in der Schreibeweise als System zu betrachten mit

o= () = ()

L(u)(t) = u (t) + 2qu/(t) + (¢° = d)u(t) = {
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die Gleichung
D(y) :==y'(t) — Ay(t) = b(t),

A= ((50q2) 12[1) und b(t) = ( 6?0) baw. b(t) = (g)

Zunichst behandeln wir die homogene Gleichung d.h. 5(t) = 0.

Die Dimension der Aufgabe ist hier n = 2, sodat der Kern von D hochsten zwei-
dimensional ist. Wir konstruieren uns nun zwei linear unabhéngige Losungen der
homogenen Aufgabe. Dazu verwenden wir die Darstellung mittels L(u) = 0 und
machen mit einem noch zu bestimmenden A € C den Ansatz

u(t) == e,

wobei

Es ist u/(t) = AeM, u”(t) = A2eM, somit
L(eM) = X2eM 4 2gXeM + (¢ — )M = (/\2 +2g\ + ¢* — 5)6”.

Den hier auftretenden Term

X)) == A2+ 20\ + 4% -6
nennt man das “charakteristische Polynom”. Es ist also

L(eM) = x(\)e™
und da ja e* # 0 fiir alle ¢ ist, gilt
LeM) =0< x(\) =0.

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind

XA =0&X=—q+V6.
Nun sind zwei Falle zu unterscheiden:

Fall 1: § # 0 : Dann haben wir die beiden verschiedenen evtl. komplexen Lésungen
AL = —q—i-\/g, Ag 1= —q — V.

Es sind dann
ui(t) := ™' und uy(t) := e*?’

zwei Losungsfunktionen der Oscillatorgleichung. Zu ihnen gehéren an Losungen des
Systems

Bei ¢ = 0 sind die entstehenden Vektoren unabhingig, und nach Folgerung H.31
sind somit y2(t), y2(¢) eine Basis des Losungsraumes des homogenen Systems.
Dies bedeutet

Satz H.33 Ist 6 # 0, so gibt es zu jedem Startvektor yo = € R? genau eine

Ug

0

Lésungsfunktion u(t) von L(u)(t) = 0 mit u(0) = ug, u'(0) = uy,.
Jede Lésung hat die Darstellung

At Aot
)

(01,62 S (C)

u(t) = cre™’ + cqe
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Schauen wir dies fiir §,¢ € R, § # 0 genauer an.

Es sei 6 > 0 : Dann sind beide Wurzeln \; o = —¢ =+ /9 reell. Physikalisch sinnvoll
ist hier nur der Fall, daff beide Nullstellen < 0 sind, was einer ohne Schwingung
abklingenden Auslenkung entspricht.

Es sei 6 < 0: Wir setzen § = —w?. Dann ist
Mo =—q¢tV—w?=—q=tiw,
sodafl

wy (t) =e(TIHWIt — gmatHiwt — o=at (co5 it + i sinwt),

Uy (t) =e(7I7WIt = em @it — o=at(cog it — i sinwt).
Mit einem Trick bekommen wir auch hier reelle Lésungen, némlich

v1(t) == (u1(t) + uz(t)) = e~ coswt,

| = D] =

va(t) == (u1(t) — u2(t)) = e " sinwt.

[\
<

Dies sind ja nur Linearkombinationen von Lésungen, also selbst wieder Lésungen

und wegen
(i) =) (20)=(Q)

sind auch dies wieder unabhéngige Losungen, also ein Fundamentalsystem.
Typischerweise ist hier ¢ > 0 und wir haben abklingende Schwingungen.

Es bleibt

Fall 2: 6 = 0 : Dann ist A\; = A2 = —¢ und wir bekommen zunichst nur eine Losung
up(t) := e,

Nun rechnet man einfach nach, daf in diesem Fall auch us(t) := te~ 9 eine Losung
ist, d.h. L(te~%) = 0 ist. Indem man wieder, wie oben, diese Losungen und ihre
Ableitungen bei ¢t = 0 betrachtet, sieht man, daft auch dies wieder unabhéngige Lo-
sungen sind, die also (ergénzt um ihren Ableitungen) wieder ein Fundamentalsystem
bilden.

Somit haben wir hier

Satz H.34 Ist § = 0, so gibt es zu jedem Startvektor yy = Z?) € R? genau eine
0
/
0-

Lésungsfunktion u(t) von L(u)(t) = 0 mit u(0) = ug, v’ (0) =
Jede Lésung hat die Darstellung

u(t) = Cle_qt + CQte_qt, (Cl, Co € (C)

Betrachten wir noch die inhomogene Gleichung

Nach Satz H.29 geniigt es, eine Losung der inhomogenen Gleichung zu bestimmen.
Alle weiteren bekommt man dann daraus durch Addieren von Lésungen der homo-
genen, und die haben wir ja gerade bestimmt.
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Physikalisch relevant sind “Anregungen” (3(t), die periodisch sind, sich also in der
Form

B(t) = Z (ak cos wt + Y sin wk) (reell), bzw.

k
= Z eme™™t  (komplex)

schreiben lassen. Haben wir nun Lésungen vy, von L(v,,)(t) = e*mt, so ist wegen
der Linearitdt von L dann

LO " emvm)(t) = emL(vm)(t) =Y eme™nt = B(t).

m m m

Physikalisch heift das, daf sich iiberlagernde Anregungen die entsprechende Uber-
lagerung der Schwingungen liefern.

Studieren wir also die inhomogene Gleichung fiir solche speziellen rechten Seiten
L(u)(t) = e™°*.

Wir hatten schon oben ausgerechnet, daf fiir beliebige v € C mit dem charakteri-
stischen Polynom y stets

L(e™) = x(y)e*
ist. Dies bedeutet:

Ist x(7) # 0, so ist v(t) ;= —L<e7* eine Losung von L(e"?) = .
x(v)

Nun lauten die Nullstellen von x ja gerade A\ 2 = —¢ £ V.
Ist also § > 0, so sind beide Nullstellen reel und damit ist x(iwg) # 0.
Ist § <0, also § = —w? und damit \; » = —q + iw, so ist also

x(iwg) =0 ¢=0und § = —w;.
Lezteres besagt, daf (¢ = 0) keine Dampfung vorliegt und die anregende Frequenz
mit der Eigenfrequenz des Systems iibereinstimmt.
Liegt dieser Resonanzfall nicht vor, so erhilt man immer in
1 .
v(t) == mewot
eine Losung der inhomogenen Gleichung L(v)(t) = e®ot.

Fiir den Resonanzfall, also ¢ = 0 und w = wq erhélt man die beliebig grofs werdende
Losung

1 .
v(t) i= —— -t e,
21w

Die Behandlung allgemeiner Differentialgleichungssysteme miissen wir auf spater
verschieben.
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