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I Integration

Das RIEMANN-Integral

Wir betrachten zunichst nur Funktionen, die auf einem beschrinkten und abge-
schlossenen Intervall [a,b] € R definiert sind und Werte in R haben.

Definition 1.1 (Treppenfunktion) Eine Funktion ¢ : [a,b] — R heifst Treppen-
funktion, wenn es eine Zerlegung Z : a = x9 < 21 < ... < ©, = b des Intervalls
gibt und dazu Zahlen c;, € R, soda# fiir jedes solche offene Intervall (xy_1,xy) gilt
o(x) = ¢ fiir x € (xp_1,x). (Der Funktionswert an den Teilpunkten xj, selbst
spielt keine Rolle!) Wir sagen dann auch, daf die Zerlegung zur Treppenfunktion ¢
“pakit”.

Die Gesamtheit aller solcher Treppenfunktionen sei mit T'[a,b] bezeichnet.

Satz 1.2 Die Menge T'[a,b] ist ein Unterraum aller Funktionen [a,b] — R.

Beweis: Trivialerweise ist die Nullfunktion eine Treppenfunktion, ferner mit ¢ auch
Ap fiir A € R. Um zu sehen, daf mit ¢ und v auch ¢ + 1 eine Treppenfunktion ist,
mufs man zu einer gemeinsamen Verfeinerung der beiden zu ¢ bzw. ¢ gehérenden
Zerlegungen iibergehen. Auf den so neu entstehenden Intervallen ist dann ¢ + %
konstant. O

Definition 1.3 (Integral iiber eine Treppenfunktion) Zu einer Treppenfunk-
tion p € Tla,b] sei Z : a = 9 < 21 < ... < x, = b eine passende Zerlegung und
o(x) = ¢ auf x € (g—1, k). Dann heifst

/ p(r)dr := ch(ﬂﬁk — Zp—1)

k=1

n

das Integral von ¢ iiber [a,b].

Man rechnet leicht nach, daf sich der Wert des Integrals nicht &ndert, wenn man
beispielsweise durch Verfeinerung zu einer anderen zu ¢ passenden Zerlegung iiber-
geht.

Bezeichnung 1.4 Wir notieren ¢ < 1, wenn fiir alle © € [a,b] stets p(z) < ¥(x)
ist.

Damit gelten fiir das Integral von Treppenfunktionen offenbar die folgenden Aussa-
gen.

Satz 1.5 Fliir Treppenfunktionen ¢, € T'la,b] und Zahlen «, 3 € R ist
1. fab(ago(x) + B(z))dx = af: o(z)dx + ﬁf:z/}(x)dx.
2. fab o(z)dz < f:1/1(x)da:, sofern ¢ < 1.

Das Integral ist also ein Homomorphismus aus dem Raum der Treppenfunktionen
nach R, d.h. ein sogenanntes “Funktional”, das iiberdies wegen 2. noch monoton ist.

Ist nun f : [a,b] — R eine beliebige aber beschrinkte Funktion, so gibt es eine
Konstante C, fiir die dann fiir alle x stets —C' < f(z) < +C ist. Die beiden auf
ganz [a, b] konstanten Funktionen mit den Werten —C' bzw. +C sind offenbar auch
Treppenfunktionen ¢_¢, p1c, fir die dann ¢_¢ < f < @i gilt. Damit ist die
folgende Definition sinnvoll:
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Definition 1.6 (Ober- und Unterintegral)
Zu einer beschriankten Funktion f : [a,b] — R sei

* b b
/ f(z)dz := inf{/ Y(x)dx | ¢ € Tla,bl, v > f},

b b
/ f(z)dx ::sup{/ go(m)da:|<p€T[a7b]7ap§f}.

Man nennt dies das “Ober- bzw. Unterintegral” von f auf[a, b], die an seiner Bildung
beteiligten Treppenfunktionen “Ober- bzw. Unterfunktionen”.

Ist ¢ eine Unter-, ¢ eine Oberfunktion zu f, so ist dann ¢ < f < 1, also insbesondere
¢ < % und damit nach dem vorigen Satz auch

/ ol < / "y,

Dies hat zur Folge, daf fiir jedes beschrinkte f dann auch

b *xb
[ t@do< [ swyis
ist.

Der Fall, daff Ober- und Unterintegral {ibereinstimmen ist nun besonders interes-
sant.

Definition 1.7 (RIEMANN-Integral) Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R
heilt “RIEMANN-integrierbar” iiber [a,b], wenn Ober- und Unterintegral iiberein-
stimmen, d.h.

b f(@)de = /a*bf(x)da: — /abf(x)dx_

Der gemeinsame Wert heifst das “RIEMANN-Integral” von f.
Statt RIEMANN-integrierbar sagen wir auch kurz “R-integrierbar” etc.

Beispiele 1.8

1. Jede Treppenfunktion ist RIEMANN-integrierbar und ihr RIEMANN-Integral
stimmt mit dem fiir Treppenfunktionen eingefiihrten Integral iiberein.
2. Die Funktion
1 =z €|0,1], z rational,
fla) = 0.1, rational,
0 x €10,1],  nicht rational

ist nicht integrierbar, da jede Unterfunktion < 0 und jede Oberfunktion > 1
ist, und damit das Unterintegral den Wert 0, das Oberintegral den Wert 1 hat.

Nach der Definition von Ober- und Unterintegral als Infimum bzw. Supremum gibt
es also Oberfunktionen, deren Integral beliebig nahe bei dem Oberintegral liegen
und analoges fiir das Unterintegral. Dies liefert uns das folgende Kriterium fiir
RIEMANN-Integrabilitét:

Satz 1.9 Eine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann R-integrierbar, wenn es zu
jedem e > 0 Treppenfunktionen p, v gibt mit

b b
p<f<v wmd 09 [ v@do- [ plade<c
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Damit kénnen wir die Menge der Beispiele fiir R-integrierbare Funktionen erheblich
erweitern. Zunéchst zeigen wir

Satz 1.10 Monotone Funktionen f : [a,b] — R sind R-integrierbar.

Beweis: Sei f monoton wachsend, fiir fallende Funktionen schlieft man analog.
Wir unterteilen das Intervall [a, b] dquidistant durch Punkte

b—a
n

rr:=a+k (k=0,1,...,n).

Dann ist fiir ¢ € [xg_1, 2] stets

flzr—1) < f(z) < f(xr) und durch
o(x) == f(rr—1), =€ (Tp_1,Tk)

f(
Y(x) = f(zr), 2z € (Tp—1,7r)

sind eine Unter- und eine Oberfunktion definiert. Dafiir ist

a k=1 k=1
=P )~ o)
= P00 () 0 (n — o0)

O

Es folgen einige Sitze {iber die Integrierbarkeit von Funktionen bestimmter Klassen.
Die Beweise stiitzen sich wie der eben gefiihrte Beweis samtlich auf den obigen Satz
1.9 und seien deshalb iibergangen.

Als ersten notieren wir

Satz 1.11 Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar.

Weiter liefert der Satz 1.9 auch das Hilfsmittel, um die Giiltigkeit von Satz 1.5 von
Treppenfunktionen auf beliebige integrierbare Funktionen auszudehnen.

Satz 1.12 Sind f,g: [a,b] — R integrierbar, o, 3 € R, so ist
1. fab(ozf(x) + Bg(z))dz = afab f(x)dx + ﬁfabg(x)dx
2. ist f < g, so ist f; f(z)dz < f;g(m)daﬁ

Fiir den nichsten Satz brauchen wir folgende
Bezeichnung 1.13 Zu einer Funktion f : D — R bezeichne

falls f(x) >0

sonst,

falls f(x) <0

sonst.

Jilw) = masx{+/(x), 0} = {gj @

(@) = max{f (z), 0} = {0 e

Dafiir ist dann
f=fr—f-und |f[=f+f .

Hierfiir gilt nun
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Satz 1.14 Ist f : [a,b] — R integrierbar, so auch f., f_ und |f]|.

Ferner bekommen wir

Satz 1.15 Sind f,g : [a,b] — R integrierbar und ist p € R, > 1, so sind auch die
Funktionen |f|P und f - g integrierbar.

Denselben Satz 1.9 kénnen wir auch nutzen, um Integrale iiber aneinanderstofsende
Intervalle zu kombinieren.

Satz 1.16 Es seien f1 : [a,b] — R und fs : [b,c] — R integrierbar und

filx) a<x<b

fo(z) b<a<e

fila,d = R: f(m){

Dann ist auch f integrierbar und

/:f(m)da: = /ab fi(z)dx + /bcf2(l')d.’]3‘.

Beweis: Sind @1, p2 Unter-Treppenfunktionen zu f; bzw. f3, so ist

p: )= {%(x) a<z<b

pa(z) b<z<ec

eine Unter-Treppenfunktion fiir f und nach Definition des Integrals fiir Treppen-

funktionen hierfiir
c b c
/ ga(z)dz:/ wl(x)dos+/ o (x)dx.
a a b

Dies geht genauso fiir Ober-Treppenfunktionen und iiber Satz 1.9 folgt die Behaup-
tung. O

Dies kann man natiirlich auch auf die Integrale zu endlich vielen zusammenpassen-
den Intervallen verallgemeinern. Zusammen mit Satz I.10 und Satz I.11 liefert dies
den

Satz 1.17 Jede stiickweise stetige oder stiickweise monotone Funktion f : [a,b] —
R ist integrierbar, ihr Integral die Summe der Integrale iiber die entsprechenden
Teilintervalle.

Bei der Definition des Integrals f; hatten wir @ < b vorausgesetzt, ebenso bei der
Formel von Satz 1.16, dafs a < b < c. Es erweist sich nun als zweckméfig sich davon
zu l6sen durch die folgende

Definition 1.18 Ist f : [a,b] — R integrierbar, so sei

/baf(x)do: = /abf(z)d;z:.

Man rechnet ganz einfach nach, dafs dann auch die Formel von Satz 1.16 ohne
Voraussetzung iiber die Anordnung der Integrationsgrenzen a,b, ¢ gilt, sofern das
Integral {iber das maximale vorkommende Intervall existiert, und daf ferner stets

/:f(a:)da: =0
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ist.

Zu “schonen” Funktionen berechnet man Integrale {iber Stammfunktionen, was wir
im néchsten Abschnitt behandeln. Fiir theoretische wie praktische Zwecke braucht
man aber hiufig auch Abschétzungen, von denen der nichste Satz einige wichtige
enthalt.

Satz 1.19 Es seien a < b, f, g : [a,b] — R integrierbar. Dann gelten

1.
b
/ lde=0b—a.
2. b b
\/ f(ar)da:|§/ |f(2)|dz.
3. Mit
M = sup {f(z)|x € [a,b]}
m = inf {f(2) |z € [a,b]}
ist

b
m(bfa)g/ flx)de < M(b—a).

4. (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Sind f, g stetig, g > 0, so existiert ein £ € (a,b) mit

/a ' f@)a()dz = 1) / " (@)

Hier kann man insbesondere auch die Funktion g(x) = 1 wihlen und erhilt fiir
stetige f dann mit einem & € (a,b)

b
[t = s - o)
Beweis: 1. Folgt direkt aus der Definition, 2. und 3. damit {iber Satz 1.12.

Zu 4.: Da beide Funktionen stetig sind, sind f, g und fg integrierbar, ferner ist nach
Voraussetzung fiir alle x

mg(z) < f(x)g(x) < Mg(x),

sodaft nach Satz 1.12 auch
b b b
m/ g(z)dx < / f@)g(z)dz < M/ g(z)dx
ist, wobei noch fab g(x)dz > 0 und somit ein p: m < p < M existiert, sodaf§
b b
[ t@a@de=n [ glz)da.

Ein solches p &t sich dann nach dem Zwischenwertsatz als

= f()

darstellen. 0
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Wir hatten das Integral iiber Unter- und Oberfunktionen erklért. Sind also ¢, €
T(a,b) mit ¢ < f < 4, so konnen wir annehmen, daf sie iiber dieselbe Zerlegung
von (a,b) in Teilintervalle (zy_1, ;) definiert sind. Es ist dann fiir jedes dieser
Teilintervalle

p(x) <myg :=inf{f(2) |2 € (Tp—1,7k)}
Y(x) > My, :=sup{f(z) |z € (xp_1,21)}.

Wihlen wir nun jeweils einen Wert py, : my < pp < My, so gilt fiir die dazu gebildete
Treppenfunktion x :

x(z) = py fir € (xg—1, k)
sicher ¢ < x < ¢ und damit auch

/ab o(z)dx < /abx(m)da: < /abw(m)da:.

Nun koénnen wir ¢ und v so wahlen, daf sie f; f(z)dz beliebig gut approximieren,
folglich muf dann auch f; x(z)dx nahe bei f; f(x)dx liegen. Und speziell gilt dies
auch, wenn wir setzen

= f(&) mit einem &, € (Tg—1,zk).

Es ist dann , .
/ x(@)dz =3 F(&) (o — m1):
a k=1

Die rechts stehende Summe heifit “RIEMANNsche Summe” fiir die Funktion f. Obige
Uberlegungen zeigen, daf man mit RIEMANNschen Summen das Integral beliebig
gut approximieren kann. Tatsdchlich gilt etwas mehr, ndmlich

Satz 1.20 Sei f : [a,b] — R integrierbar. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0,
sodafs fiir jede Zerlegung a = z¢p < z1 < ... < z, = b, bei der fiir alle k stets
Tk — Tr—1 < 0 ist, und jede Wahl von Stellen & € [x—1, x| gilt

b n
/ f(@)dz — Z flér)(@r —zp—1)| <€
@ k=1

Wir {ibergehen den Beweis.

Alle diese Uberlegungen kann man ohne Probleme auf Funktionen f : [a,b] — C,
also mit komplexen Werten ausdehnen und von da auch noch zu Funktionen mit
Werten im R™ oder C" iibergehen, die wir etwa bei Differentialgleichungen brauchen
werden:

Definition 1.21 1. Es seien u,v : [a,b] — R und f : [a,b] — C erkldrt durch
f(z) :=wu(z)+i-v(x). Wir sagen “f ist R-integrierbar” auf [a, b], wenn u und
v auf [a, b] integrierbar sind und setzen dann

/ ' fla)dr = / ’ (ul) +5 - o(e)) dr = / " @) 4 i /a”v(x)dx_

a

2. Eine Funktion f : [a,b] — C™ nennen wir integrierbar auf [a,b], wenn ihre

sdmtlichen n Komponentenfunktionen auf [a,b] integrierbar sind. fab f(z)dx
ist dann der Vektor aus den n Integralen der Komponentenfunktionen.

Man tiiberlegt sich leicht, daf auch dieses Integral wieder ein lineares Funktional bzw.
eine lineare Abbildung ist, und sich iiberdies auch wieder beziiglich der Integrations-
Intervalle additiv verhalt.
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Integration und Differentiation

Definition 1.22 (Stammfunktion) Eine auf [a,b] differenzierbare Funktion F
heifft Stammfunktion zu f auf [a,b], wenn F' = f d.h. f die Ableitung von F
ist.

Stammfunktionen sind bis auf eine additive Konstante bestimmt, d.h. es gilt

Satz 1.23 Ist F' Stammfunktion zu f auf [a,b], so sind genau alle Funktionen der
Art G(z) = F(x) + ¢ mit ¢ € R Stammfunktionen zu f.

Beweis: Sind F' und G Stammfunktionen, so ist (F'(z) — G(x))’ = 0 auf [a, b] und
damit nach Satz F.66 F'(z) — G(x) konstant auf [a, b]. O

Eine der zentralen Aussagen der reellen Analysis ist nun die Tatsache, daf jede
stetige Funktion eine Stammfunktion besitzt und iiber sie Integral- und Differenti-
alrechnung zusammenhéngen

Satz 1.24 Ist f : [a,b] — R stetig, so ist fiir « € [a,b] das Integral

F(z) = /m F(t)dt

erklirt und die damit gegebene Funktion F eine Stammfunktion zu f auf [a,b].

Beweis: Fiir z, 2z € [a,b], z # g ist

F(m:i : xFo(ajO) Tz jxo (/; fe)dt - /;0 f(t)dt)
1 ¢ 1

_ / F(t)dt = FE) (@ — o) = f(€)

Tr — X9 r — X9

mit einem ¢ zwischen x und xy. (Mittelwertsatz der Integralrechnung (Satz 1.19,4).)
Da f stetig ist, geht f(£) — f(xzo) fiir x — x0, was die Behauptung liefert. O

Dies fiihrt zu dem

Satz I1.25 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Ist f:[a,b] — R stetig und F' Stammfunktion zu f, so ist

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).

Man schreibt dafiir auch

b

b
/ f(z)dz = F(:v)|a = F(b) — F(a).

Beweis:

Fy(z) == /z ft)de

ist eine Stammfunktion mit Fy(a) = 0. G(z) := F(z) — F(a) ist ebenfalls Stamm-
funktion mit G(a) = 0 und stimmt folglich nach Satz 1.23 mit F, {iberein. Damit
ist

b
G(b) = F(b) — F(a) = Fo(b) = / f(@)da.
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Bezeichnung 1.26 Sind Definitionsbereich etc. aus dem Zusammenhang klar, so
schreibt man kurz

F(z) = /f(x)da:

fiir die Stammfunktion.
Dies kann allerdings zu Fehlern fiihren, wenn man sich nicht sauber klar macht, was
damit gemeint ist.

Aufgrund des Hauptsatzes entspricht also jeder Regel zur Differentiation eine zur
Integration. Wir werden hier nur auf die wichtigsten Beispiele kurz eingehen. Aus-
fiihrliche Rezeptsammlungen finden sich etwa in FISCHER-KAUL, Math. f. Phys.
oder im dem Klassiker von MANGOLDT-KNOPP.

Es sei nur gleich darauf hingewiesen, daf es nicht mdoglich ist, zu jeder durch die ele-
mentaren Funktionen darstellbaren Funktion auch eine ebenso darstellbare Stamm-
funktion zu finden. Etwa 822 oder e~*" sind solche Funktionen.

x

Regel 1.27 Fiirn € R ist

/”d {%ﬂx"*‘l fiirn # —1
2"dx =

In |z| firn = —1.

Dabei ist zu beachten, dafi abgesehen von n € N nicht tiber x = 0 hinweg inte-
griert werden darf, fiir nichtganzzahlige Exponenten hat man sich auf © > 0 zu
beschranken.

Beweis: Siehe Beispiel F.72. Beim Logarithmus beachte man, daf fir x < 0 die
Formel % In(—z) = -+ =1 gilt. O

Dies liefert uns auch sofort die Stammfunktionen zu Potenzreihen:

Satz 1.28 Die Potenzreihe
f@)=>aj(x— o)’
=0

habe den Konvergenzkreis K (x¢,r). Dann hat die Reihe

Fl(x :E a;(x — xg)i Tt
() j:oj+1]( O)

aus den Stammfunktionen denselben Konvergenzkreis und stellt dort eine Stamm-
funktion zu f dar.

Warnung 1.29 Daf man Summation und Ubergang zur Stammfunktion vertau-
schen darf, ist nicht allgemein giiltig, sondern braucht Bedingungen, wie sie etwa
bei Potenzreihen erfiillt sind. Wir werden dies noch genauer anschauen.

Beweis: (von Satz 1.28) Nach dem Majorantenkriterium konvergiert die Reihe fiir
F mindestens im Kreis K (29, 7). Nach Satz F.63 ist diese Reihe differenzierbar, ihre
Ableitung f, ferner der Konvergenzradius der abgeleiteten Reihe nicht kleiner als
der der urspriinglichen. Damit haben beide Reihen denselben Konvergenzkreis und
die zweite Reihe ist die Stammfunktion der ersten. O

Ferner liefern Beispiel F.55 und Beispiel F.56 die folgende
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Regel 1.30 Es ist

[ e*dx = e,
Jeoszdzr =  sinz,
[sinzdr = —cosz.

In Beispiel F.80 hatten wir

1

ta /:1 ta 2:—
(tan z) + (tan.z) cos?x

gezeigt und hieraus auf die Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion
arctan : R — R

geschlossen und hergeleitet, daf

1
1422

(arctanz) =

Analog erhélt man aus

(sinz) =cosz = V1 —sin’z

fiir die Umkehrfunktion
arcsin : [-1,+1] = R

(arcsinz)’ = ﬁ fir (|z] < 1)
Dies beweist
Regel 1.31 Es ist
J \/1df7 = arcsinz fiir [z| <1
% = arctanx
co‘iﬂﬁm = tanwx.

I-9

Beim letzten Integral darf das Integrationsintervall keine Nullstelle des cos enthal-

ten.

Auf diese “Grundintegrale” kann man nun viele zunichst ganz anders aussehende

Integrationsaufgaben zuriickfithren.

Substitutionsregel

Eine der niitzlichsten Techniken hierzu ist die “Substitutionsregel”, die einfach die
Umkehrung der Kettenregel (Satz F.60) ist. Thre zweckméfige Anwendung verlangt

allerdings einige Ubung.

Satz 1.32 (Substitutionsregel) Ist f : [, 8] — R stetig, ¢ : [a,b] — [a, (] stetig

differenzierbar, so ist mit einer Stammfunktion I zu f, fiir die also F’

b »(b)
| He@)e@is = [ st = FOIZ0 = Fo®) - Fe

(a)
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Beweis: Mit einer Stammfunktion F' zu f ist

(F o) (x) =F'(p()e (z) = fe(x))¢' (x)-
Somit gilt nach dem Hauptsatz

b b
/ F(o(@)g (x)da = / (F o p) (x)dz
— F(p(b)) - F(p(a)) = / f(t)dt.

w(a)

Merkregel 1.33 Bei der Substitution x — t := p(x) ist zu ersetzen

de
dx

ferner sind die Grenzen zu ersetzen geméfs

dt
o' (z)dr = ——dz = Edm — dt,
a— g(a), b— p(b).

Beispiele 1.34 1. Fiir jede Konstante c ist

b b+c
/ flz+c)dx = / f(t)dt (Setze p(x) =z + c).

+c

2. Fiir jede Konstante ¢ # 0 ist

b 1 be
/ f(ex)dx = - f(®)dt (Setze p(x) =c-x).

3. Fiir jedes n € N, # 0 ist

b b"
/ 2" f(2™)de = l/ f(®)dt (Setze p(x) = a™).

n n

b
1 1
/ ze 2" dy :/ —¢' (2)e?Ddx  (Setze p(x) = —§x2),
@ (b) R
= —/ eldt = e72% — 73’
»(a)
5. Ist ¢ : [a,b] — R stetig differenzierbar und # 0 auf [a, b], so ist

), [ o
/aw(z)dm—/w(a) St (Setze plx) = 1)

= (Iln »(b) _ |('0(b)|
= (Inft]) |5 =1 l(a)l

Ein Spezialfall ist etwa fiir [a,b] C (-5, +7%)

b b oo
sinz
tanx dr = dx = —In | cost]|
“ o COST

a

6. Nach derselben Methode behandelt man generell etwa Integrale der Form

b b
/ sinx f(cosx)dz oder / cosx g(sinx)dx.
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Partialbruchzerlegung

Rationale Funktionen kann man geschlossen integrieren, wenn man die Nullstellen
des Nenners kennt.

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra — den wir erst in der Funktionentheorie
beweisen werden — kann man jedes (normierte) reelle Polynom ¢(x) darstellen als
Produkt von Polynomen der Form (z — ¢), (z — a)? + b* mit a,b,c € R,b > 0.

Wir betrachten die folgende Situation: Es sei

T S

g@) =[[@—c)- [[ (== a))*+03),

i=1 j=1

wobei Faktoren mit verschiedenen Nummern auch verschieden seien.
Ferner sei p(z) ein Polynom, dessen Grad kleiner ist als der von ¢. Dann gibt
es eine Darstellung fiir den Quotienten

r(z) ::%:gz%ci—i—

Man kann diese Koeffizienten v;, o, 3; bestimmen, indem man mit dem Hauptnen-
ner ¢ durchmultipliziert und Koeffizientenvergleich macht. (Enthilt das Polynom ¢
sogar Potenzen der notierten Faktoren, so gelten dhnliche Formeln, die nur etwas
komplizierter aussehen.)

Eine Stammfunktion zu r kdnnen wir nun aus den Stammfunktionen zu den einzel-
nen Summanden bestimmen. Wir bekommen fiir den ersten:

/ Ve =yl |(@ - ¢)).

Xr — C;

i ajac—i—ﬁj
(x —a;)? +b]

Jj=1

Den anderen Term zerlegen wir in

ar +
(x —a)? + b2

2(x — a) B+ aa
(x—a)2+b  (r—a)®+b*

70[
2

Der erste Term ist vom Typ )\%, somit ist

Der zweite Term ist vom Typ

\ —
(x —a)? + b2

und iiber o(z) = (¥ — %) und ¢'(z) = § bekommen wir

/)\;dz:éarc‘caﬂ (za>.
(x —a)?2+ b2 b b
Beispiel
4 1 1 2
124 1—:1:—’—1+:E+1+:E27
somit

4 1 1 2
——dr = d —d —d
/179:4 v /179: x+/1+z CC—i_/qu;):? v

=—In|z — 1|+ In|z + 1| + 2arctanz.
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Halbwinkelmethode

Auf die eben behandelte Integration rationaler Funktionen in x lassen sich auch
Integrale iiber rationale Funktionen in sin z, cos x zuriickfiithren.
Die Substitution

T
u = tan 5 liefert

1
du = (tan g)’ dw = 3 <1 + (tan §)2>dx, d.h.

2d
dz:—u .
14 u?
Ferner ist
T T T T 2tan 2u
sinz =2-sin= cos= =2-tan = - cos® = = 2_ — ,
2 2 2 2 1+tan2% 1+ u?
2
2 o 0 T 0 T 1—-u
cosT = cos® — —sin“ — = cos” = (1 —tan” =) = .
2 2( 2) 14+ u?

Hat man die Substitution ausgefiihrt, so ist also eine rationale Funktion in der
Variablen u entstanden, die man etwa {iber Partialbruchzerlegung bearbeiten kann.
Beispiel Es sei 0 < a <b < 7. Mit A:=tan g, B := tan g, ist

/b dx _/Bl+u2 2du _/Bdu_ln
W Sinz S, 2u 14w J, ou

Partielle Integration

a
tan 3

R
tan§

Eine weitere wichtige Integrationsmethode gewinnt man aus der Umkehrung der
Produktregel beim Differenzieren.

Satz 1.35 Sind f,g: [a,b] — R stetig differenzierbar, so ist

b b b
[ 1@ @iz = f@g@)| - [ @

Beweis: Esist (fg) = f'g+ f¢', somit fg Stammfunktion zu f'g+ fg’, nach dem
Hauptsatz also

b b b
mmu>:/fmme+/fMﬂmm

Beispiel 1.36 Es sei p(x) ein Polynom. Berechne

/abp(:c)ezdx.

Wir setzen f(x) := p(z), ¢’'(z) := €®, also dann auch g(x) = e®. Somit ist
b

b
- / p'(z)e”dz.

Das rechtsstehende Integal ist nun von der selben Bauart, wie das urspriingliche,
aber das darin vorkommende Polynom hat kleineren Grad. Somit kann man diesen

/abp(m)e””dx = p(x)e”
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Schluff iterieren, bis man auf ein Integral der Form fab ce®dzr mit konstantem c
kommt, was direkt integrierbar ist.
Etwa fiir p(z) = 2? bekommen wir

b
/ 22e®dr = 2%e”
a

b
/ 2xe®dr = 2xe”
a

b
2ze®dz.

b b b

2¢*dr = 2xe®| — 2e”

a

b
a /a
b
a /a

a
Somit bekommen wir gesamt

b b
/ r?e”dr = (2° — 2z + 2)e”

a

Beispiel 1.37 Es sei p(x) ein Polynom, a,b > 0. Berechne

b
/ p(z)Inzde.

Wir setzen f(z) :=Inz, g(x) := [; p(t)dt. Letzteres hat die Gestalt g(z) = z - h(z)
mit einem Polynom h. Damit liefert uns die partielle Integration

b

1
- [ 39 dz = () ()

b

b
- / h(z) dx
a a
und das letzterhaltene Integral ist leicht auszuwerten.
Ein weiterer oft anwendbarer Trick wird in dem néchsten Beispiel benutzt.

b
/ p(z)Inzdr = (Inx) g(x)

Beispiel 1.38 Berechne f; cos? z dz.

Wir setzen f(z) := ¢'(z) := cosz, damit f'(x) = —sinx, g(x) = sinz. Somit liefert
partielle Integration

b b b b
/ costdx:/ cosx -cosxdr = cosx sinx +/ sinx - sin x dx
a a a a

b b

= cosz sinx +/ (1 —cos® x) dx
a a

b

b
= cosz sinx +(b—a)—/ cos® z di.

a

Damit haben wir
b

b
2-/ cos? xdr = cosx sinz| + (b— a)

a

also

b
+ %(bfa).

b 1

/ cos? zdx = 5 cosT sin x
Obwohl wir also im Laufe der Rechnung wieder bei dem zuerst betrachteten Integral
gelandet sind, war dies kein logischer Zirkel, sondern der Weg zur Berechnung des
Integrals.

Mittels zweimaliger Partieller Integration oder auch iiber die Darstellung durch die
komplexe Exponentialfunktion erhilt man die folgenden, im Zusammenhang mit
FOURIER-Reihen wichtigen Relationen:
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Satz 1.39 (Orthogonalititsrelation der trigonometrischen Funktionen)
Die trigonometrischen Funktionen erfiillen fiir alle n, m € N die Relationen (8, ist
das KRONECKER-Symbol)

2m 2m
/ cos nx cos me dx = / sinnzsinma dr = - dpm, (m,n) # (0,0)
0 0

27
/ cosnx sin mx dx = 0.
0

Eine numerische Integrationsmethode

Die Liste der Tricks zum Berechnen von Integralen liefie sich noch erheblich ver-
langern. Dennoch wird man h&ufig auf numerische Methoden angewiesen sein. Eine
einfache aber wirkungsvolle Methode ist die sogenannte

Trapezregel 1.40 Es sei f : [a,b] — R zweimal stetig differenzierbar und C :=
sup{|f”(z)| : = € [a,b]}. Dann ist fiir n € N,> 1 und h := =2

n

n—1

b
/ fla)de = (%f(a) +) " fla+vh)+ %f(b)) -h+R,

v=1
mit [R| < £(b—a)h?.

Beweis: Wir setzen a, := a+vh und betrachten zunéchst nur ein Teilintervall I,, :=
[ay, av41) = [ay, a,+h]. Dazu bilden wir die Funktion ¢(z) := 3(z—a,)(ay11 —) =

1(z—a,)(h+a, — ). Sie ist im Innern von I, streng positiv, an den Randpunkten

= 0 und fiir die Ableitungen gilt ¢'(z) = 2 — (z — a,) und ¢”(z) = —1. Mittels

zweimaliger Partieller Integration kénnen wir nun das uns interessierende Integral
von f iiber das Teilintervall I, wie folgt berechnen:

[ stoe = [ stayis =~ [ oy stari

v v v

a,+h
ath | / (@) f (2)de

ay

= —¢'(x)f(x)

v

(@) + Sav) + e@r @2 - [ " o) £ () da

v
Ap41

(Flan) + flavsn) — F"(E) / () da

ay

(RIS OIS N VRS

h3
(f(a’l/) + f(av+1)) - Ef//(év)v

wobei zuletzt der Mittelwertsatz der Integralrechnung benutzt wurde und die Stelle
51/ S (aV7au+1) ist.
Durch Aufsummieren folgt

b n—1 n 3
[ 1@de = (3r@+ X rtasom + 350) - Y35

wobei sich der Rest wegen nh = b — a wie behauptet abschitzen 1afst. O
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Uneigentliche Integrale
Bei der Einfiihrung des Integrals f; f(z)dz hatten wir vorausgesetzt,
— daf das Integrations-Intervall [a, b] endlich ist und

— daf die Funktion f darauf mindestens beschrankt ist.

o] 1 d
_ x
/ e~ ¥dx oder —
0 0 VT
sind also zun#chst sinnlos. Mit gewissen Vorsichtsmafnahmen koénnen wir ihnen
aber einen Sinn zuweisen.

Ausdriicke wie

Definition 1.41 Die Funktion f : [a,00) — R sei iiber jedem Intervall [a, R] mit
a < R < oo integrierbar. Falls dann der Grenzwert

R
o [

existiert, heifst das Integral f:o f(z)dx “konvergent” und wir setzen

/aOO f(z)dz := lim /aRf(:c)da:.

R—

Man spricht dann auch von einem “uneigentlichen RIEMANN-Integral”. Analog be-
kommt man solche uneigentlichen Integrale der Form

/boo f(z)dx

Beispiel 1.42 [~ e~ “dx konvergiert; denn es ist
B R
/ e dr = —671’0 =1-e =1 (R— ).
0

Sinngemif gehen wir vor, wenn etwa das Intervall endlich, aber die Funktion nicht
beschrankt ist.

Definition 1.43 Die Funktion f : (a,b] — R sei iiber jedem Intervall [a + €,b] (mit
a < a+ € < b) integrierbar. Falls dann der Grenzwert

b
lim f(z)dx

e—0 a-+te

existiert, heifit das “uneigentliche” Integral

/abf(:c)da:

konvergent und wir setzen

b b
/a f(x)dx := lli% /a+€ f(z)dz.

Analog fiir die obere Grenze.
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Beispiel 1.44 fol d—\/% konvergiert; denn es ist

1
d
= _a/a|l =20 -ve) =2 (e—0.)
€ x
Bleibt noch der Fall, daf beide Integrationsgrenzen “kritisch” sind.
Definition 1.45 Esseia € RU{—o0},b € RU{co} und die Funktion f : (a,b) — R

sei iiber jedem Intervall [o, 3] C (a,b) integrierbar. Wenn dann fiir ein beliebig
gewdhltes c € (a,b) beide Integrale

/:f(x)daz und /Cﬁ f(x)dx

fiir « — a bzw. fiir § — b konvergieren, so heifit das uneigentliche Integral fab f(z)dx
konvergent und wir setzen

b c B
/a f(z)dz = lim f(a:)da:—&-ﬁliril_/c f(x)de.

a—a+ o

Beispiel 1.46 Es ist

Denn es ist

/B du arctan
——— =ar x
0 1+Qj2

= arctan § — T (8 — o)
0 2
und auch

0 ™
= —arctana — 5 (a0 = —00).

/0 dx ¢
—— = arctanx
o 1+ 22

Analog erhélt man {iber den arcsin:

(0%

+1 dx

- =7
—1 \/1—.’172

Warnung Fiir die Konvergenz des Integrals

/m f(a)da

— 00

ist nicht ausreichend, dafs
+R

li d

Rgnoo R f(l') I
konvergiert, sondern es miissen die Grenziibergdnge an den beiden Enden unab-
hingig voneinander méglich sein.
Als Beispiel hierfiir sei etwa, f(x) = sin = betrachtet. Dies ist eine ungerade Funktion
und damit ist stets

+R
/ sinz dx = 0,

-R
wéihrend etwa

R
. R

/ smxdm:—cosmo =1-—cosR

0
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fiir R — oo nicht konvergiert.
Solche gekoppelten Grenzwerte sind allerdings gelegentlich doch sinnvoll. Man nennt
sie den “CAUCHY-Hauptwert” des uneigentlichen Integrals.

Zwischen uneigentlichen Integralen und Zahlenreihen besteht ein Zusammenhang,
der fiir Abschitzungszwecke oft niitzlich ist.

Satz 1.47 (Integral-Vergleichskriterium) Es sei f : [1,00) — R,> 0 eine mo-
noton fallende Funktion. Dann konvergiert die Reihe

> )

genau dann, wenn das uneigentliche Integral

| s

Beweis: Fiir n — 1 <z <nist f(n) < f(z) < f(n — 1), folglich

konvergiert.

n z)dx n—1).
Also ist

S s s [ i@ Y s

Wegen f(z) > 0 ist fiir m — oo Konvergenz dquivalent mit Beschranktheit, was die
Behauptung liefert. O

Wir notieren hierzu noch folgendes

Beispiel 1.48 Fiir f(z) := I liefert dies

m 1 m 1 mfl1
Slelway!
:TL 1 T n

(8] -re [ tarmns (S1) -1

n=1 n=1

oder

Die Partialsummen der harmonischen Reihe wachsen also wie der natiirliche Loga-
rithmus.

Vertauschen von Grenziibergéingen

Wir hatten gesehen ( Satz F.63, Satz 1.28), daf man zu einer durch eine Potenzreihe
dargestellten Funktion

fl@) = aj(@ —wo)
0
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Ableitung f’ bzw. Stammfunktion [ f bekommt, indem man die Reihe der Ablei-
tungen bzw. der Stammfunktionen bildet:

o0
g a]zfaso g J-aj(x —zo)’ =1
o0

0
/f t)dt = Z/ aj(t — o) dt = Z aj(z —x0) T

0

Beide neuerhaltenen Reihen haben denselben Konvergenzradius wie die urspriingli-
che Reihe.

Bei der Bildung von f’ haben wir also zunéchst den Grenzprozess “Konvergenz der
Reihe” und danach den Grenzprozess “Differenzieren” auszufithren. Wir sehen, daft
man hier auch in der umgekehrten Reihenfolge vorgehen kann.

Entsprechendes liegt hier beim Integrieren vor.

In der Situation der Potenzreihen konnen wir also die beiden Grenzprozesse “Kon-
vergenz der Reihe” und “Differenzieren” bzw. “Integrieren” vertauschen, ohne am
Ergebnis etwas zu dndern.

Im allgemeinen Fall ist dies falsch!
Wir haben das Vorliegen geeigneter Voraussetzungen zu priifen, ehe wir eine solche
Vertauschung von Grenzprozessen vornehmen diirfen.

Es sei D entweder ein Intervall in R oder eine Kreisscheibe in C.

Definition 1.49 Gegeben sei eine Folge (fy,)nen von Funktionen f,, : D — C, fiir
die an jeder Stelle x € D der Grenzwert

f(z) := lim f,(2)

n—oo

existiert. Dann sagen wir: “Die Funktionen-Folge (f,,) konvergiert auf D punktweise
gegen die Grenzfunktion f.”

Beispiel 1.50 1. Fiir [z <1 und f,(z) ==} 7_y a7 ist

lim. f, () = f(z) = —

n—o0 1—z
(geometrische Reihe) und hier ist diese Grenzfunktion beliebig oft stetig diffe-
renzierbar.
2. Fiir eine feste Zahl k € N, > 1 betrachte

1 —n2z2)k+l fir |z < L
fulw) = (S il <
0 fiir |z| > .
Dann ist
1 fiir = 0 und jedes n,
fn(x) = .. . 1
0 furx;é()undjedesn>m.
Somit ist
1 fiirz=0
lim n = =
n—><>of (@) = f@) {0 fiir x # 0.

Die Funktionen f,, sind sdmtlich k-mal stetig differenzierbar. Wir haben also zu
einer Folge von k-mal stetig differenzierbaren Funktionen eine Grenzfunktion,
die nichteinmal stetig ist. (Denselben Effekt kann man sogar mit beliebig oft
stetig differenzierbaren Funktionen erreichen.)
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3. Modifizieren wir dieses Beispiel und setzen etwa

n(l—n?(x—1)2 fir0<az< 2
0 sonst,

so folgt fiir alle x der triviale Grenzwert

lim f,(z) = f(z) :=0.

n—oo

Die Funktionen f,, und ihre Grenzfunktion f sind also alle stetig und damit
integrierbar. Man berechnet

/02 Fol@)dz = /O (1l — n2(z — 1)2)dz = :

n
/OQf(z)dr = /020dz =0.

Die Folge der Integrale [ f,(x)dx konvergiert also, aber nicht gegen das Inte-
gral der Grenzfunktion.

Diese Beispiele mogen als Warnung geniigen dafiir, daf die bei Potenzreihen ange-
troffenen Verhéltnisse nicht ohne weiteres verallgemeinerbar sind.

Warnung Im allgemeinen sind der Ubergang zur Grenzfunktion einer Funktionen-
folge nicht mit Differentiation oder Integration vertauschbar.

Die Situation dndert sich, wenn wir zu einem stirkeren Konvergenzbegriff iberge-
hen. In Satz F.5 hatten wir fiir die auf D beschriankten Funktionen die “Supremum-
Norm” eingefiihrt:

|floo := sup|f(z)].
zeD

Definition 1.51 Fiir auf D beschriankte Funktionen f,, f sagen wir: “Die Folge
(fn) konvergiert gleichméfig auf D gegen f”, wenn gilt, daf beziiglich dieser Norm
|fro = floo — 0 fiir n — oo.

Im obigen Beispiel haben wir im Falle der geometrischen Reihe gleichméfige Kon-
vergenz in jeder Kreisscheibe |z| < ¢ mit ¢ < 1, bei den Beispielen 2. und 3. liegt
jedoch keine gleichméfige Konvergenz vor.

Satz 1.52 Konvergiert die Folge (f,) auf D gleichméfig gegen f, so auch punkt-
weise.

Beweis: Fiir x € D ist
|fn(z) = f(2)] < sup{|fu(2’) = f(2");2" € D} = |fn = flc =0 (n— o0).
O

Satz 1.53 Konvergiert die Folge (f,) auf D gleichméfig gegen f und sind fiir ein
xo € D alle f, stetig in x(, so auch die Grenzfunktion f.

Beweis: Zu € > 0 wihle n mit |f, — f|o < € und bestimme dazu ¢ > 0, sodaf
| fr(x) — fu(xo)| < € fiir | — zo| < 0. Dann ist fiir solche x

[f (@) = f(zo)| < [f(2) = ful@)| + [fn(2) = fulzo)| + [fn(x0) — f(20)] < 3e.
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Wir haben also
Stetigkeit bleibt unter gleichmdfiger Konvergenz erhalten.
Analoges haben wir fiir das Integrieren:

Satz 1.54 Es sei (f,,) eine Folge integrierbarer Funktionen f, : [a,b] — R, die auf
[a,b] gleichmiRig gegen f konvergiert. Dann ist auch f integrierbar und fiir jedes
x € [a,b] ist

x

lim [ f(t)dt = / ' f(t)dt.

n—oo
a

Beweis: Zu ¢ > 0 wihle n mit |f, — f|oo < €, sodak also fiir alle  dann

falz) —e < f(z) < fulz) + €
ist. Da f,, integrierbar ist, gibt es nach Satz 1.9 Treppenfunktionen

b

< fo < mit / () — p(2))dz < e.

a

Dann sind auch ¢ — € und 9 + € Treppenfunktionen, fiir die dann

() —e < fu(x) —e < f(2) < fulz) + e <tp(x) +¢

gilt und ferner

/ab (W(x) +e€) = (p(x) - 6))dm = /ab ((w(x) —o(x)) + %))dm < e+2e(b—a).

Da € > 0 beliebig war, ist damit f integrierbar.
Dann ist aber fiir = € [a, ]

‘/; f(t)dt/; fn(t)dt‘ _ ‘/j (f(t) fn(t))dt‘

g‘/ !ffn\mdt‘
<lb—al-|f=fal =0 (n—o0)
O

Fiir stetige Funktionen folgt natiirlich die Integrierbarkeit der Grenzfunktion schon
aus dem vorigen Satz 1.53.

Bei gleichmapiger Konvergenz darf man Integration und (Folgen-)Grenzibergang
vertauschen.

Etwas komplizierter liegen die Verhiltnisse beim Differenzieren; die gleichméifige
Konvergenz reicht hier nicht, um einen entsprechenden Vertauschungssatz zu be-
kommen.

Beispiel 1.55 Die Folge der Funktionen

.,
fn(x) = . sinn’z
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konvergiert offenbar gleichméfig gegen die konstante Funktion 0. Fiir die Ableitun-
gen haben wir aber

1
fl(z) := —n?-cosn’z = n - cosn’z
n

und diese Folge ist sicher an jeder Stelle der Form = = ¢ - 2m mit rationalem q

divergent.

Fiir das Differenzieren bekommen wir

Satz 1.56 Es sei (f,) ein Folge von auf [a,b] stetig differenzierbaren Funktionen,
fiir die gelten

1. fno(x) — f(xz) punktweise auf [a,b] (es reicht Konvergenz an einer Stelle xg)
und

2. fl — g gleichméfig auf [a,b].
Dann ist auch f auf [a, b] stetig differenzierbar und f’ = g, d.h. fiir alle x € [a, 1] ist

. d d (..
Jim. (%fn(x)) = (7}13;0 fn(z)>-
Beweis: Nach dem Hauptsatz ist
ful) = fuleo) + [ Fit) e
Fiir n — oo haben wir nach Voraussetzung f,(z) — f(z), fu(xo) — f(zo) und

fI — g gleichmafig auf dem ganzen Intervall. Da die f] stetig sind, ist dann auch
g stetig, ferner gilt nach Satz 1.54

lﬁﬂ@ﬁﬂépwﬁ

f@zﬂm+/2@m

Zo

Somit ist auch

und da g stetig ist, bekommen wir nach dem Hauptsatz, daf [/ = g. O

Alle diese Aussagen gelten sinngemif fiir Reihen von Funktionen, die als Grenzfunk-
tion zu der Folge der Partialsummen-Funktionen zu lesen sind (vergl. Potenzreihen).

Daf wir Potenzreihen gliedweise integrieren und differenzieren diirfen, ist im Lichte
der jetzt gezeigten Sitze die simple Folge davon, dafs Potenzreihen in jeder abge-
schlossenen Kreisscheibe innerhalb des Konvergenzgebietes gleichmifig konvergie-
ren und die Potenzreihe aus den Ableitungen den selben Konvergenzradius besitzt
(Satz Z.50) .

Wird eine Funktion f : [a,b] — R auf [a, b] durch eine Potenzreihe dargestellt,
fla) =) ajl@—z0) (z € [a,b]),
J

so ist also f gleichméfiger Limes der Partialsummen-Polynome

n

fulz) = Z a;j(z — 20)7.

Jj=0
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Hier sind jedoch die approximierenden Polynome f,, so gebaut, daf sich je zwei
aufeinanderfolgende nur um einen reinen Potenzterm a,, 41 (x — z0)"*! der richtigen
Ordnung unterscheiden. Diese Zusatzbedingung fithrt zu dem schénen Differenzier-
barkeitsverhalten von Potenzreihen. Lafst man sie weg, so bekommt man noch den

Approximationssatz von WEIERSTRASS 1.57 Zu jeder stetigen Funktion f :
[a,b] — R gibt es eine Folge (p,) von Polynomen, die auf |a,b] gleichméfig gegen f
konvergiert.

Den etwas umfangreichen Beweis {ibergehen wir.

FOURIER-Reihen

Eine auf ganz R oder C definierte Funktion f mit reellen oder komplexen Werten
heifit “periodisch mit Periode w > (07, wenn

flx+w)=f(z) firallex

gilt. Setzt man

so ist offenbar

Flo+2m) = f(5=(a+2m) = f(ma +w) = f(5=2) = F(a),

sodafs also die neue Funktion die Periode 27 hat. Diese Normierung setzen wir im
folgenden stets voraus.

Beispiele 27-periodischer Funktionen sind etwa cos kx, sin kx, e?*® jeweils fiir belie-
bige k € Z sowie die daraus gebildeten “trigonometrischen Polynome”

n +n
Sp(x) = % + Z (ak coskx + by sinkz) = Z cpet™®
k=1 k=—n

wobei man iiber

i(eikx o efika:)

1, . .
coskr = = ikx —ikx inkr =
T 5 (e +e ), sin kx %

zwischen beiden Darstellungen wechseln kann. Man bekommt (k > 1)

a 1 . 1 .
co = ?0, o §(ak —ibg), c_p = §(ak + ibg).

Geben wir eine Folge (ck)kez vor, sodak die Reihe
lcol + Y (Iex] + [e—xl)
k=1

konvergiert, so bilden wegen |e?**| < 1 (fiir alle z € R) die damit gebildeten trigo-
nometrischen Summen

+n
Sp(x) = Z cpett?
k=—n
eine auf ganz R gleichméfig konvergente Folge, die somit gegen eine stetige und (tri-
vialerwiese wieder) 27m-periodische Grenzfunktion konvergiert. Wir schreiben dafiir

“+o0

f(l‘): Z ckeika:

k=—o0
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und nennen dies eine “trigonometrische Reihe”. Physikalisch interpretiert haben wir
durch Uberlagerung von Sinus-Cosinus-Schwingungen eine Funktion f beschrieben.
Hier lassen sich die Koeffizienten ¢; auch wieder aus f zuriickgewinnen. Wir nutzen
dazu

Satz 1.58 Fiir k,n € Z ist

1 [ 1 k=n,

0 k # n.

- eikme—inwdx — 6kn —
27T 0

Beweis: Der Fall k = n ist trivial, fiir k¥ # n haben wir

U7 e I 1 1 o
- ezkze—lnwdx _ / ez(k—n)zdx _ ( : ez(k—n)z) =0,
27 Jo 27 Jo 27 \i(k — n) 0
da ja ¢*=™)* die Periode 27 hat. O

Damit folgt etwa,

Satz 1.59 Ist die trigonometrische Reihe

+oo

f(l'): Z ckeikm

k=—oc0
auf R gleichméfig konvergent, so ist fiir alle n € 7

1 2w

Cn = 5= ; f(x)e "™ dg.

Beweis: Wegen der gleichméfigen Konvergenz darf man die Reihe gliedweise inte-
grieren, woraus mit Satz 1.58 sofort die Behauptung folgt. O

Wir nehmen dies nun zum Ausgangspunkt, um relativ beliebige 27-periodische
Funktionen durch trigonometrische Reihen darzustellen.

Definition 1.60 f : R — C sei 2w-periodisch und iiber [0, 27| integrierbar. Dann

heiflen die Zahlen )
1 s

Ch = 5o | f(x)e **dx (keZz)
die “FOURIER-Koeflizienten” von [ und die damit (zunichst nur formal) gebildete
trigonometrische Reihe
+oo
Z ckeikz

k=—o0

die “FOURIER-Reihe” von f.

Warnung Ohne geeignete Voraussetzungen iiber f braucht die FOURIER-Reihe von
f weder iiberall zu konvergieren noch dort, wo sie konvergiert den Funktionswert
f(x) zu ergeben!

Konvergenz tritt allerdings stets im sog. “quadratischen Mittel” ein. Dies bedeutet
folgendes:

Auf dem Vektorraum V' der 27-periodischen (und {iber eine Periode quadratisch
integrierbaren) Funktionen f : R — C — dieser Raum enthélt insbesondere alle
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beschrénkten und auf dem Periodenintervall bis auf endlich viele Stellen stetigen
Funktionen — ist ein Skalarprodukt erkldrt durch die Vorschrift

1 [ —
(u,v) := %/0 u(z)v(z)de.
Benennen wir nun die Exponentialfunktionen durch
ex(z) i= e (keZ),
so besagt Satz 1.58 gerade

1 2m . "
= — e """ dr =0
<€n; ek> o /0 kn»
was bedeutet, daff diese Funktionen ein Orthonormalsystem bilden. Die FOURIER-
Koeffizienten kénnen wir damit auch darstellen als
1 27

Ch =5 ; f(x)e ™ dx = (ey, f).

Das Skalarprodukt ( , ) erzeugt auf dem Raum V die Norm

v 1= (o, ))" = (% /OQW |U(9C)|2dm)%

Genau genommen brauchen wir die Stetigkeit, damit es eine Norm ist, da dieser
Ausdruck auch 0 wird wenn die Funktion v noch an endlich vielen Stellen im Inte-
grationsintervall # 0 ist. Dies spielt aber im weiteren keine wichtige Rolle.

Damit gilt nun

W=

Satz 1.61 Ist S, := Z;ﬁ
S0 ist

1.

crey, die n-te Partialsumme der FOURIER-Reihe zu f,

—n

2 Rl
‘S’ﬂ‘Q: Z |Ck|27

k=—n
2. der “Rest” f — S,, orthogonal zu S,
3. und fiir die Normen gilt

+n
7= Suly =11l — |Suls = |1 = 2 lexl®.

k=—n

Beweis: 1. ist Satz V.40, 2. ist Satz V.43. Zu 3.: Wir bekommen damit
| = Suly = (f = Sus f = Su) = (. £) = (Sus ) = {f = S Su)
+n
= ([ 1) = (> erens f)

k=—n
2 Rl 2 Rl
= ‘f|2 - Z CkClr = ‘f‘Q* Z |Ck|2'
k=—n k=—n

Aus der letzten Gleichung liest man unmittelbar ab
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Satz 1.62 Hat f die FOURIER-Koeffizienten c, und sind die S,, die Partialsummen
der FOURIER-Reihe, so gelten

1. die BESsELsche Ungleichung: Fiir alle n ist

+n 1

2m
> el <=5 [ @i

k=—n

2. Es sind dquivalent fiir n — oo :

+n
|f = Sul, =0 und Y |ef* = \f|§.

k=—n

Die Konvergenz im Sinne der | |2 - Norm heifit “Konvergenz im quadratischen
Mittel”.

Letzteres bedeutet, daf die BESsELsche Ungleichung zu einer Gleichung

+oo 9
Z lexl” = | f],

k=—o0

wird, der sog. PACEVALschen Gleichung.

Man braucht also nur von einer Zahlenfolge die Konvergenz gegen den “richtigen”
Grenzwert zu beweisen, um auf die Konvergenz im quadratischen Mittel der Fou-
RIER-Reihe schlieffen zu konnen. Es gilt nun

Satz 1.63 Zu 0 < a < 27 gilt fiir die 27-periodische Funktion t, mit

to(z) =

1 0<zxr<a
0 a<x <27

die PACEVALsche Gleichung, d.h. die FOURIER-Reihe konvergiert im quadratischen
Mittel.

Den recht umfangreichen und sehr technischen Beweis kann man etwa bei FORSTER,
Analysis 1, S. 195 nachlesen.

Jede 2m-periodische Treppenfunktion ¢ 14t sich offensichtlich als eine Linearkom-
bination t(z) = 377", a;t;(x) schreiben, wobei die ¢;(x) Funktionen der in Satz
1.63 betrachteten Art sind, und iiber eine relativ einfache Abschatzung erhélt man
daraus auch hierfiir die Konvergenz der FOURIER-Reihe im quadratischen Mittel:

Satz 1.64 Fiir jede 2m-periodische Treppenfunktion t konvergiert die FOURIER-
Reihe im quadratischen Mittel gegen t.

Nun haben wir die Integrale fiir RIEMANN-integrierbare Funktionen durch Approxi-
mation iiber die Integrale von Treppenfunktionen erklirt und, indem man dies hier
geeignet anwendet (in FORSTER, Analysis 1, ist das ausgefiihrt), erhélt man

Satz 1.65 Fiir jede 2m-periodische, iiber [0, 27| quadratisch integrierbare Funktion
f konvergiert die FOURIER-Reihe im quadratischen Mittel gegen f.

Beispiel 1.66 Wir betrachten die 2w-periodische Funktion h mit

1 0<
h(zx) = + <z<m
-1 T <x<2m
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Man bestimmt die FOURIER-Koeffizienten zu

1 27
= — h(z)dx =0
Co 27 J, (z)dx
und fiir £ # 0
1 T ) 27 )
Cp = — {/ e kT g —/ e_“”dm]
27T 0 T
1 iy 2 i
— —ikx —ikx —ikm
= =—(2 2
2mik <e o ¢ . ) 27Tk( ‘ )
Nun ist
ik _ 1 k gerade
-1 k ungerade
und damit
0 k gerade
Cr — 2
P k ungerade.

Die FOURIER-Reihe lautet also

3 i 1 e-H(27n-i-1)1: . e—i(2m+1)w _ é i Sln(2m+ I)I
mi = 2m + 1 ™A 2m+1 '

Fiir x = kn (k € Z) ist stets sin(2m + 1)z = 0, sodafs hier die FOURIER-Reihe gegen
0 konvergiert, also nicht gegen h(x). In jedem abgeschlossenen Intervall, das keine
Stelle der Form k7 mit k& € Z enthilt, konvergiert dagegen die Reihe gleichmafig
gegen h, wie wir spédter sehen werden.

Zur Frage der punktweisen oder gar gleichméfigen Konvergenz der FOURIER-Reihe
zeigen wir

Satz 1.67 Es sei f : R — R 2w-periodisch, stetig und stiickweise stetig differenzier-
bar, d.h. es gebe eine Zerlegung von [0,27] : 0 =ty < t1 < ... < t, = 2w, sodal f in
[tj,tj+1] jeweils stetig differenzierbar ist.

Dann konvergiert die FOURIER-Reihe (auf ganz R) gleichméfig gegen f.

Beweis: Nach Voraussetzung ist f in jedem offenen Teilintervall (¢;,¢;11) stetig
differenzierbar und dariiberhinaus existieren jeweils noch die einseitigen Grenzwerte
von f’ fiir z von links oder von rechts gegen ¢;.

Wir erkldren die Funktion ¢ fiir « € [0, 27) durch

f(x) wenn z kein Teilpunkt,
p(z) = 1im+f'(:zj') fiir x = ¢;.
I,Htj

Diese Funktion ist stiickweise stetig, beschrinkt, damit quadratisch integrierbar und
fiir ihre FOURIER-Koeflizienten - gilt nach der BESSELschen Ungleichung

+o00 9

k=—0o0
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Fiir die FOURIER-Koeflizienten ¢ von f rechnen wir mittels partieller Integration

tit1 -1 ti+1

ti+1 ) -1 . .
/ f(x)e *de = — f(x)e ke -7 o(x)e ke dy
¢ i

ik

t

tit1 i ti+1 )
- —/ o(z)e”* dg.
k Ji

t; j

J

= < fla)e

Summiert man dies iiber j = 0,1, ..., — 1, so fallen die ausintegrierten Teile weg
und wir bekommen

— 1 f( ) —zkzd _Tz_: 1 tj+1f ) —ikacd
=5 r = 2 o ), (z)e x
r—1 t.
_Z 1 o ik
o k 27T/ du
-1 1 o —ikx
=% o o(x)e * e dy
_
-k Ve

Also ist ¢, = T
Nun ist stets |- 3] < 1 (|a> +(8]%), also |cx| < 3 (7= + |%]?), woraus

folgt.

Nach dem Majorantenkriterium konvergiert damit die FOURIER-Reihe zu f gleich-
mifig gegen eine (dann) stetige Funktion g. Da aus gleichméBiger Konvergenz auch
die Konvergenz im quadratischen Mittel folgt, konvergiert die FOURIER-Reihe also
in der | |2-Norm gegen f sowie gegen g, sodaf notwendig |f — g|o = 0. Da f und
g stetig sind, folgt damit f = g. O

Erginzungen

Wir geben zunéchst eine geschlossene Darstellung fiir die Partialsummen der Fou-
RIER-Reihe: Es ist

+n

Sp(z) = Z cre™®

k=—n

1 +n 2m . .
- Z / f(t)efzktdt . gtk
@ k=—n 0
1 2m +n )
=9/, ( > eZk(:”t)>f(t)dt.
k

=—n

Die innen stehende Summe kann man {iber die geometrische Reihe umformen zu

Rl sin((n+1)(z —1))

Z ezk(azft) _ 2
sin (3(z—t))

k=—n 2
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sodaft wir gesamt bekommen

1 2™ sin ((n+ 1)(z — t))
Snl@) = 2 / sin (3(z —t)) ft)de
1 2™ sin ((n + 4)u) o — u)du,

27 Jo sin(3u)

wobei der Integrand die Periode 27 hat, somit iiber irgend ein Periodenintervall

integriert werden kann. Die Funktion s"‘:f&%i)m ist gerade. Damit ist {iber die
Substitution v := —u:
1 ?%sin((n+ 3)u) 1 [~™sin((n+ 1)v)
— ———< L fr —u)du = — — 27 d
27 ). sin(1u) Jw = u)du 27r/ sin(3v) J(@+v)
1 sin ((n+ 1)v)
— d
27 / sin(3v) J(@tv)dv

Dies liefert uns die folgende Darstellung

Satz 1.68 Es ist

Sp(x) = i/Ows.m(‘(n#)u)(f(cz:—&-u)—i—f(att—u))du.

27 sin(3u)

Diese auf DIRICHLET zuriickgehende Darstellung werden wir gleich nutzen. Zu-
néchst brauchen wir noch

Satz 1.69 (RIEMANN-LEBESGUE) Essei f : [a,b] — C stiickweise stetig, A € R.
Dann gilt

b
/ f(x)e?®dr — 0 fiir |A| — oo.

Beweis: Ist f sogar stetig differenzierbar, so liefert partielle Integration

_ l/\I
) Z)\/f dx.

/ fla mmdm__f( mc

Somit ist

’/ F(z)eeda ‘< |)\|< b+ 1f(a )+(ba)max|f/(x)|> =0 (|]A] = o0).

Ist f nur stiickweise stetig, so kann man zu jedem ¢ > 0 eine stetig differenziebare

Funktion ¢, finden, fiir die
/ |f(x (x)|dx < e.
Dann ist

b b b
|/ f(:v)e“xdfdé\/ soe(:v)e“mdxﬁ/ |f(2) = pe(@)] - [ |da.

Der letzte Term ist < €, der mittlere geht nach dem eben bewiesenen gegen 0, was
unseren Satz beweist. O

Damit bekommen wir den
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Satz 1.70 (Lokalisationssatz) Das Konvergenzverhalten der FOURIER-Reihe zu
f an einer Stelle x hidngt nur von den Werten von f in einer beliebig kleinen Um-
gebung von z ab, d.h. genauer:

Ist fiir 6 > 0

t firr—0<t<ax+§,
o(0) = {f()
0 sonst,

so konvergieren an der Stelle x entweder die beiden FOURIER-Reihen zu f und zu
g und dann gegen denselben Wert, oder es konvergiert keine an der Stelle .

Beweis: Fiir die Partialsummen S,, zu f und T}, zu g gilt nach Satz 1.68

Su(o) = 55 [ e (1o )+ o - w)i
To(x) = % /07r %(g(m +u) 4 g(z — u))du.

Nach Definition von g ist dann

1 /W sin((n + 1)u)
5

Su(x) = Ta(z) = 5 sin(3u)

(f(aeru) +f(x—u))du.

Nun ist sin((n + 2)u) = & (l"t2)v — e=irt3)u ) sodaR wir die Situation des
RIEMANN-LEBESGUE-Satzes haben, was S, (z) — T,(z) — 0 bedeutet. O

Baut man dies aus, so bekommt man etwa das folgende Ergebnis:

Satz 1.71 Zu der 2w-periodischen Funktion f : R — C gebe es Stellen 0 = ty <
t1 < ... < t, = 2w, sodak in jedem Teilintervall (t;,t;11) f stetig differenzierbar
ist und zudem die einseitigen Grenzwerte der Ableitung an den Punkten t; jeweils
existieren. An den Stellen t; kann f Spriinge haben.

Dann konvergiert die FOURIER-Reihe iiberall punktweise, in jedem abgeschlossenen
Intervall [, ] C (t;,t;41) gleichméRig gegen f und in den kritischen Punkten t;
gegen den Mittelwert

%(f(tj—) +f(t;+))

aus den beiden einseitigen Grenzwerten der Funktion f bei t;.
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