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EGFIHKJ"LAMNJ"MNJ"FPORQ2SNTUHKHKJ"FALWVUFAXYJ"F&LWT[Z\ZNJ"FI]�^_MDSa`�LAbYF�cYbdF�eDbdMNHKJ"F�XdJfS\gAMNbh`�LAJ"FBi
j�kYl'm�npoqnsrWm:t�m�uwvBxhofy�z|{s}:~;�B�����

V
���_�I�R�������[�a���h�d���2�h���;���������[���'���

K (
�W� �B�

K =
R
�h�h���

K = C).
~0�_�I���A�[�_�s�2�U�h� | | : V → R, x 7→ |x| �R���_�2�'���[�a�� �¡¢���A���a�£�D¤s�¥�¦�h���§���~0�¦�h���2��¨©�R�[¤G�����ª�h���a�«�¬d�N®

��¯Y® |x| ≥ 0, = 0 ⇔ x = 0.�7°2® |αx| = |α| |x|��±A® |x + y| ≤ |x| + |y|.²P�_�=���¥�h���&���[�A�§ 
(V, | |) �³�"�����¦�´���¥�N���p���f�����0µ5�h�d�I�Y¶·�[�&���a�W¸U�s�B�A�d���d�p�������´~;�¹�A���2�"¨©�W�[¤º�����»���[¤s�¥�f�

�7¼2® |∑αkxk| ≤
∑ |αk| |xk|,�¾½�® | |x| − |y| | ≤ |x − y|.

¿�ÀAM
x0 ∈ V, r > 0

SaJ"^
K(x0, r) :=

{

x ∈ V
∣

∣ |x − x0| < r
} Á ^_JKÂ\bUÃ�J"F2J���QAXYJ"Ä¹Å&cdbdHÆDT Á ^¦QWS

r
QAH

x0 ÇÈ J"MNXdÄ_J"^³`�LAJ¾É=JqÊ"Jq^_`�LAF�QAF2XdJ"F»O�i_�qËYÌ�iÍ0^_FAJ´Î»J"F2XdJ
M ⊂ V

LAJq^¦ÏdZ�Â\ÐWJfSa`�L2MNVdFAÑÒZ©Å�ÓW]�J"FAF·JqS�J"^_F
r > 0

Xd^_ÐhZqÓ§Sab Á TUÏ |x| ≤ r Ô ÀAMTUÄ_Ä_J
x ∈ M

XY^¦Ä¦Zqi
Õ Q Ô Á JqH Kn

XY^¦ÐhZ�JfS�cÒ^_J"Ä_J	eDbYMaHKJqF?iAÉ�J"^³S\gA^_J"Ä_J¾S\^_F Á J�Z©]�T

|x|1 :=

n
∑

i=1

|ξi|,

|x|2 :=

√

√

√

√

n
∑

i=1

|ξi|2,

|x|∞ :=
H´T[Ö n

i=1 {|ξi|} .

×D^_J"M Ô ÀAM�ÐWJqÑdbYH�H�Z&H´TUF Ç Q?i�TAi�ÀAÐWJqM Á ^¦JªØDFAXYÄ¦Jq^_`�L�QAFAXÙcdbdF�Ú5Û§ÜBÝRÞ�ßBà�á�ÝRÞ�â�ÛBã?äUÌ Á ^_JÕ ÐWSa`�L2VUZaÊqQAFAX
1√
n
|x|2 ≤ |x|∞ ≤ |x|1 ≤ √

n|x|2.
å7^¦JfS�^_S\Z�J"^_F»É=Jq^_SagA^_J"Ä Ô ÀAM
vBxhoqy»z|{£æwç��è¬d¡0���0���¥�N�é���ê�h�U¤

Kn
�\�_�§�·¸�ëh�U�«ì��[�p�����© ¢�W� �B�'�����Y���h���Ò�U¬d�»�¾�¥�2�q�«�U�R�G���

Ci,
���A�Ò�U���q���[�s�

|x| ≤ C1|x|′
�U�?� |x|′ ≤ C2|x|.ÎPTdF�ÐRJqTY`�LYZNJdÓ Á TdÏ Á ^¦JfSDm§t�í&î�ïBí�kÒm�u�ðnñ¥ò�u�nsóêk�m�ôfnrRm�xAðkéõ�öAt�óêkKMa^³`�LÒZa^_XK^_S\Zqi

÷ ÐRJ"M7eDbdMNHKJ"F�ÑdøYFAFAJ"F�]�^_MD�5bYFÒcYJ"MNXdJqFAÊDJ"MNÑ�Ä_VdMaJqF?ù
j�kYl'm�npoqnsrWm:z|{³úû~;�������

(V, | |) ���_�&�R�[�a�K�p���f������µ5�A�U�� ��Ò�[�N�¦� (xk)k∈N

���¦�R�5üR�[�¹�A�[�B²P�¦����¥�h���B®ý7�£�=üR�[�¹�A�
(xk)k∈N

���[��ì¥���a�Y�p���f���h���h���
x,
¡0���2� |xk−x| → 0

¤G�U�
k → ∞,

�W� �B�d�[�³����¡0���A��d�p�����"���_�p�¾þ§�[�A�p���2¤s�¥�¦�h�
(|xk − x|)k∈N

�A�d�������P���¥�N�&���ª�����5ý5�_ÿ?�������A¬[��� ���_�R�����U�_�¦¤s�[�¹�A��³�"�N�'²P�¦�D�"¨©�A�����������·���[�A�|¡¢�p�f�����
x =
Ä¦^_H

k→∞
xk

�A�����
xk → x (k → ∞).
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å7^¦JfS�^_S\ZDV��ÒQA^_c[TUÄ_J"FÒZ�Ê"Q Á J"MD¿2bdMNH�QAÄ_^_J"MNQAFAX
x =
Ä¦^_H

k→∞
xk ⇔ ∀ε>0∃k0

∀k>k0
|xk − x| < ε

QAF Á¾Á ^¦JfS?Ä³TUQhZNJ�Z�F�QAF Ô bYMaH´TdÄUcdøYÄ¦Ä_^¦X�XYÄ¦Jq^_`�LBÓ�]�^¦J;ÐWJq^YMNJ"JqÄ¦Ä_J"F�b Á J"M�ÑdbYH�g2Ä¦J"Ö�JqF�O�TULAÄ_J"F Ô bdÄ_XdJ"FBÓÄ_J Á ^_XdÄ_^_`�L ^_S\Z�LA^¦JqM | | FA^³`�LÒZ�TdÄ_S Á JqM¾É=J"ZaM�TUX�S\bYF Á J"MNF·TdÄ_S�eDbYMaH9ÊqQ·Ä_JqSaJ"F?i§EGF��©J Á JqH ¿2TdÄ¦ÄÑ[TUFAFÙHKTdF |xk − x| TUÄ³S Õ Ð2S\ZNTUF ÁêÁ J"M�Â �;QAFAÑÒZaJ�Å xk

QAF Á
x
Ä_JqSaJ"F?Ó�QAF ÁÙÁ J"MèH�QAÏPJqÐWJqFÐRJ"Ä_^¦JqÐA^¦X Ñ�Ä_J"^_F:]=JqM Á JqF?Ó¢]�J"FAF Á ^_JP¿AbYÄ¦XYJ�cYbdM�TUF2SN`�LAMNJ"^¦ZaJ"Zqi¢å7T|H´TdF:TdÐWJqM´HK^¹Z�e5bdMNHKJ"F

Ç Ô TYS©Z�Ì�XdJ"FWTUQ2Sab7MNJq`�L2FAJ"FèÑ¥TdFAF�]�^¦J�HK^¹Z Á JqH�É�J�ZNMNTdX7^_F R
b Á J"M'^_F

C,
J"MNL2TdÄ¹ZNJ"F�]�^_MfÓ[^¦F Á J"H]�^_M	J"^_F Ô Td`�L|^_F TUÄ¦ZaJ"F É�J"]�J"^³SaJ"F Á J"F É�J�ZNMNTdX Á QAM�`�L Á ^_J&e5bdMNH J"M�SaJ�ZaÊqJ"F?Ó Á ^¦J Ô bYÄ¦XYJ"F Á JqFÕ QWSaSNTUXYJ"F?ù

vBxhoqy»z|{"!$#G�·���_�R��� �R�[�a�K�p���f�����Iµ5�A�U�
(V, | |) �h���s�G���¯Y��~0�¦���7���¥��ì[���a�h�����G��üR�[�¹�A���R�h�'�h���W�h�é���_�R���&%������2¬d¡0���f�a�

°2��~0�¦���7���¥��ì[���a�h�����G��üR�[�¹�A���³�q�D������¨©�A��¸[�2�R�N�
±A���	�d�

an → a
�U�§�

bn → b
�U�§�

α, β ∈ K
¤s�¥�¦�W�

αan + βan → αa + βb,

�W� �����d�£�&�h�¥��ì¥���\�A���������êüR�¥�¦�h���Ù�_�
(V, | |) �U�¦�s�����:�������U�"�����¦�R�����R�������¥�N���h�U� �U�?��d�£��þ'�Ò�¥�q�d���U�h�´�����'%������A¬Y¡¢���q�G���'¬d�K�h���0�h�¥��ì¥���\�A���������èüR�[�¹�A�=�_�q�����¦�|�R���R�G�¥�N���A�U�éº

(��¥�&�[�é�[���§�A�_�a�&�Y�q�
¼2���	�d�

xn → x
¤s�¥�¦�W�¢¤G�U���d�p�����[�a�&���I�A�h¨©� |xn| → |x|.½������[�Rì[���a�Y�p���f�
(xn),

�����h�h¨©�*)��f���,+R���¦�_¤s�¥�¦�h�¾�U�§��¬d¡¢�[�=�h�N�A���I�����2�����������-%������A¬Y¡¢���q�N�
Õ QW`�L Á J"MDÉ�J"XYMa^¦Ã Á J"M;ÂaÆ�Jq^¦LAJ�Å�Ä³VUÏdZ�Sa^³`�L�ÀAÐRJ"MaZaM�TUXYJ"F?i
j�kYl'm�npoqnsrWm:z|{�.0/\õ&k�nò�k�m21 þ��&���_�R���7üR�¥�¦�h�

(an)
�¦� ���¦����� �R�¥�N�K�£���q�G���Iµ5�h�U�

(V, | |)�R���A�R���|¡¢�_� ∑∞
j=1

aj

���¦�R��µ����_�R�f ?���[¬d���d�p�è¡¢�[�A�s���43A�2�£���q�G���-%����¥�h���

sn :=

n
∑

j=1

aj

�d�p�65
n
º©�G���870�[�f��£�[�³�"�U�K�&����9«�~0�_��µ����_�R�¢�����_�2��¡¢�£�¥�����:5_�h�¥��ì¥���\�A�����;9s d¡0���A�&�d�p�0ü��¥�¦�h���h���270�[�f��£�[�³�"�U�K�&�������¥��ì[���a�Y�p���f�a�ý¾����¬d�U�h�����¥�N�¹�A�<%������A¬Y¡¢���q�'�³�"���Ò�U�A�ª������=>%������A¬fº�?d²&���f�������Dµ7���_�R�[�

å7J"M��5bYFÒcYJ"MNXdJqFAÊ"ÐRJ"XYMa^¦Ã·L2VdFAXUZ�TUF Á JqM�e5bdMNHIÓRTdQ Ô Á JqHKSaJ"Ä_ÐRJ"F Æ5TUQAH�Ñ[TUFAF JqS7HKJ"LAMNJ"MNJeDbYMaHKJqF�XYJ"ÐRJ"FA@&TUÄ³S\bKTUQ2`�L�HKJ"LAMNJ"MNJ¾�5bYF�cdJ"MNXdJqFAÊ"ÐRJ"XYMa^¦Ã�JCB
vBxhoqy»z|{�Dw�¾�¥��ì¥���\�Ò�£���q�¢���_�R��ü��¥�¦�h�

(xn)
�h��¬d�U�Y�_�¨©�·���_�R���5���[�a� | |, ���&�h��¬Y�[�Y�_�s¨©�E)��¥������Ò�U¬d�´¸�ëh�U�«ì��U�£���������I���[�a� | |′.�	�d¤

Rn
�A�����

Cn
�³�"�	���¥�K�«�K�����é�¾�¥��ì¥���\�A���A¬Ò�����Y�N�¦ÿ �U�W�2�[�W¸U�h�Y�¦� ì[�¥� �����K�h�¥¡¢¸[�2�s�G������[�a�»�

F�xhí[m§t�m	GH#G���A�s¨©���«º����§�d�_�s¨©�§�d�_�é���2�a�£�[�W�[�p����µ5¸h�U�&���è�U�[�2�´���¢�����¦�§ h���[�	���_�R�=üR�¥�¦�h���A�����µ7���¦�R���h��¬Y�[�Y�_�s¨©�R�����_�R���D���¥�N� ���[�Rì[���a�Y�p���f�© §����¬d�[�Ò�¦�s¨©�P���_�R���5�U�§���������I���[�a� �A�¨©���N�
I�kKJèkÒnsôdù Ç cYbdFMLhTUZaÊ	�Ki NYÌ'Lh^¦F Á | | Q2F Á | |′ V��ÒQA^_c¥TdÄ¦JqFÒZqÓ2Sab´J�Öh^³S©ZN^¦JqM\ZDJq^¦FAJè�5bYF2S©Z�TUFÒZaJ C,HK^¹Z Á JqM�S\ZaJ"ZNS |v|′ ≤ C|v| ^_S\ZqiPO�^_Ä¹Z Á TdFAF

xn → x
ÐWJqÊ"ÀAXYÄ¦^³`�L Á JqM�e5bdMNH | |, Sab�XY^¦ÐAZ�JfS=ÊqQ�©J Á J"H

ε > 0
J"^_F

n0,
Sab Á TUÏ Ô ÀAM n > n0

Á TUFAF |xn − x| < 1

C
ε
^³S©Zfi2å�T Ô ÀAMD^³S\Z Á TUFAF

|xn − x|′ ≤ C|xn − x| < C
1

C
ε = ε.

�



���[�a� �U�§�é���[��ì¥���a�h���A¬ ���GË

Õ QW`�L Á ^_J�å7J��WFA^¹ZN^¦bYF cYbdFPbdÃRJqFAJ"F b Á J"M�TUÐAXYJqSN`�LAÄ_bYSNS\JqFAJ"F»Î»JqFAXdJqF·ÑdøYFAFAJqFP]�^¦M¾TdQ Ô TUÄ_Ä¦�XdJqHKJ"^_FAJ�FAbdMNHK^¦JqM\ZNJ�Æ5VUQAHKJ�ÀAÐRJ"MaZaM�TUXdJqF ÇÈ J"MNXdÄ«iAÉ�J"Ê"Jq^_`�L2FÒQ2FAXdJqFIO�i_�qËÒÌ�i
j�kYl'm�npoqnsrWm:z|{�� ~0�_�R��¶ ���h�h�

Ω
�¦�Ù���_�R��� �R�¥�N�K�£���q�G���ªµ5�h�U�

V
�R���_�2�*5�¥ÿ?��� 9s ¢¡¢���A�

Ω
�K�s� )��f�h��� 7D�U�A���

x0

�h�h¨©�.���¦�������U�A¬¥�»�K�[�h���
K(x0, ε)

= 5
ε
º��B���A�[�h�U�A��9 ?&¤G�U�P���_��h�q���¦�Y�R�[�����

ε > 0
�����s�W¸[�«�a�~0�_�R�5�[ÿ§���R��¶ ���h�h�¥ 2�d�p�7����� 7D�U�A���

x0

������W¸U�s�\ ��h��¬[���s¨©�A�R�¥�B�´�U�&�h�h¨©�&�U�_� 5����è�A�[�h�d�h��9ì¥�[�
x0.~0�_�R��¶ ���h�h�

A
�R���¦�W�;�A�¥�A���"¨©�A�£�U�a�����? R¡0���A���_�A�5�¾�¥�	���p���&�����

V \ A
�¥ÿ?�����_�q�a�

I�kÒnsô��'nk�ð0z|{	�.~0�¦�����[ÿ§���R�;�K�[�h���
K(x0, r)

�³�"�?���_�R���¥ÿ?���R�;¶ ���h�h�0�¦��
��¦�2�R�D�����'�p�¥�¬Y�����ý¾�43A�A�«��p�¥���
å7J"FAF Ô ÀAM x ∈ K(x0, r) :=

{

x
∣

∣ |x − x0| < r
} ]�VULAÄ_J

ε := r − |x − x0| > 0.
å7TdFAF·^³S©Z

Ô ÀAM �©J Á JqS y ∈ K(x, ε) :

|y − x0| ≤ |y − x| + |x − x0| < ε + |x − x0| = r,

SabdHK^¹Z
y ∈ K(x0, r). �

vBxhoqy»z|{	�wü��¥�¦�h���?���7�	�d�N�N�[�h���&�A���«�������_�P���¦����� ���¥�N���p���f������µ7�h�U�
(V, | |) :¯Y� ∅ �d�§� V

�a�¦�?�&�[ÿ§���B�
°2��ý5�p�&�R�������_�A�¦�W�U�h�»�h���_�£�U�[�¹�Pì¥�p���p���7�[ÿ§���R���D¶ ���h�h�����³�q�=�¥ÿ?���B�
±A��ý����Dý��U�q¨©�2�"¨©�A�A�«�\�=���§�d�_�¨©�ªì¥�£���£���7�¥ÿ?���R���D¶ ���h�A�����_�q�=�¥ÿ?�����
¼2� ∅ �d�§� V

�a�¦�?�é�2�¥�h����¨©�2�£�U�a�����B�
½���ý����Dý��U�q¨©�2�"¨©�A�A�«�\�D�h���_�£�U�[�¦�Iì¥�p���p���5�2�¥�h����¨©�A�p�[�N�����R����¶ ���h�h�����³�q�;�A�¥�A���"¨©�A�£�U�a�������
 ��ý5�p�&�R�������_�A�¦�W�U�h�&���?�d�¦�s¨©�|ì¥�£���£���5�A�¥�A���"¨©�A�£�U�a���������=¶ª���h�A���I�_�q�0�A�¥�A���"¨©�A�p�[�N�����B�
� ��ý5�p���	�Y�a���¥�A���P±h�?�d�§�  ���A���«���������������D�é���A�q �¡0���A�I�é�[��
��2�q�����é�	�h�d�¾�d�R���§�Y�¦�s¨©�ìf�p���p���I¶ ���h�h���ª�h�¥�s���h¨©�R�G�¥�N�

I�kKJèkÒnsôdù��di_ù�å5JqM�XÒTUFAÊqJ�ÆDTdQAH�^_S\Z7ZNMa^_c�^_TdÄ¦JqMa]�J"^³SaJ¾bUÃ�J"F?i ∅ TdÄ_S7bUÃ�J"FPÊqQ·ÐRJ"ÊqJ"^³`�LAFAJ"F·J"Ma�]�J"^³S©ZDSa^_`�LITUÄ³S�Ê"]�Jq`�Ñ�H´VUÏY^¦XWi
� i_ù�L�^_F Á

(Ωi)i∈I

bUÃ�J"FªQAF Á ^_S\Z
x ∈ ⋃

i∈I Ωi,
S\bIXd^_ÐhZ¾JqS�Jq^¦F

i0
HK^¦Z

x ∈ Ωi0 .
å�T�Ä¦^_J"XdZÁ TdFAFIJ"^_FAJ�XYTUF2Ê"J

ε
��Ø5H�XYJ"ÐAQ2FAXècYbdF

x
^¦F

Ωi0

QAF ÁIÁ ^_J�Ä¦^_J"XdZ Á TUFAFITUQW`�L�^_F ⋃

i∈I Ωi.ËAi_ù2E©S\Z
x ∈ ⋂m

i=1
Ωi,
S\b´^_F �©J Á J"HIi��YJ Á JqSDJqFÒZaL2VdÄ¹Z5Jq^¦F2J	XYTdFAÊ"J	��QAXYJ"Ä?Q2H

x
QAF Á»Á ^_J	HK^¹ZÁ JqH Ñ�Ä¦Jq^¦FWS©ZNJ"FIÆDT Á ^_Q2S�Ä_^_J"XUZ Á TdFAFI^¦F»TdÄ¦Ä_J"F?ÓATdÄ_SabKTUQ2`�L�^¦H å5Q2MN`�L2SN`�LAFA^¦Z\Zfi

� i_ùhÍ;S�^³S\Z ∅ = V \ V, V = V \ ∅ Q2F ÁIÁ TUHK^¦Z Ô bdÄ_XUZ � iATdQ2S��di_i
� i_ùAORQ Á JqF�TUÐ2XdJqSN`�LAÄ_bYSNS\JqFAJ"F´Î»JqFAXdJqF

(Ai)i∈I

^³S©Z
Ωi := V \Ai

�©Jq]=Jq^¦Ä³S=bUÃ�J"F?i�¿AJqMaFAJqM=^³S\Z
V \ ⋂

i Ai =
⋃

i(V \ Ai)
Ó Á J"F2F

x ∈ V \
⋂

i

Ai ⇔ x /∈
⋂

i

Ai ⇔ ∃i x /∈ Ai

⇔ ∃i x ∈ V \ Ai ⇔ x ∈
⋃

i

(V \ Ai).

Õ Ä³Sab Ô bYÄ¦XdZ � iATdQ2S � i_iNAi_ù Õ FWTUÄ_bdXKÐWJq]=Jq^_S\Z�H´TUF
V \ ⋃

Ai =
⋂

(V \ Ai),
]�bdHK^¦Z NAiATdQ2S�ËAi Ô bYÄ¦XdZqi

 i_ùAÉ�J"^³S\g2^¦JqÄ¦J�LA^_J"M Ô ÀAM!�2F Á J�ZDH´TUFISN`�LAbdF�ÐWJq^?MNJ"J"Ä_Ä_J"F�EGFYZNJ"MNc[TUÄ_Ä¦JqF?ù
⋂

(− 1

n
, 1

n
) = {0},

⋃

[−1 + 1

n
, +1− 1

n
] = (−1, +1). �Õ Ð2XdJqSN`�LAÄ_bYSNS\JqFAJ�Î»J"FAXYJ"F�Ñ[TUFAFIH´TUFITUQ2`�L�ÀAÐRJ"M5�7bdF�cYJ"MNXdJ"F2Ê5`�L2TUM�TUÑÒZNJ"MN^_Sa^¦JqMaJqF?ù



��� � � �������	� ã�
 ��� ä&Ü �� á�� � ����
	� � ��������� � Þ?ã  ��� ����� � �	� Û�� ���

vBxhoqy»z|{s}��w~0�_�R�é¶ª���h�A�
A ⊂ V

�_�q�D�A���W�A�|�Ò�[�A� �A�¥�A���"¨©�A�£�U�a�����? ;¡¢���A�ê�a�£�´¬d�,)��¥��������[��ì¥���a�h����������üR�¥�¦�h�
(xk) ⊂ A

�h�h¨©� ���������&%������A¬Y¡¢���q�;�����s�W¸[�«�a�
I�kKJèkÒnsôdù�Í;S7S\Jq^

A
TUÐAXYJqSN`�LAÄ¦bÒSaSaJ"FBÓ

(xn)
Jq^¦F2J	¿AbdÄ_XdJ�^_F

A
HK^¦Z O�MaJqFAÊ"]�J"MaZ

x /∈ A.
å�TUFAFÄ_^¦JqXUZ	TUÄ³S\b

x ∈ V \ A
QAF Á|Á ^_JqS�^³S©Z¾bUÃ�J"FBi Õ Ä³S\bIXd^_ÐhZ¾JqS�Jq^¦FAJ´��QAXYJ"Ä

K(x, r)
Q2H

x,
Á ^¦JXYTdFAÊ&^_F

V \ A
Ä¦^_J"XdZqÓ¢SabdHK^¹Z�ÑdJq^¦FÙ¿2bdÄ_XdJqFAXdÄ_^¦J Á J"FÒZNL2VUÄ¦Zqi Õ F Á MaJqMNSaJ"^¦ZNS�H�ÀAÏdZaJITUÐRJ"M �©J Á J��QAXYJ"Ä�QAH

x Ô TdS\ZDTUÄ_Ä¦J�¿AbYÄ¦XYJ"FAXYÄ¦^_J Á JqM;JqFYZNL2TUÄ¦ZaJqF?Óh]�TdS=FA^_`�LÒZ�Ê"QWSaTdH�HKJqF&g2TYSaS\Zqi Õ Ä³SabèHèQAÏÁ JqM O�MaJqFAÊ"]�J"MaZ
x
Sa`�LAbYF�^_F

A
Ä¦^_J"XYJ"F?i

L�Jq^?F�QAF
A
F2^_`�LÒZDTUÐAXYJqSN`�LAÄ_bYSNS\JqF?ihå7TdFAF�^³S\Z

Ω := V \ A
FA^³`�LYZDbdÃRJqF�Q2F Á S\bYH�^¦Z�J�Öh^³S©ZN^¦JqM\ZJ"^_F

w ∈ Ω,
S\b Á TdÏ´^¦F��©J Á JqM7��QAXYJ"Ä

K(w, 1

k
) (k = 1, 2, ...)

J"^_FPÍ0Ä_J"HKJqFYZ
xk /∈ Ω

Ä¦^_J"XdZqiå7^¦JfS\J�¿AbdÄ_XdJ
(xk)
Ä_^_J"XUZ�TUÄ³S\b�XYTUF2ÊD^¦F

A,
ÑdbdF�cYJ"MNXd^_J"MaZ¢TdÐWJqM;XYJ"XdJqF Á J"F O�MaJqFAÊ"]�J"MaZ

w /∈ A.
�

j�kYl'm�npoqnsrWm:z|{s}W}:ü��U�7���_�R��¶ ���h�h�
M
�¦�P���_�R��� �R�¥�N�K�£���q�G���Iµ5�h�d�

V
�R���_�2�

x ∈ V

� 5_�_�A�R������� 75�U�A���;9s B¡0���A�
M
���¦�����K�[�h�����d�

x
�����s�W¸[�«�© 

� 5³µ5�U�§�f�'�d�A���;9s �¡0���A�6)��¥�����K�[�A���;�d�
x
���Y¡0�¥�A��7D�U�A�����´ì¥�[�

M
¡¢�p�	�A�h¨©� 7D�U�A�����

/∈ M
������W¸U�s�N�

� 5�(�¸h�U¤G�U�A�Ò���'�U�A���;9s §¡¢���A�E)��f���7�K�[�A���'�U�
x
�R�A¨©� ì¥�¥�

x
ì¥���N�"¨©�A�p�f�����R� 7D�d�A�������h�Y�

M
�����s�W¸[�«�a�Aý¾��� 75�U�A���

x
�������U�"�'�U�[�2�§ 2�&�d�´�2�������A�s¨©�R�'¬Y�

M
�h�����¥�����B�

� 5_�³���[�¦�p���f����� 7D�U�A��� 9 �¡¢���A�
x ∈ M,

�A�h���»���_�R�I�K�[�A�����d�
x
���h�_�q��p���f�© 7�d�p�I�����¦���¡¢���s�G�������87D�U�A�����èì[�¥�

M
������R¸[�«�a�

¶·�U���R���A���
� �d�£�7¶ ���h�h� ◦

M
�[�_�£�����¦�A��������� 7D�U�A���G�7�R�d�a¬��Ò�d�*5"#G�A������� 95ì[�¥�

M,

� �d�£�7¶ ���h�h� ∂M
�A�d�D�[�_�£���»µ5�[�§�¥�'�U�A�������ª�����-5³µ7�[�§�P97ì¥�[�

M,

� �d�£�7¶ ���h�h� M := M ∪ ∂M
�����M5£���d��¨©�A�«�U��95ì¥�[�

M.

¿�ÀAM�J"^_FAJ	��QAXYJ"Ä§L2TdÐWJqFI]�^¦M
◦

K(x0, r) = {x
∣

∣ |x − x0| < r},
∂K(x0, r) = {x

∣

∣ |x − x0| = r},
K(x0, r) = {x

∣

∣ |x − x0| ≤ r}.
�Bx��§oéz|{}Aæ ¯d��~0�_�A7D�d�A���

x ∈ V
�³�"���A���W�A�é�Ò�U�A�»���¦� (7¸A�U¤G�U�2���'�U�2�R��ì[�¥�

M,
¡0���2������_�

M
���_�R�7üR�[�¹�A�

(xn)
�Ò�«�A�© ?�d�p�D�h���h���

x
���[��ì¥���a�Y�p���f�;�d�§�I���������IüR�[�¹�A���h�Ò�¦�p�f������[�_�£� 6= x

�a�_�§�W�
°2��¶·�[�Ù���N�W¸U�s�������ê���U�"¨©�A�«�U�

M
ì¥�¥�

M,
�_�§����� �é�U�ª¬Y�

M
���h¨©�ê�U�¦�p��(7¸A�U¤G�U�h���Nº�'�U�A�����7�2�¦�A¬Y�U�A�_�K�&�a�

M
�³�"�=���¦�R���2�¥�h����¨©�2�£�U�a�����R�D¶ ���A�h�[�

I�kKJèkÒnsôdùDORQI�di_ù[Í;S0SaJ"^
x
Jq^¦FK×5VdQ Ô QAFAXÒS\g2QAFAÑÒZ0cdbYF M.

å�TUFAFKXY^¦ÐhZ¢JfS Ô ÀAM��©J Á J�F2T[ZNÀAMaÄ_^³`�LAJO�TdLAÄ
n ∈ N

^_F Á JqM���Q2XdJ"Ä
K(x, 1

n
)
J"^_FAJ"F-�0QAFAÑÒZ

xn ∈ M, 6= x.
å7^¦J Á TdMNTdQ2SDXYJ"ÐA^_Ä Á J�ZaJ¿AbYÄ¦XYJ�J"M Ô ÀAÄ¦Ä¦ZDQAF2SaJ"MNJ¾É�J Á ^_FAXdQ2FAX2iO�^_ÐhZ	JqS¾TdF Á MNJ"M�S\Jq^¹Z�S7ÊqQ

x
J"^_FAJ´S\bYÄ_`�LAJ�XdJqXdJqF

x
ÑYbdF�cdJqMaXYJ"FÒZaJ�¿2bdÄ_XdJ

(xn), Ô ÀAM Á ^_JéS©ZNJ�ZNS
xn ∈ M,

TdÐWJqM
xn 6= x

^³S©ZfÓ?S\b�Ä¦^_J"XdZ �\T&^_F��©J Á J"M	Ø5HKXdJ"Ð2QAFAX
K(x, ε) Ç HK^_F Á JqS\ZaJqF2S�Ì�J"^_F¿AbYÄ¦XYJ"FAXYÄ¦^_J Á ÓhQAF ÁIÁ TUHK^¦Z�MaJfTUÄ_^_Sa^¦JqM\Z�H´TUF Á ^_J	É�J Á ^_FAXdQ2FAX Ô ÀAM Á J"F»×7VUQ Ô QAF2XYSagAQAFAÑÒZqiORQ � i_ù�e7Td`�LwQ2F2S\JqMaJqM�å7J��2F2^¹ZN^¦bYF.^³S©Z

M := M ∪ ∂M.
L�bdHK^¦Z�XY^¦Ä¦ZITdÄ_Sab

M = M ∪
{ ×7VUQ Ô Q2FAXYSagAQAFAÑÒZNJ�cYbdF M}, ]�J"F2F´]�^¦M=Ê"J"^_XdJqF?Ó Á TUÏ	Jq^¦F �;QAFAÑÒZ

x0 /∈ M
XYJ"F2TdQ Á TUFAF&J"^_F×5VdQ Ô QAFAXÒS\g2QAFAÑÒZDcdbYF M

^_S\ZqÓA]�J"F2F�JqM�J"^_FIÆ5TUF Á g2QAFAÑÒZD^_S\ZqiE©S\Z
x0 /∈ M

Jq^¦FªÆDTUF Á gAQAFAÑÒZfÓ Á i L?i
x0 ∈ ∂M,

Sab&Ä_^¦JqXUZ�^¦F��©J Á JqM�Ø5HKXdJ"Ð2QAFAX&cYbdF
x0

J"^_F
�0QAF2ÑYZ

x
cYbdF

M
QAF Á Ó Á T

x0

SaJ"Ä_Ð2S\Z�F2^_`�LÒZDÊ"Q
M
XYJ"LAøYM\ZfÓ�H�QAÏ

x 6= x0

SaJ"^_F?iA¿AbYÄ¦XYÄ¦^³`�L�^³S\Z
x0

Jq^¦F»×7VUQ Ô QAF2XYSagAQAFAÑÒZqiÕ FWTUÄ_bdX´Sa`�L2Ä¦^_J"ÏdZ�H´TUFI^_F Á ^¦J¾TdF Á J"MNJ¾Æ�^³`�LYZNQAFAXWi



���[�a� �U�§�é���[��ì¥���a�h���A¬ ��� �

å7^¦J Õ ÐAXdJfSa`�L2Ä¦bÒSaSaJ"FAL2J"^¦Z Ô bdÄ_XUZ&Sab2ù;E©S\Z x0 /∈ M := M ∪ ∂M,
S\bÙXd^_ÐhZéJqS&J"^_FAJ·��QAXYJ"Ä

K(x0, δ),
Á ^_J&ÑdJq^¦F2J"F �0QAF2ÑYZ�cdbYF

M
JqFÒZaL2VdÄ¹Zfi�å�TUFAFêÑ[TdFAF JqSèTUÐRJ"M�ÑYJ"^_FAJ&¿2bdÄ_XdJé^_F

MXdJqÐWJqF?Ó Á ^¦J�XdJqXdJqF»J"^_FAJ"F �;QAFAÑÒZ
y ∈ K(x0, δ)

ÑdbYFÒcYJ"MNXd^_J"MaZqÓASab Á TUÏ Á TUFAF
K(x0, δ)

TdQ2`�LÑdJq^¦F2J"FI×5VUQ Ô QAFAXYSagAQAF2ÑYZDcYbdF M
JqFYZNL2VUÄ¦ZqÓWTUÄ³S\b

K(x0, δ) ∩
(

M ∪ { ×7VUQ Ô QAF2XYSagAQAFAÑÒZaJ�cYbdF M}
)

= K(x0, δ) ∩ M = ∅
^³S©Zfi Õ Ä³S\bK^³S©Z Á TdS��7bdHKgAÄ_J"HKJ"FÒZ�cdbYF

M
bUÃ�J"F?Ó Á TdHK^¹Z

M
SaJ"Ä_Ð2S\Z5TUÐAXYJqSN`�LAÄ_bYSNS\JqF?i

�

� ^_M¢FAbUZN^¦JqMaJqF�FAbh`�L�J"^_FAJ�Æ�J"^_LAJ�cdbYF�Í0^_XdJqF2Sa`�LWT Ô ZaJqF?Ó Á ^_J�XdJ"bYHKJ�ZaMN^³Sa`�L	Ä_J"^³`�LÒZ¢Ê"Q�cdJ"M�S\ZaJ"L2J"FSa^¦F Á ÓAbdLAF2J Á ^¦J¾Jq^¦F Ô TY`�LAJ"FIÉ�J"]�J"^³S\J¾TdQ2S\ÊqQ Ô ÀALAMNJ"FBi
vBxhoqy»z|{s}�úw~;���A���«�����
¯Y�

M =
◦

M ∪ ∂M.°2�
M ⊂ M

�U�§�
M = M,

�h���W�h��¡0���A�
M
�A�[�h���"¨©�A�p�[�N�����é�³�"�N�

±A�
M ∪ N = M ∪ N.¼2� ◦

M
�³�"�=�[ÿ§���§  ◦

M = M,
�h���W�h��¡¢���A�

M
�[ÿ§�����³�"�N�

½��
∂M
�_�q�0�A�¥�A���"¨©�A�£�U�a�����? 

∂M = M \
◦

M.

 � ◦

(V \ M) = V \ M, (V \ M) = V \
◦

M.

Õ QW`�L Á J"MDÉ�J"XYMa^¦Ã Á J"M�Ú5Û§ÜBÝRÞ�ß��G¿AbdÄ_XdJ�ÀAÐRJ"MaZaM�VUXdZ�Sa^_`�L�QAFAHK^¦Z\ZNJ"Ä_Ð2TUMfù
j�kYl'm�npoqnsrWm:z|{s} !.~0�_�R��üR�[�¹�A�

(xn)
�¦�·���_�R��� �R�[�a�K�p���f������µ5�A�U�

(V, | |) �_�q�DÚ5Û§ÜBÝRÞ�ß�ºüR�[�¹�A�f ?¡0���A���Y�_�«�
∀ε>0∃n0

∀n,n′>n0
|xn − xn′ | < ε.

� ^_J Á JqM�Xd^_Ä¹Z @éHK^¹ZDcYødÄ_Ä¦^_X´TUF2TdÄ¦bYXdJqH É=Jq]=Jq^_S @
vBxhoqy»z|{s} .
¯Y��çÒ�¥���5���¥��ì[���a�h�����G��üR�[�¹�A���³�q�=���_�R�éÚ5Û�Ü�ÝWÞ§ß�ºü��¥�¦�h�¥ 
°2��)��f���éÚ5Û§ÜBÝRÞ�ß�ºsüR�[�¹�A���³�"�D�h���"¨©�A��¸[�A���N�
å�TUXdJqXdJqF&L2TUZD^¦H TUÄ_Ä¦XYJ"HKJ"^_FAJ"F�J"^_FAJ�Ú5Û§ÜBÝRÞ�ß���¿2bdÄ_XdJ �Wk�nm�k�m�O�MaJqFAÊ"]�J"MaZqi
vBxhoqy»z|{s} Dw~0�_�Ù�R�[�a�K�p���f������µ5�h�d�

(V, | |) �R���_�2�,5«ì[�¥�_�_�q�«¸U�§�d�¦��9	�A�����K�h�h¨©����Û � Û§ÝRÞ?ºµ5�A�U�� B¡¢���A���¦�I�_�A� )��¥���éÚ5Û�Ü�ÝWÞ§ß�ºü��¥�¦�h�����_�R��� %������A¬Y¡¢���q�'�W�A�a�
e5TY`�LKQAF2SaJ"MNJ"F Ô MaÀ2LAJ"MNJ"F ÷ ÐRJ"MNÄ_J"XdQ2FAXdJqF�Sa^¦F Á TUÄ³S\b R

QAF Á
C Ç HK^¹Z Á J"H É�J�ZaM�TUX¾TdÄ_S¢e5bdMNH´Ì

��Û � Û?ÝRÞR�GÆDVUQAHKJYiÒÍ=S�Xd^_Ä¹Z5TdÐWJqM�HKJ"LAMfù
vBxhoqy»z|{s} �wü��U�	)��f�h���

n ∈ N
�\�_�§�

R
n �U�§�

C
n �K�«��)��f�����D���[�a����Û � Û§ÝRÞ?ºsµ5¸A�U�&�[�

I�kKJèkÒnsôdù�å�T&^_F
Rn
b Á JqM

Cn
Á ^_J�e5bdMNH�JqF·SNVUH	ZNÄ¦^³`�L·VK�YQ2^¦c[TUÄ_J"FÒZ�S\^_F Á Ó�ÑdøYFAFAJqFP]�^¦M�HK^¹ZÁ JqMKÎ·T[Öh^¦HèQAHKFAbdMNH |x|∞ :=
H´TUÖ

n
i=1 |ξi|

bdgRJ"MN^¦JqMaJqF?i¢å7TdFAF ÐRJ Á J"QhZNJ�ZqÓ Á TUÏ
(xk)
Jq^¦F2JÚ5Û§ÜBÝRÞ�ß���¿2bdÄ_XdJ�^³S©ZfÓ Á TdÏ �©J Á J7J"^_FAÊ"JqÄ¦F2J�O�TUL2Ä¦JqF Ô bdÄ_XdJYÓdXdJqÐA^_Ä Á J"Z=TUQWS Á JqFéJ"M�S©ZNJ"F?Ó Á J"F&Ê"]�J"^¦�ZaJqF?Ó?J"ZN`Ui?�7bdHKgRbdFAJqFÒZaJ"F Á J"M	¿2bdÄ_XdJqFAXdÄ_^¦J Á J"M�JqÐWJqF Ô TUÄ_Ä_S�Ú5Û§ÜBÝRÞ�ß��G¿AbdÄ_XdJè^_S\Z¾QAF Á Ê"]�TUM�^_F

R
ÐAÊ"]¾i

C,
]�b´]�^¦M Á ^¦J È bYÄ¦Ä³S\ZNVUF Á ^¦XYÑdJq^¹ZDL2TdÐWJqF?iWå7^_JqSaJ��5bYHKgWbYFAJ"FÒZaJqF Ô bdÄ_XdJqF�LWTUÐRJ"FPTUÄ³SabO�MNJ"FAÊq]=JqM\ZNJ�QAF ÁªÁ JqM�TdQ2S Á ^_JqSaJ"F O�MNJ"F2Ê"]�J"MaZaJ"F·XdJ"Ð2^¦Ä Á J�ZNJ È J"ÑÒZabYM7^³S©Z Á TdFAF·Jq^¦F O�MNJ"FAÊ"�]�J"MaZ Á J"M�QAM�S\g2MaÀAF2XdÄ_^_`�LAJqF�¿2bdÄ_XdJdi

�



��� N � �������	� ã�
 ��� ä&Ü �� á�� � ����
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¿�ÀAM�QAFAJqF Á Ä_^_`�L Á ^¦HKJqF2S\^_bdFWTUÄ_J�Æ5VUQAHKJ¾L2VdFAXUZ Á ^_J È bdÄ_Ä_S\ZNVdF Á ^_XdÑYJ"^¦Z�TdF Á J"MDeDbYMaH��å7J"M0ÆDTdQAH
C[a, b]

Á JqM0TUQ Ô Á J"H�EGFYZNJ"MNc[TUÄ_Ä [a, b]
S\ZaJ"Za^_XdJqF�¿2QAFAÑÒZa^_bdFAJqFK^_S\Z0F2Td`�L�å5J��2FA^¦Za^_bdFE�i � ��QAF Á LhTUZaÊ�E�i � Ë�QAFÒZaJ"M Á J"MDeDbYMaH Á J"M=Â\XdÄ_J"^³`�LAH´VUÏY^¦XYJ"F&�7bdF�cYJ"MNXdJ"F2Ê�Å

|f |∞ :=
H´T[Ö {|f(x)|

∣

∣ x ∈ [a, b]}
cdbYÄ¦Ä³S\ZNVUF Á ^¦XWi
eDJqLAHKJ"FI]�^_M Á TUXYJ"XdJqF&J"Z©]�T�^_F

C[−1, +1]
Á ^¦J5Â\EGFÒZaJqXdM�TUÄ¹Å«�GeDbYMaH

|f |1 :=

∫ +1

−1

|f(x)|dx

QAF Á ÐRJ�ZNMNTY`�LYZNJ"F Á ^_J	¿AQAFAÑÒZN^¦bYFAJ"F

fn(x) :=











−1 −1 ≤ x < − 1

n

nx − 1

n
≤ x ≤ + 1

n

+1 + 1

n
< x ≤ +1,

Sab�^³S\Z Ô ÀAM m > n
S©ZNJ�Z�S

|fn − fm| ≤
∫ 1

n

− 1

n

1dx =
2

n
→ 0.

Í;S´Ä_^_J"XUZéTdÄ_Sab|J"^_FAJªÚ5Û�Ü�ÝWÞ§ßB�G¿AbYÄ¦XYJ�cYbdMfi'å7^_J»J"^_FAÊ"^_XdJ»TUÄ³S O�MNJ"FAÊ Ô QAFAÑÒZa^_bdF Á ^_JqSaJ"Mé¿AbYÄ¦XYJ^_F Ô MNTdXdJ�ÑdbYHKH�JqF Á J¾¿AQ2FAÑÒZa^_bdFI^_S\ZDTUÐRJ"M Á ^_J���MaJqgAgWJqF Ô QAFAÑÒZN^¦bYF

f(x) :=











−1 x < 0

0 x = 0

+1 x > 0,

Á ^_J	FA^³`�LÒZ7S©ZNJ�ZN^¦Xé^³S\ZqiREGH ÆDTdQAH Á J"M�S©ZNJ�Za^_XdJqFP¿AQAF2ÑYZN^¦bYFAJ"F»HK^¦Z Á JqM5EGFÒZaJqXdM�TUÄ_FAbdMNH L2TdÐWJqF]�^_MDTUÄ³S\bKLA^_J"M�Jq^¦FAJ�Ú5Û§ÜBÝRÞ�ß���¿2bdÄ_XdJYÓ Á ^¦J¾ÑYJ"^_FAJ<O�MaJqFAÊ Ô QAF2ÑYZN^¦bYFIÐWJfS\^¦ZaÊ"Zqi
� ^_M	L2T[ZaZaJqF Á J"F LhT[ZNÊ�O�i Ë � cdbYF � � �ÒäUÛ ��� à�� � � � ã � �§ã�Û �C� ÑdJqFAFAJqFAXdJqÄ¦JqMaFÒZqÓ�F2TY`�L Á J"H
�©J Á Jé¿AbdÄ_XdJK^_F|J"^_FAJ"H ÑYbdHKg2TdÑYZNJ"FªEGFÒZaJ"MNc[TUÄ_Ä¢J"^_FAJ´ÑdbYF�cdJ"MNXdJqFÒZaJ���J"^_Ä Ô bYÄ¦XYJKÐWJfS\^¦ZaÊ"Zqi�å�TUÐRJ"^]�TUM'J"^_FKEGFYZNJ"MNc[TUÄ_ÄÒÑYbdHKg2TdÑYZfÓ[]=JqFAF�JqS'ÐRJqSN`�LAMNVdFAÑÒZ¢QAF Á TUÐAXYJqSN`�LAÄ_bYSNS\JqF	^_S\ZqiUå7^_JqSaJ"F´É�J"XdMN^¦ÃÐAM�TUQ2`�L2J"F�]�^¦M Ô ÀAM�Jq^¦F2J	TUÄ_Ä¦XYJ"HKJ"^_FAJ"MNJEL�^¹ZNQ2T[ZN^¦bYF?i
j�kYl'm�npoqnsrWm:z|{s} �w~0�_�R� +����_�¦�&���A�h�

M
�¦�.���¦�R��� ���¥�N���p���f����� µ7�h�U�

V
�R���_�2��5³���[�éº�?�U�R� 9 A¡0���2� )��¥���=üR�¥�¦�h�;�_�

M
���_�R�;���[�Rì[���a�h���R�G� +����_�¦¤s�[�¹�A�0�K�«� %������A¬d¡0���f�R�¦�

M
�����s�W¸[�«�a�

vBxhoqy»z|{s} � çÒ�¥���5���[�¾�B�[�����7¶ ���h�h�5�³�"�D�h���"¨©�A��¸[�A�����U�§�&�A�¥�A���"¨©�A�p�[�N�����B�
I�kKJèkÒnsôdù �ûVUMNJIS\^_J�F2^_`�LÒZKÐWJfSa`�LAM�VUF2ÑYZfÓ¢S\b XYVUÐRJ�JqS�J"^_FAJ»¿AbYÄ¦XYJ

(xn)
^¦F

M,
S\b Á TdÏ Ô ÀAM�©J Á JqS

n ∈ N
Á ^_JèØ5FAXdÄ_J"^³`�L�QAFAX |xn| > n

XdJqÄ¹ZNJ"F»]�ÀAM Á JdiWå5^_JqSaJè¿2bdÄ_XdJ¾ÑdøYFAFÒZaJ	TdÐWJqM5ÑdJq^¦F2JÑdbYF�cdJ"MNXdJqFÒZaJ���J"^_Ä Ô bdÄ_XdJ�ÐWJfS\^¦ZaÊqJ"F?iå7^¦J Õ ÐAXdJfSa`�LAÄ_bYSNSaJ"FALAJq^¹Z Ô bdÄ_XUZ Á ^¦MNJ"ÑÒZDTUQ2S'LAT[ZaÊ¾�Ki_�	�2i
�

å7^¦J·Ø5HKÑdJ"L2MaQAF2X cdbdF LhTUZaÊ·�Ki_�	
 ��QAF Á Sab L2T[ZaZaJ"F ]�^_ME�\T ^_Fû�¾TUg2^¹ZNJ"Ä�O Á JqFûÉ�J"XdMN^¦ÃÑdbYHKg2TUÑÒZ�J"^_FAXdJ Ô ÀALAMaZ��0Xd^_Ä¹Z5m§t�í&nm k�m�u�ðsnñ¥ò�u�nsóêk�m�ôfnrRm�x2ðk�mêõ&ö2t�óêk�m=i
vBxhoqy»z|{£æ �$#G�

Rn, Cn
�_�q� )��¥���¾�h���"¨©�A��¸[�A���G���U�§�K�A�¥�A���"¨©�A�£�U�a��������¶ ���h�A�

M
�h�¥�	�?�[���N�




��G�¥��¦�h��üB�U�A����p�¥����� ���  

I�kKJèkÒnsôdù�¿�ÀAM Á J"F
R1
^³S©Z Á TdS Á JqM:LhT[ZNÊDcdbYF � � �ÒäUÛ ��� à�� � � � ã � �§ã�Û �C� idå5^_J5É�J"]�J"^³Sa^ Á JqJ

Ô ÀAM Á J"F TUÄ_Ä¦XYJ"HKJ"^_FAJ»¿2TdÄ¦ÄDSa^_J"LÒZéH´TUF Sa`�L2bdFÙ^_H R2 :
Õ Ä¦Ä_JPeDbYMaHKJ"F:Sa^¦F Á LA^_J"MéVK�ÒQA^¦c[TU�

Ä_J"FÒZqÓ0SabdHK^¦ZKÑYødFAF2J"F ]�^¦MKHK^¹Z Á J"M | |∞ ��eDbdMNH TUMNÐRJ"^¦ZaJ"FBù¢E©S©Z Á ^_JP¿AbYÄ¦XYJ xn =

(

ξn

ηn

)

ÐRJqSN`�LAMNVdFAÑÒZqÓASab´S\^_F ÁIÁ ^_JqSDTdQ2`�L Á ^¦J	�7bdHKgRbdFAJqFYZNJ"F Ô bYÄ¦XYJ"F (ξn)
Q2F Á

(ηn). (ξn)
L2T[ZDFWTd`�L

� � ��ä[Û ��� à � � � � ã � �§ã�Û �C� J"^_FAJéÑYbdF�cdJqMaXYJ"FÒZaJ ��J"^_Ä Ô bYÄ¦XYJ (ξnk
),
Á ^_J Á TdÊ"QAXYJ"LAøYMa^_XdJ´¿AbYÄ¦XYJ

(ηnk
)
Á J"M;Êq]=Jq^¹ZNJ"Fé�7bdHKgRbdFAJqFYZNJ"F´JqÐWJqF Ô TUÄ_Ä_S=J"^_F´ÑdbYF�cdJ"MNXdJqFÒZaJ �BJq^¦Ä Ô bdÄ_XdJ (ηnki

)i∈N.
å7TdFAF^³S©ZDTUÐRJ"M Á ^_J¾¿AbYÄ¦XYJ

(xnki
)i∈N

SaJ"Ä_Ð2S\Z�ÑYbdF�cdJqMaXYJ"FÒZ;QAF Á�Á JqMaJqF8O�MNJ"FAÊq]=JqM\Z�Ä_^¦JqXUZ�]=JqXdJqF Á J"MÕ Ð2XdJqSN`�LAÄ_bYSNS\JqFALAJq^¹Z�cdbYF
M
^¦F

M
SaJ"Ä_Ð2S\Zqiå7^¦JfS\JqM Lh`�LAÄ_QAÏKÑ¥TdFAF Ô ÀAM Á JqF Rn
^¦ZaJ"MN^_J"MaZ�]�J"M Á JqF?iA¿�ÀAM Á JqF

Cn
XdJqLYZDTdÄ¦Ä_JqS�TdF2TUÄ_bdXWi

�

F�xhí[m§t�m	G z|{£æ§} #G� � ��� ����� � ����� �	�
� ��� �� ������� �Iµ5¸h�U�&���´�_�q���¥�G¡¢���d�p���2�¥�h����¨©�A�p�[�N����º�R�7~0�_�A�R���s�«�\���[�A���
K(0, 1) := {v

∣

∣ |v| ≤ 1}
� � ���������[�¾�B�[���a�
� ^_MDFAbUZN^¦JqMaJqF�F2b�`�L�J"^_FI]�^_`�LÒZN^¦XYJ7Í0^_XdJqF2SN`�L2T Ô ZDÑYbdHKg2TUÑÒZNJ"M�Î»J"F2XdJ"F
vBxhoqy»z|{£æWæ0/����;kÒí[u�k�ñ �?t�m GRôqôfxhoqy��RrWm������������! �"�#$�&%�1Pü��U� )��f���'¶ª���h�A�

M
�³�"�?�d�£��¾�¥�	�?�[���s�R���«�0¸�ëh�U�«ì��U�£������¬Y���h����¤s�¥�¦�h���§�����('������"�h�f¨©���U�h�������¹�A���2�"¨©�W�[¤G�N®

#©�q� (
Ωi | i ∈ I

) �_�\�A���§�����¦� 
��2�"�G��� ì[�¥�)+*,� ��� ��¶ ���A�h���? Ò���U�
M
�2�h���q���f¨©���\ [�����A�����[�A����Ò�Òì[�¥���"¨©�R�[�»���§�d�_�¨©�ªì¥�£���£�¥ B�U�

M
¬d�I�2�h���q���f¨©�h���§ ��W� �B�

M ⊂
⋃

i∈I

Ωi (Ωi

�[ÿ§���
) ⇒ ∃i1,...,im∈I M ⊂ Ωi1 ∪ ... ∪ Ωim

.

ÎPTdFêÐWJfTd`�LÒZaJYÓ Á TUÏ Ô À2M Á ^¦J ÷ ÐRJ"M Á Jq`�Ñ�QAFAXÒS\Jq^¦XYJ"F2SN`�L2T Ô Zèm�nsñ¥ò�o�F�QAM�cdJqMaÄ³TUF2XUZ�]�^_M Á Ó Á TdÏ^_MaXYJ"F Á Jq^¦F2J ÷ ÐWJqM Á Jq`�Ñ�QAFAX»HK^¦Z	J"F Á Ä_^³`�Lªc�^_J"Ä_J"F|bUÃ�J"F2J"F Î»J"F2XdJ"F|J"Ö�^³S\Za^_J"MaZqÓBSabdF Á J"MNF Á TdÏÐRJ"^.-fk�u�kÒí ÷ ÐRJ"M Á Jf`�ÑÒQ2FAX&HK^¦Z�bdÃRJqFAJ"FªÎ»J"F2XdJ"FªSa`�L2bdFPXYJ"J"^_XdF2J�Z7XYJ"]�VULAÄ¦ZaJèJ"F Á Ä¦^³`�L·c�^_J"Ä_JÀAÐRJ"M Á Jq`�ÑYJ"F?i
/10 > 0�2 @0>43D374�5 0�2 -;45>B4
Í;SDSaJ"^_J"F

(V1, | |1)
Q2F Á

(V2, | |2)
FAbYMaHK^_J"MaZaJ¾ÆDVUQ2H�JYÓ

f : V1 ⊃ D → V2

J"^_FAJ	¿AQAF2ÑYZN^¦bYF?i
j�kYl'm�npoqnsrWm:z|{£æ2ú /av?oqkÒoqn G �Rk�npo 1P~0�_�R�¢üB�U�A����p�¥�

f
�R���¦�W��5³�q���[��¦��9§�[������� 
������¦�p�

x0 ∈ D,¡0���A�
x0

(7¸A�U¤G�U�h���«�¢�U�A���Dì¥�[�
D
�U�§� Ä_^¦H

n→∞
f(xn) = f(x0)

¤G�U� )��¥����ü��¥�¦�h�
xn → x0

�_�
D
�_�q�a�

f
�����_�2� 5£�"�G�¥��¦�&�h�U¤

D
9s B¡¢���A�P���5�U� )��¥����� 
��G���_�£�

x0 ∈ D
�q���[��¦�é�_�q�a�

Í0^_FAJ	V��ÒQA^_c[TUÄ_J"FÒZaJ¾¿2bdMNH�QAÄ_^¦JqMaQ2FAXèJqFÒZaL2VdÄ¹Z
vBxhoqy»z|{£æ�! ý5�p�KüB�U�A����p�¥�

f
�_�q���h���W�h� �Ò�U�A�Ù�[� ����� 
������¦�p�

x0 ∈ D
�q���¥�s�¹�W ;¡0���A�

x0(7¸A�U¤G�U�h���«�¢�U�A����ì¥�[�
D
�_�q���U�§�I���[�q���Ò�d�

ε
º
δ
ºs���a�«�����a�«�U� �Y�_�«�a®

∀ε>0∃δ>0∀x∈D,|x−x0|<δ

∣

∣f(x) − f(x0)
∣

∣ < ε.

ý7�£���D�����N�[�W�\ Ò���[�����'¤G�U�P)��¥���
ε
º�K�U�h���

K(f(x0), ε)
�U� �����76��_��¥�'�U�A���

f(x0)
���¦�����K�[�h���

K(x0, δ)
�U� �Ò�d� �B�¥�[�_��

x0

�Ò�«�h�\ A���������éý��U�q¨©�2�"¨©�A�A�«�\�?�K�«�
D,
�[�³���

K(x0, δ)∩D,
�d�R�G���

f
�h�[�A¬��_�ª�d�£�7�K�[�A���

K(f(x0), ε)
�A�¥�A�[�[�_��h�¥��¡¢�_�"�W�

å7J"M'I�kKJèkÒnsô�XdJqLYZ�]�^_J¾J"^_F�Jq^¦F2J"M5å7^¦HKJqF2S\^_bdFBi
I�kÒnsô��'nk�ðsk
¯Y�����[�2�"���[�����5ü?�d�A����p�¥�R���ª�d�§�I�d�£� #���������«�«¸h�N®

x 7→ x
�a�¦�?�´�q���[��¦�R�



����� � �������	� ã�
 ��� ä&Ü �� á�� � ����
	� � ��������� � Þ?ã  ��� ����� � �	� Û�� ���

°2��ý5�p�����[�a�K¤G�U�A���s�£�[�B®
Cn → R : x 7→ |x| �_�q�0�"�G�¥�s�¹��������A�·�����_�q�¢�W��¨©� ������=s�U���h�������A�q�G��� ?Dý7�����£�¥¨©�h�"�U�A�Y�p���s¨©�R�d�h�

∣

∣ |x| − |y|
∣

∣ ≤ |x − y|.
±A���?�_�R���U���5���A�U�¦�s�2�U�h�A���

A : Cm → Cn, x 7→ Ax
�a�¦�§�´�q���¥�s�¹���§�����2���R��¨©�PÚ5Û§ÜBÝRÞ�ßBàá�ÝRÞ�â�ÛBã?ä��_�q�¢�K�s���������5Ü��	� �  ºs���[�a�

|Ax|22 =
∑

i

∣

∣

∑

j

aijxj

∣

∣

2 ≤
∑

i

(

∑

j

|aij |2
∑

j

|xj |2
)

= |A|22 |x|22.

ý5�p���7¬¥���¹�R���d�p� 
��G�¥��¦�Y�h���«�;�_�9�	�U�_� �¢�U�A���© B�[�ê�h���_�p�[�[�¦�h��� 7D�U�A���G���·¤s�[�¹�R�;�a�£�K�Ò�[�K�«��h�d���������?�_�R���U�a�«�«¸A�a�
� ^_J¾^¦H J"^_F Á ^_H�JqF2Sa^¦bYF2TUÄ_J"FI¿2TdÄ¦Ä§ÊqJ"^_XUZDH´TUF
vBxhoqy»z|{£æ�.
¯Y�!
��¦�?�

f : V1 ⊃ D1 → V2, g : V2 ⊃ D2 → V3

�"�G�¥�s�¹�é�K�«�
f(D1) ⊂ D2,

���è�³�"�=�A�h¨©�
g ◦ f : D1 → V3

�q���¥�s�¹���
°2�!
��¦�?�

f, g : V1 ⊃ D → V2

�q���[��¦�ª�U�?�
α, β ∈ C,

���´�³�"���h�A¨©�
αf + βg : D → V2�"�G�¥��¦�R�

±A�!
��¦�?�
f, g : V1 ⊃ D → C

�"�G�¥�s�¹�W 2�����h�A¨©�
f · g : D → C.

å�TUHK^¹ZDÐRJ"ÑYbdHKHKJ"F�]�^¦M5]=Jq^¹ZNJ"MNJ
I�kÒnsô��'nk�ðsk
¼2��ý��d� 
��U�[�£�[�G�����A�2�d�R���³�"�0�q���[��¦�2 §�W� �B���d�p��ü?�d�A����p�¥�

fy : x 7→ 〈y, x〉
�_�q�'¤G�U�	)��f�h���

y
���¦�����"�G�¥��¦�h�7üB�U�A����p�¥�B� = 6D�����A�s¬¥� 6D���³�«�§�£����±h� ?

½���ý������è�U�"���[�§�|����¬d�[�Ò�¦�s¨©� �����	�5Ü � � �  ºs���¥�N�����¦�����*7D�U�A���G���
x
ì[�¥�ª���¦����� �B���G����º���A�U�

U ⊂ C
n �_�q�0�q���¥�s�¹���§�����2���K�«�������9�¥�f��R�¥�h�[�W�[�p��� 7;��� )��������[�

P
�h�d¤

U
�_�q�

Á ^_S\Z
(x, U) := |x − Px|2

�"�G�¥��¦�´�W��¨©��6D���³�«�§�£���B°A�§�U�?�&±A�
 ��ý5�p�»�p�¥�s¬d�G�P���d�a���¥�A� �[�p�����h�K�N�¨©����¦�2 �¡0���A� ¡¢�¦�

U
�2�d�"¨©�.�¦�a�h���§�:���_�R�P�A�s¨©�R�s�£�q�����¶ ���h�A�

M
�������¥�¬[���ª�U�§�����N���³¸U�����

Á ^_S\Z
(x, M) :=

^_F Ô { |x − v|
∣

∣ v ∈ M}.
j�kYl'm�npoqnsrWm:z|{£æPD�þ��K���¦������ü?�U�2�R�s�£�[�

f : V1 ⊃ D → V2

�U�§�&���_�R����¶ ���A�h�
B ⊂ V2

�����
f−1(B) := {x ∈ D | f(x) ∈ B}

�Ò�d� �B�¥�[�¦�s�»ì¥�[�
B
�U�������

f.

vBxhoqy»z|{£æ�� ¯Y�=~=�¾�����
f : V1 ⊃ D → V2

�"�G�¥�s�¹���§ý��U�A� �³�q��¤G�d� )��f���K�2�¥�h����¨©�A�p�[�N�����R�¶ ���h�A�
A ⊂ V2

�Ò�U� ���f�U�¦�s�
f−1(A)

�A�¥�A���"¨©�A�p�[�N�����é�¦�
D,
�R� �B�A�_�q�

(xn)
���_�R��üR�[�¹�A��¦�

f−1(A)
�K�«�'%������A¬d¡0���f�

x ∈ D,
�����³�"�;�A�h¨©�

x ∈ f−1(A).~5�����2���´�³�"��¤G�U� )��f���K�[ÿ§���R�¾¶ ���h�h�
O ⊂ V2

�Ò�U� �B�¥�[�_��
f−1(O)

�[ÿ§���·�_�
D,
�W� �B�¬d� )��f����� 7D�U�2�R�

x0 ⊂ f−1(O)
�Y���h�;���5���_�

δ > 0,
���h���[�

K(x0, δ) ∩ D ⊂ f−1(O)�_�q�a�




��G�¥��¦�h��üB�U�A����p�¥����� ��� 


°2��çÒ�¥���	�d�£�������D�	�d�N���¥�h���&�³�"�;�A�h¨©���A�¦�2�����¨©�R���§�K¤G�U� 
��G�¥��¦�Y�h���«�a�
I�kKJèkÒnsôdùDORQ �di_ùÒÍ=S�S\Jq^

A ⊂ V2

TdÐAXdJfSa`�LAÄ_bYSNSaJ"F?Ó
(xn)
Jq^¦FAJ¾¿2bdÄ_XdJ5^_F

f−1(A)
H�^¦Z O�MaJqFAÊ��]�J"MaZ

x ∈ D.
å�TUFAF�^_S\Z

f(xn) ∈ A
QAF Á ]=JqXdJ"F Á J"M LÒZNJ�Za^_XdÑYJ"^¦Z�XY^¦Ä¦Z

f(xn) → f(x).
å�T

ATUÐ2XdJqSN`�LAÄ_bYSNS\JqFé^³S©ZfÓA^_S\Z Á TdFAF�TdQ2`�L
f(x) ∈ A,

SabdHK^¦Z
x ∈ f−1(A).L�Jq^

O ⊂ V2

bUÃ�J"F?i�O�Q
x0 ∈ f−1(O)

^_S\Z
f(x0) ∈ O,

SabdHK^¦Z	J�Öh^_S\Za^_J"MaZqÓ Á T
O
bUÃ�J"FBÓ§J"^_F

ε > 0,
Sab Á TUÏ

K(f(x0), ε) ⊂ O.
e7Td`�L-LAT[ZaÊK�Ki � � XY^¦ÐhZ�JqS7]�J"XdJqF Á JqMEL�ZaJ�ZN^¦XYÑdJq^¹Z�cdbdF

fJ"^_F
δ > 0,

Sab Á TUÏ
K(x0, δ) ∩ D ⊂ f−1(K(f(x0), ε) ⊂ f−1(O).å7J"MDe5TY`�L�]=Jq^_S�cYbdF � i2Sa^¦J Á JqH��?JfS\JqM�ÀAÐWJqMaÄ³TdSNSaJ"F?i

�

EGF Á J"M�TUF Á JqMaJqF·Æ�^³`�LÒZaQAFAX�S\^_F Á Á ^¦J�J"FÒZ�S\gAMNJq`�L2J"F Á JqF Õ QWSaSNSaTdXdJqFPî«x2ðôfñfò=Ó�]�^¦J Ô bdÄ_XdJqF Á JfSÉ�J"^³S\g2^¦JqÄ§Ê"J"^_XUZfùå7^¦J�¿AQAFAÑÒZN^¦bYF
f : R → R : x 7→ 1

1+x2

Ä¦^_J Ô JqM\Z f(R) = (0, 1],
ÐA^¦Ä Á J"Z=TUÄ³S\b Á ^¦J5XdÄ_J"^³`�LAÊ"Jq^¹ZN^¦XTUÐ2XdJqSN`�LAÄ_bYSNS\JqFAJ�QAF Á bdÃRJqFAJ7Î»JqFAXdJ

R
TdQ Ô Á TdS;L2TUÄ_ÐRbUÃ�J"FAJDEGFÒZNJ"MNc¥TdÄ¦Ä (0, 1]

TdÐ?Ód]�TdS0]=J Á J"MTUÐ2XdJqSN`�LAÄ_bYSNS\JqFéFAbh`�L�bUÃ�J"FI^_S\ZqiÍ;S�XY^¦Ä¦Z2�©J Á bh`�L
vBxhoqy»z|{£æ � 
����[��¦�h� 6��_����������[�¾�B�[��������¶ª���h�A���I�\�_�§�´���[�¾�B�[���a�
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Q2 :={x
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