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MI Integralrechnung im R”

Der im folgenden behandelte Integralbegriff erweitert auf einfache Weise das schon
iiber R betrachtete RIEMANN-Integral auf den mehrdimensionalen Fall. Er ist geeig-
net, solange man sich mit gutartigen Funktionen auf gutartigen Definitionsbereichen
beschéftigt, wie sie hiufig in den Anwendungen vorliegen. Er reicht jedoch nicht aus,
um etwa eine zufriedenstellende Theorie schon der klassischen in der Physik vor-
kommenden partiellen Differentialgleichungen zu gewinnen. Hier benotigt man den
weiterfiihrenden Integralbegriff von LEBESGUE, der etwa in dem Buch von O. FoORr-
STER, Analysis 3 dargestellt ist. Ebenso werden allgemeinere Integralbegriffe in der
Statistik benotigt.

Die folgende Darstellung ist stark an FisCHER/KAUL, Mathematik fiir Physiker
orientiert.

Das Integral von Treppenfunktionen

Zu eigentlichen, d.h. beschriankten Intervallen I, C R mit den Grenzen aj < b
setzen wir

Ii=L x...xIp:={x=(21,...,20) | ar € It,k=1,....,n}

und nennen dies das kartesische Produkt der Intervalle Iy, ..., I,,, was hier als “n -
dimensionales Intervall” oder “n-dimensionaler Quader” bezeichnet wird. Die hierbei
benutzten eindimensionalen Intervalle I}, konnen keinen, einen oder beide Eckpunkte
enthalten.

Ein solcher Quader I = I; x ... x I, ist genau dann kompakt, wenn sdmtliche I}
kompakte Intervalle sind, d.h. hier also jeweils beide Randpunkte enthalten, sein

Inneres besteht genau aus dem kartesischen Produkt der offenen Intervalle Ij,.

Der Durchschnitt von zwei Quadern ist wieder ein Quader, die nicht zum Durch-
schnitt gehorenden Teile der einzelnen Quader sind aber i.a. keine Quader mehr.
Man kann sie aber wieder in Quader zerschneiden:

Satz MI.1 Sind I4,...,I,, C R" kompakte Quader, so gibt es kompakte Quader
J1, ..., Jp C R™ mit paarweise disjunktem Inneren, d.h.

0T =0 (#j),

sodafs
LU..UlL,=JiU..UJ,.

Wir nennen Ji, ..., J, eine “Rasterung” der I, ..., I,,.

Beweis: In dem Fall n = 2 sind die Quader simtlich Rechtecke. Deren Seitenlinien
zieche man zu Geraden aus. So entsteht eine Rasterung der gesamten Ebene, die
dann alle I, in kleinere Rechtecke “zerschneidet”. Die entstehenden Teile nehmen
wir als die J - Rechtecke.

Dieses Vorgehen 14t sich direkt auf hohere Dimensionen verallgemeinern. O

Fiir einen n-Quader I bezeichne

1 rzel
Xl(x)::{() x ¢l

die charakteristische Funktion des Quaders I. Mit dem kartesischen Produkt besteht
hier offenbar folgender - spéter wichtig werdender - Zusammenhang.
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Satz MI.2 Zu Quadern I C R?, J C RY, Q := I x J C RPT jst
XQ(®,y) = xixs(7,y) = x1(®) - xs(y) (z € R,y €RY).

Definition M1.3 Sind I,...,I,, C R" je n-dimensionale Quader, so heifit jede
Linearkombination
P = Z Qi X1,
i=1

ihrer charakteristischen Funktionen mit reellen Koeffizienten «; eine “Ireppenfunk-
tion”.

Liegen alle I, ..., I;, in einem festen kompakten Quader I, so heifst ¢ eine Treppen-
funktion auf I. Wir notieren dafiir ¢ € T(I).

Zwei Treppenfunktionen o, v heifien “4quivalent”, geschrieben ¢ = ) f.ii. (d.h. fast
iiberall), wenn sie sich héchstens auf Quaderrindern unterscheiden.

Uberlegen Sie selbst die folgenden Eigenschaften von Treppenfunktionen.

Satz MI.4 1. Jeder Treppenfunktion kann man via Rasterung eine dquivalente
Darstellung mittels paarweise disjunkter Quader geben. Man nennt dies eine
“disjunkte Darstellung”.

2. Zu je zwei Treppenfunktionen gibt es eine Darstellung, die fiir beide dieselben
charakteristischen Funktionen benutzt. (Benutze Rasterung!)

3. Summe, Linearkombinationen und Produkt von Treppenfunktionen sind wie-
der Treppenfunktionen. Sind alle beteiligten Funktionen Treppenfunktionen
auf einem Quader I, so auch das Ergebnis der jeweiligen Operation.

4. Zu jeder Treppenfunktion gibt es eine dquivalente, die auf allen Quaderrdndern
den Wert 0 hat. (Man arbeite mit dem Inneren Ij, der Quader.)

Insbesondere haben wir damit

Satz MI.5 Die Treppenfunktionen auf einem kompakten Quader I bilden einen
linearen Raum, auf dem mit

|loc == max{|p(x)| |2 € I}

eine Norm gegeben ist.

Zu einem Intervall I, C R! mit Eckpunkten ay < by, heifit V (I,) := by —ay, die “Lén-
ge” oder das (eindimensionale) “Volumen” des Intervalls. Fiir einen n-dimensionalen
Quader I = I x ... x I, sei

VI):=0b1—a1) ... (bp—an) =V(L)-...- V(1)
das Volumen von I. Offenbar ist fiir beliebige Quader I,.J dann
VI xJ)y=VI)-V({J).

Das Volumen ist translationsinvariant, d.h. es dndert sich nicht, wenn man den
ganzen Quader verschiebt. Ferner ist das Volumen V' (I) stets positiv, es sei denn,
daf der Quader entartet, d.h. daff wenigstens ein Seiten-Intervall nur aus einem
Punkt besteht.
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Definition MI1.6 Zu einer Treppenfunktion ¢ € T'(I) in disjunkter Darstellung

Y= Z QR X1
k=1
sei .
/gp(z)d”x = /ga = ZakV(Ik)
1 1 k=1

das “Integral” von ¢ iiber I.
Zu einem Quader J C I setzen wir

/Jsa(x)d”w :/Jsﬂ:/l(wm)

Bei dieser Definition spielt es keine Rolle, ob wir einem Quader [, einen Rand ganz,
teilweise oder garnicht zurechnen. Dies fithrt zu

Satz MI.7 1. Zum Integral einer Treppenfunktion liefern die Funktionswerte auf
den Quaderrdndern keinen Beitrag.

2. Aquivalente Treppenfunktionen haben dieselben Integrale.
3. Das Integral einer Treppenfunktion ist unabhéngig von der gewahlten Darstel-
lung.

Das so definierte Integral fiir Treppenfunktionen hat eine Reihe von Eigenschaften,
die wir schon von der eindimensionalen Integration kennen und die uns bei den
kommenden Verallgemeinerungen des Integralbegriffs erhalten bleiben werden:

Satz MI.8 1. Esist [,(ap+p¢)=af,¢ + B [;¢. (Linearitit)
2. Ist ¢ > 0 fii., soist ;¢ > 0. (Positivitét)
3. Ist p < fii., soist [, < [;1. (Monotonie)
4. Mit der in Satz MLJ5 eingefiihrten Norm || ist

[l = [le@las <ol V). (Stetigheit
I I

5. Fiir jede Zerlegung eines Quaders I in I = J;-, I mit ; N 1; = 0 fiir i # j
und jede Treppenfunktion ¢ auf I ist

Je=x )

Beweis: Zu 1.: Gibt man ¢ und 7 eine gemeinsame Darstellung, so kann man die
Behauptung direkt aus der Definition des Integrals ablesen.

Zu 2.: Es sei p = > ay )1, disjunkt dargestellt und dabei seien alle Ij; nicht ausge-
artet. Dann ist ¢ > 0 f.i. genau, wenn alle o, > 0, woraus man die Behauptung
abliest.

Zu 3.: Dies folgt aus dem vorigen fiir die Treppenfunktion ) — (.

Zu 4.: Bei disjunkter Darstellung ¢ = Y arxr, ist |¢]eo = m}'?x|ozk| und damit

| / ol = 1S V()] < S larl VT < [oloe - STV = [ploe - V().

Zu 5.:Man nehme eine Rasterung aus den I; und den bei der Darstellung von ¢
benutzten Quadern und stelle ¢ damit dar. Dann folgt die Behauptung direkt aus
der Definition des Integrals. O



MI-4 MI INTEGRALRECHNUNG IM R"

Die bisher betrachteten Eigenschaften des Integrals einer Treppenfunktion sind fiir
den eindimensionalen Fall wohlbekannt. Einen neuen Aspekt bringt die folgende,
erst im mehrdimensionalen Fall auftretende Situation.

Wir hatten schon oben fiir n = p + ¢ den R" aufgefafit als R™ = RP x R? und
entsprechend Elemente zerlegt in

= (Zla ,Zn) = (xlv <y Tpy Y1, "'ayq) = (xvy)

Fiir kompakte (mehrdimensionale) Intervalle I C R?,J C R? ist dann I x J ein
kompaktes Intervall in R™ und nach Satz MI.2 gilt fiir die charakteristischen Funk-
tionen

xrxs (@, y) = xr(x) - xs ().

Dies kann man auf Treppenfunktionen erweitern und dann deren Integral “sukzes-
sive” berechnen.

Satz MI.9 Es seien I C RP, J C RY kompakte Intervalle, @ eine Treppenfunktion
auf I x J. Dann gelten

1. Fiir jedes = € [ ist die Abbildung

J 2y — o(z,y)

eine Treppenfunktion auf J.

ist Treppenfunktion auf I.

/m@(z)quzz/,w(m)dpx: /I (/]w(%y)dqy)dl’x.

Beweis: Jeder in der Darstellung von ¢ vorkommende Quader Q C RP'Y besitzt
trivialerweise eine Darstellung als Q = I’ x J' mit p- bzw. q-dimensionalen Interval-
len I' C I,J" C J. Alle so auftretenden I’, J’ erzeugen Rasterungen I = |JI;,J =
\JJ;. Damit hat dann ¢ eine Darstellung als

3. Es ist

Zaz]XI ><JJ X y Z%JXI XJJ(y)

Fiir festes x € [ ist dann
T,y) = E ( E Qi X1, (z)) * X J; ()
j i

eine Treppenfunktion (beziiglich y) auf J. Thr Integral ist definitionsgeméf

Y(x) = /JSD(CU y)diy = Z (Z%Xr ) (J;) = zl: (ZaijV(Jj)) X1, (%),
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somit wieder eine Treppenfunktion auf /. Deren Integral ist dann

[ewa= [ ([ ewniy)es

=2 (Do ayV(I) - VT
=2 auV(L) - V(Jj)
= ZOZUV(11 X J])

= [ S = [ el
I IxJ

xJ ij

Das Integral stetiger Funktionen auf kompakten Quadern

Wir wollen jetzt diesen Integralbegriff auf allgemeinere Funktionen ausdehnen.
Ist eine Funktion auf einem kompakten Quader I beschrinkt, so gibt es eine Kon-
stante C, mit der |f(x)| < C auf I, womit dann auch

—Cxr < f < Cxr.

Es gibt also Treppenfunktionen, die auf I stets unter (“Unterfunktionen”) bzw. stets
iiber (“Oberfunktionen”) f liegen.

Definition MI1.10 Zu einer auf einem kompakten Quader I C R™ beschrinkten
Funktion f seien

/I*f(m)d”z = inf{/}¢ | ¢€T(I),¢Zf}
Ljf(z)d”z = sup{/lga ] @ET([)7@§f}

“Ober- bzw. Unterintegral”. Stimmen beide tiberein, so heifit f RIEMANN-integrier-
bar tiber I und der gemeinsame Wert heifst RIEMANN-Integral:

[1= [r@we=[ sora= [ r@es

Wir benutzen auch Notationen wie folgende: Fiir I := [a1, b1] X [az, ba] C R? notiert
man fiir das Integral auch

b2 bl
/f(Z)dQZ:/ f(x,y)dxdy
I az ai

und analog fiir drei und mehr Dimensionen.
Dieses Integral hat folgende Eigenschaften
Satz MI.11 Sind f, g iiber I integrierbar, o, § € R, so gelten:

1. Auch af + (g ist integrierbar und [;(af+Bg) =a [, f+ 8 [, 9. (Linearitit)
2. Ist f>0,s0ist [, f>0. (Positivitét)
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3. Ist f<g,soist [, f < [,g. (Monotonie)
4. Mit f ist auch die Funktion x — |f(x)| integrierbar und

\/If(x)d"x\ §/1|f(a:)|d"x§ floo - V(I). (Stetigkeit)

5. Fiir jede Zerlegung I = UT:1 I; eines kompakten Quaders I in kompakte
Quader I; mit disjunktem Inneren, d.h. mit I; N I; =0 (i # j) ist

/If(z:)d”x - i/j flx)d"z.

Beweis: Diese Aussagen hatten wir in Satz MI.8 fiir Treppenfunktionen bewiesen.
Sie gelten somit fiir Ober- und Unterfunktionen, woraus man sie leicht auf die
RIEMANN-Integrale {ibertragen kann. O

Damit bekommen wir insbesondere folgenden wichtigen

Konvergenzsatz MI.12 Ist I C R" ein kompakter Quader und ( fi) eine Folge von
iiber I integrierbaren Funktionen, die auf I gleichmifiig gegen eine Grenzfunktion
f konvergiert, so ist auch f integrierbar und es gilt

/f: Hm [ fe.
I k—oo J1

Beweis: Wihle € > 0, dazu k, sodaff |f — fi|eo < € und zu f; eine Oberfunktion
1, und eine Unterfunktion ¢y, sodafl

(/Ifk)—€</190k§/jfk§/lwk<(/Ifk)—i—e.

Damit ist dann fiir jedes = € I auch
or(r) — € < fi(@) —e < f(x) < fi(x) + e < hu(z) +e

Somit sind ¢y — € und ¥ + € Unter- bzw. Oberfunktion von f, wobei noch

/(wareXI) */(‘Pk*GXI) §26+26/x1:2e+2eV(I)
I I I

ist. Folglich liegen Ober- und Unterintegral von f beliebig nahe beieinander, sind
also gleich, sodafs f integrierbar ist. Dann ist aber auch

\/If—/lfk\=\/I(f—fk)\g|f—fk|oov<l>

und dies geht wegen der gleichméfiigen Konvergenz gegen Null. O

Hiermit bekommen wir etwa die Integrabilitét stetiger Funktionen:

Satz MI.13 Es sei I C R" ein kompakter Quader, f : I — R stetig. Dann gibt
es zu jedem ¢ > 0 eine Treppenfunktion ¢ auf I, fiir die |p(z) — f(z)| < € fiir alle
z € I ist.

Insbesondere ist damit jede auf I stetige Funktion auch Grenzfunktion einer gleich-
méfig konvergenten Folge von Treppenfunktionen und damit iiber I integrierbar.
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Beweis: Nach Definition K.30ist f auf dem Kompaktum I sogar gleichmafig stetig,
d.h. zu € > 0 existiert ein 6 > 0, sodah fiir alle z,2’ € T mit |z — 2'| < 0 gilt,
dafs |f(z) — f(2')| < €. Legen wir nun {iber I ein Raster mit Quadern I von der
Seitenldnge § und bezeichnen wir deren Mittelpunkte je mit x, so gilt fiir jedes
x € I, dann |z — 2| < 6 und damit |f(z) — f(x)| < €. Die Treppenfunktion

pi=Y flar)xr,
k

leistet damit das Gewiinschte. O

Als néchstes iibertragen wir das Prinzip der sukzessiven Integration aus Satz MI.9
auf stetige Funktionen.

Satz MI.14 Es seien I C RP,J C RY kompakte Intervalle, f € C(I x J), d.h.
stetig. Dann gelten

1. Die Funktion
F(x) ¢:/f($,y)dqy
J

ist stetig auf I.

2. Existiert die partielle Ableitung g—i(x, y) (1 <i < p)auflxJ und ist sie dort
stetig, so besitzt auch F' auf I eine stetige partielle Ableitung nach x; und es

ist
OF [
()/] (z,y)d%.

63% v . &ni

3. Es ist

[ tasay = [Foee= [ [ s@aoy)es

Beweis: Zu 1.: Nach Definition K.30 ist f auf I x J gleichm&fig stetig. Damit gibt
es zu € > 0 ein § > 0, sodaf insbesondere |f(z,y) — f(zo,y)| < € wenn |z — xo| <
und dies gleichmafig fiir alle y. Damit ist dann

F(2) — F(zo)| < / F@ry) — Flaouy)ldly < eV (),

was die Stetigkeit zeigt.

Zu 2.: Fiir die Aussage iiber die Ableitungen nutzen wir einmal wieder die gleichmé-
Rige Stetigkeit von g—i(x, y) auf I x J, ferner den Mittelwertsatz. Die gleichméRige
Stetigkeit liefert: Zu e > 0 gibt es 6 > 0, sodafs

of of ..
a—mz(x,y) — a—(xo,y)‘ < efir |z — xo| <.

Ferner ist nach dem Mittelwertsatz fiir x = x + te;

F(zo +te;) — F(wo) flxotteiy) = f(wo,y)\ o _ [ Of , q
i - /J < ‘ >d T /J pa; Ot Te VY

wobei 7 = 7(z9,y,t) zwischen 0 und ¢ liegt.
Dann ist

D) — 0
‘F(xo—i—t@t) F(zo) —/]a—ZC(any)dqy’

0 0
| [ St renpay - [ S o) <evin,
J v J %
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wenn nur [t < § ist.

Zu 3.: Nach Teil 1. ist F'(z) := [; f(z,y)d% stetig auf I, somit das rechts stehende
Integral sinnvoll.

Nach Satz MI.13 gibt es zu jedem k € N Treppenfunktionen ¢ auf I x J mit
|f — ¢kloo < 1. Dafiir gilt dann nach Konvergenzsatz MI.12 auch

/ crle ) Pedy — [ feydrdy (k- o).
IxJ IxJ

Auf die Treppenfunktionen ¢ kénnen wir Satz MI.9 anwenden, wobei noch mit den
Treppenfunktionen

i) == /] or(z,y)d

/m@’“(x’y)dpz d'y = /1 (/ﬂk(w)dqy) d’w = /17/)k($)dp:c.

Nun ist fir x €

gilt, dafs

IF@) = ul@)l = | [ (Fa) = eulom) ] < 2V

Somit konvergiert die Folge der v, gleichméfig auf I gegen F, sodaf mit Konver-
genzsatz MI.12 dann auch

/Iwk(ac)dpxa /IF(x)dpx:/f(/Jf(m’y)dqy)dpx'

Fiir die linke Seite haben wir aber, wie oben abgeleitet,

/ ()P = / oue ) Padly — | fay)dedy (k- o).
I IxJ IxJ

Da beide Grenzwerte notwendig {ibereinstimmen, ist unser Satz gezeigt. O

Bei diesem Satz hitten wir genauso gut erst nach z und dann nach y integrieren
konnen, mit demselben Ergebnis. Ferner ist dieser Satz natiirlich insbesondere an-
wendbar, wenn ¢ = 1, d.h. J C R! ein gewdhnliches Intervall [a, b] ist, und schlieflich
kann man ihn auch noch rekursiv anwenden. Dies fiihrt zu folgender Version:

Satz MI.15 Fiir den kompakten Quader I = [ay,b1]|X...X[an, by] und auf I stetiger
Funktion f gilt

/If(a:)d”x:/:l (/alj...(/ainf(a:l,xg,...,xn)dmn)...dxg)dml,

d.h. dieses Integral kann durch Hintereinanderausfiihren von n gewéhnlichen Inte-
grationen berechnet werden. Dabei kommt es nicht auf die Reihenfolge der Variablen
an.

Das Integral stetiger Funktionen auf offenen Mengen

Wir kennen jetzt das Integral von Treppenfunktionen und das Integral von stetigen
Funktionen iiber (achsenparallelen) kompakten Quadern. Was es aber heifst, eine
stetige Funktion f iiber einen krummlinig begrenzten Bereich {2 C R", etwa einer
offenen Kreisscheibe im R?, vielleicht sogar mit einem “Loch” oder auch {iber den
ganzen R"™ zu integrieren, haben wir noch nicht erklért.
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Die Grundidee hierzu ist, die Menge 2 durch abzdhlbar unendlich viele Quader
“auszuschopfen” und iiber die Integrale von f auf diesen Quadern das Integral zu
definieren.

Zu dieser Ausschopfung notieren wir

Satz MI.16 Zu jeder nichtleeren, offenen Menge Q) C R"™ gibt es eine Folge I1, I, ...
von kompakten Quadern mit disjunktem Inneren, sodaifs

1. Q= I und

2. jede kompakte Menge K C () schon von endlich vielen dieser Quader iiberdeckt
wird.

Wir nennen eine solche Folge eine “Quaderzerlegung” von ).

Beweis: Die wesentlichen Schritte kann man schon im Falle n = 2, also in der
Ebene studieren.

S

iz 5

T ] T\\
\‘\\L__JI//

- -

Wir iiberziehen zunéchst die Ebene mit einem achsenparallelen Netz von Quadraten
mit Seitenldnge 1 und verfeinern dies durch Unterteilen zu Netzen von Quadraten
mit Seitenlénge %, dann mit Seitenlénge i etc. Ein solches Quadrat mit Seitenlénge
27™ sei Quadrat m-ter Stufe genannt. Unsere [, wihlen wir nun aus diesen Quadra-
ten. Zuerst nimmt man alle Quadrate 0-ter Stufe, die in 2 liegen. Thre Vereinigung
sei K. (Evtl. ist das noch leer.) Dann nehme man alle Quadrate 1-ter Stufe, die
in Q aber nicht in K, liegen. Deren Vereinigung sei K;. Dann nehmen man alle
Quadrate 2-ter Stufe, die in  aber nicht in K liegen, und so fort!. Von jeder Stufe
bekommen wir nur endlich viele Quadrate, sodaft wir insgesamt nur abzahlbar viele
erhalten. Nach Konstruktion ist trivialerweise

Ulk :UKm c Q.
k m

Diese Quadrate iiberdecken aber sogar ganz 2. Denn da € offen ist, gibt es zu jedem
Punkt 29 € Q ein r > 0, sodaf das Quadrat Q(r) mit Mittelpunkt ¢ und Seiten-
lange 2r ganz in Q liegt. Fiir 27 < r liegt dann aber das xo enthaltende Quadrat
m-ter Stufe ganz in Q(r), somit in Q. Spatestens nach dem m-ten Auswahlschritt
liegt also das gegebene z( in U;"ZO K;.

Die so gewonnene Quaderzerlegung von (2 erfiillt aber auch die zweite Forderung.
Ist ndmlich K C € kompakt, so hat die Distanzfunktion

§(x) == dist(z, R* \ Q) := inf{|z — y| |y € R*\ O}

auf dem Kompaktum K ein positives Minimum, d.h. es existiert ein r» > 0, sodaft
d(x) > r fiir alle x € K ist. Dann liegt fiir jeden Punkt x das schon oben benutzte
Quadrat Q(r) um z noch ganz in Q und wie oben schlieit man, daf schon die

st Q nicht beschrinkt, so nehme man beim m-ten Schritt jeweils nur solche Quadrate, die
auch noch in einem Kreis vom Radius 2™ um den Nullpunkt liegen!
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Quadrate der Stufen < m ausreichen um K zu iiberdecken. Als Kompaktum ist K
beschrinkt, somit geniigen schon endlich viele dieser Quadrate. O

Das Integral einer stetigen Funktion f iiber einer offenen Menge 2 definieren wir
nun durch Grenzprozesse iiber solche Quaderzerlegungen. Fiir je endlich viele solche
Quader I ist dann das Integral

/Uk . flz)d "z = ; A f(z)d"x

definiert, aber fiir k¥ — oo braucht dies nicht zu konvergieren. Deshalb miissen wir
etwas vorsichtig sein.

Definition und Satz MI1.17 Es sei f stetig auf der offenen Menge (2 C R". Dann
heilt f integrierbar iiber (), wenn es eine Konstante C gibt, sodafs fiir je endlich
viele kompakte Quader I}, C €2 mit disjunktem Inneren gilt

|[f(z)|d"z < C.
),

Ist f iiber Q) integrierbar und (I )ren eine Quaderzerlegung von Q, so sind

zk:/l f(2)|d"z und zk:/lkf(a:)d"ac

konvergent und unabhéngig von der gewdhlten Quaderzerlegung. Wir setzen damit

/Qf :=Af(m)d"x:=g : f(z)d"z.

WARNUNG! MI.18 Fiir unbeschrinkte Mengen () braucht die Integrierbarkeits-
bedingung nichteinmal fiir konstante Funktionen erfiillt zu sein!

Beweis: Die Integrierbarkeitsbedingung ist so gemacht, daf fiir jede Quaderzer-
legung (I;;) die monoton wachsende Folge der Partialsummen ;" [ 1 (@) d e
beschrankt ist und somit konvergent. Wegen

',;n/ f@)da| < k;/ ()] d"a

ist dann auch die Summe ", | 1, /(2)d"z konvergent. Die Unabhéngigkeit von der
Quaderzerlegung beweist man iiber gemeinsame Verfeinerungen. O

Ist I ein kompakter Quader, f stetig auf I, so haben wir [ f nach der alten De-

[e]
finition und das Integral von f iiber die offene Menge I, dem Inneren von I. Die
Definitionen sind aber so gemacht, dafs beide Integrale libereinstimmen. Somit ist
der neue Intergralbegriff eine Erweiterung des alten.

Satz MI.19 Fiir dieses erweiterte Integral gelten:

1. Diein Satz MI.11 notierten Eigenschaften der Linearitédt und Monotonie gelten
weiterhin. Ferner ist mit f auch die Funktion x — |f(z)| integrierbar und es
gilt die Abschitzung

|/Qf(x)d":c| S/Q|f(1:)|d":c.
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2. Es gilt das Majorantenkriterium: Sind f, g : Q — R stetig, |f(z)| < g(z) auf Q
und g integrierbar iiber ), so ist auch f integrierbar iiber ).

Beweis: Die Aussage 1. sei als Ubung gelassen.
Zu 2.: Wegen |g(z)| = g(x) gilt auf jedem Quader I,

gl < [ g@das [ jg)aa,
Iy Iy, Iy,
sodaft die Integrabilitdt von g die von f nach sich zieht. O

Schliefilich ist dieses neugewonnene Integral wieder additiv beziiglich der Integrati-
onsbereiche.

Satz MI.20 Sind 1,9, ... endlich oder abzihlbar viele disjunkte offene Mengen,
so ist €2 := J,; Q; selbst offen. Eine auf Q stetige Funktion f ist genau dann iiber Q
integrierbar, wenn gelten

1. f ist iiber jedem ); integrierbar und
2. die Reihe 3=, [, |f(z)|d"x konvergiert.

Es ist dann
/sz/ﬂf

Beweis: Quaderzerlegungen der einzelnen €2; geben zusammengenommen eine Qua-
derzerlegung von 2 und da die im Integrabilitdtskriterium auftretenden Summen
S S 1, | f| stets nichtnegative Glieder haben, gibt es keine Umordnungsprobleme. [J

Ein fiir praktische Anwendungen wichtiges Resultat ist

Satz MI.21 Eine auf einer beschrinkten offenen Menge () stetige und dort be-
schrinkte Funktion f ist integrierbar.

Beweis: Da () beschrinkt ist, gibt es einen kompakten Quader I, der 2 enthilt.
Dann ist insbesondere fiir je endlich viele Quader I, C  mit disjunktem Innerem

stets
V) < V()
k

und mit der Beschrinktheit von f bekommen wir

Z/ 1< cvim) <o-v).
k T k

Dabei ist die rechts stehende Grdéfse unabhéngig von den gewédhlten I, was die
Integrierbarkeit zeigt. O

Das oben genannte Problem, eine schone Funktion iiber eine Kreisscheibe zu inte-
grieren, ist jetzt also prinzipiell gelost, wir haben aber noch kein Werkzeug, dies
auszufiihren. Wir brauchen dafiir wieder die Mdglichkeit, sukzessive zu integrieren,
d.h. insbesondere Verallgemeinerungen von Satz MI.14, und Satz MI.15 und noch
etwas mehr.

Beim Beweis dieser Satze hatten wir davon massiv Gebrauch gemacht, daf
— f gleichméfig stetig ist und daf

— der Intergrationsbereich I beschrinkt ist.
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Beides braucht jetzt nicht mehr zu gelten, d.h. wir haben vorsichtig zu sein. Und in
der Tat kénnen wir solche Verallgemeinerungen unserer Satze nur bekommen, wenn
wir geeignete Zusatzvoraussetzungen einbauen.
Wir bekommen als Gegenstiick zu Satz MI.14:

Satz MI1.22 Es seien 1 C RP. Qs C R? offen, f : Q1 x Qs — R, stetig. Zu
jedem kompakten Quader I C )1 gebe es eine integrierbare “Majorante”, d.h. eine
integrierbare, stetige Funktion g; : Qo — R, mit der

|f(@, )| < gr(y) fiir alle (z,y) € I x Qs. (1)
Dann gelten

1. Die Funktion

() := . [z, y)dty

ist stetig auf Q.
2. Unter der Bedingung (1) existiert auch fiir alle x € Q das Integral

G(z) = / () ldoy

und ist ein stetige Funktion. Ist diese Funktion G selbst integrierbar iiber ()1,
so ist F' integrierbar iiber €}y und

/QIXQZ fl2)d "z = /Q1 F(x)dPz = /Q1 ( N f(z,y)dqy)dp;p,

3. Ist f sogar auf )y x Qy nach x stetig differenzierbar und gibt es zu jedem
Kompaktum K C )y eine integrierbare stetige Funktion hy : Q0o — R, mit der

0
|axf_ (z,y)| < hx(y) fir alle (z,y) € K x Q9 und allei =1, ...,p,
so ist F' auf )y stetig differenzierbar und
oF of .
= - d? =1,...,p).
e = ey =1

Samtliche Beweise gehen nach demselben Schema: Man mache eine Quaderzerle-
gung, wende darauf Satz MI.14 an und schlieffe, daff man unter den gemachten Vor-
aussetzungen dann durch Grenziibergang bei der Quaderzerlegung die gewiinschten
Resultate erhélt.

Warnung M1.23 Auch bei schén aussehenden Funktionen sind die in Satz MI.22
gemachten Voraussetzungen nicht notwendigerweise erfiillt, und wenn sie erfiillt
sind, braucht dies nicht mehr zu gelten, wenn man die Variablen in anderer Reihen-
folge durchgeht.

Dazu folgendes Beispiel:
Essei Q) = Oy =R, f(z,y) = e vI0+27)
Hier ist | f(z,y)| = e~ 1v|(0+2") < ¢=Iul und dies ist integrierbar iiber y € R. Ferner
ist
2
1422

+oo 5 +oo R
F(z) = Gx) = / e~ lul+a?) gy 2/ v+ gy —
- 0

e 9]

und dies ist ebenfalls integrierbar iiber R. Damit kdnnen wir also so den Satz MI.22
anwenden.
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In der anderen Reihenfolge der Variablen geht es dagegen nicht, da f(z,0) = 1 ist,
und dies kann man nicht iiber R integrieren.

Der Satz Satz MI.22 erlaubt zwar prinzipiell eine n-dimensionale Integration durch
sukzessives Berechnen von n eindimensionalen Integralen zu bestimmen. In der Pra-
xis bekommen wir aber hier Probleme mit der Gestalt der Integrationsbereiche.

Notation MI1.24 Sind a = (ay,...,ap),b = (b1, ...,b,) € R™ s0 notieren wir a < b,
wenn ay, < by, fiir alle Komponenten gilt. Es ist dann

Q:={zla<z<bl=1I x..xI,,

wobei I, := (ay, by), also ein Quader. Wir notieren dann auch

/abf statt /Qf.

Satz MI.25 Es sei Q1 C R? offen, g,h : Q1 — R? stetig und g(x) < h(z) fiir alle
z € M. Zuzx € Q sei Qp = {y|g(z) < y < h(z)} C RY. Die Funktion f sei
erkldrt und stetig fiir alle (x,y) mit © € Q und y € Q,, und fiir jeden kompakten
Quader I C ; sei sie auf der Menge {(z,y) |z € I,y € Q. } beschrdnkt durch eine
Konstante C;. Dann ist

h(z)
F(z) = /( : [z, y)d?y
g(x

stetig auf Q.

Beweis: Fixiere xyp € 1, > 0 und dazu einen kompakten Quader I C Q; mit
Mittelpunkt o, sodafl |g(z) — g(zo)| < € und |h(x) — h(xo)| < € fir z € I. Das

Integral fg}z;i(’))_:

und unter den gemachten Voraussetzungen nach den fritheren Sétzen stetig (bei
x.) Ferner ist fir x € I :

f(x,y)d%y ist dann das Integral tiber einen kompakten Quader

h(z) h(zo)—e _
}/( : [z, y)dly — /( : f(a,y)dly| < 2Cre(|h(z0) — g(z0)|oo +4e)q !
glz g(xo)+e

sodafs fiir x € I mit einer geeigneten Konstante C'
h(xo)—e
F(a) - Plao) < | [ e = o) e
g(xo)+e

ist, woraus die Stetigkeit folgt. O

Fiigt man hier noch Integrabilitdtsbedingungen hinzu, so ergibt sich wieder ein

Satz MI.26 (iiber sukzessive Integration) Es sei (2} C RP offen, g,h : Q1 —
R? stetig und g(z) < h(z) fiir alle x € Q;. Die Funktion f : RPT? 5 Q — R sei
erklirt und stetig auf

Q:={(z,y) |2 € M,g(z) <y < h(x)}
und zu jedem kompakten Quader I C 0y auf
Qr=={(z,y) |z €1,9(z) <y < h(z)}

durch eine Konstante C; beschriankt.
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Dann sind die Funktionen

h(zx) h(z)
F(z) = / Sy md ) = / iy

stetig auf Q4. Ist G iiber ) integrierbar, so ist auch f iiber ) integrierbar und es

ist
h(z)
pt+a, — Py — 4y | P
/Qf(z)d z o F(z)dPx /Ql (/g(m) f(z,y)d y)d x.

Bemerkung MI.27 Sind das Gebiet €)1 und die stetigen Funktionen g, h, f jeweils
beschrinkt, so ist die Integrabilitdtsbedingung von selbst erfiillt.

Beispiel MI1.28 Im R? sei ein Gebiet 2 durch die Graphen stetiger Funktionen
wie folgt begrenzt

Q= {(a:,y7z) |(l <r< b?.gl(x) <y< 92($)ah1($ay) <z< hg(l’,y)}
Sind dann f : Q — R und die g;, h; sogar beschrénkt, so ist

b g2 () ha(z,y)
flz,y,2)dxdydz :/ (/ (/ f(z,y,2) dz)dy) dx.
Q a g1(x) hi(z,y)

Ist die Beschrinktheit nicht gegeben, so hat man die Integrabilititsbe-
dingung zu priifen!

Definition MI1.29 Das Volumen einer offenen Menge ) C R"™ erkldren wir als
V(Q) = / 1d™z,
Q

sofern dieses Integral existiert. Andernfalls hat Q) kein endliches Volumen.
Sind keine Mifiverstdndnisse zu erwarten, so schreibt man auch kurz V(2).

Wir nutzen unsere Sétze, um das Kugelvolumen zu berechnen.
+R +VRZ_zZ ++/ R2—22—y?
/ ldxdydz = / </ (/ 1dz>dy) dx
@2 4y2+22<R -R —VRT=a? —/R2—z?—y?
+R +VR2—z?
:/ (/ (2 RQ—mQ—yQ)dy)dx
-R —VRZ—22
+R +VRZ—22
= 2/ / (R2 — :c2) 1-— v’ dy dz
—r \J_vr— R? — 22 \/R? — 42
Mit der Substitution ﬁ = sin ¢, d.h. \/% = cos pdy ist dies gleich
+R ;43I
2 / (/ (R? — 2?) cos® <pd<p) dx
—R -z
+R +z
= 2/ (R? —2?) (/ cos? <pd<p) dx

+R
= 7r/ (R2 — z2)dz

—-R
4
= gﬂ'Rg,

womit die bekannte Formel fiir das Kugelvolumen erhalten ist.

Eine weitere elementare, aber wichtige Anwendung von Satz MI.26 ist
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Satz MI.30 (Prinzip von CAVALIERI) Es sei Qg C R"~! offen, beschréinkt und
g,h : Qo — R stetig mit g(x) < h(x) auf Qy. Dann ist fiir

Q= {(z,y) ER" I xR |z € Q,g(z) <y<h(x)}

V@) = [ (hle) - gla))d e
Qo
sofern dieses Integral existiert.

Als ein weiteres wichtiges Handwerkszeug zur Bestimmung mehrdimensiopnaler In-
tegrale brauchen wir die Verallgemeinerung der Substitutionsregel (Satz 1.32).

Transformationssatz MI.31 Sind 2, offene Mengen im R™ und dazwischen
@ : Q — € ein C'-Diffeomorphismus, so ist

f)dry = /( Flp(@))] det o' ()|,

()

sofern f stetig ist und eines der beiden Integrale existiert. Dabei ist ¢’ () die n x n-
JACOBI-Matrix zur Abbildung .

Ein vollstédndiger Beweis ist sehr aufwendig und sei deshalb hier nicht gefiihrt. Man
siehe etwa FORSTER, Analysis 3.

Die wichtigsten Zusammenhinge, auf denen dieser Satz fufst, sind aber leicht zu
verstehen:

Die Spalten einer n x n-Matrix B spannen ein Parallelepiped auf, dessen Volu-
men gerade V(B) = |det B| ist. Der Produktsatz fiir Determinanten: det(AB) =
det A - det B sagt dann, daf sich unter einer affinen Abbildung x +— z¢ + A(z — x0)
das Volumen eines Quaders oder Parallelepipeds gerade mit den Faktor ‘det A’
multipliziert.

Fiir eine stetige Funktion f — etwa iiber einem kompakten Quader I — konnten
wir iiber die Approximation durch Treppenfunktionen das Integral approximieren
durch einen Ausdruck der Form

/I f@dz ~ 3 f@)V (),

wobei die I, eine Zerlegung von I in (kleine) Quader beschreiben. Bilden wir alles
mit dem durch die regulire Matrix A gegebenen Diffeomorphismus ¢ : & +— xg +
A(x — x0) mit Ableitung ¢’ = A ab, so erhalten wir

F)d™y ~ Y fxo + Az — w0)) V(A(Ly))

(1)
= Z f(wo + A(xy, — x0)) | det A| V(1)

=3 flwo + Alzi — o)) | det | V(1)
~ [ fte@) et .

Ist nun der Diffeomorphismus nicht mehr affin, so wird er nach wie vor lokal gut
durch einen affinen Diffeomorphismus approximiert {iber

p(x) ~ p(x0) + ¢ (x0)(x — z0),

d.h. man kann die eben angestellte Uberlegung an jeder Stelle mit einer anderen
affinen Abbildung nutzen. Die technisch miithsame Feinarbeit zeigt, dal man diese
Ideen tatsdchlich zu einem einwandfreien Beweis kombinieren kann.
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Beispiel M1.32 (Zylinder-Koordinaten) Es sei Q := {(r,p,2) mitr > 0,0 <
p<2m,z€R}und ®: Q — R3, (r,p,2) — (rcosy,rsinp, z). Dafiir ist

cosp —rsing 0
& = |sinp rcosp 0| mit|detd|=r.
0 0 1

® bildet einen (7, ¢, z)-Quader @ := (R1, Ra2) X (p1,92) X (21,22) ab auf einen
Zylinder Z mit Boden- und Dachfliche auf z = z; bzw. z = 23 und der Form eines
Winkelsegmentes aus dem Kreisring mit den Radien R; und R,.

Fiir das Volumen dieses Zylinders Z bekommen wir dann

/1dxdydz:/ ldxdydz
z 2(Q)

:/ 1-|det®|drdpdz

Q
Ry 2 22
= / / rdzdedr
R Jo1 Jz

R,

= (22— 21)(p2 — 801)/ rdr
Ry
1
= 5(22 = 21)(¢2 — 1) (B — RY).
Beispiel MI.33 (Kugelkoordinaten) Essei():= {(r,0,¢p) mitr >0,-%5 <0 <

+2,0 <@ <2n}und ® : Q — R> (r,0,¢) — (rcosfcosg,rcosfsin p,rsin f).
Hier ist

cosfcosyp —rsinfcosey —rcosfsing
®' = | cosfsing —rsinfsing rcosfcose | mit |det ®'| =12 cosd.
sin 0 rcosf 0

Damit bekommen wir etwa fiir kugelsymmetrische Funktionen auf dem R3 (“Poten-
tiale”) folgenden

Satz MI1.34 Ist V stetig auf (0, R) und r*V (r) dort beschriinkt, so ist (mit der
EukLiD-Norm | | :=| |2)

R
/ V(|z|)d3z = 47r/ TQV(T) dr.
0<|z|<R 0

Beweis: Mittels der Transformation auf Kugelkoordinaten haben wir

R ,+% 27
/ V(|m|)d3x:/ / / V (r)r? cos 0 dp d dr
0<|z|<R 0 - Jo
R

+3
= 27r/ r2V(r)</ cos@d@) dr
0 —

us
2

R
= 47T/ 2V (r) dr.
0



