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Ik ⊂ R
'�&:9�2N#!0¡µ�%;#10Nx!#10

ak ≤ bkL;#i9;x1#!0�D�&:%

I := I1 × . . .× In := {x = (x1, . . . , xn)
∣

∣xk ∈ Ik , k = 1, ..., n}
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I = I1 × . . . × In
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¿[À4Á1Â�ÃÅÄ?ÆHÇ¡ÈqÉ:Ê\Ë
I1, ..., Im ⊂ R

n ÌqÍkÎTÏ\ÐkÌ�Ñ�Ò�Ó�ÔOÐ Ë Ò�Õ!Ö�×�ÍwØ É�Ù Ñ�Ò�×^ÌqÍkÎTÏ\ÐkÌ�Ñ�ÒwÓ�Ô>Ð Ë Ò�Õ
J1, ..., Jp ⊂ R

n Î É Ñ[Ï\ÐOÐkÕlÚcÒ É ×�Ò Ë.É ×MÛlÔ Ê Ì�Ñ=Ò�ÎÝÜ Ê3Ê Ò�ÕiÒ Ê Ö Ë6Þ ß[Þ

◦
Ji ∩

◦
Jj = ∅ (i 6= j),

×�Í Ë Ðkà
I1 ∪ ... ∪ Im = J1 ∪ ... ∪ Jp.

á É Õ Ê Ò Ê3Ê Ò Ê J1, ..., Jp
Ò É(Ê ÒTâMãYÐ.×!Ñ=Ò�ÕlÔ Ê Ø6ä Ë Ò�Õ I1, ..., Im.

åpæOç^æ>èêé.¾E�=0{24#1'*]38?-(-
n = 2
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χI(x) :=

{

1 x ∈ I

0 x /∈ I
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¿[À4Á1Â�ÃÅÄ?Æ��	� Ô�Ó�ÔOÐ Ë Ò�Õ Ê I ⊂ R
p, J ⊂ R

q, Q := I × J ⊂ R
p+q

É ×1Ñ

χQ(x, y) = χI×J(x, y) = χI(x) · χJ(y) (x ∈ R
p, y ∈ R

q).


�æ����è Á è��� ÃÅÄ?Æ�� ÈqÉ:Ê\Ë
I1, ..., Im ⊂ R

n ÛiÒ Ê��=ËOÉ Î{Ò Ê × É Í Ê Ð��VÒ�Ó�ÔOÐ Ë Ò�Õ1ÖE×�Í ß Ò É à3Ñ�ÛiÒ Ë Ò� É(Ê Ò!ÐkÕAÌqÍeÎ ÙkÉ(Ê Ð4Ñ É Í Ê

ϕ :=

m
∑

i=1

αiχIi

É(ß Õ�Ò�Õ�� ß Ð?Õ�Ð?Ì�Ñ�Ò�Õ É ×!Ñ É ×�� ß Ò Ê�� Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê Ò Ê Î É Ñ�ÕiÒ!Ò����,Ò Ê�� ÍqÒ� "! É Ò Ê Ñ�Ò Ê αi
Ò É(Ê Ò<â$#3Õ�ÒFÏNÏ�Ò Ê&% Ô Ê Ì �

Ñ É Í Ê ä Þ� É ÒAØNÒ Ê Ð��'�,Ò I1, ..., Im É(Ê Ò É(Ê Ò�Î % Òi×!Ñ=Ò Ê Ì4ÍeÎTÏ\ÐkÌ�Ñ=Ò Ê Ó�ÔOÐ Ë Ò�Õ I, ×�Í ß Ò É à@Ñ ϕ Ò É(Ê Ò(#3Õ�ÒFÏNÏ�Ò Ê��% Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê ÐNÔ % I. á É Õ Ê Í4Ñ É Ò�ÕiÒ Ê�Ë Ð %$) Õ ϕ ∈ T (I).� ÚbÒ É #3Õ�ÒFÏNÏ�Ò Ê&% Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê Ò Ê ϕ, ψ ß Ò É àqÒ Ê â+*-,4Ô É/. Ð0�,Ò Ê ÑFäêÖqØ4Òi×1� ß Õ É Ò Ù Ò Ê ϕ = ψ
%uÞ')3Þ32HË@Þ ß[Þ4% Ð.×!Ñ)3Ù Ò�Õ�Ð0���651Ö[ÚbÒ ÊNÊ × É Ò$× É � ß�ß87 � ß ×!Ñ=Ò Ê ×$Ð4Ô % Ó�ÔOÐ Ë Ò�Õ;Õ9* Ê\Ë Ò�Õ Ê Ô Ê Ñ�Ò�ÕA×�� ß Ò ÉHË Ò Ê[Þ
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¿[À4Á1Â�ÃÅÄ?Æ'; <.Þ>= Ò Ë Ò�Õ?#3Õ�ÒFÏNÏ�Ò Ê&% Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê Ì?Ð ÊNÊ ÎyÐ Ê@.eÉ ÐfãYÐ.×!Ñ=Ò�ÕlÔ Ê Ø�Ò É(Ê Ò(*4,4Ô É�. Ð��VÒ Ê Ñ=ÒA Ð?ÕA×1Ñ�Ò9�'�`Ô Ê Ø�Î É ÑFÑ=Ò��M×RÏ\Ð.Ð?Õ1ÚbÒ É ×�Ò Ë.É ×(ÛlÔ Ê Ì�Ñ�Ò�ÕyÓ�ÔOÐ Ë Ò�Õ$Ø4Ò Ù Ò Ê[ÞCB Ð ÊºÊ Ò ÊNÊ Ñ ËOÉ Òi×�Ò É:Ê Ò
â Ë.É ×MÛlÔ Ê Ì�Ñ�Ò A ÐkÕ�×!Ñ=Ò����êÔ Ê Ø@ä Þ

D Þ�� ÔEÛiÒ�!.ÚbÒ É #3Õ�ÒFÏNÏ�Ò Ê&% Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê Ò Ê Ø É�Ù ÑcÒi×RÒ É(Ê Ò A ÐkÕ�×1Ñ�Ò����`Ô Ê Ø3Ö Ë.É Ò %$) Õ Ù Ò ÉêË Ò Ë.É Ò�×�Ò�� Ù Ò Ê
� ß ÐkÕ�ÐkÌ�Ñ�Ò�Õ É ×1Ñ É ×1� ß Ò Ê�� Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê Ò ÊKÙ Ò Ê ÔNÑ�!.Ñ ÞE2�F Ò Ê ÔNÑ�!eÒ$ãYÐ.×!Ñ=Ò�ÕlÔ Ê Ø8G 5

H Þ�È Ô?Î�Î{ÒlÖ � É(Ê ÒiÐ?Õ;Ì4ÍeÎ Ù?É:Ê ÐNÑ É Í Ê Ò Ê Ô Ê�Ë�I ÕiÍ Ë Ô?Ì�Ñ . Í Ê #3ÕiÒuÏNÏ�Ò Ê&% Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê Ò Ê × É(Ê�Ë Ú É Ò �Ë Ò�ÕJ#3Õ�ÒFÏNÏ�Ò Ê&% Ô Ê Ì6Ñ É Í Ê Ò Ê�ÞrÈqÉ(Ê�Ë Ð0���VÒ Ù ÒeÑ=Ò É � É Ø@Ñ=Ò ÊK� Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê Ò Ê #NÕiÒuÏNÏ�Ò ÊL% Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê Ò Ê
Ð4Ô % Ò É(Ê Ò�Î Ó�ÔOÐ Ë Ò�Õ I, ×�ÍpÐ4Ô4� ß�Ë Ð.×NMbÕFØNÒ ÙkÊ3É × Ë Ò�Õ[ÛiÒeÚbÒ É � É Ø4Ò ÊPO Ï�Ò�Õ�Ð4Ñ É Í Ê[Þ

Q Þ�� Ô�ÛiÒ Ë Ò�Õ�#3Õ�ÒFÏNÏ�Ò Ê&% Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê Ø É�Ù Ñ[Ò�×cÒ É(Ê ÒR*-,4Ô É/. Ð0�,Ò Ê Ñ�ÒeÖ ËOÉ ÒrÐ4Ô % Ð0���VÒ Ê Ó�ÔOÐ Ë Ò�ÕAÕ9* Ê�Ë Ò�Õ Ê
Ë Ò Ê á Ò�Õ1Ñ 0

ß ÐNÑ Þ�2�B Ð Ê Ð?Õ Ù Ò É Ñ�ÒYÎ É Ñ Ë Ò�ÎÝÜ Ê3Ê Ò�ÕiÒ Ê ◦
Ik
Ë Ò�ÕÓ�Ô>Ð Ë Ò�Õ Þ 5

�=03L;5@#lLF+O0324#1%;#<738.5@#10�D�&(%R2N8?'�&:9

¿[À4Á1Â�ÃÅÄ?Æ�S A É ÒT#NÕiÒuÏNÏ�Ò ÊL% Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê Ò Ê ÐNÔ % Ò É:Ê Ò�Î ÌqÍkÎTÏ\ÐkÌ�Ñ�Ò Ê Ó�ÔOÐ Ë Ò�Õ I ÙkÉ � Ë Ò Ê Ò É:Ê Ò Ê� É:Ê Ò!ÐkÕiÒ Ê ãYÐ4Ô.Î�Ö@ÐNÔ %rË Ò�Î¼Î É Ñ

|ϕ|∞ :=
'f80U {|ϕ(x)|

∣

∣x ∈ I}
Ò É(Ê ÒWV<ÍeÕAÎ*Ø4Ò�Ø4Ò Ù Ò Ê�É ×!Ñ Þ

³6G^#!&(0N#!'Å�=0>9A#!%Ase8.-:-
Ik ⊂ R

1 '�&:9canI�gq�NGN0Ng>9;#10 ak ≤ bk
7N#1&:í.9

V (Ik) := bk−ak

24&:#c·YX[j?0N�
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I = I1 × ...× In
LF#1&

V (I) := (b1 − a1) · ... · (bn − an) = V (I1) · ... · V (In)

2N8OLmìc+.-(GN'�#!0ws.+O0
I. ] B6#10q538?%�&MLu9�) P %�5@#1-:&(#!5N&(/.#^¹$G@8.24#1% I, J 2N8?0N0

V (I × J) = V (I) · V (J).
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V (I)
LF9;#!9AL$�@+>LF&:9;&(s�d6#lL$L;#!&c24#10N0\d
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A Ð?×mÜ Ê Ñ�Ò�ØOÕ�Ð0� . Í Ê #3Õ�ÒFÏNÏ�Ò Ê&% Ô Ê Ì6Ñ É Í Ê Ò Ê �����=�


�æ����è Á è��� ÃÅÄ?Æ�� � Ô{Ò É(Ê Ò�Õ #3Õ�ÒFÏNÏ�Ò Ê&% Ô Ê Ì6Ñ É Í Ê ϕ ∈ T (I)
É:ÊKË.É ×(ÛlÔ Ê Ì�Ñ�Ò�Õ A ÐkÕ�×1Ñ�Ò����`Ô Ê Ø

ϕ =

m
∑

k=1

αkχIk

×�Ò É
∫

I

ϕ(x)dnx :=

∫

I

ϕ :=

m
∑

k=1

αkV (Ik)

Ë Ð.×�â(Ü Ê Ñ�Ò�ØOÕ�Ð0�`ä . Í Ê ϕ )3Ù Ò�Õ I.� Ô{Ò É(Ê Ò�Î½Ó�ÔOÐ Ë Ò�Õ J ⊂ I ×�ÒkÑ !kÒ Ê Ú É Õ
∫

J

ϕ(x)dnx :=

∫

J

ϕ :=

∫

I

(

ϕ · χJ

)

�E#!&32N&:#lLF#1%b"Y#!h30N&:9;&(+.0yL;�N&:#1-C9b#lLcg.#1&:03#R»�+.-(-:#Od?+.5pD�&(%b#!&(0N#!'*¹$G38.2N#!%
Ik
#1&:0N#10f»R8?032p/>8?0NxOd

9;#1&:-(DE#!&MLF#<+424#!%�/>8?%A0N&MI�7O9mx!G3%;#lI�7N0N#!0[_N"Y&(#1Lm) P 7N%F9Rx1G
¿[À4Á1Â�ÃÅÄ?Æ�� <.Þ�� Ô.Î Ü Ê Ñ=ÒAØOÕ�Ð0�qÒ É(Ê Ò�ÕN#NÕiÒuÏNÏ�Ò ÊL% Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê � É Ò % Ò�Õ ÊfË.É Ò � Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê ×!ÚbÒ�ÕlÑ�ÒcÐNÔ %Ë Ò Ê Ó�ÔOÐ Ë Ò�ÕAÕ�* Ê�Ë Ò�Õ Ê Ì4Ò É(Ê Ò Ê F Ò É ÑHÕ�ÐeØ Þ
D Þ�� ,qÔ É�. Ð0�,Ò Ê Ñ=Ò?#3ÕiÒuÏNÏ�Ò Ê&% Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê Ò Ê�ß Ð Ù Ò ÊKË.É Ò�×�Ò�� Ù Ò Ê Ü Ê Ñ�Ò�ØOÕ�Ð0�,Ò Þ
H Þ A Ð.×cÜ Ê Ñ�ÒAØ>Õ�Ð��@Ò É(Ê Ò�Õ #NÕiÒuÏ3Ï�Ò Ê&% Ô Ê Ì�Ñ É Í ÊfÉ ×1ÑbÔ Ê Ð Ùkß * Ê Ø É Ø . Í Ê�Ë Ò�ÕcØ4ÒkÚ�* ß �êÑ=Ò Ê A ÐkÕ�×!Ñ=Ò�� �
�êÔ Ê Ø Þ
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¿[À4Á1Â�ÃÅÄ?Æ�� <.Þ Mn× É ×1Ñ ∫

I
(αϕ+ βψ) = α

∫

I
ϕ + β

∫

I
ψ.

2 � É(Ê Ò!ÐkÕ É Ñ *4Ñ+5
D Þ Üu×!Ñ ϕ ≥ 0

%uÞ6)3Þ Ö6×�Í É ×1Ñ ∫

I
ϕ ≥ 0.

2'I Í?× É Ñ É/.eÉ Ñ *4Ñ+5
H Þ Üu×!Ñ ϕ ≤ ψ

%uÞ6)@Þ Ö@×�Í É ×1Ñ ∫

I
ϕ ≤

∫

I
ψ.

2�B Í Ê ÍqÑ=Í ÊNÉ Ò 5
Q ÞNB�É Ñ Ë Ò�Õ É(Ê�È Ð4Ñ ! B Ü Þ�� Ò É(Ê Ø4Ò %$)?ß ÕlÑ�Ò Ê V<ÍeÕAÎ |ϕ|∞

É ×1Ñ
∣

∣

∫

I

ϕ
∣

∣ ≤
∫

I

|ϕ(x)|dnx ≤ |ϕ|∞ · V (I).
2MÈ Ñ=ÒeÑ É ØOÌ4Ò É Ñ+5

�qÞN� ) Õ�ÛiÒ Ë Ò � Ò�Õ �VÒ�Ø@Ô Ê Ø�Ò É(Ê Ò�×�Ó�ÔOÐ Ë Ò�Õ�× I É:Ê I =
⋃m

k=1 Ik
Î É Ñ ◦

Ii ∩
◦
Ij = ∅ %$) Õ i 6= jÔ Ê�Ë ÛiÒ Ë Ò"#3ÕiÒuÏNÏ�Ò Ê&% Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê ϕ ÐNÔ % I É ×!Ñ

∫

I

ϕ =
∑

k

∫

Ik

ϕ.

åpæOç^æ>èêé.¾R³6G¶�._(¾@µ�&(549R'f8?0
ϕ
G3032

ψ
#!&(0N#�/.#1'p#1&:0@L;8.'p#�"�8?%�Lu9A#!-(-:G30N/3dNL;+�ge8.0N0w'f8?0�24&(#

�E#!738.GN�49AGN0N/f24&(%;#1gO9Y8.G3L�24#1%R"Y#!h30N&:9;&(+.0�24#1Lm�=0>9A#!/.%�8?-MLm8?5N-(#1L;#!0[_
³6G �4_(¾NanLRL;#!&

ϕ =
∑

αkχIk

2N&(LHtuGN0Ng>9Y2N8.%;/O#1LF9;#!-(-:9EGN0@2�238?56#!&[L;#!&(#!0w8?-(-:#
Ik
0N&MI�7>9Y8?G3L;/.#!�

8?%;9;#!91_\"�8?0N0K&MLu9
ϕ ≥ 0

)u_ P _\/.#1038?G[d6DE#!030K8.-:-(#
αk ≥ 0,

DE+.%�8?G3L�'f8?0¶24&(#��E#1738?GN�N9;GN0N/
8?53-:&(#1LF91_
³6G��N_(¾N"$&:#lLm),+.-(/?9R8?G@L�24#!'¼s.+.%A&(/.#!0y) P %Y24&(#Tz[%A#!�3�@#104),GN0Ng>9;&(+.0

ψ − ϕ.³6G
	3_(¾N�E#!&\24&MLHtuGN0Ng>9;#1%Y"$8.%ALF9;#1-:-(GN0N/
ϕ =

∑

αkχIk

&MLu9 |ϕ|∞ =
'�8�U

k
|αk|

GN032w2N8.'�&C9

∣

∣

∫

I

ϕ
∣

∣ =
∣

∣

∑

αkV (Ik)
∣

∣ ≤
∑

|αk|V (Ik) ≤ |ϕ|∞ ·
∑

V (Ik) = |ϕ|∞ · V (I).

³6G��N_:¾ ��8?0|03#!7N'�#{#1&:03#{»R8.LF9;#1%;G30N/�8?G3L^24#!0
Ik
GN032}2N#!0}56#!&m24#!%p"$8.%ALF9;#1-:-(GN0N/�sO+.0

ϕ56#!0qG49;x!9;#10K¹$G38.2N#!%A0�G3032�Lu9A#!-(-:#
ϕ
238?'�&C9�2N8?%l_@"�8?0N0w),+O-:/.9$24&(#�E#!738.GN�49AGN0N/{24&(%A#!g>9$8?G@L

24#1%R"Y#!h30N&:9;&(+.0�24#1LR�=0O9A#!/O%A8.-(L1_
�



����� 	 ������Z���U3����X[�>��U3�6�\Z\�\Z[� SVW
R

n

"$&:#<5N&MLF73#!%�56#i9;%�8.I�7>9A#i9;#10{ab&(/.#103LAI�738k)V9A#!0w24#1Lm�=0>9;#1/.%�8?-MLn#1&:03#!%Rz�%;#1�N�@#104),GN0Ng>9A&:+O0�L;&:0@2y) P %
24#10}#!&(0324&('�#!03L;&:+O038?-(#!0}]@8?-(-rDE+.73-:56#!gk8?030O9l_[ab&(0N#10}0N#!G3#!0�o$LF�6#!g>9^53%;&(0N/?9�24&(#y),+.-(/.#10324#Od
#!%�LF9m&('Ý'�#17N%A2N&:'�#!0@LF&(+.038.-:#10�]@8?-(-\8?G4)V9A%;#!9;#10324# � &:9;G38?9;&(+.0\_
J¡&(%f738k9;9;#!0 L;I�73+.0�+O5@#10�) P %

n = p + q
24#!0

R
n
8?G4),/O#i)H8?í.9�8.-(L

R
n = R

p × R
q
G3032

#!0>9�LF�N%A#1I�73#!032�ab-(#!'�#!0>9;#�x1#!%A-:#1/?9�&(0

z = (z1, ..., zn) = (x1, ..., xp, y1, ..., yq) = (x, y).

] P %pg.+.'��38.g>9;# Z,'�#17N%A2N&:'�#!0@LF&(+.038.-:# [��=0>9;#1%;sk8.-:-(#
I ⊂ R

p, J ⊂ R
q
&(LF9p2N8.0N0

I × J
#!&(0

g.+O'��38?g>9;#lLn�=0>9A#!%Ase8.-:-6&(0
R

n
G3032y038OI�7 � 8?9;x<����_ ��/.&(-:9r) P %�24&(#�I�738?%�8?g>9A#!%A&(LF9;&ML;I�73#!0f]NGN03gO�

9;&(+.03#!0

χI×J (x, y) = χI(x) · χJ(y).

"$&:#lLYgk8?030�'�8.0º8?GN)cz�%A#!�N�6#!04),G30Ng>9;&(+.0N#10�#!%ADr#1&C9A#!%A0�GN032�238?0N0�24#1%;#10��=0>9;#!/O%A8.-@·;LFGNgqx1#1LF�
L;&:sO#�¸$56#!%A#1I�7N03#!0\_

¿[À4Á1Â�ÃÅÄ?Æ � Mn×$×�Ò É Ò Ê I ⊂ R
p, J ⊂ R

q Ì4ÍeÎTÏ\Ð?Ì6Ñ=Ò$Ü Ê Ñ�Ò�Õ . Ð0���VÒeÖ ϕ Ò É(Ê Ò�#3Õ�ÒFÏNÏ�Ò Ê&% Ô Ê Ì6Ñ É Í Ê
Ð4Ô % I × J.

A Ð ÊNÊ Ø4Ò9�êÑ=Ò Ê
<OÞN� ) Õ[ÛiÒ Ë Òi× x ∈ I

É ×1Ñ Ë.É Ò�� ÙNÙkÉ � Ë Ô Ê Ø

J 3 y 7→ ϕ(x, y)

Ò É(Ê Ò #NÕiÒuÏNÏ�Ò ÊL% Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê Ð4Ô % J.
D Þ

ψ(x) :=

∫

J

ϕ(x, y)dqy

É ×1Ñ�#NÕiÒuÏNÏ�Ò ÊL% Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê Ð4Ô % I.
H Þ Mn× É ×!Ñ

∫

I×J

ϕ(z)dp+qz =

∫

I

ψ(x)dpx =

∫

I

( ∫

J

ϕ(x, y)dqy

)

dpx.

åpæOç^æ>èêé.¾��O#124#1%�&(0¶24#!%�"�8?%�Lu9A#!-(-:GN03/{s.+O0
ϕ
sO+.%Ag.+O'p'�#10324#p¹$G38O24#!%

Q ⊂ R
p+q

56#1L;&:9;xi9
9;%A&(s>&M8?-(#!%ADE#!&MLF#E#!&(0N#R"�8?%�Lu9A#!-(-:GN03/<8.-(L

Q = I ′×J ′ 'p&:9n�4�\53x!D�_��O�=24&:'�#103LF&(+.0@8?-(#!0p�=0O9A#!%Ask8?-:�-(#!0
I ′ ⊂ I, J ′ ⊂ J.

oY-:-(#�LF+{8.G4)V9;%A#i9A#!032N#!0
I ′, J ′ #!%Ax!#1GN/.#10�»R8.LF9;#1%;GN03/.#!0 I =

⋃

Ii, J =
⋃

Jj .
"�8?'�&C9R7@8k9R2N8?030

ϕ
#!&(0N#�"$8.%ALF9;#1-:-(GN0N/f8.-(L

ϕ(x, y) =
∑

i,j

αijχIi×Jj
(x, y) =

∑

i,j

αijχIi
(x) · χJj

(y).

] P %m),#1LF9;#lL
x ∈ I

&(LF9R2N8?030

ϕ(x, y) =
∑

j

(

∑

i

αijχIi
(x)

)

· χJj
(y)

#!&(0N#Tz�%;#1�N�6#!04),GN03gO9A&:+O0@Z,56#!x P /.-(&(I�7
y
[m8?G4)

J.
�=7N%��=0>9;#!/O%A8.-�&(LF9Y24#ih@0N&C9A&:+O03L;/.#!'fj.í

ψ(x) :=

∫

J

ϕ(x, y)dqy =
∑

j

(

∑

i

αijχIi
(x)

)

·V (Jj) =
∑

i

(

∑

j

αijV (Jj)

)

·χIi
(x),



A Ð?×mÜ Ê Ñ�Ò�ØOÕ�Ð0��×!Ñ=ÒeÑ É ØNÒ�Õ � Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê Ò Ê ÐNÔ % ÌqÍeÎTÏ\Ð?Ì�Ñ�Ò Ê Ó�ÔOÐ Ë Ò�Õ Ê ����� �

L;+.'�&C9�D�&(#124#1%�#!&(0N#Tz�%;#1�N�@#104),GN0Ng>9A&:+O0w8.G4)
I.
"$#!%A#!0w�=0>9;#1/.%�8?-�&(LF9Y2N8.0N0

∫

I

ψ(x)dpx =

∫

I

( ∫

J

ϕ(x, y)dqy

)

dpx

=
∑

i

(

∑

j

αijV (Jj)
)

· V (Ii)

=
∑

i,j

αijV (Ii) · V (Jj)

=
∑

i,j

αijV (Ii × Jj)

=

∫

I×J

∑

i,j

αijχIi×Jj
=

∫

I×J

ϕ(z)dp+qz.

�

�¡ c¢}£>¤r¥q¦[§b¨N c©^¢O¥4¦�¥N²u§n¦\¨��R°$¤R±E¥N²u«n¤Y¦[¤  c°R¯�±b«�� ®Y �±E¥4¦[¤��}°Y ��R¦\¨3¤
J¡&(%RDr+O-:-(#!0tu#i9Axi9$24&(#1L;#!0��=0>9;#1/.%�8?-(5@#1/.%A&CB�8?GN)�8.-:-(/.#1'p#1&:03#!%A#�]3GN0Ng>9;&(+.0N#10�8?G3LA24#!730N#!0\_
�uLF9Y#!&(0N#]3GN0Ng>9;&(+.0�8.G4)c#!&(0N#!' g.+O'p�@8?g>9;#10�¹$G@8.24#1%

I
56#1LAI�7N%Aj.0Ng>91d3L;+f/.&(549Y#lLR#1&:0N#	�$+.0N�

LF9A8?0>9A#
C,
'�&C9Y24#1% |f(x)| < C

8?G4)
I,
Dr+O'p&:9R2N8?030�8.G3I�7

−CχI ≤ f ≤ CχI .

anLc/O&:5N9n8?-MLF+<z[%A#!�3�@#104),GN0Ng>9;&(+.03#!0\d.2N&:#R8.G4)
I
Lu9A#i9AL�G30O9A#!% Z(·�
Y0>9;#!%;),GN0Ng>9A&:+O0N#!0q¸ [�5Nx!D�_OLu9A#i9AL

P 56#!% Z(· ] 56#!%;),GN0Ng>9A&:+O0N#!0q¸ [ f -(&:#1/.#10\_


�æ����è Á è��� ÃÅÄ?ÆHÇ�	� Ô�Ò É:Ê Ò�ÕpÐNÔ % Ò É(Ê Ò�Î Ì4ÍeÎTÏ\ÐkÌ�Ñ=Ò Ê Ó�ÔOÐ Ë Ò�Õ I ⊂ R
n
Ù Ò�×�� ß Õ9* Ê Ì�Ñ=Ò Ê� Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê f ×�Ò É Ò Ê

∫ ∗

I

f(x)dnx :=
&:04) { ∫

I

ψ
∣

∣ ψ ∈ T (I), ψ ≥ f

}

∫

∗I

f(x)dnx :=
LFGN� { ∫

I

ϕ
∣

∣ ϕ ∈ T (I), ϕ ≤ f

}

â O<Ù Ò�Õ �EÙ !OÚ Þ��[Ê Ñ�Ò�Õ É(Ê Ñ�ÒAØ>Õ�Ð��êä ÞOÈ Ñ É ÎpÎ{Ò Ê¶Ù Ò ÉêË Ò )3Ù Ò�ÕiÒ É(Ê Ö3×�Í ß Ò É à@Ñ f QTSVUNWYX[Z\Z �HÉ(Ê Ñ=ÒAØ>Õ É Ò�Õ �Ù Ð?Õ )3Ù Ò�Õ I Ô Ê�ËwË Ò�ÕmØ4Ò�ÎyÒ É:Ê ×AÐ?ÎyÒ á Ò�ÕlÑ ß Ò É à3Ñ QTSVUNWRX�Z\Z � Ü Ê Ñ=ÒAØ>Õ�Ð����
∫

I

f :=

∫

I

f(x)dnx :=

∫

∗I

f(x)dnx =

∫ ∗

I

f(x)dnx.

á É Õ Ù Ò Ê ÔNÑ !kÒ Ê ÐNÔ4� ß V�Í4Ñ`ÐNÑ É Í Ê Ò Ê Ú É Ò % Í0�CØNÒ Ê�Ë Ò�� �R) Õ I := [a1, b1]× [a2, b2] ⊂ R
2 Ê Í4Ñ É Ò�ÕlÑ

ÎyÐ Ê %$) Õ Ë Ð.×mÜ Ê Ñ�ÒAØ>Õ�Ð��\Ð4Ô4� ß
∫

I

f(z)d2z =

∫ b2

a2

∫ b1

a1

f(x, y)dxdy

Ô Ê�Ë Ð Ê Ð0�,ÍlØ %$) Õ Ë ÕiÒ É Ô Ê�Ë ÎyÒ ß Õ A É Î{Ò Ê × É Í Ê Ò Ê[Þ
"$&:#lLF#lLm�=0O9A#!/O%A8.-�738k9m),+.-(/.#10324#<ab&(/.#103L;I�7@8k)V9;#10

¿[À4Á1Â�ÃÅÄ?ÆHÇ6ÇëÈqÉ(Ê�Ë
f, g

)3Ù Ò�Õ I É:Ê Ñ=ÒAØOÕ É Ò�Õ Ù ÐkÕ1Ö α, β ∈ R, ×�Í�ØNÒ��`Ñ�Ò Ê �<OÞ �TÔ4� ß αf+βg
É ×1Ñ É:Ê Ñ=ÒAØOÕ É Ò�Õ Ù ÐkÕEÔ Ê�Ë ∫

I
(αf+βg) = α

∫

I
f + β

∫

I
g.

2 � É:Ê Ò!ÐkÕ É Ñ *4Ñ 5
D Þ Üu×!Ñ f ≥ 0 Ö3×�Í É ×!Ñ ∫

I
f ≥ 0.

2'I Ík× É Ñ É�.eÉ Ñ/*NÑ+5



������� ������Z���U3����X[�>��U3�6�\Z\�\Z[� SVW
R

n

H Þ Üu×!Ñ f ≤ g Ö@×�Í É ×1Ñ ∫

I
f ≤

∫

I
g.

2�B Í Ê ÍqÑ�Í ÊNÉ Ò 5
Q ÞNB�É Ñ f É ×1ÑnÐ4Ô&� ßºË.É Ò � Ô Ê Ì6Ñ É Í Ê x 7→ |f(x)| É:Ê Ñ�Ò�ØOÕ É Ò�Õ Ù ÐkÕ<Ô Ê�Ë

∣

∣

∫

I

f(x)dnx
∣

∣ ≤
∫

I

|f(x)|dnx ≤ |f |∞ · V (I).
2MÈ Ñ=ÒeÑ É Ø>ÌqÒ É Ñ+5

�qÞN� ) Õ�ÛiÒ Ë Ò � Ò�Õ �VÒ�Ø@Ô Ê Ø I =
⋃m

j=1 Ij
Ò É(Ê Ò�×�Ì4ÍeÎTÏ\ÐkÌ�Ñ=Ò Ê Ó�ÔOÐ Ë Ò�Õ�× I É(Ê Ì4ÍeÎTÏ\Ð?Ì6Ñ=Ò

Ó�ÔOÐ Ë Ò�Õ Ij Î É Ñ Ë.É ×(ÛlÔ Ê Ì6Ñ=Ò�Î Ü ÊNÊ Ò�Õ�Ò Ê Ö Ë@Þ ß[Þ Î É Ñ ◦
Ii ∩

◦
Ij = ∅ (i 6= j)

É ×1Ñ
∫

I

f(x)dnx =

m
∑

j=1

∫

Ij

f(x)dnx.

åpæOç^æ>èêé.¾m"$&:#lLF#<oRG3LALA8?/.#10y738?9F9;#10{D�&(%m&:0 � 8k9Ax�����_ �) P %�z[%A#!�N�6#!0N),GN0Ng>9;&(+.0N#10{56#!D�&(#1L;#!0\_
� &(#�/O#!-:9;#10 L;+.'�&C9�) P % ] 56#!%;�pGN0@2 
Y0O9A#!%;),GN0Ng>9;&(+.03#!0\dmDE+.%�8?G3L{'�8.0 L;&:#K-(#!&MI�7O9�8?GN)^24&(#
QTSVUNWYX[Z\Z6���=0>9;#1/.%�8?-(# P 56#!%;9;%�8?/O#!0�gk8?0N0\_

�

"�8?'�&C9R56#!gO+.'�'�#!0�D�&:%Y&:03L;56#1L;+.0324#1%;#$),+.-(/.#10324#10�D�&MI�7>9;&(/.#!0

���8��@æ��	�6æ  Â é À4ÁlÂ�ÃÅÄkÆHÇ&� Üu×!Ñ I ⊂ R
n Ò É(Ê ÌqÍkÎ�Ï[ÐkÌ�Ñ�Ò�ÕnÓ�ÔOÐ Ë Ò�ÕcÔ Ê�Ë (fk) Ò É:Ê Ò � Í �:Ø4Ò . Í Ê)3Ù Ò�Õ I É(Ê Ñ=ÒAØ>Õ É Ò�Õ Ù ÐkÕiÒ Ê � Ô Ê Ì6Ñ É Í Ê Ò Ê Ö Ë.É Ò�Ð4Ô % I 
���	��������������
 Ø4Ò�Ø4Ò Ê Ò É(Ê Ò��mÕiÒ Ê ! % Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê

f Ì4Í Ê . Ò�ÕFØ É Ò�Õ1ÑFÖq×�Í É ×1ÑnÐ4Ô&� ß f É(Ê Ñ�Ò�ØOÕ É Ò�Õ Ù Ð?Õ$Ô Ê�Ë Ò�×EØ É �`Ñ
∫

I

f =
-(&('

k→∞

∫

I

fk.

åpæOç^æ>èêé.¾EJ�j?73-:#
ε > 0,

2N8?x1G
k,
L;+q238?í |f − fk|∞ < ε

GN032�x1G
fk

#!&(0N# ] 5@#1%F),GN03gO9A&:+O0
ψk

GN032�#!&(0N# 
R0>9;#1%F),G30Ng>9;&(+.0
ϕk,

L;+q238?í

(

∫

I

fk

)

− ε <

∫

I

ϕk ≤
∫

I

fk ≤
∫

I

ψk <
(

∫

I

fk

)

+ ε.

"�8?'�&C9R&MLF9Y2N8?0N0�) P %ctu#l24#1L
x ∈ I

8.G3I�7

ϕk(x) − ε ≤ fk(x) − ε < f(x) < fk(x) + ε ≤ ψk(x) + ε.

� +O'p&:9YL;&:032
ϕk − ε

G3032
ψk + ε


Y0O9A#!%;�b5Nx!D�_ ] 5@#1%F),GN03gO9A&:+O0�sO+.0 f, DE+.56#!&�0N+4I�7
∫

I

(

ψk + εχI

)

−
∫

I

(

ϕk − εχI

)

≤ 2ε+ 2ε

∫

I

χI = 2ε+ 2εV (I)

&MLu9l_\]N+.-(/.-(&MI�7�-(&:#1/.#10 ] 56#!%;�mG3032 
R0>9;#1%;&(0>9;#!/O%A8.-�sO+.0 f 56#!-(&:#15N&:/w038.7N#�5@#1&:#1&:0@8?0324#1%1d\L;&(0328?-ML;+^/O-:#1&(I�7\dNL;+42N8?í
f
&:0>9;#1/.%A&:#1%;5@8?%E&(LF91_3"�8?030�&MLF9Y8?56#!%R8?G@I�7

∣

∣

∫

I

f −
∫

I

fk

∣

∣ =
∣

∣

∫

I

(

f − fk

)∣

∣ ≤ |f − fk|∞V (I)

GN032w24&(#1Lm/O#!7>9RDE#!/.#10�24#1%�/.-(#!&MI�7N'fj?íO&:/O#!0 �$+.0qsO#!%A/.#!03xY/.#1/.#10��RG3-:-`_
�

�R&(#!%A'�&C9R56#!gO+.'�'�#!0�D�&:%�#!9uDE8�24&(#��=0>9;#1/.%�8?5N&(-:&:9Aj?9mLF9;#!9;&(/.#1%R]NGN0Ng>9A&:+O0N#!0\¾

¿[À4Á1Â�ÃÅÄ?ÆHÇ4� Mn×^×�Ò É I ⊂ R
n Ò É(Ê ÌqÍeÎTÏ\Ð?Ì�Ñ�Ò�Õ{Ó�Ô>Ð Ë Ò�Õ!Ö f : I → R

×1Ñ�ÒeÑ É Ø Þ A Ð ÊNÊ Ø É`Ù Ñ
Ò�× !.Ô�ÛiÒ Ë Ò�Î ε > 0 Ò É(Ê Ò #3ÕiÒuÏNÏ�Ò Ê&% Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê ϕ ÐNÔ % I, %$) Õ Ë.É Ò |ϕ(x) − f(x)| < ε

%$) Õ�Ð0���,Ò
x ∈ I

É ×1Ñ Þ
Ü Ê × Ù Òi×�Í Ê�Ë Ò�Õ�Ò É ×1Ñ Ë ÐkÎ É Ñ>ÛiÒ Ë ÒRÐNÔ % I ×1Ñ�ÒkÑ É Ø4Ò � Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê Ð4Ô4� ß �mÕiÒ Ê ! % Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê Ò É:Ê Ò�ÕbØ �VÒ É � ß8�
Î *kà É Ø�ÌqÍ Ê8. Ò�Õ;Ø4Ò Ê Ñ=Ò Ê�� Í �:Ø4Ò . Í Ê #3ÕiÒuÏNÏ�Ò Ê&% Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê Ò Ê Ô Ê�ËwË ÐkÎ É Ñ )3Ù Ò�Õ�Ü É(Ê Ñ�Ò�ØOÕ É Ò�Õ Ù Ð?Õ Þ
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2�_ 7\_[x1G
ε > 0

#�U4&(LF9;&(#!%;9T#!&(0
δ > 0,

L;+42N8?í�) P %p8?-(-:#
x, x′ ∈ I

'�&C9 |x − x′|∞ < δ
/O&:-:91d

2N8.í |f(x) − f(x′)| < ε.
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xk ,
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x ∈ Ik
2N8?030 |x− xk |∞ < δ

GN032w2N8?'�&:9 |f(x) − f(xk)| < ε.
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ϕ :=
∑

k

f(xk)χIk
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¿[À4Á1Â�ÃÅÄ?ÆHÇ-; Mn×f×�Ò É Ò Ê I ⊂ R

p, J ⊂ R
q ÌqÍkÎTÏ\ÐkÌ�Ñ�ÒfÜ Ê Ñ�Ò�Õ . Ð0���VÒeÖ f ∈ C(I × J),

Ë@Þ ß[Þ
×1Ñ�ÒeÑ É Ø Þ A Ð ÊNÊ Ø4Ò9�êÑ=Ò Ê
<OÞ A É Ò � Ô Ê Ì6Ñ É Í Ê

F (x) :=

∫

J

f(x, y)dqy

É ×1Ñc×!Ñ=ÒeÑ É Ø�Ð4Ô % I.D Þ M�� É ×1Ñ É Ò�ÕlÑ Ë.É ÒcÏ\Ð?Õ1Ñ É Ò9�'�,Ò � Ù �,Ò É ÑFÔ Ê Ø ∂f
∂xi

(x, y) (1 ≤ i ≤ p) Ð4Ô % I×J Ô Ê�ËÉ ×!Ñ[× É Ò Ë ÍeÕlÑ×!Ñ=ÒeÑ É Ø3Ö�×�Í Ù Ò�× É Ñ !.ÑEÐ4Ô4� ß F Ð4Ô % I Ò É(Ê Ò<×1Ñ�ÒeÑ É ØNÒ�Ï\Ð?Õ1Ñ É Ò9�'�,Ò�� Ù �,Ò É ÑFÔ Ê Ø Ê Ð4� ß xi
Ô Ê�Ë Ò�×É ×1Ñ

∂F

∂xi

(x) =

∫

J

∂f

∂xi

(x, y)dqy.

H Þ Mn× É ×!Ñ
∫

I×J

f(x, y)dpx dqy =

∫

I

F (x) dpx =

∫

I

( ∫

J

f(x, y)dqy

)

dpx.
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#1Lmx1G
ε > 0

#!&(0
δ > 0,

L;+q238?íp&:03L;56#1L;+.0324#1%;# |f(x, y) − f(x0, y)| < ε
DE#!0N0 |x− x0| < δGN032w24&(#1Lm/O-:#1&(I�73'�j.í.&(/) P %Y8?-(-:#

y.
"�8?'�&C9R&MLF9Y2N8?0N0

|F (x) − F (x0)| ≤
∫

J

|f(x, y) − f(x0, y)|dqy < εV (J),
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í.&(/.# � 9A#i9;&(/.gO#!&:9�s.+.0 ∂f

∂xi
(x, y)

8.G4)
I × J,
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ε > 0
/O&:549R#lL

δ > 0,
L;+42N8?í

∣

∣

∂f

∂xi

(x, y) − ∂f

∂xi

(x0, y)
∣

∣ < ε
) P % |x− x0| < δ.

]N#1%;03#!%�&MLu9R038OI�7�2N#!'Ý��&:9F9A#!-(Dr#1%F9�L;8?9;x�) P %
x = x0 + tei

F (x0 + tei) − F (x0)

t
=

∫

J

(

f(x0 + tei, y) − f(x0, y)

t

)

dqy =

∫

J

∂f

∂xi

(x0+τei, y)d
qy,

DE+.56#!&
τ = τ(x0, y, t)

x1D�&(LAI�7N#!0
0
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t
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∣

∣

F (x0 + tei) − F (x0)

t
−

∫

J

∂f

∂xi

(x0, y)d
qy

∣

∣

=
∣

∣

∫

J

∂f

∂xi

(x0 + τei, y)d
qy −

∫

J

∂f

∂xi

(x0, y)d
qy

∣

∣ < εV (J),
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DE#!0N0�0qGN% |t| < δ
&(LF91_
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F (x) :=

∫

J
f(x, y)dqy
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I,
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k ∈ N
z[%A#!�N�6#!0N),GN0Ng>9;&(+.0N#10

ϕk

8?G4)
I × J

'�&C9
|f − ϕk|∞ < 1

k
.
"�8k) P %�/O&:-:9Y2N8.0N0�0@8.I�7 �Y+O0>sO#!%A/.#10Nx1LA8k9AxY����_(�\�p8?G3I�7

∫

I×J

ϕk(x, y)dpx dqy →
∫

I×J

f(x, y)dpx dqy (k → ∞).

oRGN)�24&(#�z[%A#!�3�@#104),GN0Ng>9;&(+.03#!0
ϕk
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ψk(x) :=

∫

J

ϕk(x, y)dqy

/.&(-:91d32N8.í
∫

I×J

ϕk(x, y)dpx dqy =

∫

I

( ∫

J

ϕk(x, y)dqy

)

dpx =

∫

I

ψk(x)dpx.

�RG30�&MLF9�) P %
x ∈ I

|F (x) − ψk(x)| =
∣

∣

∫

J

(

f(x, y) − ϕk(x, y)
)

dqy
∣

∣ ≤ 1

k
V (J).
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ψk
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I
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F,
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∫

I

ψk(x)dpx →
∫

I

F (x)dpx =

∫

I

( ∫

J

f(x, y)dqy

)

dpx.
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∫

I

ψk(x)dpx =

∫

I×J

ϕk(x, y)dpx dqy →
∫

I×J

f(x, y)dpx dqy (k → ∞).
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q = 1,
2�_ 7\_

J ⊂ R
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¿[À4Á1Â�ÃÅÄ?ÆHÇ&S �R) Õ Ë Ò Ê Ì4ÍeÎTÏ\Ð?Ì6Ñ=Ò Ê Ó�ÔOÐ Ë Ò�Õ I = [a1, b1]×...×[an, bn] Ô Ê�Ë ÐNÔ % I ×1Ñ�ÒkÑ É Ø4Ò�Õ� Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê f Ø É �`Ñ
∫

I

f(x)dnx =

∫ b1

a1

( ∫ b2

a2

...

( ∫ bn

an

f(x1, x2, ..., xn)dxn

)

... dx2

)

dx1,
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Ð Ê�Þ
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Ω ⊂ R
n,
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R

2,
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¿[À4Á1Â�ÃÅÄ?ÆHÇ �	� Ô�ÛiÒ Ë Ò�Õ ÊNÉ � ß Ñ �,Ò!Ò�Õ�Ò Ê Ö?Í���Ò Ê Ò Ê?B Ò Ê ØNÒ Ω ⊂ R
n Ø É`Ù Ñ�Òi×�Ò É:Ê Ò � Í0�CØNÒ I1, I2, .... Í Ê Ì4ÍeÎTÏ\Ð?Ì6Ñ=Ò Ê Ó�ÔOÐ Ë Ò�Õ Ê Î É Ñ ËOÉ ×MÛlÔ Ê Ì�Ñ�Ò�ÎÝÜ ÊNÊ Ò�ÕiÒ Ê Ö@×�Í Ë Ðkà

<OÞ
Ω =

⋃∞
k=1 Ik

Ô Ê\Ë
D Þ ÛiÒ Ë ÒcÌqÍeÎTÏ\Ð?Ì�Ñ�Ò B Ò Ê ØNÒ K ⊂ Ω ×�� ß Í Ê�. Í Ê Ò Ê�Ë � É � ß .eÉ Ò9�VÒ ÊfË.É Ò�×�Ò�Õ�Ó�ÔOÐ Ë Ò�Õ )3Ù Ò�Õ Ë Ò �uÌ6Ñ
Ú É Õ Ë@Þ

á É Õ Ê Ò Ê3Ê Ò Ê Ò É(Ê Ò�×�Í ��� ß Ò � Í �:Ø4Ò�Ò É(Ê ÒâuÓ�ÔOÐ Ë Ò�Õ !eÒ�Õ �,ÒAØ@Ô Ê Ø@ä . Í Ê Ω.
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⋃

k

Ik =
⋃

m

Km ⊂ Ω.

"$&:#lLF#Y¹$G38O24%A8?9;# P 5@#1%A2N#1I�g.#10^8.5@#1%�L;+./>8?%�/O8.0Nx
Ω.
"$#!0N0f2N8

Ω
+.B6#10^&MLu9ldk/.&(549�#1L�x!G$tu#12N#!'

~bGN03gO9
x0 ∈ Ω

#1&:0
r > 0,

LF+42N8.í{2N8OL�¹$G38O24%A8?9
Q(r)

'p&:9���&C9;9;#!-(�NGN03gO9
x0
GN032 � #1&C9A#!04�

-Mj?0N/O#
2r
/O8.0Nx�&:0

Ω
-:&(#!/.91_N] P %

2−m < r
-(&:#1/?9Y2N8.0N0�8.5@#1%R2N8.L

x0
#10O9A738?-:9;#10324#¹$G38O24%A8?9

'p�ê9A#!% � 9AG4),#�/O8?03x&(0
Q(r),

LF+O'�&C9<&:0
Ω.
� �3jk9A#1LF9;#103L�038.I�7K24#!' 'p�`9;#10�oRG@LFDm8?7N-MLAI�7N%;&:9F9

-(&:#1/?9R8?-MLF+f2N8OLm/.#1/.#!56#!03#
x0
&:0 ⋃m

j=0 Kj ."$&:#fL;+{/.#1Dr+O0N0N#10N#�¹$G38O24#!%Ax!#1%;-(#!/OGN0N/ysO+.0
Ω
#!%;) P -:-:9T8?56#!%�8?G@I�7º24&(#^x1Dr#1&C9A#p]3+.%�24#!%AGN0N/@_

�uLF9R03j?'�-(&(I�7
K ⊂ Ω

g.+.'��38.g>91d4LF+�738?9Y24&(#<"$&MLu9�8?0Nx!),GN0Ng>9;&(+.0

δ(x) :=
24&MLu9

(x,R2 \ Ω) :=
&(04) {|x− y|∞

∣

∣ y ∈ R
2 \ Ω}

8?GN)r24#!' �Y+O'p�@8?g>9;GN'
K
#!&(0��6+OL;&C9A&:sO#1L���&(0N&:'^GN'wd\2�_ 7\_�#1L�#1U4&MLu9A&:#1%F9<#!&(0

r > 0,
LF+42N8.í

δ(x) ≥ r
) P %m8.-:-(#

x ∈ K
&(LF91_4"�8?0N0�-:&(#!/.9r) P %�tu#l24#!0�~bGN03gO9

x0
2N8.LELAI�7N+.0y+O5@#10{56#!0qG49Axi9;#

¹$G38O24%A8?9
Q(r)

GN'
x0

0N+4I�7�/>8?0Nx�&:0
Ω
GN032´D�&:#�+.56#!0 L;I�73-:&(#!í.9^'f8?0\dc2N8.íKLAI�7N+O0�24&(#

���	��

Ω ������ 
������ ����������� 
������ � � �� �  "!�� ��� � m # 
�� �%$&�����' 
�
)(��+*,� �- � �/.�� ��� -���� �10 .�!�2���! 
��3� 2� �

!�.����4� � ���4�� � �� �  657� �  �983�  ;:<!�2��. � 2m .� =2 � �4>).�-�-�?�.���� 
 -� ��@�� �BA
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n

¹$G38O24%A8?9;#<24#!% � 9;G4),#10 ≤ m
8.G3LF%A#!&MI�7N#10�GN'

K
x!G P 56#!%�24#1I�gO#!0\_NoY-(L �$+.'��38.g>9;GN' &MLF9

K56#1LAI�7N%Aj.0Ng>91dNL;+.'�&:9m/O#!0 P /O#!0wL;I�7N+O0{#10324-(&(I�7wsq&:#1-:#�24&(#1L;#!%$¹$G@8.24%�8k9A#._
�

"�8.L<�=0>9;#1/.%�8?-�#!&(0N#!%TLF9;#!9;&(/.#10K]3GN0Ng>9;&(+.0
f
P 5@#1%�#!&(0N#!%�+.B6#10N#!0¶��#!03/.#

Ω
24#!h30N&(#!%A#!0KD�&:%

0qGN0�24GN%�I�7�µ�%A#!0Nx1�N%A+.x!#lL;L;# P 5@#1%bLF+O-(I�7N#R¹$G38O24#!%Ax!#1%;-(#!/OGN0N/.#10\_1] P %�tu#m#10324-(&(I�7psq&:#1-:#�L;+.-MI�7N#
¹$G38O24#!%

Ik
&MLu9Y2N8.0N0�2N8.Lm�=0>9A#!/.%�8?-

∫

S

k
Ik

f(x)dnx =
∑

k

∫

Ik

f(x)dnx

24#!h30N&(#!%;91d�8?56#!%R) P %
k → ∞ 5N%A8.G3I�7>9$24&(#1LY0N&(I�7>9�x!G�gO+.0qs.#1%;/O&:#1%;#10\_4"Y#lLF738.-:5�' P LALF#10�D�&:%

#i9uDm8.LEsO+.%�LF&MI�7>9;&(/pL;#!&(0\_


�æ����è Á è�����3�� ¿[À4ÁlÂ�Ã ÄkÆHÇ � Mn×n×�Ò É f ×1Ñ�ÒkÑ É Ø^Ð4Ô %�Ë Ò�ÕEÍ��\Ò Ê Ò Ê B Ò Ê Ø4Ò Ω ⊂ R
n.
A Ð ÊNÊß Ò É à@Ñ f É(Ê Ñ�Ò�ØOÕ É Ò�Õ Ù Ð?Õ )3Ù Ò�Õ Ω, ÚbÒ Ê3Ê Ò�×^Ò É:Ê Ò � Í Ê ×!Ñ�Ð Ê Ñ�Ò C Ø É�Ù ÑFÖ�×�Í Ë Ðkà %$) ÕEÛiÒ{Ò Ê�Ë � É � ß.eÉ Ò9�VÒYÌ4ÍeÎTÏ\ÐkÌ�Ñ=Ò^Ó�Ô>Ð Ë Ò�Õ Ik ⊂ Ω Î É Ñ Ë.É ×(ÛlÔ Ê Ì6Ñ=Ò�Î¼Ü ÊNÊ Ò�ÕiÒ Ê Ø É �`Ñ

∑

k

∫

Ik

|f(x)|dnx ≤ C.

Üu×1Ñ f )3Ù Ò�Õ Ω
É:Ê Ñ�Ò�ØOÕ É Ò�Õ Ù ÐkÕ�Ô Ê�Ë (Ik)k∈N

Ò É(Ê ÒpÓ�ÔOÐ Ë Ò�ÕY!kÒ�Õ �VÒ�Ø@Ô Ê Ø . Í Ê Ω, ×�Í^× É(Ê�Ë

∑

k

∫

Ik

|f(x)|dnx Ô Ê�Ë ∑

k

∫

Ik

f(x)dnx

ÌqÍ Ê . Ò�Õ;Ø4Ò Ê ÑcÔ Ê�Ë Ô Ê Ð Ù?ß * Ê Ø É Ø . Í Ê�Ë Ò�ÕEØNÒeÚ * ß �`Ñ�Ò Ê Ó�ÔOÐ Ë Ò�Õ !eÒ�Õ �,ÒAØ@Ô Ê Ø Þ á É Õ�×�ÒeÑ !kÒ ÊºË ÐkÎ É Ñ
∫

Ω

f :=

∫

Ω

f(x)dnx :=
∞
∑

k=0

∫

Ik

f(x)dnx.

�����
	��	���� ÃÅÄkÆHÇ � � ) ÕfÔ Ê�Ù Òi×1� ß Õ9* Ê Ì6Ñ=Ò B Ò Ê ØNÒ Ê Ω
Ù Õ�Ð4Ô4� ß Ñ Ë.É ÒÜ Ê Ñ�Ò�ØOÕ É Ò�Õ Ù ÐkÕAÌqÒ É Ñê× �Ù Ò Ë.É(Ê Ø@Ô Ê Ø ÊNÉ � ß Ñ=Ò É(Ê ÎyÐ0� %$) Õ�Ì4Í Ê ×1Ñ`Ð Ê Ñ�Ò � Ô Ê Ì6Ñ É Í Ê Ò Ê Ò�Õ %$) ���`Ñ !.Ô�×�Ò É:Ê G

åpæOç^æ>èêé.¾m"$&:#w�=0>9;#1/.%A&:#1%;538.%;gO#!&:9AL;5@#l24&(0N/.GN03/�&(LF9�L;+K/.#!'f8OI�7O9ld�238?í�) P %$tu#l24#�¹$G38.24#1%;x1#!%;�
-(#!/.G30N/

(Ik)
2N&:#�'�+.0N+.9;+O0�Dm8.I�73L;#!0@24#p]3+.-(/.#f24#1%�~�8.%F9A&(8.-(L;GN'�'�#!0 ∑m

k=0

∫

Ik
|f(x)| dnx56#1LAI�7N%Aj.0Ng>9�&(LF9�GN032wLF+O'�&C9RgO+.0qs.#1%;/O#!0>91_>J�#1/.#10

|
m′

∑

k=m

∫

Ik

f(x) dnx | ≤
m′

∑

k=m

∫

Ik

|f(x)| dnx

&MLu9Y2N8.0N0w8?G3I�7w24&(# � GN'�'p# ∑

k

∫

Ik
f(x)dnx

gO+.0qs.#1%;/O#!0>91_q"$&:#	
Y038?5N7@j?0N/O&:/Og.#!&:9ms.+.0�24#!%
¹$G38O24#!%Ax!#1%;-(#!/OGN0N/56#!DE#!&MLF9m'f8.0 P 5@#1%�/.#!'�#1&:03LA8?'�#<ìc#!%;),#!&(0N#1%;GN03/.#!0[_

�

�uLF9
I
#!&(0¶g.+O'p�@8?g>9;#1%^¹$G38.24#1%1d

f
Lu9A#i9A&:/�8.G4)

I,
L;+�738?56#!0¶D�&(% ∫

f
038.I�7|24#1%8?-:9;#10¶"$#i�

h30N&:9;&(+.0¶GN0@2K238.L��=0>9;#1/.%�8?-�s.+O0
f
P 56#!%2N&:#f+.B6#10N#f��#!0N/O# ◦

I,
24#!'½�=0N0N#!%A#!0¶sO+.0

I.
"$&:#

"$#ih30N&:9;&(+.03#!0¶LF&(032º8.5@#1%�LF+�/.#!'f8OI�7O9ld6238?í�5@#1&(24#p�=0>9;#1/.%�8?-(# P 56#!%A#!&(03LF9;&('p'�#10\_ � +.'�&:9�&MLF9
24#1%�0N#!GN#��=0>9A#!%A/.%�8?-(5@#1/.%A&CBw#!&(0N#�ab%ADr#1&C9A#!%AGN0N/f24#lL�8?-:9;#!0[_

¿[À4Á1Â�ÃÅÄ?ÆHÇ � �R) Õ ËOÉ Òi×�Òi×YÒ�ÕlÚcÒ É Ñ=Ò�ÕlÑ�ÒRÜ Ê Ñ=ÒAØ>Õ�Ð��@ØNÒ��`Ñ�Ò Ê �
<OÞ A É Ò É(ÊfÈ Ð4Ñ�! B Ü Þ�< <nÊ ÍqÑ É Ò�Õ1Ñ=Ò Ê M É ØNÒ Ê ×�� ß Ð % Ñ�Ò Ê{Ë Ò�Õ � É(Ê Ò!ÐkÕ É Ñ *4Ñ[Ô Ê�Ë B Í Ê Í4Ñ�Í Ê3É Ò�Ø4Ò��`Ñ�Ò Ê
ÚcÒ É Ñ=Ò�Õ ßNÉ:Ê�Þ�� Ò�Õ Ê Ò�Õ É ×1ÑEÎ É Ñ f Ð4Ô4� ß}Ë.É Ò � Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê x 7→ |f(x)| É(Ê Ñ�ÒAØ>Õ É Ò�Õ Ù Ð?ÕTÔ Ê�Ë Ò�×Ø É �êÑ Ë.É Ò�� Ù ×�� ß *NÑ !.Ô Ê Ø

|
∫

Ω

f(x) dnx | ≤
∫

Ω

|f(x)| dnx.



A Ð?×mÜ Ê Ñ�Ò�ØOÕ�Ð0��×!Ñ=ÒeÑ É ØNÒ�Õ � Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê Ò Ê ÐNÔ % Í��\Ò Ê Ò Ê B Ò Ê Ø4Ò Ê �����A�O�

D Þ Mn×rØ É �êÑ Ë Ð?× B Ð!ÛiÍkÕ�Ð Ê Ñ�Ò Ê Ì>Õ É Ñ�Ò�Õ É Ô?Î � ÈqÉ(Ê�Ë f, g : Ω → R
×!Ñ=ÒeÑ É Ø3Ö |f(x)| ≤ g(x) ÐNÔ % ΩÔ Ê�Ë g É:Ê Ñ=ÒAØOÕ É Ò�Õ Ù ÐkÕ )3Ù Ò�Õ Ω, ×�Í É ×1ÑnÐ4Ô4� ß f É(Ê Ñ�ÒAØ>Õ É Ò�Õ Ù Ð?Õ )@Ù Ò�Õ Ω.

åpæOç^æ>èêé.¾m"$&:#ToYG3L;LA8?/O#��._NL;#!&\8?-ML : 53GN0N/f/.#1-(8OL;L;#!0[_
³6G �4_(¾4JK#!/.#10 |g(x)| = g(x)

/.&(-C9R8.G4)@tu#l24#!'¹$G38.2N#!%
Ik

∫

Ik

|f(x)| dnx ≤
∫

Ik

g(x) dnx ≤
∫

Ik

|g(x)| dnx,

L;+q238?í�24&:#��=0>9A#!/.%�8?53&:-(&C9�jk9�s.+O0
g
2N&:#<s.+O0

f
038.I�7wLF&MI�7�x!&(#!7>91_

�

� I�7N-(&(#!í.-(&MI�7{&MLu9R24&(#1L;#1LE0N#1GN/.#1Dr+O0N0N#!03#Y�=0>9;#1/.%�8?-6D�&:#l24#!%�8.2324&C9A&:s{5@#1x P /O-:&MI�7�24#1%��=0>9;#!/O%A8?9;&:�
+.0@LF56#!%A#!&MI�7N#._

¿[À4Á1Â�ÃÅÄ?Æ�� � ÈqÉ(Ê�Ë
Ω1,Ω2, ...

Ò Ê�Ë � É � ß Í Ë Ò�ÕYÐ Ù ! * ß � Ù Ð?Õ .eÉ Ò��,Ò ËOÉ ×MÛlÔ Ê Ì�Ñ�Ò<Í���Ò Ê Ò B Ò Ê ØNÒ Ê Ö
×�Í É ×!Ñ Ω :=

⋃

i Ωi
×�Ò9� Ù ×1ÑbÍ��\Ò Ê[Þ M É(Ê Ò�Ð4Ô % Ω ×1Ñ�ÒeÑ É ØNÒ � Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê f É ×!Ñ�Ø4Ò Ê Ð4Ô Ë Ð ÊNÊ )3Ù Ò�Õ ΩÉ(Ê Ñ=ÒAØ>Õ É Ò�Õ Ù ÐkÕ1Ö�ÚcÒ ÊNÊ Ø4Ò��`Ñ�Ò Ê

<OÞ
f
É ×!Ñ )3Ù Ò�Õ[ÛiÒ Ë Ò�Î Ωi

É(Ê Ñ=ÒAØ>Õ É Ò�Õ Ù ÐkÕ�Ô Ê�Ë
D Þ$Ë.É Ò$ã$Ò É:ß Ò ∑

i

∫

Ωi
|f(x)| dnx ÌqÍ Ê . Ò�Õ;Ø É Ò�ÕlÑ Þ

Mn× É ×1Ñ Ë Ð ÊNÊ
∫

Ω

f =
∑

i

∫

Ωi

f.

åpæOç^æ>èêé.¾R¹$G38O24#!%Ax!#1%;-(#!/OGN0N/.#10$24#1%\#!&(0Nx1#!-(0N#!0
Ωi

/O#!56#!0�x!G@L;8.'p'�#10N/.#10N+.'�'�#!0�#!&(0N#r¹$G38?�
24#1%;x1#!%A-:#1/.GN0N/wsO+.0

Ω
GN032|2N8�2N&:#y&('v�=0O9A#!/O%A8.5N&:-(&:9Ajk9�LFgq%A&C9A#!%A&:G3' 8?G4)V9A%;#!9;#!0@24#!0 � G3'p'�#10

∑

k

∫

Ik
|f | LF9;#i9�Lb0N&MI�7>9;0N#1/O8?9;&(s.#Rµ�-:&(#12N#!%n7@8?56#!0\dO/.&(549n#1Lbg.#!&(0N# 
Y'�+.%�240qGN0N/OL;�N%A+.5N-(#!'�#O_ �

ab&(0�) P %R�N%�8?g>9;&MLAI�7N#�oY0qDr#10324GN0N/O#!0�D�&(I�7>9A&:/O#1L�»�#lLFGN-:9A8?9R&(LF9

¿[À4Á1Â�ÃÅÄ?Æ��\Ç M É(Ê Ò�ÐNÔ % Ò É(Ê Ò�Õ�� �� �����	�����
	 �� Í��\Ò Ê Ò Ê B Ò Ê ØNÒ Ω ×1Ñ�ÒkÑ É Ø4Ò^Ô Ê\Ë�Ë ÍeÕlÑ�� �
� � ���	�����
	  � Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê f É ×1Ñ É(Ê Ñ=ÒAØ>Õ É Ò�Õ Ù ÐkÕ Þ
åpæOç^æ>èêé.¾m"�8

Ω
56#1LAI�7N%Aj.0Ng>9�&(LF91d�/O&:549T#lL<#!&(0N#!0Kg.+O'��38?g>9;#10|¹$G@8.24#1%

I,
24#1%

Ω
#!0>9A73j?-:91_

"�8?0N0�&MLF9Y&:0@LF56#1L;+.032N#!%A#<) P %ntu#^#!032N-:&MI�7�sq&:#1-:#p¹$G@8.24#1%
Ik ⊂ Ω

'�&:9�24&ML,tuG30Ng>9;#!' �=0N03#!%A#!'
LF9;#i9�L

∑

k

V (Ik) ≤ V (I)

GN032�'�&:9Y24#!%R�E#1LAI�7N%�j?0Ng>9A7N#!&:9�s.+.0
f
56#!gO+.'�'�#!0�D�&:%

∑

k

∫

Ik

|f | ≤
∑

k

C · V (Ik) ≤ C · V (I).

"�8?56#!&Y&MLF9�24&(#�%A#1I�7>9ALyLF9;#17N#!0@24#�µ�%A�.í.#�G3038?5N7@j?0N/O&:/|sO+.0¡24#!0¡/O#!Dmj?7N-:9;#10
Ik ,

DE8OLy24&(#
�=0>9;#1/.%A&:#1%;538.%;gO#!&:9rx1#!&(/?91_

�

"�8.LR+O5@#10�/.#1038?030O9A#T~b%A+.5N-(#!'wd@#!&(0N#^LAI�7N�.03#T]NGN0Ng>9A&:+O0 P 56#!%�#!&(0N# �<%A#!&ML;LAI�7N#1&:56#�x!G�&(0>9;#i�
/.%A&(#!%A#!0\d\&MLF9Ytu#i9Axi9f8?-MLF+º�N%;&(0Nx1&:�N&(#!-(-E/.#!-(�OLF91d�D�&:%^738?56#!0´8?56#!%03+qI�7�g.#!&(0|JK#!%Ag>x1#!GN/@d�24&(#1L
8?G@LFx1G4) P 7N%A#!0\_qJ¡&(%�5N%�8?G3I�7N#10{2N8?) P %mD�&:#l24#!%�24&(#����./O-:&MI�7Ng.#1&C9ld>L;GNgqx!#lL;L;&(s.#Yx1G{&(0>9;#!/O%;&(#!%A#!0[d
2�_ 7\_�&(03LF56#1L;+.0@24#!%A#ìc#1%A8.-:-(/.#1'p#1&:03#!%AGN0N/.#10�s.+O0 � 8k9Axp����_:� 	3d�GN032 � 8k9Axp����_(� �{GN032º0N+4I�7
#i9uDm8.LE'�#!73%1_

�E#!&('¼�E#!DE#!&MLm24&(#1L;#!% � j?9;x!#<738?9F9A#!0wD�&:%R238es.+.0�'f8.LALF&(s{µ�#!53%A8.G3I�7�/O#!'f8.I�7>9ldq238?í

� f
/.-(#!&MI�7N'fj?íO&:/pLu9A#i9A&:/f&MLu9RG3032w2N8?í

� 24#!%��=0>9;#1%;/O%A8?9;&(+.03L;56#!%A#!&MI�7
I
5@#lL;I�73%Aj.0Ng>9m&MLF91_
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�E#!&M24#1Ln5N%�8?G3I�7>9\tu#!9;xi9m0N&MI�7>9r'�#!7N%rx!Gy/O#!-:9;#10\d>2\_ 7\_qD�&(%n738.5@#10ys.+O%AL;&MI�7O9A&:/�x1G{L;#!&(0\_ 
Y032y&(0
24#1%nz�8?9ng.�O0N0N#10pD�&(%nL;+.-MI�7N#�ìc#!%�8?-(-(/.#!'�#1&:0N#1%;G30N/.#10^GN0@LF#1%;#1% � jk9Ax!#R0qGN%b56#!gO+.'�'�#!0\d.Dr#10N0
D�&(%�/.#!#1&:/O0N#i9A#³6G3LA8k9;x1s.+O%A8.G3L;L;#i9Ax!GN03/.#!0f#1&:0q538.GN#!0[_
J¡&(%R5@#1g.+O'p'�#10�8.-(LRµ�#1/.#!0@Lu9 P I�gyx!G � 8?9;xT����_(� 	@¾

¿[À4Á1Â�ÃÅÄ?Æ��8� Mn×w×�Ò É Ò Ê Ω1 ⊂ R
p,Ω2 ⊂ R

q Í���Ò Ê Ö f : Ω1 × Ω2 → R, ×!Ñ=ÒeÑ É Ø Þ>� ÔÛiÒ Ë Ò�Î ÌqÍkÎ�Ï[ÐkÌ�Ñ�Ò Ê Ó�Ô>Ð Ë Ò�Õ I ⊂ Ω1
Ø4Ò Ù Ò�Òi×�Ò É(Ê Ò É(Ê Ñ�Ò�ØOÕ É Ò�Õ Ù Ð?Õ�ÒTâ B Ð!ÛiÍkÕ�Ð Ê Ñ�ÒeäêÖ Ë@Þ ß[Þ Ò É:Ê ÒÉ(Ê Ñ=ÒAØ>Õ É Ò�Õ Ù ÐkÕiÒlÖ4×1Ñ�ÒeÑ É ØNÒ � Ô Ê Ì6Ñ É Í Ê gI : Ω2 → R, Î É Ñ Ë Ò�Õ

|f(x, y)| ≤ gI(y)
%$) Õ�Ð0���VÒ (x, y) ∈ I × Ω2. (1)

A Ð ÊNÊ Ø4Ò9�êÑ=Ò Ê
<OÞ A É Ò � Ô Ê Ì6Ñ É Í Ê

F (x) :=

∫

Ω2

f(x, y)dqy

É ×1Ñc×!Ñ=ÒeÑ É Ø�Ð4Ô % Ω1.D Þ �[Ê Ñ�Ò�Õ Ë Ò�Õ F Ò ËOÉ:Ê Ø6Ô Ê Ø 2/< 5�Ò � É ×!Ñ É Ò�Õ1ÑbÐ4Ô&� ß %$) Õ�Ð0���VÒ x ∈ Ω1
Ë Ð?×mÜ Ê Ñ=ÒAØOÕ�Ð0�

G(x) :=

∫

Ω2

|f(x, y)|dqy

Ô Ê�Ë�É ×1ÑrÒ É(Ê ×1Ñ�ÒkÑ É Ø4Ò � Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê[Þ Üu×1Ñ Ë.É Ò�×�Ò � Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê G ×�Ò9� Ù ×1Ñ É:Ê Ñ=ÒAØOÕ É Ò�Õ Ù ÐkÕ )3Ù Ò�Õ Ω1,×�Í É ×!Ñ F É:Ê Ñ�Ò�ØOÕ É Ò�Õ Ù ÐkÕ )3Ù Ò�Õ Ω1
Ô Ê�Ë

∫

Ω1×Ω2

f(z)dp+qz =

∫

Ω1

F (x)dpx =

∫

Ω1

( ∫

Ω2

f(x, y)dqy

)

dpx.

H Þ Üu×!Ñ f ×�ÍlØ4ÐkÕfÐ4Ô % Ω1 × Ω2
Ê Ð-� ß x ×1Ñ�ÒkÑ É Ø Ë.É �\Ò�ÕiÒ Ê ! É Ò�Õ Ù ÐkÕ�Ô Ê�Ë Ø É�Ù ÑÒ�×"!OÔ�ÛiÒ Ë Ò�Î� ÍkÎ�Ï[ÐkÌ�ÑFÔ?Î K ⊂ Ω1

Ò É(Ê Ò É(Ê Ñ�Ò�ØOÕ É Ò�Õ Ù Ð?Õ�Òn×1Ñ�ÒeÑ É ØNÒ � Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê hK : Ω2 → R, Î É Ñ Ë Ò�Õ

| ∂f
∂xi

(x, y)| ≤ hK(y)
%$) Õ$Ð0���VÒ (x, y) ∈ K × Ω2

Ô Ê�Ë Ð0���,Ò i = 1, ..., p,

×�Í É ×!Ñ F Ð4Ô % Ω1
×!Ñ=ÒeÑ É Ø Ë.É ��Ò�Õ�Ò Ê ! É Ò�Õ Ù Ð?Õ�Ô Ê�Ë

∂F

∂xi

(x) =

∫

Ω2

∂f

∂xi

(x, y)dqy (i = 1, ..., p).
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� À �0 �3�� Ã ÄkÆ���� �TÔ4� ß¶Ù Ò É ×�� ß87eÊ Ð4Ô.×A×�Ò ß Ò Ê�Ë Ò Ê � Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê Ò Ê × É(Ê�ËwË.É Ò É(Ê�È Ð4Ñ�! B Ü Þ D�D
Ø4Ò�ÎyÐ-� ß Ñ�Ò Ê �6ÍeÕ�Ð4Ô.×A×�ÒeÑ !OÔ Ê ØNÒ Ê¡ÊNÉ � ß Ñ Ê Í4Ñ=ÚcÒ Ê�Ë.É Ø4Ò�Õ1ÚbÒ É ×�Ò�Ò�Õ %$) �'�`ÑuÖ�Ô Ê�Ë ÚcÒ ÊNÊ × É Ò�Ò�Õ %$) ���`Ñ
× É:Ê�Ë Ö Ù Õ�Ð4Ô4� ß Ñ Ë.É Ò�× ÊNÉ � ß Ñ\Î{Ò ß Õ !OÔ<Ø4Ò��`Ñ�Ò Ê Ö3ÚbÒ ÊNÊ ÎyÐ ÊwË.É Ò �@ÐkÕ É Ð Ù �VÒ Ê�É:Ê Ð Ê�Ë Ò�ÕiÒ�Õbã�Ò É(ß Ò Ê��% Í �:Ø4Ò Ë Ô.Õ�� ß ØNÒ ß Ñ Þ
"�8?x!G�),+O-:/O#!0324#lLm�r#1&(L;�N&(#!-`¾
anLRL;#!&

Ω1 = Ω2 = R, f(x, y) = e−|y|(1+x2).�R&(#!%�&MLu9 |f(x, y)| = e−|y|(1+x2) ≤ e−|y| G3032�24&(#1L$&(LF9$&(0>9;#1/.%A&:#1%;538.% P 56#!% y ∈ R.
]3#!%A0N#!%

&MLu9

F (x) = G(x) =

∫ +∞

−∞
e−|y|(1+x2)dy = 2

∫ +∞

0

e−y(1+x2)dy =
2

1 + x2

GN032f2N&:#lLb&MLu9n#15@#104)H8?-(-MLn&(0>9;#!/O%;&(#!%A538.% P 5@#1%
R.
"�8?'�&:9rgO�.0N0N#10�D�&:%E8?-MLF+TL;+T24#!0 � 8k9;x$����_ ���

8?0qDE#!032N#!0\_



A Ð?×mÜ Ê Ñ�Ò�ØOÕ�Ð0��×!Ñ=ÒeÑ É ØNÒ�Õ � Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê Ò Ê ÐNÔ % Í��\Ò Ê Ò Ê B Ò Ê Ø4Ò Ê �����A�l�

�=0�2N#!%m8?0324#1%;#10y»�#!&(7N#104),+.-(/.#�24#!%mìb8?%A&M8?5N-(#!0f/O#!7>9r#lLr2N8./.#1/.#!0 �è���� Á dN2N8
f(x, 0) = 1

&MLF91d
GN032w24&(#1Lmgk8.0N0w'�8.0 �è���� Á P 5@#1%

R
&(0>9;#!/O%;&(#!%A#!0[_

"$#!% � 8k9Ax � 8k9Ax�����_ � �T#!%A-(8.GN549mx!Dm8?%E�N%A&:0Nx1&:�3&:#1-:-�#1&:0N#�04�=24&('p#103L;&:+O038?-(#$�=0>9A#!/.%�8k9A&:+O0{24GN%�I�7
L;GNgqx!#1LAL;&:sO#1L��r#1%;#lI�7N0N#10s.+O00p#!&(0324&('�#!03L;&:+O038?-(#!0p�=0>9;#1/.%�8?-(#!0Tx1G^56#1LF9;&('�'p#10\_?�=0�24#!%c~n%A8?�
U4&(Lm56#!gO+.'�'�#!0wD�&(%R8?56#!%�7N&(#!%�~b%A+.53-:#1'p#<'�&:9Y24#!%$µ�#lLu9�8?-:9R24#!%��=0>9;#1/.%�8k9A&:+O03LF56#!%A#!&MI�7N#O_

� � Á1À4Á è �8 Ã ÄkÆ��L; È4É:Ê�Ë
a = (a1, ..., an), b = (b1, ..., bn) ∈ R

n ×�Í Ê ÍqÑ É Ò�Õ�Ò Ê Ú É Õ a < b,ÚbÒ ÊNÊ ak < bk
%$) Õ$Ð��'�,Ò � ÍkÎ�Ï�Í Ê Ò Ê Ñ�Ò Ê Ø É �`Ñ Þ Mn× É ×1Ñ Ë Ð Ê3Ê

Q := {x | a < x < b} = I1 × ...× In,

ÚbÍ Ù Ò É Ik := (ak, bk), Ð0�M×�Í^Ò É:Ê Ó�ÔOÐ Ë Ò�Õ Þ á É Õ Ê ÍqÑ É Ò�ÕiÒ Ê�Ë Ð ÊNÊ ÐNÔ4� ß
∫ b

a

f ×1Ñ`Ð4Ñ;Ñ
∫

Q

f.

¿[À4Á1Â�ÃÅÄ?Æ��8S Mn×�×�Ò É Ω1 ⊂ R
p Í��\Ò Ê Ö g, h : Ω1 → R

q ×1Ñ�ÒeÑ É ØKÔ Ê�Ë g(x) < h(x)
%$) Õ�Ð0���VÒ

x ∈ Ω1.
� Ô x ∈ Ω1

×�Ò É Qx := {y | g(x) < y < h(x)} ⊂ R
q.
A É Ò � Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê f ×�Ò É

Ò�ÕAÌ-��*?Õ1ÑmÔ Ê\Ë ×!Ñ=ÒeÑ É Ø %$) Õ<Ð0���VÒ (x, y) Î É Ñ x ∈ Ω1
Ô Ê\Ë y ∈ Qx,

Ô Ê\Ë %$) Õ�ÛiÒ Ë Ò Ê Ì4ÍeÎTÏ\ÐkÌ�Ñ=Ò Ê
Ó�ÔOÐ Ë Ò�Õ I ⊂ Ω1

×�Ò É × É Ò�Ð4Ô %nË Ò�Õ B Ò Ê Ø4Ò {(x, y) |x ∈ I, y ∈ Qx}
Ù Ò�×�� ß Õ9* Ê Ì�Ñ Ë Ô?Õ � ß Ò É:Ê Ò� Í Ê ×1Ñ`Ð Ê Ñ=Ò CI .

A Ð ÊNÊwÉ ×!Ñ
F (x) :=

∫ h(x)

g(x)

f(x, y)dqy

×1Ñ�ÒeÑ É Ø{ÐNÔ % Ω1.

åpæOç^æ>èêé.¾m]�&6U4&(#!%A#
x0 ∈ Ω1, ε > 0

GN032�2N8?x1G}#!&(0N#!0�g.+.'��38.g>9;#!0´¹$G@8.24#1%
I ⊂ Ω1

'�&C9
��&:9F9A#!-(�NGN0Ng>9

x0,
L;+q238?í |g(x) − g(x0)| < ε

GN032 |h(x) − h(x0)| < ε
) P %

x ∈ I.
"�8.L

�=0>9;#1/.%�8?- ∫ h(x0)−ε

g(x0)+ε
f(x, y)dqy

&(LF9�2N8.0N0¡2N8.L{�=0>9;#!/O%A8.- P 56#!%{#1&:03#!0¡g.+O'��38?g>9;#10¡¹$G@8.24#1%
GN032 GN0>9A#!%y24#10´/O#!'f8.I�7>9;#10�ìc+O%A8.G3L;L;#i9Ax!GN03/.#!0´038.I�7ë24#10�),% P 7N#1%;#10 � j?9;x1#!0ëLu9A#i9;&(/KZ,56#!&
x0.

[m]N#!%A0N#1%�&(LF9m) P %
x ∈ I :

∣

∣

∫ h(x)

g(x)

f(x, y)dqy −
∫ h(x0)−ε

g(x0)+ε

f(x, y)dqy
∣

∣ ≤ 2CIε
(

|h(x0) − g(x0)|∞ + 4ε
)q−1

L;+q238?í^) P %
x ∈ I

'�&C9R#1&:0N#1%�/.#1#!&(/.0N#!9;#!0 �$+.03LF9A8.0O9A#
C

|F (x) − F (x0) ≤
∣

∣

∫ h(x0)−ε

g(x0)+ε

(

f(x, y) − f(x0, y)
)

dqy
∣

∣ + ε · C

&MLu9ldNDr+O%A8.G3LE24&:# � 9;#i9A&:/Og.#1&C9�),+O-:/.91_
�

] P /?9R'f8.0�7N&(#!%�03+qI�7w�=0>9;#1/.%�8?5N&(-(&C9�jk9AL;56#124&(0N/.G30N/.#10{7N&(0Nx!G[d3LF+�#1%;/O&:549RL;&(I�7�D�&(#124#1%�#!&(0

¿[À4Á1Â�ÃÅÄ?Æ�� ���
	�� æ��{é �� Â æqé1élè��6æ Ä  Á æ � � À4Á è����� Mn×T×�Ò É Ω1 ⊂ R
p Í��\Ò Ê Ö g, h : Ω1 →

R
q ×1Ñ�ÒeÑ É Ø´Ô Ê�Ë g(x) < h(x)

%$) Õ^Ð0���,Ò x ∈ Ω1.
A É Ò � Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê f : R

p+q ⊃ Ω → R
×�Ò É

Ò�ÕAÌ-��*?Õ1ÑEÔ Ê�Ë ×1Ñ�ÒkÑ É Ø�Ð4Ô %

Ω := {(x, y) |x ∈ Ω1, g(x) < y < h(x)}
Ô Ê�Ë !OÔ�ÛiÒ Ë Ò�Î¼ÌqÍkÎ�Ï[ÐkÌ�Ñ�Ò Ê Ó�ÔOÐ Ë Ò�Õ I ⊂ Ω1

Ð4Ô %

ΩI := {(x, y) |x ∈ I, g(x) < y < h(x)}
Ë Ô?Õ � ß Ò É(Ê Ò � Í Ê ×1Ñ`Ð Ê Ñ=Ò CI

Ù Ò�×�� ß Õ9* Ê Ì�Ñ Þ



������� 	 ������Z���U3����X[�>��U3�6�\Z\�\Z[� SVW
R

n

A Ð ÊNÊ × É:Ê�Ë�Ë.É Ò � Ô Ê Ì6Ñ É Í Ê Ò Ê

F (x) :=

∫ h(x)

g(x)

f(x, y)dqy Ô Ê�Ë G(x) :=

∫ h(x)

g(x)

|f(x, y)|dqy

×1Ñ�ÒeÑ É ØwÐ4Ô % Ω1.
Üu×!Ñ G )3Ù Ò�Õ Ω1

É(Ê Ñ�Ò�ØOÕ É Ò�Õ Ù Ð?Õ!Ö3×�Í É ×!ÑEÐ4Ô4� ß f )3Ù Ò�Õ Ω
É(Ê Ñ=ÒAØ>Õ É Ò�Õ Ù ÐkÕ�Ô Ê�Ë Ò�×É ×!Ñ

∫

Ω

f(z)dp+qz =

∫

Ω1

F (x)dpx =

∫

Ω1

( ∫ h(x)

g(x)

f(x, y)dqy

)

dpx.

åpæ���æ �� �3�� ÃÅÄkÆ � � ÈqÉ(Ê�ËpË Ð?× �YÒ ÙkÉ ÒkÑ Ω1
Ô Ê�Ë^ËOÉ Òn×!Ñ=ÒeÑ É ØNÒ Ê"� Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê Ò Ê g, h, f ÛiÒeÚbÒ É �(×Ù Ò�×�� ß Õ�* Ê Ì�ÑuÖ3×�Í É ×1Ñ Ë.É Ò$Ü Ê Ñ=ÒAØOÕ�Ð Ù?É � É Ñ *4Ñ`× Ù Ò Ë.É(Ê Ø6Ô Ê Ø . Í Ê ×�Ò�� Ù ×!ÑnÒ�Õ %$) ���`Ñ Þ

åpæ>èêé���èHæ�� Ã ÄkÆ�� � Ü=Î
R

3 ×�Ò É Ò É(Ê �YÒ ÙkÉ ÒeÑ Ω
Ë Ô?Õ � ß¡Ë.É Ò �mÕ�Ð1Ï ß Ò Ê ×1Ñ�ÒkÑ É Ø4Ò�Õ � Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê Ò Ê

Ú É Ò % Í �:Ø@Ñ Ù Ò�ØOÕiÒ Ê !OÑ
Ω := {(x, y, z) | a < x < b, g1(x) < y < g2(x), h1(x, y) < z < h2(x, y)}.

ÈqÉ(Ê�ËwË Ð Ê3Ê f : Ω → R
Ô Ê�ËwË.É Ò gi, hi

×�ÍeØqÐ?Õ Ù Ò�×�� ß Õ9* Ê Ì�ÑuÖ3×�Í É ×1Ñ
∫

Ω

f(x, y, z) dx dy dz =

∫ b

a

( ∫ g2(x)

g1(x)

( ∫ h2(x,y)

h1(x,y)

f(x, y, z) dz

)

dy

)

dx.

� � 	�� ��
	 �� ����� � � �
	 �  � 	 � ����� 	 
 	
� � ����
�� ��� 	 ���������� � � 	 	
 ��� � � � � 	 � 	 � � �
� � ��
�� � 
������ ����������

�æ����è Á è��� ÃÅÄ?Æ�� � A Ð?× �6Í0�êÔ?Î{Ò Ê Ò É:Ê Ò�Õ$Í��\Ò Ê Ò Ê B Ò Ê Ø4Ò Ω ⊂ R

n Ò�ÕAÌ � *kÕiÒ Ê Ú É Õ$Ð��(×

V n(Ω) :=

∫

Ω

1dnx,

×�Í % Ò�Õ Ê�Ë.É Òi×�Òi×mÜ Ê Ñ�ÒAØ>Õ�Ð��[Ò � É ×1Ñ É Ò�ÕlÑ Þ � Ê�Ë Ò�Õ Ê&% Ð��'�M× ß ÐNÑ Ω Ì4Ò É(Ê Ò Ê�Ë � É � ß Òi× �6Í �`Ô?Î{Ò Ê[ÞÈqÉ(Ê�Ë ÌqÒ É:Ê Ò B�É à . Ò�Õ�×!Ñ * Ê�ËOÊNÉ ×A×�Ò>!OÔfÒ�Õ1ÚcÐkÕlÑ�Ò Ê ÖN×�Í^×�� ß Õ�Ò É`Ù Ñ�ÎyÐ Ê ÐNÔ4� ß Ì6Ô.ÕY! V (Ω).
J¡&(%R0qG49;x1#!0�GN03L;#!%A# � jk9;x1#.dNG3'¼2N8OL � ���6æ�������� ���}æ-�x1Gw5@#1%;#lI�7N0N#!0[_

∫

x2+y2+z2<R

1 dx dy dz =

∫ +R

−R

( ∫ +
√

R2−x2

−
√

R2−x2

( ∫ +
√

R2−x2−y2

−
√

R2−x2−y2

1dz

)

dy

)

dx

=

∫ +R

−R

( ∫ +
√

R2−x2

−
√

R2−x2

(

2
√

R2 − x2 − y2

)

dy

)

dx

= 2

∫ +R

−R

( ∫ +
√

R2−x2

−
√

R2−x2

(

R2 − x2
)

√

1 − y2

R2 − x2

dy√
R2 − x2

)

dx

��&:9Y24#!% � GN53LF9;&:9;G49A&:+O0 y√
R2−x2

=
L;&(0

ϕ,
2\_ 7\_ dy√

R2−x2
=
Ii+>L

ϕdϕ
&(LF9R24&:#lL�/.-(#!&MI�7

= 2

∫ +R

−R

( ∫ + π
2

−π
2

(

R2 − x2
) I!+OL 2 ϕdϕ

)

dx

= 2

∫ +R

−R

(

R2 − x2
)

( ∫ + π
2

−π
2

I!+OL 2 ϕdϕ
)

dx

= π

∫ +R

−R

(

R2 − x2
)

dx

=
4

3
πR3,

DE+.'�&C9R24&(#�56#!gk8?0N0>9A#T]N+.%A'�#!-�) P %R238.L �<GN/O#!-(s.+O-:GN'�#10{#!%A738.-C9A#!0�&(LF91_
ab&(0N#�DE#!&:9;#!%A#<#!-(#!'�#!0>9�8?%A#.dN8?56#!%�D�&MI�7>9;&(/.#<oR0qDE#!0324G30N/fs.+O0 � 8?9;xT����_ � �p&MLu9



A Ð?×mÜ Ê Ñ�Ò�ØOÕ�Ð0��×!Ñ=ÒeÑ É ØNÒ�Õ � Ô Ê Ì�Ñ É Í Ê Ò Ê ÐNÔ % Í��\Ò Ê Ò Ê B Ò Ê Ø4Ò Ê �����A� �

¿[À4Á1Â�ÃÅÄ?Æ�� ����� �eè� Â è � �8���� ��� ���	��
 ��� � Mn×E×�Ò É Ω0 ⊂ R
n−1 Í���Ò Ê Ö Ù Ò�×�� ß Õ9* Ê Ì�ÑbÔ Ê�Ë

g, h : Ω0 → R
×!Ñ=ÒeÑ É ØyÎ É Ñ g(x) < h(x) Ð4Ô % Ω0.

A Ð ÊNÊwÉ ×!Ñ %$) Õ

Ω := {(x, y) ∈ R
n−1 × R | x ∈ Ω0, g(x) < y < h(x)}

V n(Ω) =

∫

Ω0

(

h(x) − g(x)
)

dn−1x,

×�Í % Ò�Õ Ê�Ë.É Òi×�Òi×mÜ Ê Ñ�ÒAØ>Õ�Ð��[Ò � É ×1Ñ É Ò�ÕlÑ Þ
oR-MLr#!&(0fDr#1&C9A#!%A#1LcD�&MI�7>9;&(/.#1Lr�Y8.0324DE#!%AgqL;x!#1GN/<x!GN%E�E#1LF9;&('p'^GN0N/T'�#17N%A2N&:'�#!0@LF&(+.�N0@8?-(#!%b�=04�
9;#1/.%�8?-(#$53%A8.G3I�7N#!0�D�&(%R24&:#�ìc#1%A8.-:-(/.#1'�#!&(0N#!%AGN0N/�24#!% � GN53LF9;&:9;G49A&:+O03LF%A#!/O#!-EZ � 8k9Ax���_ ����[�_
 � À �é�� � ��� À4Á è �8�élé À4Á1Â�ÃÅÄkÆ��\Ç�ÈqÉ(Ê�Ë

Ω,Ω′ Í���Ò Ê Ò B Ò Ê ØNÒ Ê É Î
R

n Ô Ê�ËëË Ð�!.Ú É ×1� ß Ò Ê
ϕ : Ω → Ω′ Ò É(Ê C1 � A É ��Ò1ÍeÎ{ÍeÕ=Ï ßNÉ ×;Î{Ô.×!ÖN×�Í É ×!Ñ

∫

ϕ(Ω)

f(y)dny =

∫

Ω

f(ϕ(x))
∣

∣

24#i9
ϕ′(x)

∣

∣dnx,

×�Í % Ò�Õ Ê f ×!Ñ=ÒeÑ É Ø É ×!ÑbÔ Ê�Ë Ò É(Ê Òi× Ë Ò�Õ Ù Ò ÉHË Ò Ê Ü Ê Ñ�Ò�ØOÕ�Ð0�,Ò�Ò � É ×1Ñ É Ò�ÕlÑ Þ A Ð Ù Ò É3É ×!Ñ ϕ′(x)
Ë.É Ò n×n �

�NX\�����@S ��B Ð4ÑêÕ É � !.Ô.Õ � ÙNÙkÉ � Ë Ô Ê Ø ϕ.
ab&(0ys.+O-:-MLF9Aj?0@24&:/O#!%n�E#1Dr#1&(Ln&(LF9rL;#!7N%E8?G4),DE#!032N&:/TG3032yL;#!&�24#1L;738?-(5f7N&(#!%r0N&(I�7>9E/.#i) P 7N%F9l_O��8.0
L;&:#17N#<#i9uDm8��E�[�\�!��UN��d3oY038?-(�4LF&MLm�N_
"$&:#wD�&MI�7O9A&:/>Lu9A#!0 ³�G3L;8.'�'p#10N73j.0N/.#Od�8.G4)�24#10N#!0 24&(#1L;#!% � 8k9Ax{),G3í?91dbL;&(032�8.5@#1%p-(#!&MI�7>9px1G
s.#1%ALF9;#17N#!0[¾
"$&:# � �38?-:9;#10¡#!&(0N#!%

n × n
���º8k9;%A&'U

B
L;�38.0N0N#!0¡#1&:0¡~c8.%A8.-:-(#!-(#!�N&(�6#12ë8?G4)udm24#lL;L;#!0ëìc+.-(G4�

'�#!0¶/.#1%A8O24#
V (B) =

∣

∣

24#!9
B

∣

∣

&MLu9l_["$#!%�~b%A+424GNg>9ALA8k9Ax^) P %"Y#!9;#1%;'�&(038?0>9;#10\¾\24#!9
(AB) =24#!9

A · 2N#i9 B L;8./?9m2N8?0N0[dN2N8?ípLF&MI�7{GN0>9A#!%m#!&(0N#!%�8���03#!0woR5N5N&(-M24GN0N/
x 7→ x0 +A(x− x0)2N8OLyìc+.-(GN'�#!0¡#1&:03#1L�¹$G@8.24#1%AL�+424#1%{~c8?%�8?-(-:#1-:#1�N&(�@#l2NLf/.#1%A8O24#w'�&C9w24#!0�]@8?g>9;+O% ∣

∣

24#!9
A

∣

∣'G3-C9A&:�N-(&(x!&(#!%;91_
] P %f#!&(0N#�LF9;#!9;&(/.#�]NGN03gO9A&:+O0

f �
#i9uDm8 P 56#!%f#!&(0N#1' g.+O'��38?g>9;#10¡¹$G@8.24#1%

I �
gO+.0N0>9;#10

D�&(% P 5@#1%T24&(#�oY�N�N%A+ U4&:'f8k9A&:+O0º24GN%�I�7¶z[%A#!�N�6#!0N),GN0Ng>9;&(+.0N#10K238.L<�=0>9;#1/.%�8?-�8?�N�N%A+ U4&:'�&(#!%A#!0
24GN%�I�7�#!&(0N#!0�oRG@L;24%AG3I�g{2N#!%R]N+O%;'

∫

I

f(x)dnx ∼
∑

f(xk)V (Ik),

DE+.56#!&[24&(#
Ik
#1&:03#p³6#!%A-(#!/.G30N/�s.+.0

I
&:0�ZHg>-(#!&(0N# [Y¹$G38.2N#!%R56#1LAI�7N%A#!&(5@#10\_@�E&(-(24#10wD�&:%�8?-(-:#lL

'�&C92N#!' 24G3%AI�7K24&:#�%A#!/OGN-(j.%;#p��8k9A%;&'U
A
/.#1/.#15@#10N#!0K"Y&:B6#1+.'�+.%A�N7N&ML;'G3L

ϕ : x 7→ x0 +
A(x− x0)

'p&:9YoR53-:#1&C9AGN0N/
ϕ′ = A

8?5\dNL;+�#!%A738?-:9;#10�D�&(%
∫

ϕ(I)

f(y)dny ∼
∑

f(x0 +A(xk − x0))V (A(Ik))

=
∑

f(x0 +A(xk − x0)) |
24#i9

A|V (Ik)

=
∑

f(x0 +A(xk − x0)) |
24#i9

ϕ′|V (Ik)

∼
∫

I

f(ϕ(x)) | 24#i9 ϕ′| dnx.

�uLF9T0>G30¶2N#!%T"$&CB�#!+O'p+O%;�37N&(L;'G@L�0N&MI�7O9�'�#!73%8��f0\d[L;+wD�&:%�2K#!%�038OI�7�D�&(#fs.+O%�-:+Ogk8?-c/.GN9
24GN%�I�7�#!&(0N#!0�8��f0N#10�"$&:B6#1+.'�+.%A�N7N&MLF'^G3L�8?�3�N%;+ U4&('�&:#1%F9 P 56#!%

ϕ(x) ∼ ϕ(x0) + ϕ′(x0)(x− x0),

2�_ 7\_['f8.0|ge8.0N0}24&(#{#15@#10}8?0N/O#1LF9;#!-(-:9;# : 56#!%A-(#!/.G30N/º8?0�tu#l24#!% � 9;#1-:-(#{'�&:9#!&(0N#!%p8?032N#!%A#!0
8��f0N#10�oR5N53&:-M24GN0N/�0qG49;x1#!0\_�"Y&(#T9A#1I�7N03&(LAI�7�' P 7@L;8.'p#^]N#!&(038.%;56#!&:9$x1#!&(/?91d62N8?í{'�8.0�24&(#1L;#
�u24#1#!0�9A8?9ALAj.I�7N-(&(I�7�x!Gw#!&(0N#1'Ý#!&(0qDE8.032q),%A#!&(#!0��r#1Dr#1&(LmgO+.'^5N&:03&:#1%;#10{gk8?0N0[_
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R

n

åpæ>èêé���èHæ�� Ã ÄkÆ�� � ����� �Hè  ��æ ��� ��� � � ��è� À4Á æ- � Mn××�Ò É Ω := {(r, ϕ, z) Î É Ñ r > 0, 0 <
ϕ < 2π, z ∈ R} Ô Ê�Ë Φ : Ω → R

3, (r, ϕ, z) 7→ (r
I!+OL

ϕ, r
L;&:0

ϕ, z).
A Ð %$) Õ É ×1Ñ

Φ′ =





I!+OL
ϕ −r L;&:0 ϕ 0L;&(0
ϕ r

Ii+>L
ϕ 0

0 0 1





Î É Ñ | 24#!9 Φ′| = r.

Φ
5N&(-(24#!9�#1&:0N#10

(r, ϕ, z)
�u¹$G38O24#!%

Q := (R1, R2) × (ϕ1, ϕ2) × (z1, z2)
8.5�8?G4)�#1&:0N#10

³6�q-(&:032N#!%
Z
'�&:9Y�r+424#104�nGN0@2�"�8.I�7��@j.I�7N#�8.G4)

z = z1
5Nx!D�_

z = z2
GN0@2�2N#!%Y]3+.%A' #!&(0N#1L

J¡&(0Ng.#1-(L;#!/O'p#10>9;#1Lm8.G3LR24#1' �<%;#1&(L;%A&:0N/p'�&C9Y2N#!0�»R8.2N&:#10
R1

GN032
R2.] P %R2N8OLmìc+.-(GN'�#!0�24&(#1L;#1LY³6�q-(&:032N#!%�L

Z
5@#1g.+.'�'�#!0wD�&(%R2N8?030

∫

Z

1 dx dy dz =

∫

Φ(Q)

1 dx dy dz

=

∫

Q

1 · | 24#!9 Φ′| dr dϕ dz

=

∫ R2

R1

∫ ϕ2

ϕ1

∫ z2

z1

r dz dϕ dr

= (z2 − z1)(ϕ2 − ϕ1)

∫ R2

R1

r dr

=
1

2
(z2 − z1)(ϕ2 − ϕ1)

(

R2
2 −R2

1

)

.

åpæ>èêé���èHæ�� Ã ÄkÆ��8� � � � �@æ�� 8� � � ��è  À4Á æ �� Mn×�×�Ò É Ω := {(r, θ, ϕ) Î É Ñ r > 0,−π
2 < θ <

+π
2 , 0 < ϕ < 2π} Ô Ê�Ë Φ : Ω → R

3, (r, θ, ϕ) 7→ (r
Ii+>L

θ
Ii+>L

ϕ, r
Ii+>L

θ
LF&(0

ϕ, r
LF&(0

θ).�RÉ Ò�Õ É ×1Ñ

Φ′ =





Ii+OL
θ
Ii+OL

ϕ −r L;&(0 θ I!+OL ϕ −r I!+OL θ L;&(0 ϕI!+OL
θ
L;&(0

ϕ −r L;&(0 θ L;&(0 ϕ r
I!+OL

θ
Ii+>L

ϕLF&(0
θ r

I!+OL
θ 0





Î É Ñ | 24#i9 Φ′| = r2
Ii+>L

θ.

"�8?'�&C9E5@#1g.+O'p'�#10fD�&:%r#i9uDm8�) P %rgqGN/O#!-MLF�q'�'�#i9A%;&ML;I�73#m]3GN0Ng>9;&(+.03#!0{8.G4)\24#!'
R

3 Z(·u~�+?9A#!04�9;&M8?-(#�¸ [n),+.-(/.#10324#!0
¿[À4Á1Â�ÃÅÄ?Æ���; Üu×1Ñ V ×!Ñ=ÒeÑ É Ø|Ð4Ô % (0, R) Ô Ê�Ë r2V (r)

Ë ÍkÕ1Ñ Ù Òi×1� ß Õ�* Ê Ì�ÑuÖc×�Í É ×1Ñ 2 Î É Ñ Ë Ò�Õ
�Y�
	��>S�� � V�ÍkÕ;Î | | := | |2 5

∫

0<|x|<R

V (|x|) d3x = 4π

∫ R

0

r2V (r) dr.

åpæOç^æ>èêé.¾m��&:9F9A#!-MLR24#!%$z[%�8?03LF),+.%A'f8k9A&:+O0{8?G4)��<GN/O#!-(g.+q+.%�24&(038k9A#!0y738.5@#10wD�&:%
∫

0<|x|<R

V (|x|) d3x =

∫ R

0

∫ + π
2

−π
2

∫ 2π

0

V (r)r2
Ii+>L

θ dϕ dθ dr

= 2π

∫ R

0

r2V (r)

( ∫ + π
2

−π
2

I!+OL
θ dθ

)

dr

= 4π

∫ R

0

r2V (r) dr.

�


