O Ein Vorkapitel

Erinnerungen an den Schulstoff Analysis
Funktionen

Eine Vorschrift « — f(x), die jeder reellen Zahl 2 € R wieder eine reelle Zahl
f(z) € R zuordnet, nennen wir eine auf ganz R definierte Funktion f mit Werten
in R und notieren f : R — R. Beispiele sind

Polynome: f(z) = 2% —3z +5,..;;

trigonometrische Funktionen: sin z,cosz, ...,

Exponentialfunktionen: e®, e®* ... .
Beispiele fiir Funktionen, die nicht auf ganz R definiert sind, sind etwa

Rationale Funktionen: f(x) = %, mit Polynomen p(z), ¢(x),

die trigonometrischen Funktionen tan z,ctanz, ...,

Wurzel- und Logarithmus-Funktionen .

Wir werden mit diesen Funktionen zunéchst einfach umgehen und spéter Genaueres
iiber sie sagen.

Stetigkeit

Die oben aufgefiihrten Funktionen sind dort, wo sie definiert sind auch stetig. Dies
bedeutet grob gesprochen:

Wenn man mit  nur nahe genug an xo herangeht, kann man |f(x) — f(zo)|, d.h.
den Abstand der zugehorigen Funktionswerte von f, so klein machen, wie man will.
Rationale Funktionen sind da, wo der Nenner eine Nullstelle hat, im allgemeinen
nicht stetig.

Die Vorzeichen-Funktion

-1 <0
f(z) :=sig(z) :==¢0 x=0
+1 >0

ist iiberall stetig aufser am Punkte xo = 0, wo sie unstetig ist und eine sog. Sprung-
stelle hat.

Differenzierbarkeit

Hat der Graph einer Funktion f im Punkt (zo|f(z0)) eine Tangente, die nicht
parallel zur y-Achse ist, so sagt man, daff f an der Stelle z( differenzierbar ist. Die
Tangente wird dann durch eine lineare Funktion

t(z) = f(xo) + m(z — o)

beschrieben. Deren Steigung m heifit die Ableitung von f an der Stelle xg und wird
mit f'(x¢) bezeichnet. Man beweist

f ist an der Stelle xy genau dann differenzierbar, wenn fiir eine geeignete Zahl m
gilt
f(z) = f(zo)

T — X0

—m|— 0 fiirz — xg.

Es ist dann m = f'(x9).
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Die Polynome, sin, cos, die Exponentialfunktionen sind Beispiele von Funktionen,
die tiberall differenzierbar sind. Die Vorzeichenfunktion, ebenso f(z) := |z| (Be-
tragsfunktion) sind an xzy = 0 nicht differenzierbar.

Es gelten die folgenden Rechenregeln:

(af(z) + Bg()) = af'(x) + By’ (x)
(f(@)g(@) = f'(2)g(z) +

( Ex;) _ Jagle)
oo

Speziell haben wir etwa

S~—
I
~ \
Nk
®
S~—

sofern g(x) # 0.

QQ
8
S~—"

(") =na""'  wenn n eine natiirliche Zahl,
(sinz) = cosz, (cosx) = —sinw,

(eam)/ — e,

Bei den zuletzt genannten Beispielen ist durch die Vorschrift. 2 — f/(z) selbst
wieder eine Funktion bestimmt, die wir mit f’ bezeichnen. Sie ist hier sogar selbst
wieder stetig — man sagt dann f ist stetig differenzierbar. Genauer gilt hier, daf$
sogar f’ wieder differenzierbar ist und dessen Ableitung wieder stetig. Man nennt
dann die Ableitung (') von f’ die zweite Ableitung von f und notiert f” := (f')’.
Ist auch sie stetig, so nennt man f zweimal stetig differenzierbar. Je nach Funktion
14t sich dieser Prozess noch fortsetzen. Man kommt so zu dem Begriff der n-mal
bzw. beliebig oft stetig differenzierbaren Funktionen.

Integration

Fiir eine stetige Funktion f, die auf einem Intervall [a, b] nicht negativ wird, erklart

man das bestimmte Intergral f: f(z)dx als den Inhalt der Fliche, die iiber dem
Intervall zwischen dem Graphen von f und der x-Achse liegt. Fiir allgemeine stetige
Funktionen erweitert man diese Definition durch die beiden Regeln

/ab(af(x) + Bg(z))dr = a/ab f(z)dx + ﬁ/abg(x)dx

/abf(x)da:/:f(x)da:Jr/cbf(x)do:

Indem man die auszumessende Fliche in ein Rechteck einsperrt, erhélt man sofort

die Abschitzung
b
[ fads

Hauptsatz der Differential und Integralrechnung Ist f stetig und definiert
man F' durch
/ (0

Wir werden alle diese Ergebnisse jetzt einmal einfach nutzen und erst spédter noch
genauer darauf eingehen.

< |b—al- max [f(z)]
z€[a,b]

Ferner gilt der

so ist F stetig differenzierbar und F' =

Nach dieser Erinnerung wenden wir uns nun der Linearen Algebra zu.
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Die Ebene und der R2

Wir betreiben zunichst etwas analytische Geometrie in der Ebene und im Raum.
Wir gehen dabei aus von einem naiven Verstindnis von den Objekten der Geometrie,
benutzen elementare Schreibweisen der Mengenlehre und die Kenntnis der reellen
Zahlen R.

Dabei stiitzen wir uns bei den Zahlen vor allem auf die im folgenden aufgefiihrten
Eigenschaften.

Fakt O.1 (Eigenschaften von R) In R sind zwei Operationen erklirt, genannt
Addition (+) und Multiplikation (), durch die jeweils zwei reellen Zahlen eine dritte,
eben deren Summe oder deren Produkt zugeordnet wird. Ferner gibt es in R zwei
ausgezeichnete Elemente 0 und 1, sodak fiir alle x,y,z € R die folgenden Regeln
gelten:

R1: + ist associativ, d.h. (x +y)+ 2=z + (y + 2).
R2: 0 ist neutrales Element bezgl. +, dh. z +0=0+2 = z.

R3: Eindeutige Losbarkeit von Gleichungen, d.h. jede Gleichung der Art t+u =y
besitzt genau eine Lésung u € R. Wir bezeichnen sie mit u =: y — x.

R4: + ist kommutativ, d.h. z +y =y + x.
R5: - ist associativ, d.h. (x - y)-z=x-(y - 2).
R6: 1 ist neutrales Element bezgl. -, dh.x-1=1-2 =z.

R7: Eindeutige Losbarkeit von Gleichungen, d.h. jede Gleichung der Art x -u =y
mit x # 0 besitzt genau eine Lésung u € R. Wir bezeichnen sie mit u =: £.

R8: - ist kommutativ, d.h. z -y =y - x.
R9: Fiir beide Operationen zusammen gilt die Distributivitit, d.h.

(z+y) z=x-2+y-z
z-(y+z)=z-y+z-z

R10: Die beiden neutralen Elemente sind verschieden.

Geben wir in der Ebene zwei Koordinatenachsen vor, also zwei Geraden, die aufein-
ander senkrecht stehen und jeweils eine Skala aus reellen Zahlen tragen, wobei der
Schnittpunkt jeweils zur Null gehore, so kénnen wir in der bekannten Weise jedem
Punkt X der Ebene ein Zahlenpaar (£;|¢2) zuordnen, wofiir wir (etwas schlam-
pig) einfach X = (&;|&2) notieren. Zum Schnittpunkt der Koordinatenachsen gehort
dann der Nullpunkt oder auch Koordinatenursprung O = (0|0).

Einen Pfeil x, der vom Ursprung O zu einem Punkt X zeigt, nennen wir den Orts-
vektor mit Spitze in X. Solche Ortsvektoren kann man nun auf folgende Weise
addieren bzw. und mit einer Zahl multiplizieren:

Definition 0.2 (Rechnen mit Ortsvektoren) Zwei Ortsvektoren x,y bestim-
men ein Parallelogramm, von dem drei Ecken durch den Ursprung O, die Spitze
X = (&1/&2) von x und die Spitze Y = (n1|n2) von y gegeben sind. Den (von O)
nach der vierten Ecke zeigenden Ortsvektor nennen wir die Summe von x und y
und bezeichnen ihn mit x + y. Seine Spitze ist der Punkt (£1 + 1|2 + n2).

Ist © ein Ortsvektor mit Spitze X = (£1]&2), A € R eine reelle Zahl, so bezeichne
Az den Ortsvektor mit Spitze (\¢1|AE2). Wir nennen ihn das A\—fache von x und
bezeichnen ihn mit )\ - x, wobei der - meist unterdriickt wird. )\ - x ist ein Vektor,
der um den Faktor |\| gegeniiber © gestreckt ist und der im Falle A < 0 in die
entgegengesetzte Richtung weist.

Den Nullvektor mit Spitze O = (0|0) bezeichnen wir mit 0.
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Mit elementaren geometrischen Uberlegungen kann man dann folgenden Satz be-
weisen:

Satz 0.3 Fiir alle Ortsvektoren x,y, z und alle reellen Zahlen \, i gelten
V1: + ist associativ, d.h. (x +y)+z=z+ (y + 2).
V2: 0 ist neutrales Element bezgl. +, d.h. t +0=0+z = z.

V3: Eindeutige Liosbarkeit von Gleichungen, d.h. jede Gleichung der Art x +u =y
besitzt genau eine Losung u. Wir bezeichnen sie mit u := y —  und nennen
dies die Differenz der Ortsvektoren y, x.

V4: + ist kommutativ, d.h. t +y =y + .

V5: - ist associativ, d.h. (A p) -z =X (- ).

V6: 1 ist neutrales Element bezgl. -, d.h. 1 -z = z.

Es gelten die Distributivgesetze

V: A (e 4+y)=A-z+ Xy,

V8 A+ p)- =X+ p-z.

Wir haben das Rechnen mit Ortsvektoren beschrieben, wobei also nach festen Re-
geln aus solchen Vektoren, d.h. Pfeilen in der Ebene, neue Vektoren gemacht werden,
bzw. aus einer Zahl und einem Vektor ein neuer Vektor. Diese Operationen verlaufen
dabei so, dafy wir sie ganz ohne geometrische Anschauung durchfithren kénnen nur
allein aus der Kenntnis der Komponenten der Spitzen-Punkte der beteiligten Vekto-

ren, d.h. von Zahlen-Paaren. Dann kénnen wir aber die Geometrie gleich weglassen
und direkt mit Zahlenpaaren rechnen. Dies fiihrt uns zum sog. R? :

Definition 0.4 (Der R?) Mit R? bezeichen wir die Menge aller geordneten Paare
von reellen Zahlen:

R?:={z=(&,&) | &eR, =12}
Das Paar (0,0) wird mit 0 bezeichnet und heiit Nullelement, ferner bezeichne
e1:=(1,0), ez:=(0,1).

Wir erklidren zwei Operationen:
Addition + : Zu x = (£1,&) und y = (m1,m2) € R? sei

x4y = (& +m, & +p) € R
Multiplikation mit A € R : Zu v = (&1,&2) € R? und \ € R sei
Az = Az = (A, AE).
Dafiir gilt

Satz Q.5 Fiir alle z,y, z € R%, \, u € R gelten die in Satz 0.3 notierten Regeln V1
bis V8.

Wir verwenden die nun schon bei den Ortsvektoren in der Ebene und bei den
Zahlenpaaren gefundene gemeinsame Struktur fiir folgende

Definition 0.6 (R-Vektorraum) Eine mathematische Struktur V, in der ein aus-
gezeichnetes Element 0 gegeben ist, ferner eine Operation “Addition” (+) und eine
Operation “ Multiplikation mit reellen Zahlen” (X\-) erklirt sind, sodafs dafiir die
Regeln V1 bis V8 aus Satz O.3 gelten, heifst ein “Vektorraum iiber den reellen Zah-
len”.
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Solche Vektorrdume — wir werden sie auch noch {iber anderen Zahlbereichen als
den reellen Zahlen betrachten — und die “schénen” Abildungen zwischen ihnen, bil-
den einen wichtigen Teil dieser Vorlesung. Sie stehen im Hintergrund, wenn es um
(grofe) lineare Gleichungssysteme geht, wenn wie bei Schwingungsproblemen linea-
re Differentialoperatoren im Spiel sind, bei der Ausgleichsrechnung ebenso wie bei
linearer Optimierung.

Bleiben wir aber zun#chst bei unseren beiden Beispielen, den Vektoren in der Ebene
bzw. dem RZ. Im R? lift sich bequem rechnen, in der Ebene haben wir geometri-
sche Objekte, die unserer Vorstellung entgegenkommen. Beides 1aft sich jeweils
ineinander iibersetzen. Denn jeder Ortsvektor © = (£1]£2) bestimmt trivialerweise
das Zahlenpaar (£, £2) und umgekehrt. So kdnnen wir von dem mathematisch unin-
teressanten Unterschied absehen und Ortsvektor oder Zahlenpaar als zwei Erschei-
nungsformen ein und desselben Objekts ansehen, das wir generell einen “Vektor”
nennen. Schreiben wir also einfach x = (£1,£2) und lesen dies je nach Interessen-
lage als Ortsvektor oder als Zahlenpaar. Dann sind also auch die oben definierten
e1 = (1,0),e2 = (0,1) als (Orts-)Vektoren interpretierbar, sie zeigen jeweils auf
den Achsen auf den Punkt mit der Koordinate 1. Wir nennen sie die ‘kanonischen
FEinheitsvektoren”.

In diesem Rahmen gilt

Satz und Bezeichnung 0.7 Jeder Vektor im R? besitzt genau eine Darstellung
als
xr = 6161 + 5262 m1t 51 c ]R

Man nennt daher (e, e2) auch eine “Basis” des R? bzw. der Ebene.

Fassen wir speziell den Aspekt der Ortsvektoren ins Auge, so hat jeder Vektor x
eine Linge |z| und je zwei Vektoren z,y (# 0) bilden einen Winkel x := £(z,y). Da
unsere Basisvektoren ej, es je die Lange 1 haben und senkrecht aufeinander stehen,
bekommen wir nach den Regeln der Trigonometrie

Fakt O.8 Fiir x = £1e1 + &aea und ¢ := L(eq, ) ist

|z| = \/ (3 4&3), & =lz|cosy, & = |z|sine.

Zusammen mit einem weiteren Vektor y = 1n1e1 + n2e2 und ¢ := L(e1,y) gilt dann
fiir den eingeschlossenen Winkel

X = 4L(z,y) =9 — o,

und nach dem Additionstheorem fiir den Cosinus

cosy = cos(¢p — @) = cos(p — 1) = cos pcos + sin psin

also

cosng—l-ﬂ S M _ &+ &
I I I ] |||y

Der rechts stehende Ausdruck ist immer definiert, wenn nur weder x noch y der Null-
vektor ist, (dann hétten wir ja auch gar keinen richtigen Winkel!) ferner berechnet
sich dieser Ausdruck alleine aus den Komponenten &;, ;.

Dies fiihrt uns zu

Definition 0.9 (Skalarprodukt im R?) Fiir x = (£1,&),y = (11,12) € R? sei

(,y) =z -y :=&m + &2 €R.

Man nennt dies das “Skalarprodukt” von x und y. Manche Autoren schreiben dafiir
auch (z,y).
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Satz 0.10 Fiir das Skalarprodukt mit Vektoren x,vy,z € R? und Skalaren \ € R
gelten folgende Regeln.

Sl: z-y = y-x.
S2:x-(y+2) = x-y+a-z.
S3: x-(Ay) = Az -y).

S4: x-x >0, x-x=0 genau, wenn 2« =0.

Der Beweis ist ein einfaches Nachrechnen aus der Definition mit den Gesetzen der
reellen Zahlen. Wegen S4 konnen wir fiir jedes x € R? stets y/(z - x) bilden. Dies
fiihrt zu

Definition 0.11 (Betrag, Norm) Fiir x € R? heift |z| := ++/(z - ) der “Be-
trag” oder die “Norm” von x.

Offensichtlich ist stets |z| > 0 und |z| = 0 nur fiir 2 = 0.

Dies stimmt natiirlich mit der schon oben betrachteten Lange eines Vektors iiberein.
Ebenso kénnen wir die oben notierte Formel fiir den Cosinus des Winkels zwischen
zwei Vektoren jetzt schreiben als

Ty
cos(£(z,y)) = m,

und da der Cosinus eines rechten Winkels eben = 0 ist, liegt es nahe zu definieren:

Definition O.12 (orthogonal) Zwei Vektoren x,y heifen “orthogonal” oder “senk-
recht zueinander”, abgekiirzt x 1y, wenn ihr Skalarprodukt verschwindet, d.h. wenn
z-y=0.

Fiir das Eintreten von « -y = 0 gibt es drei Mdglichkeiten: Es kann sein = 0 oder
y = 0. In diesen Fallen ist kein Winkel definiert. Trotzdem reden wir kiinftig auch
hier von orthogonal. Oder aber es sind x # 0 und y # 0. Dann ist ein Winkel y
definiert, aber cosxy = 0. Dies ist der Fall, der unserer eigentlichen geometrischen
Vorstellung entspricht. Aber wir betreiben ja gerade diese Voriiberlegungen, um
ausgehend von geometrischen Uberlegungen allmihlich zu allgemeineren Begriffs-
bildungen zu kommen.

Wir haben hier mittels des Skalarproduktes bekannte Dinge tiber Langen und Win-
kel in der Ebene neu formuliert. Die Bedeutung liegt darin, daff alles, was daran
fiir den Mathematiker wirklich interessant ist, schon in den vier Regeln S1 bis S4
von Satz 0.10 steckt und wir noch viele und ganz anders erscheinende Strukturen
kennenlernen werden, in denen diese Regeln auch gelten. Was wir allein aus S1 bis
S4 folgern konnen, gilt dann automatisch auch dort. Ein Beispiel dafiir ist etwa

Satz 0.13 Fiir z,y € R? gelten
L |z =y =2]* + y]* — 22 -y,
2. |z +y? + |z —yl* = 2z> + 2]y

Der Beweis ist ein simples Nachrechenen mit S1 bis S4. In der Geometrie der Ebene
ist 1. der sog. Cosinus-Satz, und 2. besagt, daf in einem Parallelogramm die bei-
den Quadrate iiber den Diagonalen zusammen dieselbe Fliche haben wie die vier
Quadrate iiber den Seiten.

In der Ebene mit den Ortsvektoren ist unmittelbar klar, was gemeint ist, wenn wir
sagen ' sei gegeniiber  um den Winkel ¢ gedreht. Insbesondere sollen dann z und
2" auch gleich lang sein. Mittels unserer Basis e, e2 haben wir Darstellungen

T = 5161 +€2€2, = 5161 +€é€23
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Abbildung 1

und es stellt sich die Frage, wie man die & aus den ¢; berechnet.
Betrachten wir zunéchst die Basisvektoren e;,es und die gegeniiber ihnen um ¢
gedrehten €, e/, selbst. Nach den Regeln der Trigonometrie haben wir

e1 = leg + 0ea, €] =cosp ey +sing ez, ea = 0eqg + lea, €5 = —sinp e1 + cos @ €.

Da bei einer Drehung ja die relative Lage von Vektoren zueinander erhalten bleibt,
hat der gedrehte Vektor 2/, wenn wir ihn beziiglich der gedrehten Basisvektoren
darstellen, die selben Koeffizienten, wie x beziiglich der alten Basis. Es ist also

o’ = &iey + &ael

=¢&1(cosp er +sinp ea) + &a(—sinp e1 + cos e3)

= (cosp & —sinyp &r)eq + (sinp & + cos p &a)ea,
sodafs

& =cosp & —sinp &, & =sinp & +cosp L.
Betrachten wir nun wieder den alleine zwischen den Komponenten &;, ! bestehenden
Zusammenhang, d.h. die dieser Drehung in der Ebene entsprechende Operation
im R2. Dafiir wollen wir jetzt, um an eingebiirgerte mathematische Schreibweisen
anzuschlieRen, die Paare des R? nicht mehr als “Zeilen” (&1, &>) notieren, sondern
&
&)
Wir haben damit die Darstellungen

_ (€ r_ (& (1 [0\ ,  [cosp _ [—sing
v (5:)’$ B (é),ﬁ— (0)’62_ (1)’61_ (singa)’e _(cosga>’

und den eben abgeleiteten Zusammenhang konnen wir notieren als

AN Cos —sin g
(gi) =& (singa) +& ( cos ) ’

Um dies und auch spiter kompliziertere Sachverhalte bequemer formulieren zu kén-
nen, bilden wir sogenannte “Matrizen”, hier speziell sog. 2 x 2 Matrizen:

A= <Zi Z;E) (i €R, i,j=1,2).

als “Spalten” (

N~

Wir erklédren eine Operation: Matriz X Spalte = Spalte durch

<a11 0412> <§1> . <a11€1+a12§2> _¢ <a11) ny: <a12>
o1 am ) \&) T \amé& +ant ) S \an 2\ o
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Merkregel: Mit “mal” im Sinne von Skalarprodukt gilt:

erste Zeile mal Spalte = erste Komponente,
zweite Zeile mal Spalte = zweite Komponente.

Fassen wir dies zusammen:

Definition und Satz O.14 (Drehung im R?) Der Ubergang von einem Vektor

&
3

beschrieben durch die Multiplikation mit einer Matrix:

(& _ [cosp —sing) (&
T 7g) T \sing  cosp ) \&)

Die auftretende Matrix R(y) heifit “Matrix” der Drehung um ¢, oder kurz “Dreh-

!
matrix” zu p. &’ = (?) heifst “Bild” von x = <§1) unter der Drehung R(p).
2 2

xr =

!
zu dem dazu um einen Winkel ¢ gedrehten Vektor x' = (?) wird
2

Wiéhlen wir fiir x = <£1> speziell die “kanonischen Einheitsvektoren des R?”, nAm-

&
lich e = (é) und ey = ((1)) , so erhalten wir nach der Definition des Produktes aus

Matrix x Spalte gerade die erste bzw. zweite Spalte unserer Matrix. (Was bedeutet
das geometrisch?) Wir merken uns:

Die Spalten sind die Bilder der Einheitsvektoren!

Es seien nun zwei Drehmatrizen, sagen wir R := R(p) und S := R(%), also zu
Drehwinkeln ¢, ¢ gegeben. Wie kann man daraus die Drehmatrix 7" zu der Drehung
um den Winkel ¢ + v bestimmen? Auszufiihren ist also etwa erst die Drehung um
¢ und danach die um . Die Spalten von R seien r1,ry, die von T entsprechend
t1,t2. Nach der eben notierten Regel ist damit

tl = T@l, tQ = T@Q, T = Rel, To = R€2

und dies sind die Darstellungen der um ¢ + ¢ bzw. um ¢ gedrehten Basisvektoren.
Ferner liefern uns Sr; bzw. Sry die Darstellung der Vektoren, die aus 71,79 durch
Drehung um ) entstehen. Dies sind aber gerade die dann zunéchst um ¢ und dann
um 1 gedrehten Einheitsvektoren, sodaf also

tl = S’I“l tQ = S?‘g.

Um dies einfacher zu notieren erklaren wir ein Produkt von Matrizen folgenderma-
fen:

Sind A, B je 2 x 2-Matrizen, so sei die 2 x 2-Matriz AB erkldrt durch
(erste Spalte von AB) := A X (erste Spalte von B),
(zweite Spalte von AB) := A x (zweite Spalte von B).

Damit kénnen wir das eben abgeleitete Ergebnis formulieren als
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Satz O.15 Sind R, S die Matrizen der Drehungen um die Winkel ¢ bzw. 1), so ist
deren Produkt SR die Matrix der Drehung um ¢ + 1.

Setzen wir hierin ¢» = —p oder ¢ = —1), so erhalten wir als Gesamtdrehung die um
den Winkel 0. Hierzu gehdrt die sog. “Einheitsmatrix” I := (é (1)>

Hierfiir liefert dann Satz O.15 sofort

Definition und Satz O.16 (Inverse Matrix) Zu jeder Drehmatrix R gibt es ei-
ne Matrix S, soda RS = SR = I. Wir nennen S die zu R inverse Matrix und
bezeichnen sie mit R~! := S.

Wir wenden diese Uberlegungen an, um die folgenden Additionstheoreme herzulei-
ten:

Satz 0.17 (Additionstheorem fiir sin und cos.)

cos(p + 1) = cos - cos p —siny - sin ¢
sin(y + ) = sine) - cos ¢ + cosy - sin .

Beweis: Der um den Winkel ¢+1) gedrehte Einheitsvektor e; hat gerade die Gestalt
(COS(@ + )

sin(¢ +v))
erhaltenen Vektor um 1. Jeweils hat man mit der entsprechenden Drehmatrix zu
multiplizieren. Somit bekommen wir

cos(p+ )\ _ ) e
(o) = rw)- (Rep) )

> und wir erhalten ihn, indem wir e; erst um ¢ drehen und dann den

und wenn Sie das ausrechnen stehen die Additionstheoreme da. O

Der Raum und der R3

Wie in der Ebene kénnen wir im Raum mit Ortsvektoren, die von einem festen
Punkt 0 ausgehen, operieren und damit Geometrie betreiben. Wie in der Ebene
kénnen wir Vektoren durch Zusammensetzen addieren und durch Langen&nderung
mit einer reellen Zahl multiplizieren. Es ist nicht schwer, sich zu iiberlegen, dafs auch
hierfiir wieder die Regeln V1 bis V8 von Satz 0.3 gelten.

Ferner kénnen wir statt wie im R? mit Zahlenpaaren auch mit Zahlentripeln rech-
nen, die natiirlich wieder den Punkten im Raum, d.h. den Spitzen unserer Ortsvek-
toren entsprechen.

Definition 0.18 (Der R*®) Mit R? bezeichnen wir die Menge aller geordneten Tri-
pel von reellen Zahlen, die wir gleich als Spalten schreiben wollen:

&1
R :={z=|& | &eER,i=1,2,3.
&3

Die &; heiken die Komponenten des Spaltenvektors x.
Wir bezeichnen
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und nennen 0 den Nullvektor, die e; die kanonischen Einheitsvektoren.
Wir erkldren zwei Operationen:

Addition + :
&1 m &4+m
Zuz=|&|)undy=|mn|seiz+y:=|&+n]|,
&3 3 §3+m3

Multiplikation mit A € R :

&1 A1
Zux = [& | und A € R sei \x = | A&
&3 A3

Analog zu Satz 0.5 beweist man

Satz 0.19 Im R? gelten fiir die Addition und die Multiplikation die Regeln V1 bis
V8 von Satz O.3.

Wieder kann man die Ortsvektoren im Raum und die Zahlentripel des R? identifi-
zieren, sodafs wir da wieder den jeweils passenden Aspekt hervorheben werden.
Analog zum R? kénnen wir ein Skalarprodukt einfiihren:

& m
Definition 0.20 (Skalarprodukt im R?) Fiir + = (& | und y = |72 | sei
&3 3

x-y = (x,y) = &y + Ean + E373, das “Skalarprodukt” im R3. Wir wollen kiinftig
dafiir nur noch die Notation (x,y) verwenden.

Durch simples Nachrechenen erhdlt man sofort

Satz .21 Fiir das Skalarprodukt im R? gelten die Regeln S1 bis S4 aus Satz 0.10

Insbesondere ist es damit wieder sinnvoll zu definieren

Definition 0.22 (Norm) Fiir z € R? heifit |z| := + /(z, z) die “Norm” von z.

Geometrisch interpretiert ist das wieder genau die Lange des durch = dargestellten
Ortsvektors. Dagegen ist zunichst nicht klar, daff man das Skalarprodukt wieder
iiber den von x und y eingeschlossenen Winkel interpretieren kann.

Ehe wir dies genauer ansehen, seien zwei wichtige Ungleichungen hergeleitet, bei
deren Beweis wir uns ausschliefilich auf die Regeln S1 bis S4 stiitzen. Damit gelten
diese Ungleichungen in jeder Situation, wo wir diese vier Regeln verwenden diirfen,
speziell also im R? und im R?, aber auch in “Réumen”, die wir erst noch kennenlernen
werden.

Satz 0.23 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
1. Fiir z,y € R3 ist [(z,y)| < |z| - |y|.
2. Ist y # 0, so ist |{x,y)| = |z| - |y| genau, wenn eine Zahl p € R existiert, sodaf
x = py.

Man beachte, daf hier |(x,y)| den Absolutbetrag der reellen Zahl (z,y) bedeutet,
dagegen |x| bzw |y| jeweils die Norm eines Vektors.
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Beweis: Zu 1.: Ist y = 0, so ist |(z,y)| = 0= |z| - |y| und 1. gilt.
Sei also y # 0. Wir setzen A := (y,y) > 0, p:= —(x,y). Dann ist
0 < Az + py, Az + py)

= Mz, @) + 22u(z,y) + 1 (Y. y)

= A ({2, 2)(y, ) — 2z, 9)* + (,)*)

= A (J2Plyl* = (=, 9)%) .
Wegen \ > 0 ist also |z|?|y|? — (z, y)? > 0, woraus unmittelbar die erste Behauptung
folgt.

Zu 2.: Obige Rechnung liefert fiir y # 0, womit dann also A > 0 ist: (< steht fiir
“genau dann, wenn”)

z, 9)| = |z|ly| & (2,y)* = |z*|y|?
& 0= (\z + py, Az + py)

S +puy=0
W
sr=-"1y.
x Y
U
Satz 0.24 (Dreiecksungleichung) Fiir z,y € R? ist |z +y| < |z| + |y|.
Beweis: Es ist
oty = @ty +y) = |2 + 2z,y) + [y
< ol + 2lalyl + lyl* = (=] + ly])*.
O

Als Konsequenz der Ungleichung von CAUCHY-SCHWARZ bekommen wir, dafs stets

< +1, (wenn [a]ly] # 0),

sodafs also dieser Bruch im Wertebereich der Cosinus-Funktion liegt.
Fiir Spaltenvektoren rechnet man sofort nach:

(z,y)
|z =y = |z + [y* - 2(z,y) = |2[* + [y|* ~ 2Iafllyl(m)-
Andrerseits haben wir ja den Cosinussatz, wobei ¢ den von Ortsvektoren z und y
eingeschlossenen Winkel bedeute:

|z — y|* = [&* + |y|* — 2|z||y| cos ¢.

(z,y)

Also haben wir in dem Bruch [zy|

Winkels.
Insbesondere motiviert das die folgende

den Cosinus des von x und y eingeschlossenen

Definition 0.25 (Orthogonal) Zwei Vektoren z,y € R® heifen orthogonal, ab-
gekiirzt x Ly wenn ihr Skalarprodukt verschwindet, d.h. wenn (x,y) = 0.

Man beachte, daft nach dieser Definition der Nullvektor 0 zu jedem Vektor ortho-
gonal ist.
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Das Vektorprodukt im R3

Wir hatten bisher zwei Vektoren

&1 m
r=|& |, y=|n] € R?
&3 3

iiber das Skalarprodukt eine Zahl, ndmlich (z,y) = &1m1 + &2m2 + E3n3 zZugeordnet.
Im R? kann man nun auch ein Produkt einfiihren, das zwei Vektoren wieder einen
Vektor zuordnet.

Definition 0.26 (Vektorprodukt im R3) Zu zwei Vektoren

&1 m
xTr = Eg , yYy=1mn2| € RB
&3 3
sei
§amsz — E3n2
x X yi=|&m —&ns
§1m2 — &am

Fiir diese scheinbar komplizierte Definition werden wir eine sehr einfache geome-
trische Interpretation finden. Zunéchst stellen wir einige Eigenschaften des Vektor-
produktes zusammen.

Satz O.27 Fiir beliebige x,y,z € R3, A\, € R gelten

1. die Distributivgesetze:

Az + py) x z = Az X 2) + p(y x 2),
z x (Ay + pz) = Mz x y) + p(z x 2),

2. x ist antisymmetrisch: © X y = —(y X ),
3. x und y sind je orthogonal zu x X y, d.h. {x,(x X y)) = (y, (x x y)) =0,

4. Bezeichnet ¢ den wie oben iiber den Cosinus-Satz erkldrten Winkel zwischen
x und y, So ist

lz x y> = |z|* - |y|* — (z,9) = |z - |y|? sin® ¢,

5. Fiir die kanonischen Einheitsvektoren gilt die folgende Multiplikationstabelle

X el () €3
€1 0 €3 —€2
ea| —es 0 e1
€3 €2 —€1 0

6. Es ist x x y = 0 genau dann, wenn Zahlen \, p existieren, fiir die |\| + |p| > 0,
aber Ax + py = 0 ist.
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Beweis: 1. bis 5. kann man durch einfaches Nachrechnen beweisen. Als Beispiel
zeigen wir 4.:

|z %y = (Eams — E3m2)® + (Eam — E1ms)® + (Eam2 — Eamn)?
= (&am2)® + (Em3)® + (Eam1)® + (&2m3)® + (Esm)* + (E3m2)?
— 2(&&ammna + E1&3mms + E263m2m3)
= (G +E+E) 0 +nm3 +15) — (Eom + Eamz + Esma)?
= [2*[y]? — (2, y)*.

Zu 6.:Ist y=0,s0ist t xy=0und 0-z+1-y=0.
Sei also y # 0. Ist « x y = 0, so ist nach 4. |z||y| = |{(z, y)|. Damit gibt es nach Satz
0.23ein pe Rmit z =py oder 1 -z + (—p) -y = 0.

Sei nun umgekehrt Az 4+ puy = 0, aber nicht A = = 0. Wegen y # 0 ist notwendig
A#0, also x = —&y. Dann ist mit p:= —£ :
rxy=(py) xy=plyxy)=yx(py) =yxz=—(xxy),
somit x x y = 0. O

Interpretieren wir unsere Vektoren im geometrischen Raum, wobei wir das iibliche
Cartesische Koordinatensystem verwenden, sodafs also die drei kanonischen Ein-
heitsvektoren aufeinander senkrecht stehen und entsprechend der “Rechte - Hand -
Regel” orientiert sind, so haben wir mit dem letzten Satz die folgenden Aussagen
gezeigt:

Satz 0.28 Das Vektorprodukt beschreibt in Koordinaten den Ubergang von zwei
Ortsvektoren x,y zu einem dritten Vektor z mit folgenden Eigenschaften:

1. z steht senkrecht auf x und aufy.
2. Die Linge von z ist gleich der Fliche des von x und y aufgespannten Paralle-
logrammes.

3. x,vy, z bilden in dieser Reihenfolge ein positiv orientiertes System.

Die ersten beiden Aussagen stehen in Satz 0.27, die dritte konnen wir im Augenblick
noch nicht beweisen, da uns fiir einen allgemeinen Begriff von Orientierung noch
die Grundlagen fehlen.

Aus der Kombination von Vektorprodukt und Skalarprodukt erhalten wir das soge-
nannte “Spat-Produkt”.

Definition 0.29 (Spatprodukt) Zu Vektoren z,y,z € R3 heifit (v,y x z) das
“Spatprodukt” oder die “Determinante”. Wir notieren auch

det(z,y, z) := (z,y X 2).

Geometrisch interpretiert liefert das Spatprodukt das Volumen des von z,y, z auf-
gespannten Parallelepipedes, auch “Spat” genannt. Das Vorzeichen gibt dabei an,
ob die Vektoren zx,y, z in dieser Reihenfolge positiv oder negativ orientiert sind.

Rechnet man das Spatprodukt in Komponenten aus, so erhilt man die Darstellung

det(z,y,2) = &1m2(3 + am3¢1 + E3m e — &3m2Cr — &1maa — a1 Ca.

Als Merkregel fiir das Bilden dieses Spatproduktes eignet sich folgendes Schema:
Man schreibe zunéchst die ersten beiden Vektoren nochmal rechts daneben hin und
bilde dann die drei Produkte von links oben nach rechts unten (— ) und subtrahiere
von deren Summe die drei Produkte von links unten nach rechts oben (- - - ).
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I\

Abbildung 2

\\\
\\\

Aus den Rechenregeln fiir das Skalarprodukt und das Vektorprodukt ergeben sich
sofort an Regeln fiir das Spatprodukt oder die Determinante:

Satz 0.30
D1: det(z,y, z) ist linear in jedem Argument, d.h. fiir alle z,2',y,2 € R® und
AN €R st
det(A\z + N2, y,2) = Ndet(z,y, z) + X det(z', y, 2)

und analog in den anderen Argumenten.
D2: Sind unter den Vektoren x,y, z zwei gleich, so ist det(x,y, z) = 0.
D3: Fiir die kanonischen Einheitsvektoren ey, es, e3 ist det(e1, eq,e3) = 1.
Beweis: D1 folgt unmittelbar aus der Linearitit des Skalarproduktes und des Vek-
torproduktes in jedem einzelnen Argument.
D2: Ist = y oder x = z so folgt D2 aus Satz 0.27,3., fiir y = z folgt es aus Satz

0.27,6..
D3 rechnen Sie mal selber nach! O

Fiir den Umgang mit Determinanten sind folgende Regeln niitzlich:

Satz 0.31

1. Addiert man zu einem Argument ein Vielfaches eines anderen Argumentes, so
dndert sich der Wert der Determinante nicht.

2. Vertauscht man zwei Argumente, so multipliziert sich die Determinante mit
dem Faktor —1.

Beweis: Zu 1.:

det(z + Ay, y, 2) 2 det(z,y, z) + Adet(y, y, 2) 2z det(z,y, 2).
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Zu 2.: Wir verwenden laufend Teil 1. und die Regel D1:

det(y,z,2) = det(y + z,x,2) = det(y + z,z — (y + ), 2)
= det(y + z, —y, z) = det(z, —y, z) = — det(z,y, 2)

Die anderen Félle gehen wieder analog. O

Die Bedeutung der Determinante wird sich im weiteren ergeben. Zuvor noch ein
zentraler Begriff:

Definition 0.32 (Linear abhingig, linear unabhingig)

Es seien x1, 23, ...,x, Vektoren im R3. Gibt es dann Zahlen \i, \o, ..., Ay, die nicht
sdmtlich = 0 sind, sodafs A\1x1 + Aoz + ... + \px, = 0 ist, so heien x1,x3, ..., Ty
“linear abhingig”. Sind sie nicht abhingig, so heifsen sie ‘linear unabhéngig”.

Sind 1, x3, ..., 5, linear unabhingig, so kann also mit Zahlen )\; € R eine Gleichung
AMx1 + Aoxs + ... + Az, = 0 nur bestehen, wenn Ay = Ay = ... = X\, =0.
Die Verbindung dieser Begriffe liefert

Satz O.33 Es seien x,vy, z Vektoren im R3. Dafiir gelten
1. Die folgenden Aussagen a) und b) sind dquivalent:
a)rxy#0, b) x,y sind linear unabhingig.
2. Die folgenden Aussagen a), b) und c) sind dquivalent:

a) det(z,y,2) # 0,
b) Jedes u € R® besitzt eine eindeutige Darstellung als

U= A\x + py + vz.

¢) x,y, z sind linear unabhingig.

3. Im R3 sind je mindestens vier Vektoren linear abhéingig.

Beweis: Zu 1.: Dies ist die Aussage von Satz O.27,6..

Zu 2.: Da wir spéter im allgemeineren Rahmen diesen Sachverhalt untersuchen
werden, seien hier nur ein paar geometrische Uberlegungen dazu angestellt.

Wenn die det(z,y, z) # 0 ist, d.h. der aufgespannte Spat nicht zusammenklappt,
dann liegen die drei Vektoren x,y, z nicht schon in einer Ebene. Dann kann man
aber zu einem beliebigen Raumpunkt u den eindeutig bestimmten Spat bilden, der
u und 0 als Ecken hat und dessen Kanten parallel zu « bzw. y bzw. z sind. Daraus
hat man sofort eine Darstellung der Form v = Az + puy + vz, die iiberdies eindeutig
bestimmt ist.

Dann muf} aber auch die Darstellung der Null eindeutig sein, d.h. nur trivial méglich,
was die Eindeutigkeit liefert.

Schlieflich kénnen unabhéngige Vektoren nicht in einer Ebene liegen, somit ist ihr
Spat nicht ausgeartet und damit ihre Determinante # 0.

Zu 3.: Kommt spéter. O

Orthonormalsysteme und Drehungen im R3

Definition 0.34 (Orthogonalsytem, Orthonormalsystem) Drei Vektoren z1,
29, 3 € R3, von denen je zwei zueinander orthogonal sind, heifien ein “Orthogo-
nalsystem”. Sind sie zusédtzlich normiert, d.h. haben die Vektoren alle die Linge
|z;| = 1, so heifen sie ein “Orthonormalsystem”, abgekiirzt ONS.



0-16 O EIN VORKAPITEL

Satz und Definition 0.35 (Orientierung)

1. Bilden x1,22,23 € R3 ein Orthogonalsystem und sind alle # 0, so sind sie
linear unabhéngig.

2. Bilden sie sogar ein ONS, so ist ihre Determinante entweder +1 oder —1.
Ein ONS mit Determinante +1 heiit “positiv orientiert”, eines mit Determi-
nante —1 “negativ orientiert”.

Beweis: Zu 1.: Sei A\jx1 + Aoxo + Azxz3 = 0. Multiplizieren mit z; liefert
0= XA (x1,21) + Aa(@2, 1) + As{x3, 21) = A1 (21, 21),

sodaft also \; = 0. Analog zeigt man, dafi notwendig die anderen Koeffizienten
verschwinden.

Zu 2.: Da x1, z2, z3 linear unabhingig sind, haben wir eine Darstellung

T2 X T3 = )\1561 + )\2562 + )\3563.
Die Multiplikation mit xzo bzw. mit z3 liefert Ao = A3 = 0, sodafy x5 X x3 = A1 x1.
Da alle z; die Norm 1 haben und x5, x3 orthogonal sind, ist nach Satz 0.27, 4. auch

|ze X x3] = 1 und somit A; = 1. Schlieflich ist

det($1,$2,$3) = <$1,$2 X l‘g) = <$1,)\1$1> = )\1(1‘1,1‘1> = )\1 = +1.

O

Beziiglich eines ONS lassen sich die Vektoren im R? besonders einfach darstellen.
Satz 0.36 Sind 1,22, x3 € R? ein ONS, so gelten

1.y =({y,z1)z1 + (y,22)22 + (y, 23) 23,

2. |y|2 = <y,x1>2 + <ya 372)2 + (y,x3)2-
Beweis: Zu 1.: Da die z; ein ONS bilden, kann man jedenfalls y darstellen als

Yy = /\1501 + )\2562 + )\3563.

Bildet man das Skalarprodukt mit x;, so folgt sofort A\; = (y, z;).
2. erhélt man durch Multiplikation der Darstellung in 1. mit y. 0

Schauen wir nun noch kurz auf Drehungen im R3 !

Im Raum bilden die drei kanonischen Einheitsvektoren ej, es, e3 ein ONS. Dabei
spannen e, und es zusammen eine Ebene auf, auf der e; senkrecht steht. Denken
wir nun diesen Vektor e; als “Drehachse” und darum den ganzen Raum gedreht.
Dann stellen wir fest:

— Vektoren, die ganz in der ey, es - Ebene liegen, verhalten sich wie bei einer
ebenen Drehung.

— Vektoren, die in Richtung von e; zeigen, d.h. auf der Drehachse liegen, bleiben
unverandert,.

— Summen und Vielfache von Vektoren gehen in Summe bzw. Vielfaches iiber.

Sei nun x = &1e1 + &aez + Ezes ein beliebiger Vektor, dazu z’ = &le; + &hea + Ehes
der gedrehte. Wir setzen

y:=&er, y = Eler, 2= Een + Eze3, 2’ 1= Ehea + Ehes,
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€3

€2

Abbildung 3

sodaR = y + z und 2’ =y’ + 2’. Dann liefern obige Uberlegungen, daf y = 3’ und
dafs 2’ aus z durch eine ebene Drehung entsteht, d.h.

P \g) T \sing  cosp ) \&
Fithren wir nun sogenannte 3 x 3 - Matrizen ein:

Q11 Q12 (013
A=|an a2 a3 (aij €R, 4,5 =1,2,3.)
Q31 Q32 Q33

Wir erkléren die Operation Matriz x Spalte = Spalte analog zum zweidimensionalen
Fall durch

Q11 12 Qa3 &1 a11€1 + 1282 + 1383
Az = | a21 a2 a3 & | == | @211 + 228 + 2383
azr azz asz) \&3 a3181 + a32é2 + a3s3és

o011 12 13

=& oo | +& | a2 | +8& | o

a31 Q32 33

Merkregel: Mit “mal” im Sinne von Skalarprodukt gilt

erste Zeile mal Spalte = erste Komponente,
zweite Zeile mal Spalte = zweite Komponente,
dritte Zeile mal Spalte = dritte Komponente.

Mit dieser Schreibweise kdnnen wir dann das oben abgeleitete Ergebnis {iber unsere
Drehung um die e;-Achse folgendermafien notieren:

U
1 &
Ist 2’ = | & | der gegeniiber x = | & | um den Winkel ¢ um die e;-Achse gedrehte
3 &3
Vektor, so ist
& L0 0 &
=& | =(0 cosp —sinp| |&

& 0 sinp cosyp &3
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Die hier auftretende Matrix nennen wir wieder eine Drehmatrix. Sie hat hier eine
spezielle Gestalt, weil wir die Achse der Drehung als die Richtung unseres Einheits-
vektors e; genommen haben.

Fiir den allgemeinen Fall erkliren wir zunfichst wieder ein Produkt von Matrizen
folgendermafsen:

Sind A, B je 3 x 3-Matrizen, so sei die 3 x 3-Matriz AB erkldrt durch
(erste Spalte von AB) := A x (erste Spalte von B),
(zweite Spalte von AB) := A X (zweite Spalte von B),
(dritte Spalte von AB) := A x (dritte Spalte von B).

Ferner erkliren wir zu einer 3 x 3-Matrix A die “ransponierte Matriz” AT durch
Spiegeln an der Hauptdiagonalen, d.h.

T
C

a b
d e f =
g h

i

o o Q

d
e
f

S

Dabei werden also Zeilen zu Spalten und Spalten zu Zeilen.
Mit dem Skalarprodukt (z,y) in R3 gilt dann

Satz O.37 Bezeichnet a; die i-te Spalte von A und b ; die j-te Spalte von B, so
ist
<a.1,b.1> <a.1,b.2>
ATB = ((a,b)) = : .

Bilden also die Spalten von A ein ONS, so ist ja

1 i=j

(ai,az) =0dij = {0 oy

(das ist das sog. KRONECKER-Symbol) und damit also

ATA = (5;) =

O O =
o~ O

0
0
1

Damit kénnen wir nun die allgemeine Drehung im R? beschreiben.

Es sei a.1,a.2,a.35 ein ONS, wobei a1 in Richtung der Drehachse zeige. Die 3 x 3 -
Matrix A habe als Spalten gerade diese a ;.

Ein Vektor auf der Achse, also von der Form

T =101

bleibt bei der Drehung in Ruhe, ein Vektor in der a 5, a 3 - Ebene wird wie bei einer
ebenen Drehung verdndert, d.h.

r=E&as+E&asz i x i =(Eacosp —E3sinp)as + (E28inp + 3 co8@)as.
Damit gilt fiir einen allgemeinen Vektor

r=&ra1+6a0+E3a.3 — 2’ = &ra1+(& cos p—Essinp)a.o+ (&2 8in p+E3 cos p)a 3.
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Dies kann man schreiben als

&
r=A- 52 )
3
1 0 0 &1
=A-10 cosp —sinp|-|&
0 sinp cosy &3
1 0 0 &1
=A-|0 cosp —sinp| -AT- A [&
0 sinp cosyp &3
1 0 0
=A-|0 cosp —sing| AT .z
0 sing cosep

Damit haben wir

Satz O.38 Die Drehung im Raum um den Winkel ¢ wird beschrieben durch eine

Matrix der Form
1 0 0

R=A-|0 cosp —singp| AT,
0 sing cose

wobei die Spalten von A ein Orthonormal-System bilden, in dem die erste in Rich-
tung der Drehachse zeigt.

Das Umgehen mit Matrizen wird zu unseren stindigen Hilfsmitteln gehoren. Eine
wichtige Sichtweise sei deshalb kurz angesprochen:

Eine 3 x 3 Matrix A generiert durch die Vorschrift x — y := Ax eine Abbildung des
R3 in sich, die also jedem Vektor z sein “Bild” y := Az zuordnet und fiir die man
leicht die folgenden Eigenschaften nachrechnet:

Satz Q.39 Fiir alle z,y € R3, \, u € R ist
A(dz + py) = Mz + pAy.

Wir sagen dalfiir auch, die von A vermittelte Abbildung ist “linear” oder ein “Homo-
morphismus”.

Ferner gilt wieder
Die Spalten sind die Bilder der Einheitsvektoren!

Die komplexen Zahlen C
Im R2 haben wir die Addition

(51) n (771) _ (51 +771)
& 72 Ea+m2 )’

Wir koénnen hier noch eine weitere Operation erkldren, die wir “Multiplikation”

nennen, indem wir setzen
§)  (m\ _ (§am — &
&2 n2) \&m+&m)’
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Fiir die kanonischen Einheitsvektoren e; = ((1)) ,€9 = ((1)

) ist dann

€1-€1 =¢€1, €1-€2 =€3 €1 = €2, €262 = —€7].

Durch simples Nachrechnen {iberzeugt man sich von folgenden Eigenschaften dieser
Multiplikation:

Die Multiplikation ist assoziativ, d.h. (x-y)-z=z- (y - 2).
— Die Multiplikation ist kommutativ, d.h. z -y =y - x.

— Es gilt das Distributivgesetz (z +y) - z=2-2+y -z

Der Vektor e; ist das “Einselement”; d.h. fiir jedes z ist e; -z =z - €1 = x.

Damit haben wir fiir den R? mit diesen beiden Operationen schon fast alle Eigen-
schaften beisammen, die wir fiir die reellen Zahlen R in Fakt O.1 notiert hatten.
Was uns noch fehlt, ist das Dividieren.

Dazu fithren wir zundchst noch eine weiter Operation ein, das sogenannte “Konju-
gieren”:

Zu einem Vektor

T = (?) =&1e1 + e
2

sei T der Vektor, dessen zweite Komponente mit —1 multipliziert ist, also

T = (%2) =¢&1e1 — &ren.

Man nennt = den zu z “konjugierten ” Vektor. Diese Operation des Konjugierens
vertragt sich, wie man leicht nachrechnet, mit dem Addieren und dem Multiplizieren
in folgendem Sinne:

Satz O.40 Es gelten die Rechenregeln
1. x2+y=7+7Y,

2T y=7-Y9,
3.T=1z
4. Mit |z)? := & + & ist v - T = |z]%ey.

5. Schlieflich ist T = x genau dann, wenn in dem Vektor x = <§1) die zweite
2

Komponente &5 = 0 ist.
Nun ist fiir z # 0 auch |2|? # 0 und damit

1 _ 1
x - (Wx) = W|x|2el =e;.

Damit ist fiir ein beliebiges y dann auch

1
v (—zT-y)=e-y=y,
|[2

sodafl wir also in )

eine und zwar die einzige Losung von x - u = y gefunden haben.
Damit haben wir
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Definition und Satz 0.41 Fiir den R? mit den beiden Operationen + und - gel-
ten alle Figenschaften, die wir fiir die reellen Zahlen R in Fakt O.1 notiert hatten.
Wir nennen die so gewonnene Struktur den “Kérper C der komplexen Zahlen”.

Als iibliche Schreibweise notiert man statt

T = (?) =&1e1 + &6
2

einfach
x =& +1i&, (wobei natiirlich die £1,&3 € R,)

speziell also fiir ey einfach 1 und fiir e einfach i. Es ist dann

1-1=1,11=¢-1=4,72-1=—1.

7

Man nennt
— die Zahl i die “imaginédre Einheit”,
— die Zahl Re(z) := & = (2 + T) den “Realteil” von x und

die Zahl Im(z) := & = 5-(z — T) den “Imagindrteil” von z,

— die Zahl |z| := /(€ + &3) = Vx - T den “Betrag” von x.

Das Konjugieren macht aus © = & + i &2 die zu = “konjugiert komplexe” Zahl

T=£& —1&.

Es ist zweckmifig, die Vorstellung von dem Bereich der komplexen Zahlen als der
reellen Ebene mit den oben eingefiihrten Operationen durchaus zu behalten. Man
spricht in diesem Zusammenhang von der GAUSS-schen Zahlenebene und nennt die
e1- Achse die reelle, die ex-Achse die imaginére Achse. Komplexe Zahlen, die auf der
rellen Achse liegen, addieren und multiplizieren sich wie reelle Zahlen. Wir nennen
sie deshalb auch kurz reell. Komplexe Zahlen auf der imagindren Achse heifsen “rein
imaginér”.

Behalten wir die Anschauung der GAUSS-schen Zahlenebene noch etwas bei. Der
Betrag |x| der komplexen Zahl x ist ja nach dem Satz des PYTHAGORAS gerade die
gewohnliche Linge des Vektors x. Die komplexen Zahlen mit dem Betrag 1 liegen
also alle auf dem (Einheits-)Kreis mit Radius 1 um den Nullpunkt und jede solche
Zahl kann man also mit einem wohldefinierten Winkel ¢ mit 0 < ¢ < 27 darstellen
als

E(p) =cosp+isinp.

Dabei ist ¢ der Winkel zwischen der reellen Achse und dem Vektor E(yp).
Dafiir ist

E(p) - E(1) = (cosp +isin) - (cosp + isin))
= (cos p cos 1) — sin psin 1)) 4 i(cos @ sin Y + sin p cos )
= cos(p + ¢) + isin(¢ + )
=E(p+¢).

Nun kann man komplexe Zahlen stets schreiben als

z=lz|-E(p), y=Iyl-E®)

und erhalt dafiir dann

oy =lz|- |yl E(p) - E®) = |z| - |y| - E(p + ).
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Durch die Multiplikation mit 2 wird die komplexe Zahl y (als Vektor) also in der
GAUss-schen Zahlenebene um den zu x gehorigen Winkel ¢ gedreht und um den
Faktor |z| gestreckt.

Die Multiplikation mit komplexen Zahlen ist also geometrisch eine Drehstreckung.

Die eben abgeleiteten Eigenschaften der Multiplikation erlauben es, die aus dem
Reellen bekannte Exponentialfunktion

Rozxz—e*eR

in das Komplexe fortzusetzen, wo sie an vielerlei Stellen als praktisches Hilsfmittel
verwendbar ist. Fiir sie gilt bekanntlich

=1

etV = e . €Y fiir beliebige x,y € R, und speziell

7

e’ et =1.
Wir erkldren nun fiir komplexe Zahlen

Definition 0.42 Fiir x = p + iw sei
e” 1= e = el . B(w) = e’ - (cosw + isinw).

Die dadurch definierte Funktion C 5 x — e® € C heifit die “komplexe Exponential-
funktion”.
Speziell ist darin enthalten die sog. EULER-Formel

e = cosw + isinw.

In dieser Definition haben wir bei dem Term e” die reelle Exponentialfunktion
benutzt.

Untersuchen wir diese Festsetzung etwas niher:

Ist « reell, d.h z = p,w =0, so ist wegen F(0) =cos0+isin0=1+4i-0=1 dann
et =ef.

Fiir reelle z stimmen also die alte und die neue Exponentialfunktion iiberein, wir
setzen nur die alte Funktion fort auf komplexe Argumente.

Ist x = p+iw, y = 0 + 1y, so ist

e*-e¥=e” - Ew)-e’ - E(p)
:ep+a E(w_i_gp)

sodafs auch hier die bekannte Funktionalgleichung gilt. Insbesondere ist wieder, also
auch fiir komplexe Werte von x

el et =1.

Geht man schliefflich von x {iber zu 7, dndert man also das Vorzeichen des Ima-
ginérteils w von z, so dndert man auch das Vorzeichen von sinw und damit das
Vorzeichen des Imaginérteils von e*. Wir fassen dies zusammen zu

Satz 0.43 Fiir die ins Komplexe fortgesetzte Exponentialfunktion

T =ptivs e’ i=eftW = e’ . B(w) = e - (cosw +isinw).
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gelten
V=1
THY — oT . oY
1
w1
e ==
e” = ¢z,

Man erhélt damit iiber die EULER-Formel etwa
Fakt O.44 Fiir w € R ist

cosw = — (e + ™),

—_ N =

sinw = —(e™ — e™™).

Aus der Schule ist bekannt, daf die reelle Exponentialfunktion stetig und sogar
beliebig oft stetig differenzierbar ist, wobei sich bei der Ableitung die urspriingliche
Funktion im wesentlichen wieder reproduziert. Genauer gilt:

Ist a € R, so ist die fiir alle reellen Werte von ¢ erkliarte Funktion

R3St f(t):=e” €R
differenzierbar mit der Ableitung
) = ae"

Dieselbe Aussage kénnen wir nun fiir die kompleze Exponentialfunktion herleiten.
Fiir eine komplexe Zahl a = o + i0 und reelles t ist a - t = at + 4t und somit

et = e - B(ft) = e - (cos(Bt) + isin(t)).

Diese Funktion ist also zusammengesetzt aus der reellen Exponentialfunktion und
den reellen Funktionen cos(5t) und sin(5t). Letztere haben bekanntlich die Ablei-
tungen

(cos(Bt)) = —pBsin(Bt), (sin(Bt)) = Beos(Bt).
Dann ist aber nach der Produktregel beim Ableiten:

(ea't)’ = (ae”‘t) - (cos(Bt) + isin(Bt)) + e - (—Bsin(Bt) + iBcos(Ht))
“[(acos(Bt) — Bsin(Bt)) + i(asin(Bt) + [ cos(Bt))]
(a +i3)e™ (cos(Bt) + i sin(Bt))
a+i ) 6(0¢+i5)t

=q - a-

('b

Wir haben damit auch fiir die komplexe Erweiterung der Exponentialfunktion die
altbekannte Ableitungsformel erhalten:

Satz 0.45 Fiir jede komplexe Zahl a € C ist die fiir alle reellen Werte von t erklirte
Funktion
R3¢t f(t):=eeC

differenzierbar mit der Ableitung

f'(t)=a-e™.
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Bekanntlich ist cos 2w = 1, sin 27 = 0 und damit
2mi i

2™ = 2™ = cog 2r + isin 27 = 1.

Ferner bekommt man aus Satz 0.43 fiir beliebige x € C

und damit allgemeiner fiir natiirliche Zahlen & :

b — prbde — ot L% = (ez)k.

e
Dann ist insbesondere auch
e27rzk _ (627”) _ 1k -1

und dann auch fiir natiirliche Zahlen n, k

27 n 27i ;
(6" k) — nk:eQﬂ'lkJ::L

Zu festem n sind fiir k = 0,1, ...,n — 1 diese n komplexen Zahlen paarweise verschie-
den und bilden auf dem Einheitskreis gerade die Ecken eines regelméfigen n-Ecks.
Wir haben somit

Satz 0.46 Fiir jede natiirliche Zahl n und jedes k = 0,1,...,n — 1 ist

2mi k

§p i =en

eine Lésung von ™ = 1, d.h. es ist (&)" = 1.
Man nennt &, eine “n-te Einheitswurzel”.

Einige Grundbegriffe und Notationen

Als Grundlage fiir das Weitere miissen wir uns iiber einige Grundbegriffe und No-
tationen verstandigen: Dabei mufs manches jetzt noch auf einem unprézisen naiven
Standpunkt bleiben und kann erst spater oder im Rahmen dieser Vorlesung iiber-
haupt nicht exakt begriindet werden.

Ein zentraler Begriff ist der der Funktion oder Abbildung, wobei in weiten Teilen
der Mathematik beide Namen fiir den selben Begriff verwendet werden. Zu einer
Funktion f gehoren

— ein Definitionsbereich D(f), der alles enthélt, was abgebildet werden kann,

— ein Bildbereich B(f), der sagt in welchen Bereich ich denn etwas abbilden will,
und schlieflich

— eine Vorschrift D(f) 3 x — y := f(z) € B(f), die angibt wie die Zuordnung
von den Elementen = € D(f) zu Elementen y € B(f) konkret geschieht.

Hierbei darf also jedem x € D(f) immer nur genau ein y € B(f) zugeordnet werden,
allerdings diirfen mehrere = dasselbe y € B(f) bekommen.
Wir sehen zwei Funktionen f und ¢ als gleich an, wenn sie

— den selben Definitionsbereich haben, also D(f) = D(g) ist, und

— auf dem gemeinsamen Definitionsbereich die Abbildungsvorschriften tiberein-
stimmen, d.h. f(z) = g(z) fiir alle z € D(f).
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Mit der Schreibweise
fiX =Y, oo f(x)

bringen wir zum Ausdruck, dafs X = D(f), also der Definitionsbereich ist, ferner
daf alle Funktionswerte in Y liegen, und dafs — die konkrete Zuordnungsvorschrift
angibt. Etwa

f:N—=R, z— +x.

Zwei Funktionen f : X — Y und ¢ : Z — W kann man zusammensetzen indem
man sie hintereinander ausfiihrt, d.h. zuerst z — f(x) und dann diesen Wert un-
ter g abbildet, also f(z) — g¢(f(x)). Damit das gut geht, muf stets f(z) in dem
Definitionsbereich von g liegen, was durch Y C Z gesichert ist.

Unter dieser Voraussetzung erhalten wir dann die Funktion

gof: X =W, az—(gof)(x):=g(f(x)).
Wir nennen eine Funktion f: X — Y
— surjektiv, wenn es zu jedem y € Y ein x € X gibt, sodaf f(z) =y,

— injektiv, wenn zu je zwei verschiedenen Argumenten 7 # x2 aus X auch die
Funktionswerte verschieden sind, d.h. f(x1) # f(x2),

— bijektiv, wenn f sowohl injektiv wie auch surjektiv ist.

Als Definitionsbereich und als Bildbereich einer Funktion benutzen wir Mengen,
worunter wir die Zusammenfassung von mathematischen Objekten, den Elementen
der Menge, zu einem neuen Objekt, eben der Menge verstehen. Wir beschreiben
eine Menge indem wir explizit oder implizit angeben, welche Elemente sie hat. —
Bei diesem Vorgehen hat man sich zwar vor einigen logischen Fufsangeln zu hiiten,
iiber die man ndheres in einer Vorlesung iiber Mengenlehre erfahren konnte, die
aber fiir uns keine wichtige Rolle spielen werden, sodaf wir hier darauf nicht weiter
eingehen. —

Zwei Mengen sind gleich, wenn sie die selben Elemente haben.

Beispiel: Die Mengen X = {1,2,3} und Y = {3,1, 3,2} sind gleich. Da sie nur
endlich viele Elemente haben, nennen wir sie endliche Mengen. Eine Menge, die gar
kein Element besitzt, nennen wir die leere Menge, und wird mit () bezeichnet.
Beispiele unendlicher Mengen, d.h. von Mengen mit unendlich vielen Elementen
sind etwa die Zahlbereiche

— N, die natiirlichen Zahlen,
— Z, die ganzen Zahlen,

— @, die rationalen Zahlen,

— R, die reellen Zahlen und

— C, die komplexen Zahlen.

Ist = ein Element der Menge X, so notieren wir € X, die Negation davon, also,
daf x kein Element von X ist, als = ¢ X.

Solche Terme wie x € X, x ¢ X sind Beispiele von Aussagen, die wahr oder falsch
sein koénnen.

Sind A und B Aussagen, so konnen wir daraus neue Aussagen bilden, etwa

— AN B, gelesen A und B. Sie ist genau dann wahr, wenn sowohl A als auch B
wahr sind.
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— AV B, gelesen A oder B. Sie ist genau dann wahr, wenn mindestens eine der
beiden Aussagen A oder B wahr ist.

— A, gelesen non A oder nicht A. Sie ist genau dann wahr, wenn A falsch ist.

Benutzen wir dies gleich, um aus gegebenen Mengen neue zu machen. Wir kénnen
etwa fiir Mengen X,Y bilden

XUY:={z | (z€X)V(zeY)}, die Vereinigung,

- XNnY:={z | (z€X)A(z€Y)}, den Durchschnitt,

- X\Y:={z | (€ X)AN(2¢Y)}, die Differenz,

- XxY:={z=(zy) | (xe€X)A(yeY)}, das Produkt.

Vereinigung, Durchschnitt, Produkt lassen sich in naheliegender Weise auf mehr als
zwei Mengen ausdehnen.

Gehort jedes Element von X auch zu Y, so nennen wir X eine Teilmenge von Y
und Y eine Obermenge von X und notieren dafiir

XcCY.

Will man ausdriicken, daff X eine echte Teilmenge von Y ist, d.h., daft die Teilmenge
nicht schon die ganze ist, so schreibt man

Xgv

Unter Benutzen der Symbole < fiir logische Aquivalenz und = fiir logische Impli-
kation, kdnnen wir die oben umgangssprachlich formulierte Teilmengenbeziehung
auch schreiben als

XcY)e(zeX)=(zeY)).

Schlieflich fiihren wir noch sog. Quantoren ein, d.h. Symbole fiir “es gibt..” etc.
Ist X eine Menge, A(z) eine Aussage, die fiir Elemente « € X sinnvoll ist, d.h. fiir
jedes solche Element entweder wahr oder falsch ist, so notieren wir

— VaexA(z) & Fir alle x € X ist die Aussage A(z) wahr,

— JrexA(x) &= Es gibt ein x € X (evtl. auch mehrere), fir das die Aussage
A(x) wahr ist,

— jzeXA(a:) & Es gibt genau ein x € X, fiir das die Aussage A(x) wahr ist,

Wir werden diese logischen Zeichen ab jetzt benutzen und so nebenbei handhaben
lernen.

Sie kennen inzwischen Mengen und Funktionen. Aus einer Menge A haben wir die
Menge A x A gebildet, die aus allen Paaren (a1, a2) von Elementen aus A besteht.
Bei diesen Paaren braucht man nicht stehenbleiben, man kann Tripel, Quadrupel,...,
allgemein n-tupel von Elementen von A bilden:

A" :={(a1,a2,...an) | a;€A,i=12,.,n}

Dabei hat man (a1, as, ..., ay,) und {aq,ag, ..., a,} sauber zu unterscheiden. Es sind
(a1, a2, as...,a,) und (as, a1, as, ..., a,) verschiedene Tupel (sofern nicht gerade a; =
as ist), wahrend die Mengen {a1,as,as...,a,} und {as,a1,as,...,a,} ja dieselben
Elemente haben, also gleich sind.
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Bei den n-tupeln interessieren also nicht nur die vorkommenden Elemente, sondern
auch deren Anordnung in eine Liste.

Wenn wir also etwa das 4-tupel (7,1,3,7) € N* betrachten, so bedeutet dies:

An der ersten Stelle kommt 7, an der zweiten Stelle 1, an der dritten Stelle 3 und
an der vierten Stelle wieder 7. Das kann man auch lesen als eine Kurzform der
Abbildung

fi{1,2,3,4} > N: f(1) =7, f(2)=1,f3)=3,f(4) =T
Allgemein konnen wir also ein n-tupel (a1, as, ..., a,) € A™ lesen als eine Funktion

fA{L2,..,n} = A: f(1) = a1, f(2) = a2, ..., f(n) = a,.

Da es aber bequemer ist, das Tupel hinzuschreiben als die ganze Funktion zu erkla-
ren, haben die Mathematiker diesen Begriff des Tupels im Hinblick auf bestimmte
Verwendungen noch etwas verallgemeinert zur Familie:

Fiir eine Funktion f : I — A, i — a; := f(i), @ € I schreibt man dann auch kurz

(ai|i€I),

nennt dies eine Familie von Elementen von A mit der Indexmenge I.
Ist J C I, also eine Teilmenge, so nennt man

(ai|i€J),

eine Teilfamilie von (a; | ¢ € I), wobei in beiden Fillen demselben Index i € J
derselbe Wert a; zuzuordnen ist.

Zwei Spezialfille, die etwas spitzfindig klingen, sich aber gelegentlich als sehr niitz-
lich erweisen, seien extra erwahnt:

— Fiir I = () erhalten wir die leere Familie,

— ferner kann man jede Menge X iiber [ := X, A:=X,f:2— z,dh. f =idx
als Familie (z, | € X) auffassen.

Soweit dieses Vorkapitel.

Und eine letzte Vorbemerkung:

Fragen Sie, wenn etwas unklar ist!
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