Z-1

Z Zahlen, Zahlen-Folgen und -Reihen
Zahlen

Bisher haben wir die reellen Zahlen R (bzw. die komplexen Zahlen C) fast aus-
schliefslich als Korper betrachtet. Dieser Standpunkt reicht fiir die Analysis nicht
aus. Wesentlich kommen bei R hinzu Eigenschaften, die sich auf die Anordnung
(“grofker”, “kleiner”) beziehen.

Eine Relation R in einer Menge A ist eine Teilmenge R C A x A. Fiir (a,b) € R
schreibt man auch aRb oder benutzt suggestive Zeichen, wie =, <, <, ...

Definition Z.1 Eine Relation < auf einer Menge A heifit eine “Ordnungsrelation”
oder kurz “Ordnung”, wenn die folgenden Aussagen 1. bis 3. gelten:

1. Es ist stets a < a, d.h. < ist reflexiv.

2. Fiir alle a,b € A folgt aus a < b und b < a, dal a = b, d.h. < ist antisymme-
trisch.

3. Fiir alle a,b,c € A folgt aus a < b und b < ¢, dafs auch a < ¢, d.-h. < ist
transitiv.

Gilt zudem

4. Fiir alle a,b € A ist a < b oder b < a, so heifst die Ordnung “vollstindig” oder
“total”.

Wir lesen a < b als “a kleiner oder gleich ¥’ bzw. synonym als “b grofier oder gleich
a”. b > a ist gleichbedeutend mit a < b, ferner stehen b > a und a < b beide fiir
(a < bund a #b).

Die aus der Schule wohlbekannten Ordnungsrelationen auf N,Z,Q,R sind solche
totalen Ordnungen, wobei jeweils die néchste die vorhergehende fortsetzt.

Auf den natiirlichen Zahlen N = {0, 1, ...} ist diese Ordnung sogar eine “Wohlord-
nung”, d.h.

Satz Z.2 Jede nichtleere Teilmenge M C N enthélt ein kleinstes Element.

(Einen Beweis kann man nur {iber eine axiomatische Begriindung der natiirlichen
Zahlen fithren und die schenken wir uns.)
Hieraus ergibt sich als wichtiges Beweisprinzip:

Satz Z.3 (Vollstindige Induktion) Es sei ng € N und fiir alle n > ng seien
A(n) Aussagen, fiir die gelten

1. A(no) ist wahr (“Induktionsanfang”)

2. Vn > ng gilt: Ist A(n) wahr, so auch A(n + 1) (“Induktionsschritt”).
Dann ist A(n) wahr fiir alle n > ny.
Beweis: Sei M := {n > ng, A(n) ist falsch.}
Ist M = (), so ist unsere Behauptung gezeigt.
Wire M # (), so gébe es in M ein erstes Element nq, fiir das also A(n;) falsch und
dabei ny > ng. Da A(ng) wahr ist, wire sogar dann n; > ng und damit auch noch
n1 — 1 > ng. Nun ist ja n; das kleinste Element von M, also wire notwendig dann

A(ny — 1) wahr, folglich nach dem Induktionsschluff auch A(n;) wahr, was einen
Widerspruch gibt. d

Mittels des Induktionsprinzips erhélt man beispielsweise folgende Ergebnisse:

o Y i=1+2+.. +n="20H
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* Z?:1(2i_1):1+3+...+(2n—1):n2.

e Mit 0! :=1,n!:=1-2-...-n=:][—, 4, (fiir n > 1), man liest dieses Symbol

=1

als “n-Fakultat”, setze fiir k,n € N :

<n> __ n(n=1):..-(n=k+1)

k) Rn—k) 1-2- .. -k

Dies sind die sogenannten “Binomialkoeflizienten”, gelesen “ n iiber k ”. Fiir
sie gelten etwa:

(-6 () - ()

sowie die allgemeine “Binomialformel”

n n -
@+y)" =Y (k)w’“y" k.
k=0
o " — yn — (33 _ y)(xn—l + xn—2y + an_3y2 + ..+ J?yn_l + yn—l)-
(Den Schluf von n auf n + 1 mache man iiber

"yt =gt — 2y 2y — Yy = (2 —y)a" 4 (2" -y )y = )

Diese Anordnung auf N, Z, Q, R vertragt sich mit den arithmetischen Operationen.
Satz Z.4 Die Ordnungsrelation < auf R ist eine totale Ordnung, mit der fiir alle
a,b,c € R gelten

1. Ausa <bfolgt a+c<b+c¢ (Monotonie der Addition).

2. Ausa <bundc >0 folgt ac < bc (Monotonie der Multiplikation).

Man nennt deshalb R einen “angeordneten” Korper, der iiberdies “archimedisch” ist,
d.h. fiir den gilt

3. Zu jeder reellen Zahl a > 0 existiert eine natiirliche Zahl n mit a < n.

Letzteres kann man natiirlich verschirfen zu

Zu jeder reellen Zahl a existiert eine ganze Zahl n mit n —1 < a < n.

Dafiir schreibt man auch
n=[a]l :=min{m €Z|a<m}, gelesen: “Minimum”,
bzw.
la] :=max{m € Z | m <a}, gelesen: “Maximum”.

Aus Satz Z.4 ergeben sich eine Reihe von Rechenregeln, die wir dauernd nutzen
werden
Satz Z.5 Fiir a,b,c,d € R gelten

1. Ausa<bfolgta+c<b+ec.

2. Aus a < b und c > 0 folgt ac < bc.
3. Ausa<bundc<dfolgta+c<b+d.



Zahlen 7-3

4. Aus a < b folgt —a > —b, speziell gelten
aus a <0 folgt —a > 0,
aus a > 0 folgt —a < 0.

5. Aus a < b und ¢ <0 folgt ac > be, speziell
aus a > 0 und ¢ < 0 stets ac < 0.

6. Es ist a> > 0, speziell 1 =12 > 0.
7. Ausa >0 folgt 1 >0, aus 0 <a < b folgt § < L.

Schliefslich notieren wir noch zwei Aussagen, die sich aus der Eigenschaft “archime-
disch” ergeben:

Satz 7.6

1. Zu jeder reellen Zahl x € R und jedem n € N gibt es eine rationale Zahl q mit
0<g—z< %

2. Gilt fiir ein reelles a € R, daf fiir alle n € N stets 0 < a < %, so ist a = 0.
Beweis:
1. Mit p := [nz] ist 0 < p — nx < 1 und mit ¢ := £ folgt die Behauptung.

2. Ist a > 0, so ist 1 definiert und > 0 und damit n := [1] + 1 eine natiirliche
Zahl > 1. Fiir sie ist nach Satz Z.5.7 auch 1 < a im Widerspruch zur Vor-
aussetzung. O

Die komplexen Zahlen C lassen keine solche Anordnung mehr zu, da i> = —1 nicht
mit Satz Z.5 vereinbar ist.

Wir bezeichnen fiir x € R

2] T firx>0
x| =
—r firxz <O

als “Betrag” von x. Offenbar ist |z| = max{x, —x}. Ferner gelten

Satz Z.7
L | —a| =z,
2. |z| >0, =0, genau fiir x =0,
3. |zyl = |2| - |yl, || = {4, sofern y #0,
4. [z = |yl | < |z +y| < |=] + |yl, speziell |z —y| = |2| — |y|.

Im n#chsten Abschnitt werden wir zeigen, daf es zu jeder nicht negativen reellen
Zahl eine Quadratwurzel gibt. Damit ist fiir komplexe Zahlen z = u + iv (u,v € R)

der “Betrag”
lz| :== Vu?+ v?

wohldefiniert.

Zusatz 7.8 Auch fiir den Betrag in C gelten die Regeln von Satz Z.7.

Wir stellen noch eine wichtige Ungleichung bereit:
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Satz Z.9 (BERNOULLIsche Ungleichung)
FirzxeR,>—-1,#20und n € N n > 2 ist

(1+z)">1+nz.

Beweis: Fiir n =2 hat man (1+2)?> =1+ 2z +2? > 1 + 2z, wenn z # 0.
Fiir den Schluf von n auf n 4+ 1 rechnet man

A4+z)"™ =1 +2)"1+2)> 1 +n2)(1+2z) =14+ (n+ 1D+ na?
>14+ (n+1)a.

O

Die oben benutzte Existenz der Quadratwurzel folgt aus einer viel umfassenderen
Eigenschaft der reellen Zahlen, der sogenannten “Vollstandigkeit”, die wir nun an-
gehen. Dazu brauchen wir

Definition Z.10 Eine Teilmenge A C R oder A C C heifst “beschrinkt”, wenn es
eine Zahl s € R gibt, soda# |a| < s fiir alle a € A.

Eine Teilmenge A C R heikt “nach oben beschrinkt”, wenn es eine Zahl s € R gibt,
sodaf a < s fiir alle a € A. Die Zahl s heifit dann “obere Schranke” fiir A.

Analog erkldrt man untere Schranken.

Beachten Sie, dafs solche Schranken nicht in der Menge A selbst zu liegen brauchen.
Eine Zahl ¢ € R heift “Supremum” oder “kleinste obere Schranke” von A, geschrie-
ben sup A, wenn

1. ¢ obere Schranke von A ist und
2. ¢ < s fiir jede obere Schranke s von A.

Analog erklart man das “Infimum” oder die “grofste untere Schranke”, notiert als
inf A.

Beide Grofen inf A und sup A gehéren im allgemeinen nicht zu A.
Liegt das Supremum von A sogar in A, dann heift es “Maximum”, geschrieben
max A, entsprechend wird das Infimum zum “Minimum”, geschrieben min A.

Satz Z.11 (Vollstéindigkeitsaxiom) Fiir die reellen Zahlen R gilt die folgende
Eigenschaft der “Vollstindigkeit”:

Zu jeder nicht leeren, nach oben beschrinkten Menge A C R gibt es ein Supremum,
zu jeder nicht leeren, nach unten beschrinkten Menge A C R ein Infimum.

Zum praktischen Handhaben dieser Begriffe hilft der folgende

Satz Z.12 In R sind dquivalent:
1. ¢ =sup A und
2. (a) Ist x > ¢, soist © ¢ A,
(b) aber zu jedem ¢ > 0 gibt esein a € A mit c —e < a < ¢;
bzw. analog
3. d =inf A und
4. (a) Isty<d, soisty ¢ A,
(b) aber zu jedem ¢ > 0 gibt esein a € A mitd < a < d+e.
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Beweis: Sei ¢ = sup A : Dann ist ¢ obere Schranke, somit gilt (a). Ware (b) falsch,
so gébe es ein ¢y > 0, sodaf in A kein Element > ¢ — ¢ 1dge. Dann wiren allea € A
schon < ¢ — ¢y und damit auch ¢ — ¢y eine obere Schranke, im Widerspruch zur
Definition von ¢ als Supremum.

Es gelte 2.: (a) liefert, daf alle a € A schon < ¢ sind, sodaf ¢ eine obere Schranke

’
c—c

ist. Wiare ¢’ < ¢ noch eine kleinere obere Schranke, so folgte aus (b) mit € := <5
ein Widerspruch. O

Wir verabreden noch folgende

Bezeichnungen Z.13 Es seien a,b € R mit a < b. Dann sei

[a,b] :={x e R|a<x<b}
[a,b) :={x € R|a<x<b}
(a,b] :={x €eR|a<x<b}

(a,b) :={r € R |a < x < b}.

Man nennt [a, b] ein “abgeschlossenes”, (a,b) ein “offenes Intervall” und die anderen
beiden “einseitig offene Intervalle”. Man schreibt auch abkiirzend

Rsq:=la,00):={z €R |z >a}

und analoge Bildungen; hier spricht man von “uneigentlichen” Intervallen.

In der komplexen Ebene C nennen wir fiir o € C und r € R, r > 0 die Menge
K(xg,r) :={x €C; |z —xzo| <7}

die “offene Kreisscheibe” um xy mit Radius r, die Menge

K(zo,r) :={z € C; |z —xo| <7}

die “abgeschlossene Kreisscheibe” um xy mit Radius r.

Ein offenes Intervall (xg — €,x0 + €) in R bzw. eine offene Kreisscheibe K (zg,¢€) in
C heifst eine “e-Umgebung” von x.

Eine Menge A C R oder A C C heifst “offen”, wenn sie mit jedem Punkt x( auch eine
e-Umgebung von x( enthilt. Sie heiit “abgeschlossen”, wenn sie Komplement einer
offenen ist. Eine beschrinkte und abgeschlossenen Menge heifst auch “kompakt”.

Etwa mittels der Dreiecksungleichung bekommt man

Satz Z.14 Ein offenes Intervall in R oder eine offene Kreisscheibe in C sind selbst
offene Mengen, ein abgeschlossenes Intervall in R oder eine abgeschlossene Kreis-
scheibe in C sind ist auch abgeschlossen im Sinne der zuletzt gegebenen Definition,
ein Intervall [a,b] mit a,b € R ist kompakt.

Zahlenfolgen

Definition Z.15 Eine “Folge von Elementen einer Menge M” ist eine Abbildung
von N nach M: n — a,,. Schreibweisen dafiir sind

(an)nen, (an)n, oder einfach (a).

Liegt die Menge M in den reellen oder komplexen Zahlen, so spricht man von einer
reellen oder komplexen “Zahlenfolge”.

Wir behandeln zunédchst nur Zahlenfolgen, die im allgemeinen komplex sein diirfen.
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Definition Z.16 Eine Zahl a heifit “Grenzwert” der Folge a,,, wenn gilt:

ve>0 HnOEN anng(e) |a7l - Cl| <e
Man schreibt dafiir

a, — a oder a= lim a, oder a =lim a, oder sehr schlampig a =lima,,.

(n—»oo) n—00 n

Eine Folge heifst “konvergent”, wenn sie einen Grenzwert besitzt, eine Folge mit
Grenzwert 0 heift “Nullfolge”.

Etwa (1), (5), (¢") fiir |¢| < 1 sind Beispiele fiir Nullfolgen.

Ein wichtiger Konvergenzsatz lautet

Satz Z.17 (Vergleichskriterium) Ist (a,) eine Zahlenfolge und a eine Zahl, so-
dafs mit einer Nullfolge (e,,) fiir alle n € N gilt

lan, —al| < ep,
so ist a = lim a,,.

Beweis: Zu e > 0 existiert ein ng, sodaf fiir alle n > ng gilt, daf |e,—0] = | €, | < €.
Dann ist aber auch |a, —a| < |e, | < ¢, was die Konvergenz zeigt. O

Satz Z.18 Eine konvergente Folge besitzt genau einen Grenzwert.

Beweis: Sind nidmlich ¢ und o’ Grenzwerte von (a,), so ist fiir beliebiges e > 0
und jedes n > ng(e)

la—d|=|la—an+a,—d|<|a—ay|+|a, —d'|<e+e=2e

Dann muf aber nach Satz Z.6 schon a —a’ = 0 sein, d.h. a = d. O

Definition Z.19 Eine Zahlenfolge (ay) in R heifit “monoton wachsend”, wenn fiir
alle n € N stets a,, < ap41 ist.

Ist sogar stets a,, < an+1, S0 redet man von “streng monoton wachsend”.

Analog erklirt man “monoton fallend” bzw. “streng monoton fallend”.

Satz Z.20 Die reelle Folge (ay) sei beschrdnkt und monoton wachsend. Dann ist
sie konvergent und es gilt

an — sup{ay, az, ...}.

Analog konvergiert eine monoton fallende beschrénkte Folge gegen dasinf{ay, as, ...}.

Beweis: Die Folge sei monoton wachsend. Das Supremum a := sup{as,as, ...} exi-
stiert, da die Folge beschrankt ist. Nach Satz Z.12 ist dann

— fiir jedes n € N stets a,, < a, und ferner
— gibt es zu jedem € > 0 ein ng, sodak a — € < an, < a.

Wegen der Monotonie ist dann fiir jedes n > ng auch a — € < an, < a, < a, somit
fiir n > ng auch |a, — a| < ¢, was die Konvergenz zeigt. O

Uber R und {iber C kénnen wir die Konvergenz, d.h. die Existenz eines Grenzwertes
auch aus der sog “CAuCHY-Bedingung” schliefen:
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Definition Z.21
Eine Folge (ay,) heifit “CAucHY-Folge” oder “CAuCHY-konvergent”, wenn gilt

ve>0 3noel\lvn,mzm| Ay — Qm | < €.
Satz Z.22 Jede konvergente Folge ist CAUCHY-Folge.
Beweis: a,, — a bedeutet,
Ves0 InoeNVnsn, | an — a| < e.
Wiéhle ¢, dazu ng so, dak |a, —a| < § fiir n > ng. Dann ist fiir n,m > ng :

€

€
|an*am|§|an*a|+|afam|<54r — €.

2
O
Satz Z.23 Jede CAUCHY-Folge ist beschriankt.
Beweis: Bestimme ng zu € := 1. Dann ist fiir n > ng :
|an —any | <1, d.h. |an| <|an, |+ 1.
O

Damit folgt die zentrale Aussage

Satz Z.24 In R ist jede CAUCHY-Folge konvergent.

Beweis: Es sei (a,) eine CAUCHY-Folge. Dann ist sie insbesondere beschrinkt,
somit gibt es eine Konstante C, sodafs fiir alle n

—-C<a, <+C.
Nun bilden wir die Folge (u,,) mit
Up = inf{an, ani1, anta, ...} =inf{ag |k > n}.
Trivialerweise ist wieder
—C <wu, <+C,

ferner die Folge (u,) monoton wachsend. Nach Satz Z.20 ist damit diese Folge (u,,)
konvergent und zwar

Up — U = Sup{uy, Uz, ... }.
Wir zeigen: u ist auch der Grenzwert der urspriinglichen Folge, d.h. (a,) — u.
Wiéhle ¢ > 0. Wegen u,, — u gibt es ein ng, mit dem |u, —u| < £ fiir n > ny.
Da u, := inf{ay |k > n} gibt es zu jedem n ein k(n) > n, soda |u, — ag@m) | < 5.
SchlieRlich ist ja die Folge (a,) eine CAUCHY-Folge, somit gibt es ein n1, mit dem
|an — am | < § fiir n,m > ny. Fiir n > max{ng,n;} ist dann

|an—u|§|an—ak(n)|+|ak(n)—un|—|—|un—u|<§+§+§:e.

O

Um die Aussage von Satz Z.24 auch fiir komplexe Folgen zu bekommen, nutzen wir

Satz Z.25 Sind a,, — a, und b,, — b zwei komplexe Zahlenfolgen, ferner «, 3 € C,
so gelten
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1. aa, + Bb, — aa + Bb.

2. apb, — ab.

§|§

fiir b, # 0
fiir b, =0

, gt e, — 3.

S oo

3. Fallsb # 0 und ¢,, := {

4. |an| — la
Beweis:

1. Esist
| (@n + Bbn) — (aa+ A5) | < [all an — a |+ |6]|ba — b].
Fiir n > max{no(a, 55),m0(b, 357)} ist dann |an —a| < 557, [bn —b] < 503,
somit die ganze obige rechte Seite < e.

2. |anbp —ab| < |anby, —anb|+|anb—ab| = |an|| by —b| + |b|| an — a|. Die Folge
(ay) ist konvergent, somit CAUCHY-konvergent, also beschrénkt. Damit kann
man |a,| < « mit geeignetem « abschitzen und wie bei 1. weitermachen.

3. Sofern b # 0 ist fiir n > no(‘%l) auch |b,| > @ Da es fiir die Konvergenz nicht
auf die ersten Glieder der Folge ankommt, kénnen wir also gleich annehmen,
daf fiir alle n schon ¢, = ‘g—: ist. Dann ist

1
% :n—|ban—abn|

an
bn

Es ist o < 1o = 25, ferner gilt nach Teil 1. (ba, — ab,) — 0, sodaf
[0 ]10] 3 [bl]b] 0]

die obige Differenz beliebig klein wird.
4. JJan| — lal| < |an —al. O
Satz Z.26 Ist (a,) = (an + i0,) eine komplexe CAUCHY-Folge, so sind auch die

Folgen () und (3,) aus den Realteilen bzw. den Imaginérteilen jeweils CAUCHY-
Folgen.

Beweis:
An — Am |2 = | (an + Zﬁn) - (am + 'Lﬁm) |2
= | (an — am) +i(Bn — Bm) |2
:|(O‘n*am)|2+|(ﬂn*ﬁm)|2
Damit ist
|an_am| S |an_am|
|ﬂnfﬁm| < |an*am|a
woraus die Behauptung folgt. a

Dies liefert uns die Erweiterung von Satz Z.24 ins Komplexe:

Satz Z.27 In C ist jede CAUCHY-Folge konvergent.

Beweis: Nach Satz Z.26 bilden auch die Folgen aus den Realteilen bzw. den Ima-
gindrteilen jeweils eine reelle CAUCHY-Folge, die nach Satz Z.24 konvergent ist. Mit
Satz Z.25.1 konvergiert dann auch die ganze Folge. O
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Warnung Uber R oder C haben CAUCHY-Folgen einen Grenzwert. Wir werden aber
spater allgemeinere Bereiche kennenlernen, wo die analoge Aussage falsch ist.

Ein wichtiger Begriff ist der der Teilfolge.
Definition Z.28 Es sei (a,,) eine Zahlenfolge, (ny)ren eine streng monoton wach-

sende Folge natiirlicher Zahlen. Dann heit die Folge (ay, )ren €ine “Teilfolge” der
FO]ge (an)nEN-

Folgende Aussagen iiber Teilfolgen sind leicht zu beweisen:

Satz Z.29
1. Jede Teilfolge einer CAUCHY-Folge ist selbst CAUCHY-Folge.

2. Jede Teilfolge einer gegen den Grenzwert a konvergierenden Folge ist selbst
konvergent mit Grenzwert a.

3. Konvergiert eine Folge (a,) und hat eine Teilfolge den Grenzwert a, so konver-
giert (ay,) selbst gegen a.

Aus den Uberlegungen zu CAucHY-Folgen ergibt sich das folgende Prinzip der In-
tervallschachtelung:

Satz Z.30 (Intervallschachtelung) Eine Folge ([a,,b,])nen von abgeschlossenen
Intervallen (in R) bildet eine “Intervallschachtelung”, wenn

1. fiir alle n € N stets [ap+1,bn+1] C [an, by] und

2. b, —a, — 0 fiir n — co.

Dafiir gilt

Satz Z.31 Zu einer Intervallschachtelung abgeschlossener Intervalle [ay,, b,] gibt es
genau eine Zahl ¢, die in allen liegt, d.h. fiir die

ﬂ [an,bn] = {c}.

neN
Es ist ¢ = lima,, = lim b,,.
Beweis: Uber die Bedingung [a,,11,bn11] C [an, bs] ergibt sich
a1 <as< o <ap<apnt1 <o <bpy1 <bp <0< by <0y

Damit ist die Folge (a,) monoton wachsend und nach oben durch jedes by be-
schrankt, entsprechend die Folge (b,,) monoton fallend und nach unten durch jedes
ay, beschrankt. Nach Satz Z.20 gilt dann

an — a = sup{aq,az, ...}
by, — b :=inf{by, ba,...}.

Da jedes by obere Schranke fiir {a,, | € N} ist ist somit
a < by fir jedes k € N

und analog
b > ay fiir jedes k € N.

Somit ist stets
a—b< by — ag.
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Andrerseits ist wegen der Monotonie auch fiir alle £k € N
a>ag, bbb
und somit stets
b—a<bp— ag.
Also haben wir
|[b—a|<bp—ar—0 (k— o0),
sodafl b = a =: c. Schlieflich ist damit dann fiir beliebige n

an <a=c=b<b,, dh.cc€la,, byl

sodafs ¢ in allen Intervallen liegt. Wegen b,, — a,, — 0 kann es nur eine solche Zahl
geben. O

Aus dem Prinzip der Intervallschachtelung erhalten wir den

Satz Z.32 (BOLZANO-WEIERSTRASS) Jede Folge ¢,, in einem “kompakten”, d.h.
beschrdnkten und abgeschlossenen Intervall [a, b] C R besitzt eine konvergente Teil-
folge. Deren Grenzwert liegt wieder in [a, b].

Beweis: Wir arbeiten mit Intervallschachtelung. Setze [aq, bg] := [a, b] und ng := 0.
Dann ist sicher ¢,, € [ag,bo] und [ag, by] enthélt unendlich viele (namlich alle)
Glieder unsere Folge (¢,,). Darauf arbeiten wir rekursiv weiter:

Das zuletzt erreichte Intervall [ag, bx] teilt man in der Mitte in [ag, di] und [dg, bg]-
Enthélt [ag,dx] unendlich viele Folgenglieder, so wird es das néchste Intervall, d.h.
dann setzen wir

[art1, brq1] := [ak, di],
andernfalls liegen unendlich viele Folgenglieder in [dj, bx] und wir setzen
[ak-‘rla bk+1] = [dka bk]

Ferner wéhlen wir npy1 > ng so, daf ¢, € [ag41,br41]. Die Intervalle sind
geschachtelt, ihre Lange halbiert sich jeweils, somit liegt eine Intervallschachtelung
vor und (¢, ) liefert die gesuchte konvergente Teilfolge. O

Wir nutzen dies fiir

Satz Z.33 Zu jeder natiirlichen Zahl k > 1 und jeder positiven Zahl a € R, > 0

gibt es genau eine positive Zahl w € R mit w* = a. Man nennt diese Zahl w die
1

“positive k-te Wurzel aus a”, geschrieben als w := §/a := a*.

Beweis: Die Menge
A:={z>0|zF <a}

ist nach der BERNOULLI-Ungleichung sicher durch 1 + a nach oben beschrankt.
Ferner ist u := min{1,a} € A und damit A # (). Also existiert

w := sup A.

Dies ist die gesuchte Wurzel. Dazu zeigen wir, daf w* = a. Da w ein Supremum ist,
folgt {iber die Charakterisierung in Satz Z.12, daf fiir jedes n € N jedenfalls

1 1
— ¢ A, dh. —)k
w+n§é , d (ern) > a,
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ferner fiir jedes n mit w — 1 > 0 schon
1 1
w—— €A, dh (w-—-)<a.
n n

Offenbar ist

(w— ) < (wt

Wir betrachten die Folge der Intervalle

Jni= 1w = 1), ()]

n

Trivialerweise sind die geschachtelt, d.h. J,,41 C J,, und wegen

(w+ 2~ (= 2)f =
(w+%)—(w—l)} [(w+l)’“+(w+l)’”(w— )+t
< %k(wﬂ)k*l -0

gehen die Intervalllingen gegen Null, sodafs eine Intervallschachtelung vorliegt. Of-
fenbar liegt w* in jedem der Intervalle, wegen (w+ )% > a, und (w — £)* < a aber
auch a. Somit ist notwendig w* = a, also w die gesuchte Wurzel.

Dafs es nur eine solche positive Wurzel geben kann, folgt aus der Monotonie der
Multiplikation. U

Zur Berechnung dieser Wurzeln verwendet man das NEWTON-Verfahren, das wir im
néichsten Kapitel kennenlernen werden.

Zahlenreihen

Definition Z.34 Es sei (a,,)nen ein Folge in C.

1. 3372 a; oder auch Y 2, a; fiir ein k € Z heifit “unendliche Reihe mit den
Summanden a;”.
Man notiert dafiir oft nur ), a; oder gar nur ) a;.

2 sp=a1+as+..+a, = 27:1 a; heift die “n-te Partialsumme”.

3. Z;’il a; heifst “konvergent”, wenn die Folge (sn)nen der Partialsummen kon-
vergiert.
Ist s = lims,, so heifit s auch die “Summe” der Reihe und man schreibt
s =32 a;.

4. Ist die Reihe Z‘;’;l a; nicht konvergent, so heifit sie “divergent”.

Warnung!! Das Zeichen Z‘;’;l a; ist zundchst nur eine Aufforderung zu priifen, ob
die Folge der zugehorigen Partialsummen konvergiert, und erst wenn dies zutrifft,
besitzt es einen Wert als komplexe oder reelle Zahl.

Ein erstes Konvergenzkriterium enthélt

Satz Z.35 Eine Reihe Z;’il a; mit nichtnegativen reellen Gliedern a; konvergiert
genau dann, wenn die Folge der Partialsummen nach oben beschrinkt ist.

Beweis: Esist s,,1+1 = sp+an11 > $p, somit die Folge der Partialsummen monoton
wachsend. Damit folgt die Behauptung aus Satz Z.20. O
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Beispiel Z.36
1. Die “harmonische Reihe” 377 + ist divergent.
2. Die Reihe >77° | = ist konvergent.

3. Die “geometrische Reihe” Z;’;O ¢’ ist divergent fiir |q| > 1 und konvergent fiir
|g] < 1. Im letzten Fall ist ihre Summe

S = (<1
i=0 — 1

Beweis: Bei 1. und 2. liegen Reihen mit positiven Gliedern vor, sodafs wir nur die
Beschrénktheit der Partialsummern zu priifen haben.

Zul.:
S R I NI VI
S WEE VLV S S Fe +o
> stgtgtgt—Tgt— TR on
1 1 1 1
=14+ -42-+4-+ ... 2"
o2t b2
1 n
=1 — =14+ —.
+n2 +2
Damit sind die Partialsummen nicht beschrinkt.
Zu 2.:
1 1 1
<1+ L + L + ...+ !
- 1-2 23 7 (n—1)n
Nunist(k_%)k:ﬁ—%,somit
1 1
Sn:1+§+§+ +ﬁ
<14 (1 1 n 1 1 n 1 1 n n 1 1
- 2 2 3 3 4 n—1 n
1
=141-—-<2.
n

Folglich sind hier die Partialsummen beschrinkt.

n+1
Zul:s,=1+q+q¢>+..+q¢" = =4 L fiir q # 1. Fiir |g] < 1 ist (¢") eine
Nullfolge, somit

1—q

1—gnt! 1
Sp = — .
l—q l—q
Damit ist hier die geometrische Reihe konvergent und zwar mit der angegebenen
Summe. _ _
Ist |q| > 1, soist stets auch |¢7| > 1 und damit (¢7) keine Nullfolge und die Divergenz
der Reihe ergibt sich aus dem unten stehenden Satz Z.38. 0

Wir hatten gesagt, daf eine Reihe konvergiert, wenn die Folge (s,,) der Partialsum-
men konvergiert. Letzteres ist bei Zahlenfolgen in C ja gleichbedeutend damit, daft
die Folge der Partialsummen eine CAUCHY-Folge ist. Wegen

m n m
[sm—sul =1 a; =Y aj|=1>_a;l,
1 1

n+1
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wobei wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit stillschweigend m > n angenom-
men haben, bedeutet dies

Satz Z.37 Die Reihe ) a; ist genau dann konvergent, wenn gilt:

ve>03ng(e)vm>nzno(6) | Z a; | <é€
n+1

wenn also fiir jedes noch so kleine positive e eine Stelle ng existiert, sodafs fiir alle
dahinter liegenden Reihenabschnitte >7" . a; der Betrag kleiner e ist.

. . . _ . n+1 _
Setzen wir hier insbesondere m =n + 1, soist dann | > 7 a; | = [ant1 |-

Somit erhalten wir

Satz Z.38 Ist > a; konvergent, so ist (a;) eine Nullfolge.

Warnung! Diese Aussage darf man nicht umdrehen, die Umkehrung ist falsch!

Definition Z.39 Die Reihe ) a; heifit “absolut konvergent”, wenn die Reihe aus
den absoluten Betrigen, also ) | a; | konvergiert.

Hierfiir gilt

Satz Z.40 Eine absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Beweis: Fiirm > nist| Y.  a;| <> " |a;|. Dann wende man Satz Z.37 an. [J
Die Umkehrung von dieser Aussage ist falsch. Denn die Reihe

(=1

5

ist nach Beispiel Z.36 sicher nicht absolut konvergent. Andrerseits ist sie ein Beispiel

fiir das folgende

LeiBN1z-Kriterium Z.41 Eine alternierende Reihe ) a; in R, die also reelle Glie-
der mit abwechselnden Vorzeichen hat, ist konvergent, sofern (|a;|) eine monoton
fallende Nullfolge ist.

Beweis: Fiir j € N sei etwa stets az; > 0, a2;41 < 0. Dann ist

Sop42 = Sont1 t+ G2ni2 > Son41
Son+2 = Son + (Gon41 + G2nt2) < Son
Sont+1 = San—1 + (G2 + G2nt1) > Son—1

somit
Son—1 < Sont1 < Sont2 < Sop,

und weil die (|a;|) noch eine Nullfolge bilden, liegt also bei den Intevallen [s2,,—1, S24,]
eine Intervallschachtelung vor. Die nach Satz Z.31 hierdurch bestimmte Zahl s ist
dann s = lim sy, 1 = lim s9,, sodafl sogar s = lims,, gilt, was die Konvergenz
unserer Reihe zeigt. U

Definition Z.42 Eine Folgen (b,) von positiven reellen Zahlen heifit eine “Majo-
rante” zur Folge (a,), wenn fiir alle n stets | a,, | < b, ist. Man sagt dann auch, dafs
> b; Majorante zu ) | a; | ist.

Damit gilt das
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Majoranten-Kriterium Z.43 Ist (b;) Majorante zu (a;) und . b; konvergent,
50 ist Y a; absolut konvergent.

Beweis: Fiir m >nist 0< > " [a; | <30 b;
Die Konvergenz der majorisierenden Reihe liefert mit Satz Z.37 die Behauptung,
(noch kiirzer gehts mit Satz Z.35). O

Quotienten-Kriterium Z.44 Mit einem ¢ € (0,1) und einem k € N gelte fiir alle
n > k stets a,, # 0 und agzl

< q. Dann ist die Reihe ) a; absolut konvergent.

Beweis: Per Induktion schlieft man, daf fiir n > k und beliebige m € N stets
|@ntm | < |an|g™ gilt. Damit hat 3, a4, die konvergente Majorante |a, |3 ; ¢’

Eine weitere Anwendung des Majoranten-Kriterium Z.43 ist das sog.

Wurzel-Kriterium Z.45 Mit einem g € (0,1) und einem k € N gelte fiir alle
n > k die Abschitzung {/|a,| < q. Dann ist Y a; absolut konvergent.

Beweis: {/|a,| < g impliziert |a,| < ¢", soda (im Wesentlichen) die geometrische
Reihe eine konvergente Majorante liefert. 0

Beispiel Z.46 1. Die sog. “Exponentialreihe”

o0 n

exp(x) := Z %

n=0

ist fiir jede komplexe Zahl x € C absolut konvergent und stellt damit eine auf ganz
C erklirte Funktion dar, die sog. “Exponentialfunktion”.

Denn fiir m > 2|x| und jedes n > m haben wir

O . S

n! m! m+1 m+2 n
™ A1\ 2™ /1\"
<=1z = - .
— m! \2 m! 2
Damit taugt die geometrische Reihe mit ¢ = % als Majorante. Als Folgerung ergibt

sich
2.

und damit ist auch
3.

3
Il
o

Dies nutzen wir weiter fiir

Beispiel Z.47 Es gilt {/n — 1.
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Denn zunéchst ist mit a,, := {/n stets a,, > 1 fiir n > 1. Ferner ist

< G )n(n+1) nrtl ( n >n 1 S R
— =n = n— -,
Ant1 (n+1)" n+1 (1+4" e

somit > 1 fiir n > e. Somit ist die Folge der a,, schlieflich monoton fallend und
nach unten beschrinkt, also konvergent:

anp = Yn —a(>1).

Damit haben wir speziell auch
a2np — Q

und so nach Satz Z.25 auch

a3, — a’.

Es ist
agn: (Zn‘ 2”)2: n” 2n = {L/E {L/E: \n/i'an-

Nun gilt (zeigen Sie das mal selbst!) {/2 — 1, ferner a,, — a, also nach Satz Z.25

auch

2 _
a5, — 1-a=a.

Folglich ist @ = a? und wegen a > 1 damit a = 1, was wir ja zeigen wollten.

Beispiel Z.48 Fiir |z| < 1 und jedes k € N konvergiert die Reihe >, n*z™ absolut.

Beweis: Wegen {/n — 1 gilt auch V/n*¥ — 1 und somit {/|nFz"| — |z| < 1. Mit
q:= 1+T|I| < 1 ist dann das Wurzelkriterium anwendbar. O

Die Exponentialreihe wie die zuletzt betrachtete Reihe sind sogenannte Potenzrei-
hen:

Definition Z.49 Eine Reihe der Form Y °  an(x — xo)" mit zo,a, € C heifit
Potenzreihe mit Koeffizientenfolge (a,) um xy. Konvergiert sie fiir ein gegebenes
x € C, so sagt man auch “die Potenzreihe konvergiert an der Stelle x.”

Solche Potenzreihen werden uns noch viel beschiftigen. Hier machen wir nur folgen-
de erste Aussagen dariiber. Wir verstehen dabei unter der “abgeschlossenen Kreis-
scheibe um den Punkt z¢ € C” die Menge

K(wo,7) :={z € C; [ —xo| <7}
Satz Z.50 Esseien) .  a,(x—x0)" eine Potenzreihe mit komplexen Koeffizienten

und q eine reelle Zahl mit 0 < ¢ < 1. Dann gelten:

1. Konvergiert die Reihe an einer Stelle x1 # xo in C, so konvergiert sie absolut
und “gleichméifig” auf K (o, q|x1 — o), d-h. zu jedem € > 0 existiert ein no(c),
so daf fiir alle m > n > ng(e) und alle x € K(xg, qlx1 — 29])

m .
| Z aj(x—x0)| <e
j=n+1

gilt.
Ferner existiert eine Konstante C' € R, mit der

o0
Z an(z — x0)"
n=0

<C fiir alle v € K(z0,q|z1 — 20|).
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2. Zu der Potenzreihe gibt es eine Zahl r > 0, den sogenannten “Konvergenzradi-
us”, mit dem fiir den “Konvergenzkreis” K (zo,r) gilt:

Fiir jedes © € K(xo,r) ist die Potenzreihe absolut konvergent, fiir jedes x
auflerhalb von K (z¢,7), d.h. mit |x — x| > r ist sie nicht konvergent. Hier ist
der Fall r = oo zugelassen (dies bedeutet dann, daf die Reihe in der ganzen
komplexen Ebene konvergiert; sie bestimmt ein “ganze” Funktion).

Diesen Konvergenzradius r kann man bestimmen bzw. abschétzen aus der For-
mel

I .

— = limsup {/|an| := inf {sup V/|ax|}.

T n—00 n k>n

Ergibt dieser “Limes superior” den Wert 0, was r = oo bedeutet, so konvergiert
die Reihe iiberall, ergibt sich der Wert co, was r = 0 bedeutet, so ist die Reihe
nirgends (aufier trivialerweise bei x = x() konvergent.

3. Auch die Reihe
Z n - ap(r —x0)"
n=1

konvergiert absolut und gleichméRig in der Kreisscheibe K (z¢, q|z1 — o))

Beweis: Zu 1.: Da die Reihe ZZOZO an(z1 — 29)" konvergiert, sind jedenfalls ihre
Reihenglieder beschrinkt, d.h. es existiert eine Konstante M, mit der fiir alle n gilt,
dak |an (z1 — 20)™| < M. Damit ist dann fiir die betrachteten x:

n
xr— X
lan (2 — 0)"| = |an] - |1 — 2o|" (=20 < argn.
|z1 — 2o

Damit konnen wir die geometrische Reihe als Majorante verwenden. Die Gleichm-
Rigkeit der Konvergenz folgt daraus, daft in der Majorante die konkrete Stelle = gar
nicht mehr auftritt.

Der Wert dieser majorisierenden geometrischen Reihe taugt als Abschitzungskon-
stante C.

Zu 2.: Ist die Reihe nicht in der ganzen Ebene konvergent, so gibt es also eine Stelle
x1, an der sie nicht konvergiert. Dann kann sie nach 1. sicher fiir kein x konvergieren
mit |z — xo| > |21 — 0]

Sei nun r das Supremum aller Absténde |z — x|, sodaf die Reihe an der Stelle z
konvergiert. Dieses Supremum ist nun endlich und ist der genannte Konvergenzra-
dius. Denn fiir | — x| > r kann die Reihe nach der Definition des Supremums
nicht mehr konvergieren, fiir |z — x¢| < r gibt es wieder nach der Definition des
Supremums ein &’ mit |z — zg| < |2’ — xo| < r, fiir das die Reihe konvergiert. Nach
1. konvergiert sie dann auch fiir = selbst und zwar wieder absolut.

Zur Darstellung des Konvergenzradius beschrianken wir uns auf den Spezialfall, dafs
p = lim {/| a, | existiert. Es ist dann auch limsup /| a, | = p.
n

Wir wenden das Wurzel-Kriterium Z.45 auf die Reihe mit den Gliedern a,, (z —z¢)"”
an, wobei wir die Félle » = 0 und r» = oo zunéchst noch ausschliefien.
Ist |z — 20| <7 := %, so ist mit einem ¢, 0 < ¢ < 1 auch |z — zg| < ¢*r und fiir

groke n auch /| a, | < %p, somit

11
Vi@ —zo)"an| = & — x0l V/] an | < qQMp: qg<1,

sodafs die Reihe hier (absolut) konvergiert.
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Ist andrerseits [z — 20| > 7 := 7, 50 ist mit einem ¢, 0 < ¢ < 1 auch [z —xo| > 7
und fiir grofe n dann /| a,, | > gp, sodafs

V@20 an] = e — 20 YTan | > oap= - > 1
qa-p q
Dann ist also stets |(x — z¢)"a,| > 1 und damit die Reihe sicher divergent.
Die im Falle » = 0 oder r = oo bei diesem Beweis notigen Modifikationen seien als
Ubung gestellt.
Zu 3.: Mit dem selben M wie in 1. haben wir die Abschitzung

n—
r—x

|nan(1‘ — xo)"71| =n- |an| . |.’L'1 — $O|"*1 (g)
|21 — o

M

n—1 n

q .

M

|z1 — 20 qlz1 — o

Nach Beispiel Z.48 ist die damit gebildete Reihe aber absolut konvergent. Die Ma-
jorante ist wieder unabhingig vom konkreten x, was wieder die Gleichmfigkeit
beweist. O

Wir beschliefsen dieses Kapitel mit ein paar Ergebnissen zum Umordnen von Reihen.
Bei einer Summe von endlich vielen Summanden kommmt es bekanntlich nicht
darauf an, in welcher Reihenfolge man sie aufsummiert, das Ergebnis ist immer

die selbe Zahl. Bei unendlichen Reihen ist das nicht so. Die Reihe > 77, (Z—w ist
nach dem LEIBNIz-Kriterium Z.41 konvergent mit einem Grenzwert s € (£, 2). Wir

672
wissen, daft die Partialsummen der harmonischen Reihe

SIS
Sp 1= gty tgt

nicht beschrinkt sind und dies gilt dann trivialerweise auch fiir

Lol 1.1 1
2sn.—2 1tsTst

Damit gibt es eine streng monoton wachsende Folge (m,,),, von natiirlichen Zahlen,
sodafs fiir jedes n € N
Mn 1

2j

(]

j=1

Die Glieder unserer Folge, d.h. Elemente der Menge {(_]—w |1 =2,3, } ordnen wir
nun neu an — man beachte, dafs positiv genau die Glieder mit geradem j sind —.

— Zunichst nehmen wir die positiven Glieder mit (geraden) Nummern < 2m;,

1
— dann —3,

— dann die positiven Glieder mit (geraden) Nummern 2m; < j < 2msg,
— dann —1, etc.

Wenn wir also so abwechselnd weiterverfahren, erhalten wir fiir gewisse Partialsum-
men genau den Wert

%1 1+1+ + 1 >2n—n=n 0
— — |zt =-+.. —n=mn— 00.
29 3 5 2n+1) —

Jj=1
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Die so umgeordnete Reihe kann also nicht konvergieren. Es gilt sogar genauer:

Zu jeder beliebigen reellen Zahl a kann man eine Umordnung finden, die gegen a
konvergiert, ebenso kann man bei geigneter Umordnung der Folge die Partialsum-
men gegen +oo oder gegen —oo divergieren lassen.

Man beachte also die

Warnung Ordnet man die Reihenfolge der Glieder einer unendlichen Reihe um, so
dndert man im allgemeinen das Konvergenzverhalten bzw. den Grenzwert.

Es gibt jedoch eine wichtige Ausnahme:

Satz Z.51 Es sei Y a, eine absolut konvergente Reihe mit Grenzwert a. Dann
ist auch jede Umordnung dieser Reihe absolut konvergent und zwar gegen denselben
Grenzwert a.

Wir {ibergehen den Beweis. (Siehe etwa O.Forster, Analysis 1.)

Beachten Sie: Gefahrlos diirfen Sie nur absolut konvergente Reihen umordnen.

Eine etwas anspruchsvollere Variante des Umordnungsprinzips braucht man fiir den
folgenden Satz, der sagt, wie man eine Potenzreihe beziiglich einer beliebigen Stelle
ihres Konvergenzkreises darstellen kann.

Satz Z.52 Es sei y .~ ,anx™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0, xg
beliebig aus dem Konvergenzkreis K (0, R). Dann sind alle Reihen

o0

bk = Z QA (Z) xg_k

n=k

absolut konvergent und die Reihe

Z by (z — mo)k
k=0

konvergiert mindestens in dem groften Kreis um xg, der noch ganz in K(0,R)
liegt, der Konvergenzradius der neuen Reihe ist also > (R — |zo|). Im gemeinsamen
Definitionsbereich haben beide Reihen jeweils an gleichen Stellen gleiche Werte.

Vergleichen Sie dazu auch Satz Z.50.3. Wir skizzieren den Beweis nur.
Fiir x € K(0, R) ist

Tianx" - nij%an(xo +(z — 20))" = gan <znj (Z) an (- xo)k> .

k=0

Soweit war alles unproblematisch. Man {iberzeugt sich, daf auch die zuletzt no-
tierte Reihe absolut konvergent ist, und kann daraus schliefen (das ist mit Arbeit
verbunden), daf man die Reihenfolge der beiden Summationen iiber n und iber
k vertauschen darf, ohne etwas am Konvergenzverhalten und Wert der Reihe zu
dndern. Dann haben wir also

Z anx” = Z (Z an, (Z) xg_k> (z — zo)* = Zbk(z —x0)".
n=0 k=0

k=0 \n=k

O
Ein weiteres Resultat, das mit dem Umordnen zusammenhingt und daher die ab-
solute Konvergenz voraussetzt, ist



Zahlenreihen 7-19

Satz Z.53 (CAucHY-Produkt) Es seien >~ ja, und Y . ° b, zwei absolut
konvergente Reihen. Fiir n € N setzen wir

n
Cp = E an_kbk.
k=0

Dann ist auch die Reihe Y ", ¢, absolut konvergent und es gilt

e (S ()

Den nicht ganz kurzen Beweis schenken wir uns. (Siehe etwa O.Forster, Analysis 1.)
Die hier eingefiihrte Konstruktion des CAUCHY-Produkts kommt ganz natiirlich bei
Potenzreihen vor. Bildet man hierfiir (zunéchst formal) (3°°7 ; anz™)- (30 Buz™)
und sortiert nach Potenzen von z, so ergibt sich mit

Tn = Zan—kﬁk-
k=0
eben gerade
>t = (St ) - (L)
n=0 n=0 n=0
Konvergieren die beiden rechtsstehenden Reihen an der Stelle z € C absolut, so
auch die linke, d.h. deren CAUCHY-Produkt.

In Beispiel Z.46 hatten wir gezeigt, daf fiir jedes © € C die Reihe

o0 n

exp(z) = Z %

n=0

absolut konvergiert. Somit kénnen wir hierauf etwa den Satz {iber das CAUCHY-
Produkt anwenden. Mit

X
Qp = o bn = y_|
n. n.
ist
n
Cn = Z an—kbk
k=0
n xn—k yk
=2 (n—k) &

s

_ 1 — (n etk @ty
L ()
k=0

und dies ist ja das n-te Glied der Reihe zu exp(x + y). Also folgt nach dem Satz
iiber das CAUCHY-Produkt

Satz Z.54 (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion)
Fiir beliebige komplexe z,y € C gilt

exp(r +y) = exp(x) - exp(y).
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